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Zusammenfassung

Dieses Skript basiert auf Vorlesungen, die ich in den Jahren 2006, 2011 und
2018 in Freiburg gehalten habe. Wahrend des Sommersemesters 2021 wird das
Skript laufend bearbeitet. Das Wort elementar im Titel bedeutet nur, dass es um
Kurven und Flédchen im Euklidischen Raum geht, und nicht um abstrakte Man-
nigfaltigkeiten. Das Ziel ist, mit Methoden der Analysis geometrische Aussagen
zu beweisen, was oft gar nicht elementar ist.
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Vorbemerkung zum Euklidischen Raum

In dieser Vorlesung geht es um Kurven und Fldchen im Raum R", mit dem
Euklidischen Abstand d(x,y) = |z — y|. Dabei ist

jof? = {a,2) =) (")

i=1
Es sollen Gréflen oder Eigenschaften studiert werden, die geometrisch sind:

die Eigenschaft oder Gréfle soll invariant sein, wenn die Kurve oder
Flidche durch eine Isometrie des Euklidischen Raums bewegt wird.

Der Begriff der Invarianz muss hier richtig verstanden werden: eine skalare Grofie
wie zum Beispiel die Lénge sollte gleich bleiben, wéhrend sich eine vektorielle
Grofle geeignet mittransformieren soll, zum Beispiel der Schwerpunkt. Manchmal
wird die Invarianz auch nur beziiglich Isometrien verlangt, die die Orientierung
erhalten. Die Frage nach dem geometrischen Charakter wird sich bei jeder neuen
Definition stellen. Es wird niitzlich sein, dazu die Isometrien des Euklidischen
Raums explizit zu bestimmen, was wir nun tun wollen. Vorab die allgemeine De-
finition von isometrischen Abbildungen zwischen beliebigen metrischen Rdumen
(X,d) und (Y, d).

Definition 0.1 FEine Abbildung f : (X,d) — (Y,d) heifit

e isometrisch, falls d(f(z1), f(z2)) = d(z1,22) fir alle z1,z9 € X.

e Isometrie, falls f isometrisch und bijektiv ist.

Eine isometrische Abbildung ist immer injektiv, denn es gilt

d(f(z1), f(w2)) = d(z1,32) >0 fiir 71 # 2o
Ist sie zusétzlich surjektiv, so ist sie eine Isometrie.

Lemma 0.1 Die Isometrien eines metrischen Raums (X, d) bilden eine Gruppe.

BEWEIS: Gemeint ist, dass die Isometrien bzgl. der Verkettung eine Gruppe
bilden, das heifit eine Untergruppe der Bijektionen von X. Aber fiir Isometrien
fyg von X gilt

d(g f(@),97 f() =d(g997 " f(@), 997 fy) = d(f(z), f(y)) = d(z,y),

das heiBt ¢! f ist wieder eine Isometrie. O

Die Translationen 7, : R — R", 7,(z) = x + a mit a € R", sind Isometrien des
Euklidischen Raums, denn es gilt fiir z,y € R"

d(7a(), 7a(y)) = [7a(®) = 7a(y)| = |(x + a) = (y + 0)| = [ — y| = d(z,y).
Ebenso die orthogonalen Abbildungen

O(n) = {S € GL(R") : (Sz, Sy) = (x,y) fiir alle z,y € R"}.



Fiir S € O(n) gilt ndmlich

d(Sz,Sy) = |S(x —y)| = V/(S(@ —y),S(x —y)) = [z — y| = d(x,y).

Wir zeigen nun, dass sich jede Isometrie des R™ aus einer Translation und einer

orthogonalen Abbildung zusammensetzt.
Satz 0.1 (Isometrien des R") Die Isometrien des R™ sind von der Form
f(z)=Sx+a mitS € O(n) und a € R"™.

Diese Abbildungen nennt man auch Euklidische Bewegungen.

BEWEIS: Sei f:R™ — R" eine Isometrie, zunéichst mit f(0) = 0. Dann folgt

|f(@)] = d(f(),0) = d(f(x), f(0)) = d(z,0) = ||

Mit der Polarisationsformel schlieen wir, dass f das Skalarprodukt erhélt:

(F@) f@) = —5 (1@ — F@)P ~ 1@~ 17w)P)
= (e =y~ la? ~ )
= (z,9).

Ist ey, ..., e, die Standardbasis, so folgt
<f(ez)7f(ej)> = <€i,€j> = 5’LJ7

das heiBt f(e1),..., f(en) ist wieder Orthonormalbasis, und

n n

fz) = Z<f($), fles)) fle) = Z(l‘, ei)f(e;) fiir alle x € R™.

i=1 i=1

Somit ist f eine lineare Abbildung (was ja nicht vorausgesetzt war!). Da f das

Skalarprodukt erhilt, ist f(z) = Sz fiir ein S € O(n).

Ist f(0) = a € R™ beliebig, so gilt (74 o f)(0) = 0. Wie gezeigt ist dann

T_q o f(z) = Sz fir ein S € O(n), also f(z) = Sz +a.

O

Bemerkung. Fiir eine Isometrie f : R” — R" ist die Darstellung f(z) = Sz +a
eindeutig bestimmt, denn es gilt a = f(0) und S = D f(0) (bzw. sogar S = D f(x)

fiir jedes x € R™).

Definition 0.2 Eine Isometrie f : R™ — R", f(x) = Sz + a, heifst orientie-

rungserhaltend oder eigentliche Bewegung, falls det S = 1.



1 Bogenlinge von Kurven

Definition 1.1 Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung ¢ € CO(I,R") heifit
stetige Kurve im R™.

Salopp gesagt besteht eine Kurve aus ihrem Bild im R™ und einem Fahrplan, wie
dieses Bild durchlaufen wird. In der Physik spielt der Fahrplan eine wesentliche
Rolle, fiir die Bewegung der Erde um die Sonne ergeben sich zum Beispiel so
die Jahreszeiten. In der Geometrie ist man an den Grofien interessiert, die nicht
vom Fahrplan abhéngen. Wie wir sehen werden, gehort dazu die Bogenlédnge. Wir
haben es hier mit einer zweiten wichtigen Invarianz zu tun, ndmlich der Invarianz
gegeniiber Umparametrisierungen.

Definition 1.2 Seien ¢ : I, — R", k = 1,2, stetige Kurven. Dann heifst co
Umparametrisierung von c1, falls es o € C°(Iy, I1) bijektiv gibt mit co = ¢1 o .

Es ist leicht zusehen, dass hierdurch eine Aquivalenzrelation ¢; ~ ¢y gegeben ist:

c: I —-R" = ¢ = coids
Cog =C10p = 1 = czogo_l
ca=crop,c3=cp09Y = c3 = cro(po).

Beachte, dass nach dem Zwischenwertsatz jede Umparametrisierung streng mo-
noton wachsend oder fallend ist. Dann ist auch ¢! streng monoton, und stetig:
hiitte =1 einen Sprung, so wire ¢ auf einem Intervall konstant, Widerspruch.
Siehe Analysis 1 fiir das ausfiihrliche Argument. Folgende Gréfien sind offensicht-
lich unter Umparametrisierung invariant:

e das Bild ¢(J),
e die Menge der Endpunkte {c(a),c(b)}, falls a,b € I,
e Anfangs- und Endpunkt c(a) und ¢(b), falls wir nur orientierungstreue Um-

parametrisierungen ¢ zulassen.

Hier ein paar einfache Beispiele von stetigen Kurven.

Beispiel 1.1 ¢: R — R", ¢(t) = p + tv, wobei p € R" und v € R™.
Der Fall v = 0, also ¢(t) = p fiir alle ¢, ist auch zugelassen.

Beispiel 1.2 ¢: R — R?, ¢(t) = r(cost, sint).
Eine Parametrisierung des Kreises um den Nullpunkt mit Radius r > 0.

Beispiel 1.3 ¢: R — R3, ¢(t) = (rcost,rsint,at)
Eine Parametrisierung einer Helix (Schraubenlinie) mit Radius » > 0 und
Ganghohe 27a.

In den Ubungen sollen mehr Beispiele besprochen werden. Wir kommen nun zur
Definition der Bogenldnge einer stetigen Kurve ¢ : I — R™ auf einem kompakten



Intervall I = [a,b]. Eine Zerlegung Z von I ist ein Tupel (tg,...,tx) mit a =
to <tp...<ty=b. Firr c € C°(I,R") setzen wir

(1.1) Lz(c) = Z le(ts) — e(ti-1)]-

Lz(c) ist die Lénge des Polygonzugs, der die Punkte ¢(t;) verbindet. Es ist dabei
zu beachten, dass die Unterteilung im Parameterintervall [a, b] definiert ist und
nicht im Bild, so dass die Formel zum Beispiel mehrfache Umlédufe eines Kreises
beriicksichtigt.

Definition 1.3 Die Linge der stetigen Kurve ¢ € C°(I,R™), I = [a,b], ist

L(c) = s%p Lz(c) € [0, 00].

Ist L(c) < 00, so heifit ¢ rektifizierbar.

Wir stellen als erstes fest, dass die so definierte Bogenlidnge tatséchlich unter
Umparametrisierungen invariant ist.

Lemma 1.1 Seien I = [ay,bi], k = 1,2, und p € C°(I3, I) bijektiv. Fiir jede
stetige Kurve ¢ € CO(I1,R™) gilt dann

L(cop) = L(c).

BEWEIS: Wir hatten schon festgestellt, dass ¢ entweder streng monoton wach-
send oder streng monoton fallend ist. Ist Z = (sq,...,sn) Zerlegung von Iy und
t; = ¢(s;), so ist entweder (tg,...,tx) oder (ty,...,ty) eine Zerlegung von I;. In
jedem Fall gilt

N N
Lz(cop) =Y lelp(si) = elp(sim))l = Y le(ti) — e(tim)] < Le).
i=1 i=1
Es folgt L(co @) < L(c). Mit ¢ = (co @) o ¢~ ! folgt L(cop) = L(c). O

Unsere Situation ist nun vergleichbar mit der Definition des Riemannschen Inte-
grals, es stellen sich folgende Fragen:

e Welche Kurven sind rektifizierbar?

e Wie konnen wir die Lénge L(c) berechnen?

Eine Antwort auf die erste Frage ist wie folgt.

Lemma 1.2 Seic: I = [a,b] = R™ Lipschitzstetig mit Konstante Lip(c) < oo.
Dann ist ¢ rektifizierbar, und es gilt

L(e) < Lip(c) |1].
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BEWEIS: Fiir eine beliebige Zerlegung Z ist

N N

Lz(c) =Y le(t;) — c(ti—1)| < Lip(c) Y _(t; — ti—1) = Lip(c) |1].

i=1 =1
O]

Die folgende Additivitdt unter Zerlegungen brauchen wir beim Beweis der Formel
fiir die Bogenlédnge unten.

Lemma 1.3 Sei T € I = [a,b]. Dann gilt fiir c € CO(I,R")

L(c) = L(c|[a,7) + L{clfrp)-

BEWEIS: Setze I} = [a, 7] und Iy = [1,b]. Sind Z;, Zs Zerlegungen von I; und
Iy, so ist (Z1, Z3) Zerlegung von I und folglich

Lz, (cln) + Lzy(clr,) = Lz, 2,)(c) < L(e).

Bildung des Supremums iiber alle Z1, Zy ergibt L(c|r,) + L(c|r,) < L(c). Fiir
die umgekehrte Ungleichung sei Z = (to,...,tx) eine beliebige Zerlegung von
[a,b]. Dann gibt es ein r € {1,..., N} mit 7 € [t,_1,t,], und wir erhalten die
Zerlegungen Z; = (to,...,t,—1,7) von Ij sowie Zy = (7,tp,...,tx) von Iz. Es
folgt aus der Dreiecksungleichung

N
Lz(e) = Y le(ts) = e(ti-n)]

IN

le(ti) — c(ti-1)| + |e(T) — c(tr—1)| + le(tr) — ()| + Z |e(ti) = c(ti-1)|

=1 i=r+1
= Lz (cln) + Lzy(cl1,)
< L(c|n) + L(cln)-

Bildung des Supremums iiber alle Z ergibt L(c) < L(c|r,) + L(c|z,)- O

Wir kommen jetzt zur Antwort auf die zweite Frage, also die Berechnung der
Lange. Dabei kommt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ins
Spiel, nicht iiberraschend.

Satz 1.1 (Bogenlingenformel) Sei c € CY(I,R") mit I = [a,b]. Dann ist c
rektifizierbar und es gilt
b
:/ | (t)| dt.

Bewels: Fiir jede Zerlegung Z = (tg,...,tx) von [a,b] gilt

ilc ti1 |—Z(/2 dt\ Z/ (t)]dt:/ab]c’(tﬂdt.



Also ist ¢ rektifizierbar und es folgt

b
(1.2) L@g/ﬂdmﬁ
Wir betrachten nun die Bogenldngenfunktion
C:a,b] = R, £(t) = L(cljay)-
Wir zeigen ¢/ (t) = |¢/(¢)| fiir alle ¢ € [a,b], daraus folgt durch Integration:

b b
L@:d@=ﬁ@+/ﬂ@ﬁ:/ﬁﬂMﬁ

=0

Sei t] < to. Mit Definition der Lénge als Supremum, Additivitét bei Zerlegungen
und der schon gezeigten Abschitzung (1.2) sehen wir

le(ta) — c(ty)] _ Llclpi) _ £(t2) — () _ 1 /t2|c’(t)|dt.

tog — 11 Tt —1 to—t1 — ta—t1 Jy

Fiir to \ t; gehen beide Seiten gegen |c/(t1)], fiir t1 7 t2 gegen | (t2)|. Also gilt

' (t) = | (t)], und der Satz ist bewiesen. O
Es ist niitzlich, die Formel auch fiir stetige Kurven ¢ : I — R" zu haben, die nur
stiickweise C! sind. Das bedeutet, es gibt eine Zerlegung Z = (to,...,tx) von

I, so dass c|, € C1(I,R™) fiir alle Iy = [tp_1,t%]. Die rechts- und linksseitigen
Grenzwerte ¢/, (t) miissen nicht gleich sein. Diese Version folgt sofort aus der
C'-Formel, Satz 1.1, wegen der Additivitit der Linge, Lemma 1.3, und der
Additivitat des Riemann-Integrals bei Zerlegungen.

Fir die Klasse der C'-Kurven muss der Begriff der Umparametrisierung
stirker gefasst werden, damit die C'-Eigenschaft darunter erhalten bleibt.

Definition 1.4 FEine Kurve cy € C*(Io,R"™) heifit C1-Umparametrisierung von
c1 € CHI1,R™), falls es ein ¢ € CY(Iy, I1) bijektiv gibt mit @' # 0, so dass
Co = C1 ©p.

Die Bedingung ¢’ # 0 garantiert, dass ¢! wieder eine C'-Abbildung ist, und
damit ¢; auch eine C'-Umparametrisierung von cy. Insbesondere haben wir wie-

der eine Aquivalenzrelation. Das iibliche Gegenbeispiel ist ¢ : R — R, o(t) =13,
mit der nicht differenzierbaren Umkehrabbildung

1 s1/3 fir s > 0,
P (s) = 1/3 ..
—(—s) fiir s < 0.

Ist c € CH(I,R™) und ¢(tg) # 0, so ist das Bild eines hinreichend kleinen In-
tervalls (tg — 0,%9 + J) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Dies
besagt der Satz iiber implizite Funktionen. Ist aber ¢/(t9) = 0, so muss das nicht
gelten, wie etwas das Beispiel der Neilschen Parabel zeigt.

Beispiel 1.4 ¢: R — R?, ¢(t) = (t2,13).

6



Stellen ¢ty € I mit ¢/(t9) # 0 nennen wir regulir. Die Gerade R - ¢/(tg) ist die
Tangente in ¢y € I. Lokal wird die Kurve durch ihre affine Tangente ¢(to)+R-¢/(to)
beschrieben. Ist ¢/(ty) = 0, so sprechen wir von einer Singularitéit. In diesem Fall
haben wir keine einfache, lokale Beschreibung.

Definition 1.5 Eine Kurve c € C'(I,R") heifit requlir, falls
d(t)#0 firallete I

Ist ¢ € C'(1,R™) regulir, so auch die C'-Umparametrisierung coyp, denn (coyp)’ =
d opy # 0. Es ist eine berechtigte Frage, ob es unter den vielen méglichen
Parametrisierungen einer Kurve eine besonders giinstige gibt. Die Antwort heif3t
ja, und zwar durchliduft diese Parametrisierung das Bild mit Geschwindigkeit
Eins. Diese spezielle Parametrisierung wollen wir nun bestimmen.

Definition 1.6 Eine Kurve ¢ € C1(I,R") heifit nach der Bogenlinge parame-
trisiert, falls gilt:
|d(s)|=1 fiir alle s € I.

Eine nach der Bogenlédnge parametrisierte Kurve bildet langentreu ab, und zwar
folgt aus Satz 1.1 fir [s1,s9] C [

82

Lele) = [ 1(s)lds =52 =1
S1

Diese Charakterisierung kann man auch fiir Kurven verwenden, die nur rektifi-

zierbar aber nicht notwendig C' sind. Aus Griinden der Einfachheit wollen wir

das hier nicht machen.

Satz 1.2 (Parametrisierung nach der Bogenlinge) Sei ¢ : I — R" eine
requlire C*-Kurve. Dann gibt es eine C-Umparametrisierung cop : J — R™ mit
¢’ > 0, die nach der Bogenlinge parametrisiert ist (insbesondere ist J Intervall
der Linge L(c)).

BEWEIS: Die gesuchte Umparametrisierung soll folgendes erfiillen:
(1.3) 1=|(cop)(s)] = |(p(s))¢'(s) fiir alle s € J.

Betrachte fiir ¢y € I beliebig die Funktion ¢ € C'(I), £(t) = fti) |/ (7)| dr. Dann
ist £'(t) = | (t)] > 0, also ist (1.3) gleichbedeutend mit

' 1 .
s) = fiir alle s € J.
#) = o)

Das ist erfiillt, wenn wir die Umkehrfunktion ¢ € C'(J,I) von ¢ wihlen, wobei
J = £(I). Insbesondere ist dann ¢’ > 0. O

Sind ¢; und ¢o = ¢1 o ¢ beide nach der Bogenléinge parametrisiert, so folgt
1= |cy(s)] = i (w(s) 1€ ()] = [ ()],

7



das heifit p(s) = £s+ s fiir s9 € R. Die Parametrisierung nach der Bogenlénge
ist also im wesentlichen eindeutig bestimmt.

Die Stddte Frankfurt und Vancouver haben etwa denselben Breitengrad,
auf dem Verbindungsflug kann man aber Eisberge sehen: offenbar folgt der Flug
nicht dem Breitengrad. Wir wollen zum Schluss des Kapitels die kiirzeste Ver-
bindung von Punkten p, ¢ auf der Sphére S*~! = {z € R" : |z| = 1} bestimmen.
Das Infimum der Lingen aller Verbindungskurven auf S"~! nennen wir den
Bogenabstand von p und ¢. Einen Schnitt von S"~! mit einem 2-dimensionalen
Unterraum bezeichnet man als Grofikreis. Im Fall 0 < <(p,¢) < 7 spannen p, q
eine solche Ebene E auf und zerlegen den zugehorigen Groflkreis in zwei Bogen.
Wir wollen zeigen, dass der kiirzere dieser Bogen die optimale Flugroute liefert,
der Bogenabstand ist also gleich

<(p,q) = arccos(p, q) € (0, 7).

Im Grenzfall <(p, ¢) = 7 kénnen p, ¢ = —p durch unendliche viele GrofShalbkreise
verbunden werden, diese sind jeweils kiirzeste Verbindungen mit Lange 7.

Satz 1.3 (Bogenabstand auf S"~ 1) Sei c: [a,b] — S"™! eine stiickweise C*-
Kurve mit Endpunkten p,q. Dann gilt

L(c) > <(p, q)-
Bei Gleichheit durchliuft ¢ monoton den kiirzeren Grof$kreisbogen von p nach q.

BEeEwEIS: Nach Drehung ist p = e,. Betrachte die Polarwinkelfunktion

6 € C°(R™\{0}), 6(z) = arccos <m,en> € [0, 7).

§ist Cl auf U = {x € R" : x ¢ R-e,}. Um die Ableitung von 6 zu berechnen,
betrachte fiir £, € S*~2 mit £ L n die Abbildung

f:(0,00) x (0,7) x R = U, f(r,t,¢) =7 (sint(cosp&+sinpn), cost).
Es gilt §(f(r,t,¢)) =t, also folgt durch Differentiation

(grad @ (sint &, cost), (sint,cost)) = 0,
(grad @ (sint &, cost), (sintn,0)) = 0,
(grad 0 (sint &, cost), (cost&, —sint)) =

Damit sehen wir (hier kénnte eine Skizze gemacht werden)
grad f(sint &, cost) = (cost&, —sint), und |grad@(sint&, cost)| = 1.
Sei nun ¢(t) eine stiickweise C''-Kurve von p nach g, zunichst mit

(1.4) 0<0(c(t)) <m fira<t<hb.



Mit dem Hauptsatz, der Kettenregel und Cauchy-Schwarz folgt dann

b b
<i(p,Q)=9(C(b))—9(C(a))=/ <grad9(6(t))a6'(t)>dt§/ ' (®)] dt = L(c).

Es gelte nun Gleichheit, wobei wir erst ¢ € C([a, b]) annehmen. Dann folgt
(1.5) d(t) = \(t) grad 0(c(t)) mit A\(t) = |c/(t)] fiir alle t € (a,b).
Fiir y(s) = (sins¢&,cos s) mit € € S"~2 beliebig gilt

7' (s) = grad §((s)) fiir alle s € R.

Also erhalten wir eine Losung der Differentialgleichung (1.5) auf (a,b) durch

&) = Y(e(t)  falls (1) = A(2).

Zu ty € (a,b) wollen wir £ und ¢ so wihlen, dass ¢(tg) = ¢(tp). Dann folgt
c(t) = é(t) fur alle t € (a,b) wegen Eindeutigkeit fiir das Anfangswertproblem.
Beachte dabei, dass das Vektorfeld X (t,z) = A(t) grad 6(z) stetig und nach x
stetig differenzierbar ist auf (a, b) x U. Wir wihlen nun ¢ € S"~2, so dass y(sg) =
c(to) fiir ein sg € (0,7), und setzen dann

o(t) = so —l—/t A(T)dr.

Es folgt ¢(to) = v(¢(to)) = v(s0) = c(tp) wie gewiinscht. Somit verlduft c(t) auf
dem Groflkreis durch e, und &, und der Polarwinkel ist monoton wachsend wegen

d
D 0(c(t)) = (arad B(e(1)). MD) rad B(e(1)) = N(B) = ¢ (8)] = 0.
Ist nur ¢ € CY([ty_1,t;]) fiir eine Unterteilung a = tg < ... < ty = b, s0

gilt die Differentialgleichung (1.5) auf [tx_1, ], also durchlduft ¢(¢) auf jedem
Teilintervall ein Stiick eines Lingengrads. Wegen Stetigkeit setzen sich die
Stiicke zu dem Bogen von p nach ¢ zusammen.

Ohne die Annahme (1.4) wihle a; € [a,b] maximal mit 6(c(a1)) = 0, und
dann b; € [a1,b] maximal mit 6(c(t)) < 7 fiir a; <t < by. Es folgt

L(€) > L(ely ) = 0(c(b)) — B(c(ar)) = {:(p’ 9 iﬂ Z _ Zf

Bei Gleichheit ist ¢(t) auf [a, a1] konstant gleich p, auf [b1, ] konstant gleich ¢,
und auf [a1,b;] durchlduft ¢(¢) den vertikalen GroBkreisbogen von p nach q. O



2 Kriimmung von Kurven

Beschreibt ¢(t) eine Autofahrt im R"™, so ist die Beschleunigung gleich ¢’ (t). Eine
Anderung der Absolutgeschwindigkeit durch Bremsen oder Gas geben bewirkt
eine Beschleunigung in Fahrtrichtung. Das ist auch auf einer Geraden moglich,
es hat nichts mit der Geometrie der Strafle zu tun. Aber auch bei konstanter Ge-
schwindigkeit treten Beschleunigungen auf, wenn sich die Fahrtrichtung &ndert,
diese sind senkrecht zur Fahrtrichtung. Sie sind geometrisch begriindet durch die
Kriimmung der Strafle, wobei ihre Gréfle noch von der Absolutgeschwindigkeit
abhéngt.

Definition 2.1 Sei ¢ € C%(I,R") eine nach der Bogenlinge parametrisierte
Kurve, also |d'(s)| = 1 fiir alle s € I. Der Kriimmungvektor von c ist die Funktion

71— R 2(s) =" (s).
Die skalare Kriimmung ist s : I — [0,00), »#(s) = [2(s)| (= |"(9)]).

Der Kriimmungsvektor steht senkrecht auf den Tangentenvektor, denn es gilt
1d

(2.1) (#(5), ¢ () = (" (), (5)) = 551 (), €)= 0.

Beispiel 2.1 Die Kurve

s . s
c:R—R? ¢s) :r<cosf,smf),
r T

parametrisiert einen Kreis vom Radius r > 0 nach der Bogenldnge. Wir haben

1 1
#(s) = —;(cos;sin ;) und  x(s) = -

Beispiel 2.2 Die Schraubenlinie
c:R—R3 c(t) = (rcost,rsint, at),

hat |/(t)] = V7?2 + a?. Damit lautet die Parametrisierung nach der Bogenlinge

s . s as
co(s) = (r cos , T sin )

V2 4 a? VirZ+ a2 V2 + a2

Der Kriimmungsvektor und die Kriimmung sind

. 1 s : s

#(s) = i (r coS TEa rsin Nt 0),
r

#ols) = r2+a?

Wie wir sehen werden, ergibt sich die Kriitmmung von ¢(t) durch Umparametri-
sierung, also Substitution s = v/r2 + a2 t,

2(t) =

Es ist interessant, dass die Schraubenlinie mit Parametern r,a > 0 dieselbe
Kriimmungssfunktion hat wie ein Kreis mit Radius (r? + a?)/r. Dies zeigt, dass
eine Raumkurve nicht allein durch die Kriimmung bestimmt ist.

r

t,rsint,0), () = ——.
(rcost,rsint,0), (t) a2

r2 4 g2
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Beispiel 2.3 Fiir p,v € R™ mit |v| = 1 beschreibt ¢(s) = p + sv eine nach der
Bogenlinge parametrisierte Gerade. Der Kriimmungsvektor ist ¢”(s) = 0.

Wir wollen nun die Definition der Kriitmmung auf beliebige, regulire Kurven c(t)
erweitern.

Definition 2.2 Sei ¢ € C2%(I,R") eine regulire Kurve, und ¢ = coo ¢ :
I — R™ mit cg nach der Bogenlinge parametrisiert. Dann definieren wir den
Krimmungsvektor und die Kriimmung von ¢ durch

(2.2) x=pop und x=30¢.

Natiirlich soll die Umparametrisierung nach der Bogenlénge nicht im Einzelfall
durchgefiihrt werden, wir wollen eine Formel herleiten. Es gilt

d = cgopy,
¢ = gop(¢) +chopy.
Da ¢y nach der Bogenlénge parametrisiert ist, gilt

> =1 und (¢, c}) = 0.

Die erste Gleichung oben liefert nun |¢/| = |¢’|, und aus der zweiten Gleichung
folgt durch Bilden der Komponente L senkrecht zu ¢/

(C//)J_
/’2 ’

(2.3) x = Hoyp= o

\/|c’|2|C”|2 _ (C/’ C//>2

|

(2.4) x =

Die Parametrisierung nach der Bogenldnge einer Kurve c bleibt erhalten bei
Ubergang zu Sc mit S € O(n), oder zu ¢ + a mit a € R™. Wegen (Sc)” = S¢”
und (c+a)” = ¢’ transformiert sich der Kritmmungsvektor unter Isometrien wie
gewiinscht. Insgesamt haben wir nun ein Konzept von Kriimmung von Raumkur-
ven, das geometrisch invariant ist und fiir Kreise den ,richtigen “ Wert liefert.
Es stellt sich die Frage, ob wir mit diesem Konzept auch geometrisch relevante
Aussagen zeigen konnen. Im folgenden geht es um die Frage, wieviel Krimmung
benoétigt wird, um eine geschlossene Kurve herzustellen.

Satz 2.1 (Ungleichung von Fenchel) Seic € C2([0, L],R"), n > 2, nach der
Bogenlinge parametrisiert und C'-geschlossen. Dann gilt

L
/ »x(s)ds > 2m.
0

Bei Gleichheit ist ¢ eine ebene, einfach geschlossene Kurve, die ein konvexes
Gebiet berandet.

Mit Cl-geschlossen ist gemeint, dass ¢(0) = ¢(L) und ¢/(0) = /(L) ist.
Der Beweis verwendet folgendes Lemma.
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Lemma 2.1 Sei~y : [a,b] — S"~ !, n > 2, eine stiickweise C'-Kurve von p nach
q. Dabei seien p, q in der offenen Nordhalbsphdre, symmetrisch zum Nordpol. Ist
dann L(y) < m, so liegt v in der abgeschlossenen Nordhalbsphire.

BEwEIs: Wir kénnen (y(tp),en,) = 0 annehmen fiir ein to € (a,b). Betrachte
dann, mit S(2/, z,,) = (2, —xy), die Kurve

- ~(t) fiir a <t < o,
() = )
Sy(t) fiirtog <t <b.

7 ist stiickweise C'' und verbindet p mit Sq¢ = —p, mit L(7) = L(vy) < 7. Nach
Satz 1.3 durchlauft 4 monoton einen Grolhalbkreis von p nach —p. Es folgt

(3(t),en) > 0 auf [a,tg] und (§(t),en) < 0 auf [to,b)].

Somit ist (y(t),en) > 0 auf [a,b] wie behauptet. O

Der Beweis zeigt, dass v sogar in der offenen Halbsphére liegt wenn L(vy) < m,
aber das wird im Folgenden nicht gebraucht. Die folgende Anwendung ist eine
Vorstufe zu Satz 2.1, aber auch fiir sich von Interesse.

Satz 2.2 Sei ¢ : [0,L] — R" eine nach der Bogenlinge parametrisierte C2-
Kurve. Ist ¢ geschlossen, also ¢(0) = ¢(L), so gilt

/OL #(s)ds > .

BEWEIS: Setze v = ¢ : [0, L] — S"!. Da c(s) geschlossen ist, gilt

L L
(2.5) /0 2 (s) ds = /0 ¢(s)ds = e(L) — ¢(0) = 0.

Weiter folgt direkt aus der Definition

L L L
(2.6) /0 #(s)ds = /0 | (s)|ds = /0 17/ (s)| ds = L(7).

Angenommen es ist L(y) < 7. Setze p = v(0) und ¢ = y(L). Im Fall <(p,q) <=
konnen wir nach Drehung annehmen, dass p,q in der offenen Nordhalbsphére
symmetrisch zum Nordpol liegen. Aus Lemma 2.1 folgt dann (7(s),e,) > 0 fiir
alle s € [0,L]. Die Ungleichung ist strikt fiir s = 0, L, Widerspruch zu (2.5).
Im Fall <(p,q) = 7 durchléuft v nach Satz 1.3 einen Halbgrofikreis von p nach
g = —p. Auch das ist nach (2.5) nicht méglich. O

Zum letzten Schluss: sei e die innere Normale der Halbebene, in der der Grof3-
halbkreis liegt. Nach (2.5) gilt

0= </0Lfy(s) ds, e> = /(f(’y(s),e) ds.

>0
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Es folgt (v(s),e) = 0 fiir alle s € [0, L], ein Widerspruch.
Fiir die Ungleichung von Fenchel werden die Argumente leicht modifiziert.

BeWEIS: (Fenchel) Mit v = ¢ : [0, L] — S"! gilt wie im Beweis von Satz 2.2

L L
(2.7) /0 v(s)ds =0 und /0 x(s)ds = L(v).

Sei nun L(y) < 27. Unterteile v in 4o = 7[g,5) Und 71 = 7[,,z]) Mit

L(w) = L(n) = 3L(z) <

und setze p = 7(0), ¢ = v(s0). Wegen ¢/(0) = ¢/(L) gilt auch (L) = p, also haben
vo und ~y; dieselben Endpunkte (in anderer Reihenfolge). Im Fall <((p,q) < 7
kénnen wir nach Drehung annehmen, dass p,q in der offenen Nordhalbsphére
symmetrisch zum Nordpol liegen. Aus Lemma 2.1 folgt dann (v, e,) > 0 fiir
k = 1,2, mit strikter Ungleichung fiir s = 0, sg, L. Es folgt

L S0 L
([ rrds cay = [pats)ends+ [ nis)ends >0,
0 0 EN)
im Widerspuch zu (2.7). Also bleibt der Fall <t(p,q) = 7 bzw. ¢ = —p. Die
Ungleichung von Fenchel folgt dann aus Satz 1.3, und zwar ist

L(v) = L(v) + L(7m) > 2.

Im Gleichheitsfall parametrisieren v 1 Grohalbkreise. Die zugehdrigen Halbebe-
nen werden jeweils durch p und und die Integrale von vy bzw. 1 aufgespannt.
Aber nach (2.7) ist

S0 L L
/ Yo(s) d8+/ ~v1(s) ds :/ v(s)ds = 0.
0 S0 0
Damit durchlaufen 7 und 7; nacheinander einen festen Grofkreis, und c(s) liegt
in einer affinen Ebene, denn

c:[0,L] = R™, ¢(s) = c(0) + /OS v(s')ds'.

Weiter zeigen wir, dass ¢ einfach geschlossen ist. Andernfalls kénnen wir an-
nehmen, dass ¢(s1) = ¢(0) fiir ein s; € (0,L). Da ¢ geschlossen ist, gilt auch
¢(L) = ¢(s1), und mit Satz 2.2 folgt

/oL%(S)dS_/OS1 ”(S)dSJF/L%(S)ds > 747 =2m,

S1

Widerspruch. Die Tatsache, dass im Gleichheitsfall ¢ ein konvexes Gebiet beran-
det, werden wir im Abschnitt iiber ebene Kurven nachliefern. O

13



Nach Arbeiten von Fary (1949) und Milnor (1950) gilt fiir Kurven, die verknotet
sind, die stiarkere Abschitzung

L
/ #(s)ds > 4m.
0

Der folgende Satz gibt eine wichtige und anschauliche Interpretation des
Kriimmungsvektors als Richtung des stiarksten Abstiegs fiir die Bogenlédnge.

Satz 2.3 (Erste Variation der Bogenlinge) Sei ¢ € C?*(I x (—eg,&0), R")
mit I = [a,b]. Ist die Kurve ¢ = c(+,0) reguldr, so gilt die Formel

%L(C(.,g>)|szo . /I (28)ds + [(7(0), 6] fiir ¢ = %(-,0).

Dabei ist T Einheitstangente uns 3 Kriimmungsvektor von ¢, und ds = |/ (t)| dt.

BEwEIS: Wir erhalten durch Differentiation unter dem Integral und partielle
Integration

d [b0c
£L(C('75)) = i), a(tﬁ)’dﬂs:o

b 2
— /a<7'(t),aaeat(tao)>dt
b
_ / (r(1), 8/ (1)) dt
b
_ _/ (7'(8), 6(8)) dt + [(7(t), 3(1))] ;.-

Aber es gilt fiir jede regulire Kurve ¢ € C2(I,R™) mit 7 = &

']

=" )T

'(t) = = z|d|.

|
Damit ist die Behauptung bewiesen. O
Beispiel 2.4 Sei ¢ : [a,b] — R” reguldre Kurve von p = ¢(a) nach ¢ = ¢(b),

und ¢ habe kleinste Lénge unter allen solchen Kurven. Dann folgt »» = 0 und
c parametrisiert die Strecke von p nach ¢. Denn fiir alle ¢ € C?(I,R™) mit

¢(a) = ¢(b) = 0 folgt

d .
0= T L(c+ed)lemo = - /I (76) ds.

Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung ist dann » = 0.

Der Gradient einer Funktion f: Q — R mit  C R"” ist definiert durch

Df(x)v = disf@ + ev)|e=0 = (Vf(x),v)rn.
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Fiir geschlossene Kurven kénnen wir die erste Variation formal analog schreiben:

DL(c) ¢ = d%L(c +ed)le=0 = —(%,0) 2

Damit kénnen wir — 3 als Gradient des Bogenlingenfunktionals beziiglich des L?-
Skalarprodukts interpretieren. Um Minima oder zumindest kritische Punkte der
reellen Funktion f : 2 — R zu finden, kann man den sogenannten Gradientenfluss
untersuchen, also Losungen der Differentialgleichung 2/(t) = —V f(z(t)). Dem
entspricht hier der sogenannte curve shortening flow

% = —Vi2L(c) = .

Die Kurve bewegt sich in Richtung minus L?-Gradient der Bogenlinge. Gage
und Grayson haben 1986/1987 gezeigt: Eine eingebettete Kurve bleibt unter dem
Fluss eingebettet, und schrumpft in endlicher Zeit auf einen Punkt. Dabei wird
sie vorm Verschwinden konvex und asymptotisch rund. Der curve shortening flow
liefert also fiir eingebettete, geschlossene Kurven eine kanonische Deformation in
einen Kreis, nach geeigneter Reskalierung.
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3 Ebene Kurven und Umlaufzahl

In diesem Abschnitt betrachten wir Kurven im R2. Dies bedeutet, dass wir lings
der Kurven eine eindeutige Einheitsnormale haben. Fiir geschlossene Kurven
koénnen wir zahlen, wie oft ein Punkt umlaufen wird, wenn er nicht von der
Kurve getroffen wird. Auf diese Weise kommt hier Topologie ins Spiel.

Definition 3.1 Seic € CY(I,R") eine requlire Kurve. Eine stetige Einheitsnor-
male lings c ist eine Abbildung v € C°(I,R"™) mit

lv(t)] =1 und (c(t),v(t)) =0 firalletel.

Lemma 3.1 Lings einer ebenen, requliren Kurve ¢ € C(I,R?) gibt es genau
zwei stetige Einheitsnormalen, und zwar sind das

/

. c 0 -1
(3.1) v==+Jr mth—’C/’undJ—<1 0).

Hier ist das Vorzeichen + bzw. — dasselbe fiir alle t € 1.

J € SO(2) ist die Drehung um den Winkel Z. Identifizieren wir z = (z,y) € R?
mit z =z + iy € C, soist Jz =iz mit i = v/ —1.

BEWEIS: J7 ist stetig und es gilt |J7| = |7| = 1 sowie (J7,7) = 0. Also ist
v = £J7 stetige Einheitsnormale ldngs c. Zur Eindeutigkeit: ist v stetige Ein-
heitsnormale ldngs ¢, so gilt, da ¢ (t)L eindimensional ist,

(v(t),Jr(t)) =1 firalleteI.

Aus Stetigkeitsgriinden ist entweder v = J7 oder v = —J7 auf ganz I. O
Aus ¢ € CF(I,R?) folgt v € CF~(I,R?), dies ergibt sich direkt aus (3.1). Wir
haben nun die Moglichkeit, fiir ebene Kurven eine Kriimmung mit Vorzeichen zu
definieren.

Definition 3.2 Sei ¢ € C%(I,R?) reguldr, und v sei stetige Einheitsnormale
lings c. Die Krimmung von ¢ in Richtung v ist die Funktion, vgl. (2.3),

TRy lt) = (0. v(0) =

Beispiel 3.1 Wir testen die Definition fiir Kreise
c: R — R? ¢(t) =r(cost,sint).

Wiihle v(t) = —(cost,sint). Mit ¢’'(t) = —r(cost,sint) und |¢/(¢)| = r folgt

(t) = %

Fiir einen Kreis ist die Kriimmung positiv in Richtung der inneren Normale, in
Richtung der dufleren Normale ist sie negativ.
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Beispiel 3.2 Betrachte eine als Graph gegebene Kurve
c: I —R% c(x) = (v,u(z)).
Wir haben dann ldngs ¢ die nach oben weisende Einheitsnormale

(=u'(2),1)

Mit |¢/(2)]? = 1+ u/(x)? erhalten wir die Formel

v(z) =

u//(x)

w(r) = ——"3.
(1+u/(x)?)?

Nach Definition ist die Kriimmung positiv in Richtung des Kriimmungsvektors,
also anschaulich in der Richtung, in der die Kurve sich biegt. Um das préziser
zu machen, sei ¢ € C%(I,R?) eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve
mit Einheitsnormale v und zugehoriger Kriimmung s¢. Betrachte fiir sg € I die
Halbebenen

Et = {zeR?:(z—c(s0),v(s0)) > 0}
E- = {2eR?:(z—c(sq),v(s0)) <0}

Mit h(s) = (c(s) — c(s0), v(s0)) gilt:
h(s) >0 (bzw. h(s) <0) < c(s) € ET (bzw. ¢(s) € E7).

Berechne nun h(sg) = 0, K(so) = (c(s0),v(s0)) = 0 und h’(s)) =
(" (s0),v(s0)) = #(s0), also

1
h(s) = 5%(30)(3 — 50)2 +o(|s — 30\2).
Aus dieser Entwicklung folgt

x(s0) >0 = c(s) € ET fiir s nahe s,
#(s9) <0 = c¢(s) € E fiir s nahe so.

Lemma 3.2 Sei ¢ € C%(I,R?) regulire Kurve mit Einheitsnormale v und zu-
gehoriger Kriimmung .

(a) Ist F(z) = Sz + a eine Euklidische Bewegung, also S € O(2) und a € R?,
so ist Sv Finheitsnormale lings F o c, auch mit zugehoriger Krimmung .
(b) Sei co ¢ eine Umparametrisierung mit o € C%(J,I). Dann ist v o ¢ Ein-
heitsnormale ldngs c o ¢ mit zugehoriger Krimmung » o .
BEWEIS: (a): Es gilt |Sv| = |v| =1 und ((F o ¢),Sv) = (S, Sv) = 0, also ist
Sv Einheitsnormale ldngs F o c. Berechne nun
(Foce)",Sv) (S8, Sv)

FoaE — sep T
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" ist klar, dass v o ¢ eine Einheitsnormale lings

(b): Wegen (co) = (dop)p
c o @ ist. Wir berechnen

7

e T B )
o) e —_— O = (e) .
(copyR’ 27/ T \jep 7/ oY = 7°%

O

Bemerkung. Viele Autoren legen sich auf die Normale v = J7 fest und haben
damit eine eindeutige Funktion s. Das Vorzeichen von s &ndert sich dann unter
Umparametrisierungen mit Richtungsumkehr, und auch unter Spiegelungen.

Wir wollen nun fiir geschlossene Kurven c : [a,b] — R?\{0} zihlen, wir oft der
Nullpunkt umlaufen wird. Anschaulich scheint das eine klare Sache zu sein, aber
das mathematische Konzept ist nicht trivial. Ausnahmsweise geben wir erst die
Definition, und motivieren sie dann im Anschluss.

Definition 3.3 (Umlaufzahl) Sei ¢ : [a,b] — R2\{0} eine geschlossene
stiickweise C'-Kurve. Die Umlaufzahl von ¢ um den Nullpunkt ist

n(c,0) = % / ’ ( |i(ct()t|)2,c'(t)> dt € R.

Die Existenz des Integrals ist klar, es schlieflen sich aber einige Fragen an:

(a) Wie kommt man auf diese Formel?
(b) Ist n(c,0) eine ganze Zahl?
(c) Kann die Umlaufzahl auch fiir ¢ nur stetig definiert werden?

Eine Antwort auf (a) gibt das folgende Lemma.

Lemma 3.3 (Polardarstellung) Die Kurve ¢ : [a,b] — R*\{0} sei in Po-
larkoordinaten gegeben, also c(t) = r(t)(cos@(t),sinf(t)) mit stickweise C'-
Funktionen r(t) > 0 und 6(t) € R. Dann gilt

0l = [ (20 e)ar

Ist ¢ zusdtzlich geschlossen, so folgt

n(c,0) = i[0(25)]t:b €Z.

27 t=a

BEWEIS: Wir berechnen

d(t) = r'(t)(cosO(t),sind(t)) + r(t)0'(t)(—sinb(t),cos O(t))

_ (@) /
= 0 c(t) +0'(t)Jc(t).
Wir nehmen das Skalarprodukt mit Je(¢) und erhalten mit ¢(t) = (x(t), y(t))
Je xy — 'y
[ R / - < <
(3.2) 0—<|C‘2,c> T,
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Mit dem Hauptsatz folgt die erste Aussage. Ist ¢ geschlossen, so ist r(a) = r(b)
und €9(®) = ¢9() das heiBt 0(b) — 0(a) € 27Z. Dies beweist die zweite Aussage.
O

Es ist praktisch, hier R? mit C zu identifizieren. Wir zeigen nun, dass jede
stiickweise C''-Kurve in R?\{0} eine solche Polardarstellung hat. Insbesondere
folgt n(c,0) € Z in Definition 3.3, Frage (b) ist geklart.

Satz 3.1 (Existenz eines Lifts) Sei c : [ = [a,b] — R2\{0} stiickweise C*.
Dann gibt es eine Funktion 6 € C°(I), so dass gilt:

(3.3) c(t) = r(t)e®D  firallet € [a,b], wobeir(t) = |c(t).
0 ist eindeutig bis auf Addition einer Konstanten in 2w7Z, und stickweise C'.
BEWEIS: Zu tg € I wihle 6y € R mit c(tg) = 7(t0)e’, und definiere

Jc(7’)2 , c’(7’)> dr.

(3.4) 0:1 R, 9<t):90+/:<|c(7)

0 ist stiickweise C'!, und es ergibt sich
/

d = <c’, ’—Z|>‘%‘ + <c’, ]{:TN{:T = (% +i9’) c.

Andererseits gilt fiir Kurve &(t) = r(t)e?®) wie oben berechnet

/ !
d=lcr0Je= (T—+i9/) .
T T

Damit folgt

&\’ dcec—éd
— — — 0’
c c2

also ¢ = ¢ wegen c(ty) = ¢(tp). Damit ist die Existenz gezeigt. Sind nun 6), €
C%a, b)), k = 1,2, mit (3.3), so folgt durch komplexe Division

e OW=0:) — 1 fiir alle ¢ € [a, b).

Da 6, — 0 stetig, gibt es ein n € Z mit 6;(t) — 02(t) = 27n fir alle t € [a,b]. O
Bemerkung. In komplexer Notation gilt fiir ¢(¢) = r(t)ew(t)

d ed oz +yy +ilay —2'y) v

/

c_ <« =— 446,

c 2 x2 4 92 T

Mit Integration folgt fiir das komplexe Kurvenintegral

c

dz () . t=b
(3.5) / Z_ / = ogr(t) + ()] .
Fiir ¢ geschlossen ist 7(b) = r(a), dann steht rechts 2min(c,0).

Wir zeigen jetzt, dass die Umlaufzahl von C%-nahen Kurven gleich ist.
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Lemma 3.4 Seien co1 : I — R? geschlossen und stiickweise C', und es gelte
co(t) # 0 fir alle t € I. Ist dann

(3.6) le1(t) — co(t)| < |eo(t)|  fiir allet € 1,
so folgt auch c1(t) # 0 fir alle t € I und n(c1,0) = n(cp,0).
Beweis: Nach Dreiecksungleichung und Voraussetzung gilt

ler@)] = leo ()] = leo(t) — ca(t)] > 0.
Wir betrachten die affine Homotopie zwischen ¢y und ¢,

ce C%[0,1] x I,R?), ¢(s,t) = (1 — s)co(t) + sci(t).
Die c(s, -) sind geschlossen und stiickweise C'!, und nach Voraussetzung gilt
le(s,t) —co(t)| = slei(t) —co(t)| < |co(t)]  fur alle (s,t) € [0,1] x I,

insbesondere |c(s,t)| > 0. Somit ist die Umlaufzahl von c(s, -) definiert:

n(cls, ),0) = % /l ( ‘;’fs(i)t’l (L= 8)ch(t) + sch (1)) di € Z.

Sind die ¢ 1 in C?, so ist der Integrand stetig auf [0, 1] x I; dann ist s + n(c(s, "))
stetig als Parameterintegral. Sind die cp; nur stiickweise C', so hingen die
Integrale iiber jedes Teilintervall [t;_1,t;] stetig von s ab, und n(c(s,-),0) ist
als Summe dieser Integrale auch stetig. Somit ist n(c(s,-),0) konstant und
n(c1,0) = n(co,0). O

Nach dem Residuensatz kann die Zahl N(f, G) der Nullstellen (mit Vielfachheit)
einer holomorphen Funktion f : G — C als Randintegral berechnet werden.
Dabei ist vorausgesetzt, dass f(z) # 0 auf 0G. Hat zum Beispiel G nur eine
Komponente, die durch v : I — 0G parametrisiert ist, so lautet die Formel

IR (O WS B VL)
),

R T A (O R =l A

dt =n(fo~,0).

Der letzte Schritt gilt nach (3.5). Ist g(z) eine weitere holomorphe Funktion mit
lg(2) — f(2)] < |f(2)| auf OG, so erfiillen f o~ und go~y die Bedingung (3.6), also
folgt aus Lemma 3.4

N(f,G) =n(fo7,0) =n(gev,0) = N(g,G),
die Funktionen haben gleichviele Nullstellen in G' (Satz von Rouché).
Satz 3.2 (Homotopieinvarianz) Sei c : [0,1] x [a,b] — R2\{0} stetig, Die

Kurven c(s,-) seien geschlossen und stiickweise Ct. Dann ist s — n(c(s,),0)
konstant.
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BeEwers: Fiir so € [0,1] setze ¢ := minges |c(so,t)|. Dann ist ¢ > 0, und fiir
s € [0, 1] hinreichend nahe bei sg gilt

le(s, ) = e(s0, ) llcory < e

Damit ist Voraussetzung (3.6) erfiillt, es folgt n(c(s,-),0) = n(c(sp,+),0). Somit
ist n(c(s,),0) lokal konstant auf [0, 1], also konstant. O

Bisher haben wir die Umlaufzahl beziiglich des Nullpunkts betrachtet, jetzt ver-
allgemeinern wir das auf Punkte p € R?\¢(I).

Folgerung 3.1 (Lokalkonstanz) Sei ¢ : I = [a,b] — R? eine geschlossene,
stiickweise C'- Kurve. Dann ist die Funktion

n(c,-) : R:\c(I) = Z, nlec,p):=n(c—p,0),
auf den Komponenten von R?\c(I) konstant.

BEWwEIS: Wir zeigen, dass n(c,-) lings eines stetigen Wegs v : [0,1] — R2\¢([)
konstant ist. Da R?\c(I) offen ist, stimmen Komponenten mit Wegkomponenten
iiberein, und der Satz ist bewiesen. Betrachte

c:[0,1] x I — RA{0}, c(s,t) = c(t) — y(s).

Die Kurven c(s, -) sind geschlossen und stiickweise C'!, und c(s, t) ist stetig. Nach
Satz 3.2 ist dann n(c,v(s)) = n(c —v(s),0) = n(c(s,-),0) konstant. O

Beispiel 3.3 Fiir c: [0,27] — C, ¢(t) = ¥ mit k € Z, gilt
kE falls |p| <1
n(e,p) =
0 falls |p| > 1.

Wir berechnen das mit der komplexen Darstellung, siche oben. Einerseits ist

1 27 k ikt
n(c, 0) / T dt=k
0

= 9 ikt
Andererseits gilt fiir [p| > R > 1 die Abschiitzung

() I

Die Behauptung ergibt sich nun aus Folgerung 3.1.

— 0 mit R — oo.

Jetzt zur Frage (c). Die Umlaufzahl kann auch fiir geschlossene, nur stetige Kur-
ven c: I — R?\{0} definiert werden, und zwar setzen wir
n(c,0) = klim n(ck,0)  wobei ¢, stiickweise C! mit [lcx — ¢l|co(py — 0.
— 00
Um dies zu rechtfertigen, ist erstmal die Existenz einer solchen Folge ¢, zu zeigen.
Betrachte fiir a = tg < ... < tp = b die stiickweise lineare Approximation

tj—t t—tj_1

Ck(t) =T C(tj_l) + — C(tj) fir ¢t € [tj_l,tj].
tj tj_l t] tj—l
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Mit A = max;(t; —tj—1) — 0 gilt, da ¢ gleichméBig stetig ist,
ek — cllcony < osc(c,Ag) =0 fiir k — oo.

Zweitens ist zu begriinden, dass der Grenzwert der Folge n(cg,0) existiert und
nicht von der Wahl der Folge ¢; abhéngt. Dazu zeigen wir fiir ¢ > 0 geeignet:
sind ¢; : I — R?, i =0, 1, stiickweise C' mit ||¢; — ¢[|co(y < &, so sind die n(c;, 0)
definiert und gleich. Es gilt
Gl > 1eld)] ~le(t) ~ ei(B) = 0~ < wobei o= min |e(1)| > 0,
ler = colleory < ller = ellcoqry + lle = collcory < 2e.

Mit e = p/3 folgt n(c1,0) = n(cp, 0) aus Lemma 3.4, und n(c, 0) ist wohldefiniert.

Satz 3.3 (C’-Homotopieinvarianz) Sei ¢ : [0,1] x I — R*\{0} stetig. Die
Kurven c(s,-) seien geschlossen. Dann ist s — n(c(s,-)) konstant.

Dies folgt durch Modifikation des obigen Arguments, wir {iberlassen die
Ausfithrung den Leser/innen. Zum Schluss des Kapitels stellen wir noch fest,
dass sich die Umlaufzahl bei Bewegungen und Umparametrisierungen wie erwar-
tet verhilt, Beweis ebenfalls als Ubungsaufgabe.

Lemma 3.5 (Bewegungen) Sei c : I — R2\{p} stetig und geschlossen. Ist
F(z) = Sz+a mit S € O(2) und a € R?, so gilt

n(F oc,F(p)) = (det S) n(c,p).

BEWEIS: Ist c stiickweise C1, so gilt wegen JS = (det S)S.J

2nn(Foc,F(p) = /I<{§7F;ii_FF(1]§ﬁ)2) ,(Fo c)’> dt

_ /1<Jli(fz_?!§)’5d> dt
_ J(C_ ) /
= (detS) /I<p c>dt

le—p*”
= 27 (detS)n(c,p).

Ist ¢ nur stetig, so wihle ¢, — ¢ gleichméBig mit ¢, stiickweise C'. Es folgt dann

n(Foc,F(p)) = lim n(F oc, F(p)) = (det S) lim n(cg,p) = (det S) n(c, p).

k—o0 k—o0

O

Lemma 3.6 (Umparametrisierungen) Sei c : [a,b] — R?\{p} stetig und ge-
schlossen, und ¢ : [a, B] — [a,b] stetig und bijektiv. Dann gilt, je nach Orientie-
rung von ¢,

n(cop,p) = xn(c,p).
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BewEIS: Sind ¢, ¢ stiickweise O, so auch ¢ o . Mit Substitution s = () folgt

2rn(cop,p) = /j<J(cog0—p) (cogo)’>dt

lcop—p’
»(8) _
— / <7J(c p2),c’> ds
p(a) ‘C—p‘
= 2w n(c,p).

Fiir ¢, ¢ stetig wahle die stiickweise linearen Approximationen ci, . Die ¢
sind wieder bijektiv, und ¢ o g — ¢ o ¢ gleichméBig auf [«, 5]. Es folgt

TL(C © Soap) = klinolo TL(Ck © kaap) = :tkli)Igon(Ckap) = :I:n(c,p)
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4 Zwei Anwendungen der Umlaufzahl

Wir beginnen mit dem Jordanschen Kurvensatz. Stellen Sie sich vor, Sie sind auf
dem Land, zu allen Seiten nichts als Gras und Weidezédune. Da taucht irgendwo
hinten ein Bulle auf. Sind Sie auf seiner Weide? Jeder Zaun hat zwei Seiten, innen
und auflen. Daher ist es besser, wenn Sie und der Bulle durch eine ungerade Zahl
von Z#éunen getrennt sind. Der Jordansche Kurvensatz besagt, dass tatséchlcih
jede einfach geschlossene, ebene Kurve ein innen und ein aufien hat. Anschaulich
ist das natiirlich vollig klar. Wir beweisen den Satz hier fiir regulire C'-Kurven,
weil die lokale Situation dann leicht zu verstehen ist.

Definition 4.1 FEine geschlossene Kurve ¢ € C°([a,b],R?) heifit einfach ge-
schlossen, falls ihre Einschrinkung auf [a,b) injektiv ist.

Lemma 4.1 Sei ¢ € CY(I,R?) eine einfach C'-geschlossene Kurve, die nach
der Bogenlinge parametrisiert ist. Setze C = Bild(c). Dann gibt es zu jedem sg
eine offene Umgebung W, von c(sg) mit folgenden Figenschaften:

(1) Wi, \C ist disjunkte Vereinigung von zwei Gebieten Wi,
(2) (OWE)N Wy =C N W,

BeEWwEIS: Indem wir ¢ auf R fortsetzen mit Periode L := |I|, kénnen wir sg = 0
annehmen. Setze v(0) := J(0) und betrachte fiir § > 0

f:(=26,20) x (=6,8) = R?, f(s,t) = c(s) + tv(0).

f ist stetig differenzierbar mit D f(0,0) € O(2). Wahle § € (0, L/2) so klein, dass
f Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Wir zeigen dass Wy := f((—4,9) x (—¢,¢))
fiir € € (0,6) klein die geforderten Eigenschaften hat. Als erstes behaupten wir

(4.1) c(s) e Wy, se[-L/2,L/2] & se€(=0,9).

Aus s € (—6,0) folgt ¢(s) = f(s,0) € Wy und |s| < L/2. Angenommen ,,=* ist
falsch fiir e; N\, 0. Dann gibt es s; € [-L/2,L/2] mit |s;] > § und c(s;) € Wp,
also c(s;) = f(8,t;) mit |5;] < 0 und [t;] < ;. Dann ist sogar |s;| > 24, denn
sonst ist f(8;,t;) = c(s;) = f(si,0) im Widerspruch zu f injektiv. Nach Wahl
von Teilfolgen gilt s; — s mit 20 < |s| < L/2, und §; — § € [0, ]. Es folgt
c(s) = lim ¢(s;) = lim f(8;,1;) = f(5,0) = (5),
1—00 1—00

im Widerspruch zu ¢ einfach. Damit ist (4.1) gezeigt, insbesondere gilt C N Wy =
f((=6,0) x {0}). Es folgt Wo\C = W5 U W, fiir

Wo = f((=0,0) x (0,€))  und Wy = f((=0,0) x (~&,0)).
Da f diffeomorph, ist 9W;" Bild des Randes von (—4,8) x (0, £¢), somit folgt

(OWE) N Wy = £((—6,6) x {0}) = C N W.
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Satz 4.1 (Jordanscher Kurvensatz) Seic € C'(I,R?) eine einfach geschlos-
sene Kurve, die nach der Bogenlinge parametrisiert und C'-geschlossen ist, und
sei C = Bild(c). Dann ist R®2\C disjunkte Vereinigung eines beschrinkten Gebiets
U und eines unbeschrinkten Gebiets V- mit OU = 0V = C.

BEWEIS: Wir nehmen wieder an, dass ¢ als C'-Kurve fortgesetzt ist mit Periode
L = |I|. Fiir jede Komponente U von R?\C ist OU eine abgeschlossene, nichtleere
Teilmenge von C'. Nach Lemma 4.1(1) gilt fiir ¢(sg) € OU eine der Alternativen

(4.2) UNWs, =W, oder UNW,, =W, oder UNW, =WSiUW,.

S0 s

Mit Lemma 4.1(2) folgt oOU N Wy, = C N Wy,, das heifit OU ist offen in C
und somit OU = C, da C' zusammenhéngend ist. Insbesondere zeigt (4.2), dass
R2\C hochstens zwei Komponenten besitzt. Wihle R > 0 mit C C Kg(0) =
{p € R? : |p| < R}. Da R?\Kg(0) zusammenhiingend ist, hat R?2\C' genau
eine unbeschrinkte Komponente V. Auflerdem ist ¢ homotop zur Punktkurve
co(s) =0 in Kg(0). Es folgt n(c,p) = 0 zunéchst fiir [p| > R, und dann fiir alle
p € V nach Folgerung 3.1. Der Satz ist also bewiesen, wenn wir zeigen:
Es gibt ein g € R2\C mit n(c,q) # 0.

Fiir so = 0 sei f|(—9,d) x (—e,e) = Wy die in Lemma 4.1 definierte Abbildung.
Betrachte fiir 0 < p < e die p = ¢(0) = f(0,0), p+ = f(0,+0/2) sowie die Kurven

c(s) fir s € [-L/2, L/2]\[-0, ]

ci(s) = in s .

f (@exp (501~ 5))) fiir s € [~o, 0].

Hier wird das Intervall (varrho,p) durch den oberen bzw. unteren Halbkreis
ersetzt, jeweils verkettet mit f. Es folgt n(c,p+) = n(cy,p+), denn die affine
Homotopie deformiert die Halbkreise in das Intervall bei festen Endpunkten. Mit
A € [0,1] lautet sie
c(s) fir s € [=L/2, L/2]\[-0, o]
7 ((1=2)(5,0)+ hoexp (FF(1 - %)) fiir s € [0,0].

Da p und py+ in f(B,(0)) verbindbar sind, also in derselben Komponente von
R?\c4 (1), gilt weiter n(cx, p+) = n(ce, p) nach Folgerung 3.1. Also erhalten wir

e —p ley —p

h:':()\, s) = {

wobei y(t) = ge® fiir t € [~m, 7]. Aber man sieht leicht

n(for,p) =n(Fo~,p) fir F(z)=p+ Df(0,0)z,

und zwar mit der affinen Homotopie h(A,t) = (1 — X)f(v(t)) + AF(~(t)), fir
0 < X < 1. Nach Konstruktion in Lemma 4.1 ist Df(0,0) € O(2), also folgt fiir
0 > 0 hinreichend klein

R\ ) =l = [F(y(t)) —p+ (1= N (f(3(1) = F(v(t)))]

IDF(0,0)y(t)] = [f(v(t)) = F(v(t))]

>
> g —max|f(z) = F(2)| > 0.
|z|<e
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Schliefllich ist F' o« ein einfach durchlaufener Kreis um p, und

(4.3) n(c,p+) —n(c,p-) =n(fovy,p) =n(F oy,p) ==+l

Da einer der Punkte py in V liegt, folgt n(c,p;) = £1 oder n(c,p—) = F1. O

Zur zweiten Anwendung. Ist ¢ € C*(1,R?), I = [a, b], reguliir und C'-geschlossen,
so ist ¢ € C°(I,R?) eine stetige, geschlossene Kurve in R?\{0}. Thre Umlaufzahl

(4.4) n(c’,0) =:ind (c) € Z

heiflt Rotationsindex von ¢ (auch: Tangentenumlaufzahl). Fiir ¢ € C?(I,R?) gilt

) 1 rbyad 1
(4.5) 1nd(c)—27r/a <’C,’2,c >dt—§ I%ds,

mit Kriimmung » in Richtung J¢/, siehe Definition 3.2, und ds = |/(t)] dt.

Lemma 4.2 (Invarianzen) Seic eine C'-geschlossene, requlire Kurve in R?.
(a) Ist F(z) = Sz + a eine Bewegung, so gilt ind (F o ¢) = (det S)ind (c).
(b) Ist c o ¢ eine C'-Umparametrisierung mit @' # 0, so gilt ind (c o p) =

+ind (¢), je nach Orientierung von ¢.

FEin k-mal durchlaufener Kreis hat Rotationsindex +k, die Kurve co hat dage-
gen Rotationsindex Null. Der folgende Satz besagt, dass eine Kurve mit Index
ungleich +1 Selbstschnitte haben muss.

Satz 4.2 (Umlaufsatz von H. Hopf) Seic € C1(I,R?) regulire, einfach C*-
geschlossene Kurve. Dann gilt

ind (¢) = +1.

BEWEIS: Sei R = maxycr |c(t)|. Nach Drehung kénnen wir (R, 0) € Bild(c) anneh-
men. Wir parametrisieren dann so nach der Bogenlinge, dass ¢(0) = (R, 0) und
d(0) = (0,1). Die Idee ist nun, die Kurve ¢’ in gewisse Kurven von Sekanten zu
deformieren. Genauer wird auf der Menge D = {(s1,52) € R?: 0 < 51 <89 < L}
folgende Abbildung betrachtet:

d(s) fiir 51 = s9 = s € [0, L],
W:D*)SI,W(Sl,SQ): fiir 0 < s9 — 81 < L,
—d (L) fiir (s1,s2) = (0, L).
Es gilt w(s,s) = (s). Definiere v : [0, L] — S! durch Entlanglaufen an den
beiden anderen Dreiecksseiten, also

(s) w(0,2s) fir 0 <s<L/2,
S) =
7 w(2s—L,L) furL/2<s<L.
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Ausfiihrlich bedeutet das

d(0) = e fir s = 0,
c(2s) — ¢(0) .
fir 0 <s < L/2,
|¢(25) = ¢(0)]
v(s) = —(0) fir s = L/2,
¢(L)—c(2s— L) .
fir L/2<s< L,
(L) — ¢(2s — L)
d(L) = ey fir s = L.

Wir zeigen, dass ¢’ in R?\{0} homotop zu v ist. Wie wir unten sehen werden,
lasst sich die Umlaufzahl von v bestimmen. Zunéchst ist w wohldefiniert, da ¢
einfach geschlossen ist. Langs der Diagonale {(s,s) : 0 < s < L} ist w stetig,
denn fiir s1, 89 — s mit s1 < s9 gilt

c(sa) —c(s1) 1 /82 d(t)dt — d(s),

59 — 51 52— 51 Jg

und folglich (beachte |/(s)| = 1)

c(s2) —c(s1)  c(sa) —c(s1)  sa—s1 "
‘0(32) - 0(81)! N So — 81 \0(32) _ c(sl)] - ( )

Die Stetigkeit in (0, L) ergibt sich analog, wenn wir ¢ periodisch fortsetzen:

_ 1 s1+L
Cs(fﬁ 7 C_(S;Z) ey — / dt)dt — —c(L) fiir s1 0, s2 7 L.
82

Wir erhalten nun eine Homotopie von ¢ nach « durch h(\ s) = w(F(A,s)),
indem wir erst f : [0,1] — D, f(A\) = (1 — A)(L/2,L/2) + A(0, L) setzen und
dann F : [0,1] x [0, L] — D wie folgt definieren (vgl. Bild):

v gy = T fiir 0 < s < L2,
(7)_ <%_ )(LvL)+2(1_%)f()\) fﬁrL/QSgSL_

Es bleibt, die Umlaufzahl n(+y,0) zu berechnen. Entscheidend ist dass

<0 fir0<s<L/2,
>0 firL/2<s<L.

(v(s), 1) {

Sei 6 : [0, L] — R der Lift von v nach Satz 3.1 mit §(0) = §. Mit dem Zwischen-
wertsatz folgt sukzessive

o) e [g%ﬂ auf [0, /2],
0(t) e [37”57”] auf [L)2, L].

Wegen ¢?1) = ¢/(L) = i muss 0(L) = 5T sein, und somit

n(y,0) = 5 (6(L) ~ 6(0) =1
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Damit ist der Satz bewiesen. O
Beim Satz von GauB-Bonnet werden wir einmal das Vorzeichen des Index brau-
chen. Man hat dort ein Gebiet G C R? mit glattem, zusammenhéngendem Rand
und innerer Normale v. Sei ¢ : [0,L] — OG Parametrisierung nach der Bo-
genlénge, so dass ¢/, v o ¢ positiv orientierte Basis ist. Nach Drehung sei wieder
c(0) = (R,0) mit R = max,co ) |c(s)|- Es folgt dann v(0) = —e; und somit
d(0) = ey. Unser Beweis zeigt also fiir diese Parametrisierung

(4.6) ind(c) = +1.
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5 Mehr iiber ebene Kurven

Fiir einfach geschlossene, ebene Kurven mit s > 0 beziiglich der inneren Norma-
len kénnen wir nun das Innengebiet genauer charakterisieren, und zwar ist das
Innengebiet dann konvex als Teilmenge von R?. Bekanntlich bedeutet das, mit je
zwei Punkten enthélt das Gebiet auch die Verbindungsstrecke der Punkte. Wir
beginnen mit einer Standardaussage fiir konvexe Mengen, ndmlich der Existenz
von Stiitzhalbebenen.

Lemma 5.1 Sei A C R? abgeschlossen und konvex. Dann gibt es zu jedem p €
0A eine affine Halbebene H = {q € R? : (g — p,v) > 0}, so dass A C H und
p € OH.

BEWEIS: Zu ¢ € R?\ A gibt es ein p € A mit [p — ¢| = mingea |z — ¢|. Fiir alle
x € A folgt

d P—q
<%= - :<7 _ >
O_dt\( t)p + tx th:0+ ]p—q!’x p

Also gilt A C {z € R?: (x — p,v) > 0} mit v = ﬁ. Sei nun p € JA gegeben.
Wiihle eine Folge g, € R?\ A mit g, — p, und bestimme p € A mit |py — qi| =
minge 4 |« — q| wie oben. Dann folgt |pr, —p| < |pr — x|+ |ax —p| < 2| —p| — 0,
und

AcC{zeR?: (x—pp,vp) >0} mit v, = Pk = Gk
Pk — q|
Nach Wahl einer Teilfolge existiert v = limg_,o, vk, und die Behauptung ist be-
wiesen mit A C H := {z € R?: (x — p,v) > 0}. O

Lemma 5.2 Sei ¢ : [0, L] — R? eine einfach C'-geschlossene, nach der Bo-
genlinge parametrisierte Kurve mit Innengebiet U und innerer Normale v lings
c. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Das Innengebiet U von c ist konvezx.
(2) Fiir alle s € [0, L] gilt Bild(c) C {z € R?: (x — c(s),v(s)) >0} =: H(s).

BEWEIS: Sei U konvex und sg € [0, L]. Da ¢(sg) € 9U, gibt es eine Halbebene
H = {q € R?: (g —c(sg),v) > 0}, so dass U C H und c(sg) € OH. Dies folgt
leicht aus Lemma 5.1. Wir zeigen H(sg) = H, daraus folgt (2). Betrachte dazu
die Funktion ¢(s) = {(¢(s) — ¢(s0),v). In s = sp hat ¢ ein Minimum, folglich ist
0 = ¢'(s0) = (d(s0),v). Wegen U C H muss v die innere Normale v(sg) sein,
also gilt H(sg) = H.

Aus (2) folgt sofort U C H(s) fiir alle s € [0, L]. Sei umgekehrt p € R?\U. Wiihle
so € [0, L] mit |c(s0) —p| = mingg(o 1) [c(s) —p| =: d > 0. Es folgt p—c(so) L /(s0)
beziehungsweise p = ¢(so) + dv(sp). Die Strecke von ¢(sp) nach p enthilt keine
Punkte der Kurve c. Wegen p ¢ U liegt die Strecke ganz im Auflengebiet von c,
deshalb ist p = ¢(sp) —dv(sg), das heifit p ¢ H(sg). Somit gilt U = Nsepo,r) H (),

insbesondere ist U und damit U = int(U) konvex. O
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Satz 5.1 (Charakterisierung konvexer Kurven) Sei ¢ : [0,L] — R? eine
einfach C?-geschlossene, nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit Innen-
gebiet U. Dann sind dquivalent:

(1) ¢ hat Krimmung s > 0 beziiglich der inneren Normalen v.

(2) U ist konvez.

BeEwEIS: Nach Umparametrisierung konnen wir annehmen, dass die innere Nor-
male durch v = id gegeben ist. Ist U konvex, so ist die Funktion ¢(s) =
(c(s) — c(s0),v(s0)) nichtnegativ fiir alle sy € [0, L] nach Lemma 5.2. Es folgt

0 < ¢"(s0) = (c"(50), v(50)) = (s0)-

Sei umgekehrt » > 0. Wir behaupten: ist ¢/(sg) = ¢/(s1) fiir 0 < sp < 51 < L, so
gilt ¢(s1) — c(so) L v(sp). Sei dazu nach Umparametrisierung sop = 0. Es gilt

1

n(cl|[0,51]a 0) = %

S1 1 L
/ »xds >0 und  n(c[j, 1),0) = / xds > 0.
0 2 s1

Andererseits liefert der Umlaufsatz von Hopf
1 L
— »ds =ind (c) = 1.
2w 0
Also ist s(s) gleich Null auf [0, s1] oder auf [s1, L]. Auf diesem Intervall ist dann
d(s) = (s0), also ¢(s1) — ¢(s0) L v(sp) wie behauptet.
Sei nun sg € [0, L) beliebig, und ¢(s) = (c¢(s),v) mit v = v(sg). Setze o = min ¢
und # = max ¢, und wihle s1,s2 € [0, L] mit ¢(s1) = a und ¢(s2) = 8. Es folgt
' (s1) = ¢'(s2) = 0, das heifit

(c'(s0),v) = (d(s1),v) = (¢(52),0) = 0.

Mindestens zwei der Vektoren ¢/(s;), i = 0,1,2, sind gleich. Wie gezeigt sind
dann auch mindestens zwei der Funktionswerte ¢(s;) gleich. Nun ist v = v(sp)
innere Normale, also ist U N {z € R? : (x — ¢(s0),v) > 0} nichtleer, und folglich
w(s2) = B > p(s0). Da p(s1) = a < ¢(sp), muss ¢(s1) = p(sg) gelten. Das
bedeutet aber (c(s) — ¢(so),v(s0)) > 0 fiir alle s € [0, L], und nach Lemma 5.2
ist U konvex. O

Satz 5.2 (Vierscheitel-Satz fiir konvexe Kurven) Sei vy : [ = [0,L] — R?
eine einfach C3-geschlossene, nach der Bogenlinge parametrisierte, konvexe Kur-
ve. Dann hat die Funktion ' mindestens vier verschiedene Nullstellen.

BeWweIs: Die Nullstellen von 3¢ werden auch als Scheitel bezeichnet. Wir kénnen
annehmen, dass » in sp = 0 sein Minimum annimmt und in s; € (0,L) sein
Maximum, dies sind also mal zwei Scheitel. Nach Translation und Drehung liegen
7(0) und (s1) auf der z-Achse. Angenommen fiir ein s € [0, L] ist y(s) auf der
x-Achse und +/(s) = +e1, das heifit die z-Achse ist Tangente der Kurve. Nach
Definition der Konvexitét folgt v(I) C H, wobei H die abgeschlossene obere oder
untere Halbebene ist. Ist U das Innengebiet von =, so folgt weiter

YI)NOH =0U NOH = U NOH,
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das heifit y(I) N OH ist eine Strecke. Damit ist ~([0,s1]) C OH oder
v([s1,L]) C OH, insbesondere 2(0) = s(s1) = 0. Aber das heifit > = 0 und ~ ist
eine Gerade, Widerspruch.

Sei jetzt nach evtl. Spiegelung (7/(0),e2) < 0. Angenommen, ~y(s2) liegt auf der
x-Achse fiir ein so € (0, 1), Dann haben wir drei Punkte y(o,) auf der z-Achse,
namlich {01, 09,03} = {0, s1, s2}, mit (y(01),e1) < (y(02),e1) < (y(03), e1); hier
verwenden wir, dass 7y einfach ist. Es folgt

(v(g2),7(03) —7(02)) = — {7/ (02),e2) (y(03) —7(02), 1),
£0 >0

(v(02),7(01) = (02)) = —((02),e2) (v(01) —(02),e1),
#0 <0

im Widerspruch zur Konvexitiat. Wir konnen also annehmen, dass (7, es) < 0 ist
auf (0, s1), und analog (v, e2) > 0 auf (s1, L). Ist nun » monoton nichtfallend auf
[0, s1] und monoton nichtwachsend auf [s1, L], so folgt

L
0 > /0%/<’y(s),62>ds

s=L

= [%(s)(y(s),@)} —/OL #(7'(s), e2) ds

s=0
L

= / (V' (s),e2)ds = 0.
0

Aus der Diskussion des Vorzeichens von (v, es) ergibt sich »' = 0, das heifit v
ist ein Kreis. Ist aber zum Beispiel s nicht monoton nichtfallend auf [0, s1], so
gibt es 0 < sy < s3 < s1 mit s(sy) > x(s3), also insbesondere sy > 0 und
s3 < s1. Aber dann nimmt s in [0, s3] ein (lokales) Maximum und in [s2, s1] ein
(lokales) Minimum an. Wir haben also sogar bewiesen, dass » mindestens zwei
lokale Maxima und zwei lokale Minima hat. O

Der Vierscheitel-Satz gilt auch fiir nichtkonvexe Kurven. Fine Standardrefe-
renz ist R. Osserman, The four-or-more vertex theorem, American Mathematical
Monthly 92 (1985), 332-337.

Zuletzt kommen wir zur isoperimetrischen Ungleichung, die in der Geometrie und
Analysis fundamentale Bedeutung hat. Unser Beweis folgt einer Arbeit von F.
Hélein, siehe Annales de UInstitut Fourier 44 (1994), 1211-1218. Statt von einer
gegebenen Kurve wollen wir hier mit einem gegebenen Gebiet U C R? starten,
das passt besser zum Problem.

Definition 5.1 (Gebiet mit C'-Rand) U C R? offen hat C'-Rand, wenn es
zu jedem p € OU offene Intervalle I, J gibt sowie eine Funktion u € C(I,.J) mit

UNIxJ)=A(z,y) e I xJ:y<u(x)},

nach evtl. Vertauschung und Spiegelung der Koordinaten.

31



Es ist nicht allzu schwer zu sehen, dass OU dann aus endlich vielen, einfach
geschlossenen C!'-Kurven I'y,...,T besteht. Ist v; : [0,L;] — T'; jeweils eine
Parametrisierung nach der Bogenlédnge, so gilt

r L;
RICLICEDS / f((s)) ds.

Fiir den Beweis der isoperimetrischen Ungleichung brauchen wir als Hilfsmittel
den Integralsatz von Gauf}. Hier tritt der Begriff der dufleren Normale v auf; ist
U lokal als Subgraph {y < u(z)} gegeben, so ist

@)
V(x7y)—\/m f ( 7y)—(

Satz 5.3 (Integralsatz von Gau3) Sei U C R? ein beschrinktes Gebiet mit
C'-Rand. Dann gilt fiir ein Vektorfeld X € C*(U,R?)

/diVXdl‘:/ (X,v)ds.
U oU

Dabei ist v : OU — S die dufere Normale.

z,u(x)) € OU.

Nach diesen Grundlagen kommen wir nun zur isoperimetrischen Ungleichung.
Wir betrachten die Familie aller Kreise, die durch den Nullpunkt gehen und dort
tangential zur xz-Achse sind. Die Gleichung dieser Kreise ist

0=z —tes|> —t* = |x|* — 2t(x,e0) mittecR.

Jedes € R? mit (x,e3) # 0 liegt auf genau einem solchen Kreis. Im Punkt x
hat dieser die (nicht normierte) dufiere Normale

]2 2 e @ ]2
= 2(— — = = — R .
e = 2aea) a2~ 2) = g g B2

r—teg =x —

Dabei ist R(x) die Spiegelung an der Geraden {z}*. Die Formel ist auch an-
schaulich klar, weil die Mittelsenkrechte der Strecke Ox eine Symmetrielinie ist.
Die Idee des Beweises ist, das gegebene Gebiet mit den Kreisen der Familie zu
vergleichen.

Satz 5.4 (Isoperimetrische Ungleichung) Sei U C R? beschrinktes Gebiet
mit C'-Rand. Ist A der Flicheninhalt von U und L die Linge von OU, so gilt

A< iLQ,
47

mit Gleichheit genau wenn U eine Kreisscheibe ist.
BeEweis: Fiir jedes « € U berechnen wir
. r—y 2
div, —5 =0 auf R°\{z}.
o —y?
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Sei v(y) die dulere Einheitsnormale von U\ B.(z), also v(y) = é:z‘ auf 0B (z).
Mit dem Satz von Gauf} folgt fiir 0 < e < dist (z, OU)
1 z—y,v(y 1 z—y,v(y
) R Wy 70 B
27 JoB.w) |z —l 21 Jou |z =yl

Vergleiche die Formel fiir die Umlaufzahl aus Definition 3.3. Nun berechne, fiir
feste y,v € R? und alle = # v,

div,R(x — y)v = =2 divm<<:c — v, v)ﬁ) = —2<ﬁ, v>.

Mit Fubini, dem Satz von Gaufl und Cauchy—Schwarz folgt

A = //BU ’33—3/’2 >d8( ) de
- 271’/6U/ !x—yP o %)
_ /(9U/d1vx © — y)v(y) de ds(y)

_ L / / (R(z — y)v(y), v(z)) ds(z) ds(y)
oU JoU

/ / ds(z) ds(y —LQ.
au Joau 4

Bei Gleichheit ist 1/(3:) = R(x — y)v(y) fir alle z,y € OU mit x # y. Sei etwa
y = 0 und v(0) = —e2 nach Drehung. Wie eingangs iiberlegt, ist v(z) = —R(z)es
genau die duflere Einheitsnormale des Kreises unserer Familie, auf dem x liegt.
Ist ¢: [0, L;] — I'; die Parametrisierung nach der Bogenlinge einer Komponente
von OU, so folgt fiir (c(s),ea) # 0

()] = 26(cls), 2)) = (¢(5),e(s) — 2ten) =~ 106) i) =0
ds ’ ’ 2(c(s), e2) ’

Damit verlduft c(s) in einem Kreis C; der Familie. Das Bild von ¢ ist offen und
abgeschlossen in Cy und damit gleich C;. Da U im Nullpunkt lokaler Graph ist,
ist U tatséchlich eine Kreisscheibe. Hier kénnte alternativ mit der Optimalitét
argumentiert werden. O

IN

Ein technischer Punkt bleibt noch nachzutragen: bei der Anwendung des Satzes
von Gauf hat das Vektorfeld X (x) am Punkt x = y € JU eine Singularitiit, denn
es gilt

X(@) = Rz = y)wly) = vly) =21 — ovl) ) —

Um den Schritt zu rechtfertigen, wéhlen wir eine Abschneidefunktion 7, €
C>(By(y)) mit 0 <y < 1 und [Dn,| < C/p. Es gilt
div (7,X) = npdiv X + (Dn,, X).

Jetzt wenden wir den Satz von Gaufl an und lassen p ~\, 0 gehen.

Die isoperimetrische Ungleichung gilt auch unter schwicheren Voraussetzungen
an die Regularitdt des Gebiets U, siehe Satz 3.2.43 und 3.2.44 in H. Federer:
Geometric Measure Theory, Springer Grundlehren Band 153, 1969.
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6 Die erste Fundamentalform einer Fliache

Unsere Darstellung der Fldchentheorie geht von Fliachen aus, die durch eine Pa-
rameterdarstellung auf einem zweidimensionalen Gebiet gegeben sind. Lokal ist
das natiirlich fiir jede Fliache der Fall. Gegeniiber der Auffassung von Fldchen als
Teilmengen des R? hat der parametrische Zugang den Vorteil, dass die zentra-
len Groflen wie die erste und zweite Fundamentalform auf dem Parametergebiet
definiert sind; dies bereitet den Umgang mit Riemannschen Metriken und allge-
meiner Tensoren bei abstrakten Mannigfaltigkeiten vor. Auf der anderen Seite
kniipft die Sichtweise direkt an die Kurventheorie an.

Definition 6.1 Sei U C R? offen und k € NN {oo}. Eine Abbildung F €
Ck(U,R?) heifit (regulir parametrisierte) Fliche oder zweidimensionale Immer-
sion der Klasse C*, falls gilt:

rang DF(z) =2  fiir alle z = (z',2°) € U.

Mit anderen Worten, die Vektoren 01 F(z) und 02F (x) sind linear unabhéngig
fiir alle x € U. Der zweidimensionale Unterraum

(6.1) Bild DF(z) = Span {0, F (x), 02 F (z)}

heiffit Tangentialraum von F im Punkt z. Der affine Tangentialraum ist
F(z) 4+ Bild DF(x). Die Abbildung F' wird nicht als injektiv vorausgesetzt, das
heifit die Fléche darf sich selbst durchdringen. Es macht dann keinen Sinn,
vom Tangentialraum im Punkt p € Bild F zu reden. Eine stetige Abbildung
N : U — R3 heiBt Einheitsnormale lings F, falls

(6.2) IN(x)]=1 wund N(z) L BildDF(z) fir allez¢cU.

Fiir Einheitsnormalen N ldngs F ist (Np,Na) € {£1}. Ist U zusam-
menhéngend, so gibt daher genau zwei Einheitsnormalen ldngs F', ndmlich

+ . 9 ko O F(x) X O F(x)
N*:U—=S* N (x)_i\alF(:c)xagF(mﬂ'

Insbesondere ist fiir F' € C* jede Einheitsnormale von der Klasse C*~1.

Beispiel 6.1 (Graphen) Sei U C R? offen. Der Graph einer reellwertigen
Funktion f € C¥(U), f = f(x,y), ist die parametrisierte Fliche F : U — R3,
F(z,y) = (z,y, f(x,y)). Es folgt, wenn wir die partiellen Anleitungen mit f, und
fy bezeichnen,
1 0
DF(x,y) = 0 1
fw(x7y) fy(l‘»y)

Offenbar ist rang DF'(z,y) = 2. Wir berechnen

F, x F, = (1,0, fy) x (0,1, fy) = (= fo, — fy, 1) = (=Df, 1),

also erhalten wir die Einheistnormale

(6.3) N:M-U%SZ.

VI+IDf?
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Definition 6.2 (erste Fundamentalform) Sei F € C1(U,R3) eine reguliire
Fliche. Dann heifit die von x € U abhdngige Bilinearform

g(z)(v,w) = (DF(z)v, DF(z)w) (v,w € R?)

erste Fundamentalform von F. Beziiglich der Standardbasis {ei,e2} hat g die
Koeffizienten

955 : U = R, gij(x) = (0iF (x),0;F(x)) (1<1,j<2).
Die zugehiorige Matrix bezeichnen wir mit

G:U — R*? G(z) = DF(z)'DF(z) = (gij(x))lging.

Fiir jedes x € U ist g(x) ein Skalarprodukt auf R?, denn es gilt:

e g(x) ist symmetrisch:
g(z)(v,w) = (DF(z)v, DF(x)w) = (DF(x)w, DF(x)v) = g(z)(w,v).

Aquivalent dazu ist die Symmetrie der Matrix G, also 9ij = Gji-
e g(x) ist bilinear:
g(x)(avy + Pug,w) = (DF(x)(avy + Pus), DF(z)w)
= a(DF(z)v;, DF(x)w) + g (DF(x)ve, DF (x)w)
= ag(@)(v,w) + B g(x)(v2, w).

Die Linearitét in der zweiten Komponente folgt wegen der Symmetrie.
e g(z) ist positiv definit:
9()(v,v) = (DF (x)v, DF ()v) = [DF (x)v[? = 0.
Bei Gleichheit folgt DF(x)v = 0 und hieraus v = 0, denn fiir DF(z) : R? —

R3 gilt nach Voraussetzung dim ker DF(z) = dim R? —dim Bild DF(z) = 0.

Die Abbildung DF(z) : (R% g(z)) — (Bild DF(),(:,-)gs) ist eine Isometrie
zwischen (zweidimensionalen) Euklidischen Vektorrdumen, denn es gilt nach De-
finition

(6.4) |DF(z)v] = V/g(x)(v,v) = [[v]lg@)-

Ein Skalarprodukt, das von x € U abhéngt, nennt man Riemannsche Metrik auf
U; dabei wird die Abhingigkeit von x € U in der Notation oft ignoriert, das
heifit man schreibt oft g(v,v) fiir die Funktion z — g(x)(v,v).

Lemma 6.1 (Bogenlinge auf Flichen) Sei ' € C'(U,R3?) eine regulire
Fliche. Dann gilt fiir jede Kurve v € CY(I,U)

L(For) = /I VIO 0,7 (@) dt = /I 1 Ol -
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BEWEIS: Aus (6.4) folgt

L(For) = / (For) (1)) dt = / IDF(4(t))/(t)] dt = / VIO @A (D) dt.
O

Beispiel 6.2 (Erste Fundamentalform von Graphen) Fiir eine als Graph
gegebene Fliche F : U — R3, F(z,y) = (z,vy, f(z,y)) folgt fiir die erste Funda-

mentalform
G:<1+f£ fxfy>
fofy 1417 )7

Beispiel 6.3 (Rotationsfliichen) Sei c: (a,b) — {(z,2) € R? : 2 > 0}, ¢(t) =
(r(t), h(t)) eine regulidre Kurve. Durch Rotation um die z-Achse erhalten wir die
Fléche

cosgp —sing 0 r(t) r(t) cos p
F:(a,b)xR =R F(t,p)=| sing cosp 0 0 = | r(t)sing
0 0 1 h(t) h(t)

Wir berechnen
r'(t)cosp —r(t)sing
DF(t,p) = | r'(t)sing r(t)cosp
h'(t) 0

Fiir die erste Fundamentalform folgt

o= (0.

Da r(t) > 0 und ¢/(¢) # 0 nach Voraussetzung, gilt
det G(t, ) = r(t)(r'(t)* + 1'(t)?) > 0.
Also ist rang DF(t,0)'DF(t, ) = 2, und F ist eine Immersion.

Lemma 6.2 (Winkel zwischen Tangentialvektoren) Sei F' € CY(U,R3)
eine requlire Fliche und vi,vy € R?\{0}. Der Winkel zwischen den Vektoren
DF(z)v; und DF(x)vg ist

g(z)(v1,v2)

<(DF(x)vy, DF(x)ve) = arccos
[01llga) 102l g

= Ag(x) (Ul, UQ).

BewEeIs: Wir berechnen mit (6.4)

(DF (z)v1, DF(x)va) g(z)(v1,v2)
Z(DF(x)vy, DF(x)vy) = arccos = arccos .
(DF(@)or, DF(@)v2) DF (@) [DF @) TorTyte Tealot

O
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Als néchstes wollen wir den Flicheninhalt einer Immersion definieren. Zur Mo-
tivation betrachten wir fiir Vektoren v1,vs € R? den Flicheninhalt A(vy,vo) des
von ihnen aufgespannten Parallelogramms. Wir behaupten

A(v1,v9) = /|v12|v2]? — (v1,v2)2.

Wiihle dazu e, e; € R3 orthonormal mit v; = ae; und vy = Be; + veq, und
berechne mittels Scherung

A(vy,v2) = A(aer, fer +vea) = A(aer,ver) = |ay| = \/]v1|2\v2]2 <’01>’U2>

Ist nun F : U — R3 eine Immersion, so folgt

A(O1F,05F) = /|01 F|2|0oF |2 — (0, F, 0, F) = Vdet G.
Es sollte daher gelten
dA = A(F,, F,) dedy = Vdet G dady.
Definition 6.3 Der Flicheninhalt einer Immersion F : U — R3 ist
= /U Vdet G =: A, (U),
wobei G : U — R?*? die Matriz der ersten Fundamentalform von F ist.

Beispiel 6.4 Fiir einen Graphen F : U — R3, F(z,y) = (z,v, f(z,y)) erhalten

- [ i+ r+= [ VivDIP,

Beispiel 6.5 Fiir den Flidcheninhalt einer Rotationsfléche

F: (a,b) X (¢1,92) — R3, F(t,p) = (r(t) cos @, r(t)sinp, h(t))

ergibt sich die Guldinsche Formel

b
AF) = (2 — 1) / /I + ().

Wir kommen nun, analog zu unserer Diskussion bei Kurven, zu Umparametri-
sierungen.

Definition 6.4 Seien F : U — R3, I : V — R? Flichen der Klasse C*. Dann
heifit E Umparametrisierung von F, falls es einen Ct-Diffeomorphismus ¢ : V —
U gibt mit

F=Fo ¢.

Auf der Menge aller parametrisierten C'-Flichen ist die Relation
F~F & Fist Umparametrisierung von ¥

cine Aquivalenzrelation. Der Diffeomorphismus ¢ ist nicht eindeutig bestimmt,
zum Beispiel gilt fiir eine Rotationsfliche trivialerweise F' = F'oid, aber natiirlich
auch F' = F oy, fiir 7,(¢, ) = (¢, ¢ + 2km) mit k € Z.
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Satz 6.1 (Transformationsverhalten von g) Sei ' € CY(U,R3) eine re-
guldre Fldche.

(1) Ist F e CH(V,R3) eine Umparametrisierung von F, also F = Fo¢ mit
einem C'-Diffeomorphismus ¢ : V. — U, so gilt fiir die zugehorigen ersten
Fundamentalformen g(v,w) = go ¢(D¢ - v, D¢ - w) bzw. dquivalent

2
G=D¢" (God)D¢ oder Gij= > guo¢did"d;¢.
k=1

(2) Ist B:R® — R? eine Euklidische Bewegung und F = Bo F, so folgt §j = g.

BEWEIS: In der Situation von (1) berechnen wir

j(v,w) = (D(Fo@)-v,D(Fo¢)-w)
— ((DF)o¢Dé-v,(DF)o ¢ Do )
= gop(D¢-v,D¢ - w).

Weiter folgt
2
gij = §(€i7 ej) ( Cb z¢7 j¢ Z gkl © (Z) <Z>'“0j¢>l.

Die Formel fiir die Matrix ergibt sich alternativ wie folgt:
G = D(Fog)'D(Fog)
= ((DF)e¢Dg) (DF)o¢ D¢
= D¢" (DF'DF)o¢ D¢
= D¢ (Go¢)Do.

Fiir Behauptung (2) beachten wir B(y) = Sy+a mit S € O(3) und a € R3, siche
Satz 0.1, also DB(y) = S fiir alle y € R? und

g(x)(v,w) = (D(BoF)(x)v, D(BoF)(x)w) = (S DF(z)v, S DF (z)w) = g(z)(v,w).

O

Wir wollen iiberpriifen, ob die definierten Begriffe Bogenléinge, Winkel und
Flacheninhalt unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung sind. Interessan-
terweise konnen wir diese Invarianz allein aus der Transformationsformel fiir die
erste Fundamentalform herleiten, ohne auf die Fldche F' direkt Bezug zu nehmen.

Folgerung 6.1 Sei F' € CY(U,R?) eine requlire Fliche und F = F o ¢ eine
Umparametrisierung mit einem Diffeomorphismus ¢ € CY(V,U). Sind g bzw. §
die zugehdrigen ersten Fundamentalformen, so gelten folgende Aussagen:

(1) Ly(¢poy) =Lg(y) firy: IV,
(2) Zy(o(an(Do(@)v, Do(x)w) = Ly (v,w)  fitr &z € V und v,w € R?,
(3) Ay(¢p(E)) = A3(E) fir ECV.
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Bewers: Nach Satz 6.1 gilt g(¢(z))(Do(z)v, Dé(z)w) = g(v,w), also
[D(x)vllg(s(2)) = IVllg@y und  Zygay) (Do(x)v, D(x)w) = £z (v, w).
Mit (¢ o) (t) = Do(y(t))7 (t) folgt weiter
Ly(poy) = /1 IDA(Y()Y () lg(a(v(e)) dt = /[ 17 ) lgvcey) dt = L ()-
Schlieflich liefert der Transformationssatz und Satz 6.1
A0E) = [ Vaaa
#(E)
- / Vet G o ¢| det Dg|
E

_ /E \/det(D¢T(Go¢)D¢)
= Ay(B).

O

Ein zentrales Hilfsmittel der Kurventheorie war die Umparametrisierung nach
der Bogenlinge. Es stellt sich die Frage, ob es fiir Flichen F' € C*(U, R3) eben-
falls besonders giinstige und natiirliche Parametrisierungen gibt. Folgende drei
Moglichkeiten werden durch unsere bisherige Diskussion nahegelegt:

(1) F heifit langentreu parametrisiert, falls L(F o «y) = Lg2(7) fiir alle Kurven
v:1I—=U.

(2) F heiit flichentreu parametrisiert, falls A(F|y) = Ag2(V) fiir alle Mengen
VcuU.

(3) F heifit winkeltreu (oder konform) parametrisiert, falls Z(DF-v, DF -w) =
g2 (v,w) fiir alle x € U und alle v, w € R?\{0}.

Diese drei Eigenschaften lassen sich in Bedingungen fiir die erste Fundamental-
form g iibersetzen, und zwar wie folgt:

Lemma 6.3 Fiir eine regulir parametrisierte Fliche F € C*(U,R3) mit erster
Fundamentalform G = (gij)1<ij<2 gelten folgende Aussagen:

(1) F ist lingentreu & G = (0i5) ,

(2) F ist flichentreu < detG =1,

(3) F ist winkeltrew < G = \*(d;5) fir eine Funktion X : U — R™.
Insbesondere:  langentreu <  flichentreu und winkeltreu.
BEwEIS: Nach Lemma 6.1 ist L(F o) = Lg4(y), also folgt aus g;; = 9;; direkt

die Lingentreue von F. Umgekehrt betrachten wir fiir beliebige zg € U, v € R?
die Kurve v(t) = o + tv und folgern aus der Léngentreue

g(xo)(v,v) = lim1

€ ' 1 ‘ 1
E\O c /0 \/g(ito + tv)(v,’l)) dt = il\l"r(l) ng(’y‘[07a]) — il\r‘r(l) ELRQ(’}/“O,&]) — ‘U’,
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also durch Polarisation g;; = d;;. Damit ist (1) gezeigt. Aus det G = 1 folgt die
Flachentreue direkt nach Definition 6.3. Ist umgekehrt F' flichentreu, so gilt fiir
beliebiges zg € U mit De(z0) = {x € R? : |x — x| < €}

Vdet G(zg) = hm / Vdet G = hm —A(F|DE(I0 ) = lim —ARQ( c(x0)) = 1.
D (z0)

N0 Te2 N0 me?
Ist schliellich F' winkeltreu und e; o die Standardbasis, so folgt mit Lemma 6.2
912 = ||e1llg [le2lly cos<<(DF - €1, DF - e3) = |lexllg [[e2]lg cos Zr2(e1,e2) =0,

g11—9g22 = g(e1+ez,e1—e2) = |ler +ez|lg |ler —ez|g cos Lg2(e1 +e2,e1 —ez) = 0.

Die Darstellung in (3) gilt also mit A = \/(g11 + g22)/2 > 0. Die umgekehrte
Implikation in (3) folgt direkt aus Lemma 6.2. O

Um eine ldngentreue bzw. flichentreue bzw. winkeltreue Umparametrisierung
einer gegebenen Fliche F' € C'(U,R?) herzustellen, ist nach Satz 6.1 ein Diffeo-
morphismus ¢ : V' — U zu bestimmen , der folgende Gleichungen 16st:

G=D¢ ' (Gogp)Dp=E, fir F=Fog¢ lingentreu,

det G = (det G) o ¢ (det D$)?> =1 fiir F = F o ¢ flichentreun,
G=D¢T(Go¢p)Dp e RTEy fiir F =F o¢ winkeltreu.

Die Langentreue fiihrt auf drei Bedingungen fiir die beiden gesuchten Funktionen
¢! und ¢%. Es konnte der Verdacht aufkommen, dass das Problem iiberbestimmt
ist, also nicht immer losbar. Dieser Zweifel ist in der Tat berechtigt, und
zwar hat Gaufl eine Kriimmungsgréfle gefunden, die im Fall der Existenz ei-
ner langentreuen Parametrisierung gleich Null sein muss. Diesen Satz, den Gaufl
als Theorema egregium bezeichnet hat, werden wir in Folgerung 9.2 beweisen.

Die Bedeutung der winkeltreuen (oder konformen) Parametrisierung liegt im
Bezug zur komplexen Analysis. Sei F' : U — V ein orientierungserhaltender
Diffeomorphismus zwischen den offenen Mengen U,V C R2, also insbesondere
det DF' > 0. Nach Lemma 6.3(3) ist F' genau dann winkeltreu beziiglich des
Standardskalarprodukts, wenn DFTDF = A2E, fiir eine Funktion A > 0, das
heifit %DF ist orthogonal. Schreiben wir F' = (u,v) = u + iv, so bedeutet das

Uy Uy

DF(z) = (

) € RTSO(2) bzw. dquivalent  u, = v, und uy = —v;.
Vg Uy

Die orientierungserhaltenden, winkeltreuen Diffeomorphismen sind also genau
die holomorphen Diffeomorphismen. Hat man nun zwei winkeltreue Parameter-
darstellungen einer Fléche, und ist der Parameterwechsel orientierungserhaltend,
so ist der Parameterwechsel holomorph. Dies ist der Anfangspunkt der Theorie
der Riemannschen Fliachen, also der eindimensionalen komplexen Mannigfaltig-
keiten.

Satz 6.2 (Existenz konformer Parameter) Sei F' € C*(U, R3) eine re-
guldre Fliche. Dann gibt es zu wo € U eine Umgebung U und einen Diffeo-
morphismus ¢ € C*(V,U), so dass F o ¢ : V — R3 winkeltreu (konform) para-

metrisiert ist.
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Der Beweis dieses Satzes erfordert die lokale Losung einer elliptischen partiellen
Differentialgleichung und kann an dieser Stelle nicht gefiihrt werden. Der erste
Beweis stammt von Gaufi*. Er setzte voraus, dass die Koordinatenfunktionen
F' = F'(z,y) der gegeben Fliche reell-analytisch sind, das heifit sie sind lokal
als Potenzreihen in den Variablen xz und y darstellbar, und erhélt dann die
Losung ebenfalls als lokal konvergente Potenzreihe. Der erste Beweis fiir glatte
Fléchen stammt von L. Lichtenstein (1911).

Wir wollen schliellich kurz auf die flichentreuen Parametrisierungen eingehen.
Der lokale Existenzbeweis kann auf die Losung eines Anfangswertproblems fiir
gewohnliche Differentialgleichungen reduziert werden.

Satz 6.3 (Existenz flichentreuer Parameter) Sei F' € C*°(U, R3) eine re-
guldre Fliche und wy € U. Dann gibt es eine Umgebung U von wo und einen
Diffeomorphismus ¢ : V. — U, so dass Fo¢ : V — R3 flichentreu parametrisiert
15t.

BEwEIS: Wir kénnen wg = 0 annehmen, und machen fiir ¢ den Ansatz
. 1 0

6la.9) = (e p(o) mit 60,0 =0 = Do = ( )
Pz Py

Wie nach Lemma 6.2 gezeigt, ist F' o ¢ genau dann flichentreu, wenn det(G o
¢) (det D¢)? = 1. Der Satz ist also bewiesen, wenn ¢ glatte Losung des folgenden
Anfangswertproblems ist:

de
8y(’y) Vdet G(z, o(,y))

Nach Picard-Lindel6f besitzt dieses Problem fiir |z|,|y| < ¢ eine eindeutige
Losung, die glatt von  und y abhingt.| O

und  ¢(z,0) = 0.

*C. F. Gau}: Allgemeine Auflosung der Aufgabe, die Theile einer gegebenen Fliache auf einer andern
gegebenen Fliche so abzubilden, dafl die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen #hnlich
wird. Preisschrift fiir die Kopenhagener Akademie der Wissenschaften, 1825

fyvgl. J. Dieudonné: Foundations of modern analysis, Academic Press, New York and London 1969,
§X,7
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7 Die zweite Fundamentalform einer Flache

Wir kommen jetzt zur Definition der Kriimmung einer Flidche. Da eine Fléche
in verschiedenen Richtungen unterschiedlich gekriimmt sein kann, erwarten wir
nicht, die Kriimmung nur durch eine Funktion zu erfassen. Stattdessen lassen wir
uns von der Idee leiten, dass die Kriimmung die Normalkomponente der zweiten
Ableitungen sein sollte, vgl. die entsprechende Definition 3.2 fiir Kurven.

Definition 7.1 (zweite Fundamentalform) Sei F' € C?(U,R3) eine regulire
Fliche mit Einheitsnormale N : U — S? lings F. Die von x € U abhingige
symmetrische Bilinearform

h(z)(v,w) = (D*F(z)(v,w), N(z)) (v,w € R?)

heif$t zweite Fundamentalform von F. Beziiglich der Standardbasis hat h die Ko-
effizienten

In einem Skalarproduktraum kann man jeder Bilinearform kanonisch eine lineare
Abbildung zuordnen. Dies ist zum Beispiel deshalb wichtig, weil man dann von
den Eigenwerten der Bilinearform reden kann, und zwar meint man die Eigen-
werte der zugeordneten Abbildung. Wir wollen diese Tatsache aus der linearen
Algebra kurz wiederholen.

Lemma 7.1 Sei g(-,-) ein Skalarprodukt und h(-,-) eine Bilinearform auf R™.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung S : R™ — R"™ mit

(7.1) h(v,w) = g(v,Sw)  fiir alle v,w € R™.
Ist h symmetrisch, so ist S selbstadjungiert beziiglich g, das heif§t es gilt
g(Sv,w) = g(v,Sw)  fir alle v,w € R".

BEWEIS: Es sei (¢%) die inverse Matrix zu (g;;), das heiBt
n .
(7.2) Zgijg]kzéf furi,k=1,...,n.
j=1
Wir definieren S {iber die zugehorige Matrix, und zwar sei Se; = 2;21 Slj ej mit
) n
S) = Zg]khkl fur j,l =1,...,n.
k=1

Gleichung (7.1) folgt, denn fiir v = ¢; und w = ¢; gilt

glei, Se) => g 5] = (Zgij gjk) it = hi.-
j=1 1 =1

k=
N—_———
:511_6

Die Eindeutigkeit von S mit (7.1) ist offensichtlich, ebenso die Selbstadjungiert-
heit von S, wenn h symmetrisch ist. O
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Definition 7.2 Sei FF € C?(U,R?) eine regulire Fliche mit Normale N lings
F, und h die zugehdrige zweite Fundamentalform. Die eindeutig bestimmte, von
x € U abhingige lineare Abbildung S(z) : R? — R? mit

(7.3) h(z)(v,w) = g(x)(S(z)v,w)  fir alle v,w € R?

heifst Weingartenabbildung von F. Beziiglich der Standardbasis hat sie die Ma-
trizdarstellung

2 2

(7.4) S(@)er =Y _ Si(z)e;  mit Sp(x) = g (z) hjr(w).

i=1 j=1
Die Weingartenabbildung S ist selbstadjungiert beziiglich g fiir alle x € U.

Im allgemeinen ist die Standardbasis keine g-Orthonormalbasis, und die Matrix
von S beziiglich der Standardbasis ist nicht symmetrisch.

Beispiel 7.1 Fiir Graphen F : U — R3, F(x,y) = (z,y, f(z,y)) haben wir
in Beispiel 6.1 und Beispiel 6.2 die Normale und die erste Fundamentalform
berechnet:

(_fl’7_fy71) 1+f§ fxfy )

Die zweite Fundamentalform ergibt sich ohne weiteres zu

]' xrxr X
(hij):(<8ijF7N>):<§ ;y)
I+ T oI
Fiir die Berechnung der Weingartenabbildung brauchen wir die Inverse von (g;;):
(gij): 1 < 1+f33 _fzfy )
L+ 2+ M\ —fefy 1412

Daraus folgt nach etwas Rechnung die Matrix der Weingartenabbildung:

S = 1 ( (1+fy2) fxx_fzfyf:ry (1+fy2)fmy_fxfyfyy >
(4 f24 1222\ L+ f2) foy = fofy for L+ D) fyy — foly fay )

Hat der Graph im Punkt (zp, f(20)) € U x R eine horizontale Tangentialebene,
das heift es gilt D f(zp) = 0, so folgt beziiglich der nach oben weisenden Normalen

(7.5) 9ij(20) = 6ij,  Oigu(20) =0,  Si(z0) = hij(20) = 95, f(20).-

Beispiel 7.2 Fiir eine Rotationsfliche F (¢, p) = (r(f) cos p, r(t) sin g, h(t)) gilt,
vergleiche Beispiel 6.3,

1 —h' cosp r’cosp —rsing
N=—e—— —h'sin und DF = | 7'sing rcose |,
()% + (h') ! % 0
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und ferner

r

(9i5) = ( (T,)Qg(h/)z . )

Daraus ergibt sich fiir die zweite Fundamentalform

(h“) B 1 r B! — B! 0
TV o)

und schliellich die Weingartenabbildung
PR By
g = (T/)Q + (h/)23
0

0

B 1
(r/)z + (h’)2 r
Die geneigten Leser mogen iiberpriifen: der erste Eintrag in der Matrix von S

ist genau die Kriimmung der ebenen Kurve c¢(t) = (r(t),0, h(t)) beziiglich der
Normalen N (t) = N(t,0).

Satz 7.1 (Weingartengleichung) Sei F : U — R3 regulidre C?-Fliche mit
zweiter Fundamentalform h und Weingartenabbildung S beziiglich der Normalen
N. Dann gilt

DN =—-DF-S wund h(v,w)=—(DN-v,DF -w).
Bewers: Fiir 1 < j,k < 2 gilt (9;N, N) = 20;|N|?> = 0 sowie
(0;N, 0k F) = 9; (N, 0, F) —(N, 9% F) = —h(ej, ex) = —g(Sej, ex) = —(DF-Se;, DF-ey).
=0
Es folgt DN -ej = —DF - Se;, also die erste Behauptung, und weiter
h(v,w) = g(Sv,w) = (DF - Sv, DF - w) = —(DN - v, DF-).

Ebene Kurven konstanter Kriimmung sind Geraden oder Kreise, siehe Satz ?77.
Wir zeigen nun entsprechende Aussagen fiir Flachen.

Satz 7.2 Sei U C R? zusammenhdngend, und F : U — R? eine C?-Fliche mit
Normale N und zweiter Fundamentalform h. Dann sind dquivalent:

(1) F(U) liegt in einer Ebene.
(2) h=0.
(3) N ist konstant.

BeEweIS: Liegt F'(U) in einer affinen Ebene p + E, so bilden 0;F eine Basis
von E und folglich ist N Normalenvektor von E. Aber 8%F liegt in F, also
h = (D?F,N) = 0.

Aus h =0 bzw. § = 0 folgt mit der Weingartengleichung DN = —DF - S = 0.

Ist N konstant, so folgt D(F,N) = (DF,N) + (F,DN) = 0, also ist
(F, N) konstant. O
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Satz 7.3 Sei U C R? zusammenhingend, F : U — R3 eine C%-Fliche und
R > 0. Dann sind folgende Aussagen Guivalent:

(1) F(U) liegt in einer Sphire mit Radius R.
(2) h=+%g bzw. S ==+FId.
BEWEIS: Betrachte fiir m € R? die Funktion f(z) = 3|F(z) — m|?. Es gilt
0;f =(F—m,0;F) und 8i2jf = <F—m,8ZjF> + gij-

Ist m Mittelpunkt der Sphére in (1), so ist f konstant. Es folgt dann F' —m L
Bild DF, also bei geeigneter Wahl der Normalen F' — m = —RN, und weiter

0=05f = —(RN,0F) + gij = —Rhyj + gij.

s Yig
Sei umgekehrt h = % g nach geeigneter Wahl der Normalen. Dann folgt aus Satz
7.1, der Weingartengleichung, dass die Funktion m := F' + RN konstant ist:

1
0ym = 0;F + RO;N = 0;F — RDF - Se; zajF—RDF'Eej =0.

Wegen F' = m — RN liegt F' damit in der Sphére 0Br(m). O

Satz 7.4 (Transformationsverhalten von h und S) Sei F € C%(U,R3) ei-
ne requldre Fliche mit zweiter Fundamentalform h beziiglich der Normalen N .

(1) Ist F = F o ¢ Umparametrisierung mit einem CQ-Djﬁeomorphismus o :
V = U, so folgt fiir die zweite Fundamentalform von F' bzgl. der Normalen
N=No¢

2
ﬁ(v, w)=ho¢(Dop-v,Dp-w) bzw. ;Lij = Z hii o gzbaigbk(")jgbl,
k=1

oder dquivalent fir die Weingartenabbildung
= (Dg)~" (S ©¢) Do.

(2) Unter einer Buklidischen Bewegung F = QF +a mit Q € 0O(3), a € R3
folgt h =h und S = S, bzgl. der Normalen N = QN.

BEWEIS: Aus Satz 7.1, der Weingartengleichung, erhalten wir
h(v,w) = —(DN-v, DE-w) = —((DN)o¢ Dp-v, (DF)op Dd-w) = hop(Dd-v, Dp-w).

Die Koordinatendarstellung ergibt sich hieraus wie in Satz 6.1 durch Einsetzen
von e;, e;. Weiter folgt mit Definition 7.2 und Satz 6.1

= h(¢(x))(Dé(z)v, D (x)w)

= 9(6(2))(5(¢(2)) Do(x)v, Dé(x)w)
(¢(x))(Do(x) Do (x) "1 S(¢(x)) De(x)v, D (x)w)
(2)(Dd(x) "1 S(6(2)) D ()v, w).

h(z)(v,w)

>

(I
@
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Mit Definition 7.2 folgt die Transformationsformel fiir S. Fiir Behauptung (2)
berechnen wir

hij(x) = (05(QF + a)(2), @N(x)) = (Q I F(x), QN (x)) = hij(x).
Die Gleichheit S = S folgt nun aus Satz 6.1(2) und Definition 7.2. O
Zu jedem Punkt 2 € U existiert eine Basis v, vo von R? mit

(7.6)  g(x)(vi,vj) =05 und  h(x)(vi,v;) = 256;;  fiir gewisse 2 € R.

Dies ist eine wohlbekannte Tatsache aus der linearen Algebra, doch der nach-
folgende Beweis ist instruktiv. Sei wy, w9 € R2 eine Orthonormalbasis beziiglich
g(x); eine solche Basis kann aus einer beliebigen Basis mit dem Verfahren von
Gram-Schmidt hergestellt werden. Jeder Vektor v € R? mit [|v]|,,) = 1 besitzt
dann eine Darstellung v = (cost)w; + (sint)we mit ¢ € [0, 27}, und es gilt

h(z)(v,v) = h(z) (w1, wr) cos®t + h(z)(wy, ws) sin®t + 2 h(z)(wy,ws) sint cost.

Die rechte Seite ist 2w-periodisch und stetig in ¢, hat also an einer Stel-

le t; € [0,27) ein Minimum. Die Vektoren v; = cos(t;)w; + sin(t1)ws und
vy = —sin(t1)w; + cos(t1)wsy bilden auch eine g(x)-Orthonormalbasis, und
d : .
0= d—h(:c) ((cos T)vy + (sinT)va, (cos T)v1 + (sinT)v2) =0 = 2 h(z)(v1, v2).
T

Also sind vy, v9 wie in (7.6) verlangt. Weiter gilt fiir v = (cost)vy + (sint)ve
h(x)(v,v) = 31 cos®t + s sint € [s21,305]  mit 3 = h(z) (v, v;) fiir i = 1,2,

das heifit die Funktion v + h(z)(v,v) hat unter der Nebenbedingung ||v||g() =
1 in v = v; das Minimum A(z)(vi,v1) = 21 und in v = vy das Maximum
h(z)(va,v2) = 3¢2. Wegen

g(x)(S(x)vi,v5) = h(x)(vi,v5) = 265 = g(x) (305, v5)

sind die vy o genau die Eigenvektoren der Weingartenabbildung zu den Eigenwer-
ten zcq 9.

Definition 7.3 (Hauptkriimmungen) Sei F € C?(U,R3) eine Fliche mit
erster Fundamentalform g und Weingartenabbildung S. Die beiden Figenwer-
te 1,79 von S(z) heiffen Hauptkrimmungen von F im Punkt x € U, die zu-
gehdrigen Eigenvektoren von S(x) mit Normierung [|v||y) = 1 heiffen Haupt-
krimmungsrichtungen. Ferner heiflen

H=131+3x und K =

mittlere Kriimmung® bzw. Gaufische Kriimmung von F in x € U.

*Oft wird H als arithmetisches Mittel definiert, also H = 1 (5¢ + 52).
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Die Hauptkriimmungen hé&ngen nicht von der Wahl der Parametrisierung ab,
sie sind geometrische Invarianten: sei F = F o ¢ eine Umparametrisierung der
Fliche F € C?(U,R3) mit dem Diffeomorphismus ¢ € C?(V,U). Ist v € R?
Hauptkriimmungsrichtung von F mit Hauptkriimmung » im Punkt z € V, so
folgt

1Dd(x)v]lg(g(2)) = IVllgea) = 1,
S(¢(x))Dd(x)v = Dp(x)S(x)Dd(x) " D(x)v = 2 D(x)v.

Also ist D¢(z)v Hauptkriimmungsrichtung von F' im Punkt ¢(z) zum gleichen
Eigenwert. Beachten Sie DF(¢(z)D¢(z)v = DF(x)v, das heit v und D¢é(x)v
entsprechen demselben Tangentialvektor der Fliche in R3.

Beispiel 7.3 Fiir das Helikoid F : R? — R3, F(s,t) = (scost,ssint,at), mit
a > 0 gilt

1
O F = (cost,sint,0), 0OoF = (—ssint,scost,a), N = m(asint, —acost, s),

und weiter
onF =(0,0,0), 012F = 0 F = (—sint,cost,0), 0yxF = —(scost,ssint,0).

Fiir die erste und zweite Fundamentalform ergibt sich

a

0 B S
1 0 2 2
@)= (o pha ) )= . VEra

“VRra

Daraus folgt fiir die Weingartenabbildung und die Hauptkriimmungsrichtungen
a4 (1) Vs? + a? o 1 11

P\ a0 ) A\ s

Insbesondere hat das Helikoid die mittlere Kriimmung bzw. Gaufische
Kriimmung

S =

H=0 und K= _<s2ia2)2‘

Beispiel 7.4 Die Rotationsfliche F(t,¢) = (r(t)cosp,r(t)sinp, h(t)) hat als
Hauptkriimmungsrichtungen

e1 d €2
V] = —F————— un vy = ——,
()2 + (W2 r(t)
mit zugehorigen Hauptkriimmungen
T/h// _ h/T// h/ 1

o = 3z und s =
()2 + (W)?



Beispiel 7.5 Die mittlere und Gauflsche Kriimmung einer in Graphendarstel-
lung gegebenen Fliche F : U — R3, F(z,y) = (x,vy, f(x,y)) lauten

(1 + ny)f:m - Qfmfyfzy + (1 + fg)fyy
(L+ 2+ 1) ’

fmcfyy - fazty

I+ f2+ 1%

Anstatt von einer gegebenen Fliche auszugehen und deren Kriimmungen zu be-
rechnen, kann man umgekehrt das Problem betrachten, eine Fliche mit vor-
geschriebener Kriimmungsfunktion zu bestimmen: zu einer gegebenen Funktion
H:UxR — R, H= H(z,y,2) sucht man also einen Graphen F : U — R3,
F(z,y) = (x,y, f(z,y)), der in jedem Punkt F(z,y) die mittlere Kriimmung
H(F(x,y)) hat. Analog kann man die Gaufische Kriimmung als Funktion K :
UxR—=R, K=K(z,vy,z), vorschreiben. Gesucht sind dann also Losungen der
Gleichung vorgeschriebener mittlerer Kritmmung

(1 + f;)fmc - Qfxfyf:ty + (1 + fa%)fyy
(L+ f2+ [

H =

= H(z,y, f(z,y))

bzw. der Monge-Ampére Gleichung

fxz’fyy - f1'2y
A+ 2+ 157

Diese Probleme haben die Entwicklung der Theorie partieller Differentialglei-
chungen im 20. Jahrhundert mafigeblich beeinflusst.

= K(z,y, f(z,y)).

Wir wollen nun dhnlich wie bei Kurven eine lokale Normalform fiir Flichen her-
leiten.

Satz 7.5 (Lokale Normalform von Flichen) Sei I € C*(V,R%), k > 1, re-
guldre Fliche und B(X) = Q(X — F(wo)) fiir @ € O(3) mit Q(Bild DF (wp)) =
R2. Dann gibt es eine Umgebung W C V won wyg, einen C*-Diffeomorphismus
¢ : W — U mit ¢(wy) = 0 und eine Funktion f € CF(U) mit f(0) = 0,
Df(0) =0, so dass fir F=BoFo¢ ' :U—R3 gilt:

F(z,y) = (z,y, f(z,y)) fir alle (z,y) € U.

Ist F e C%(V,R3), so gilt bei geeigneter Wahl von Q auferdem die Entwicklung

1
Fla,y) = 5 (a2 + say?) +o(a? + 7).
Dabei sind s 2 die Hauptkrimmungen von F' im Nullpunkt beziiglich der Nor-

malen es.

Bemerkung. Die s o sind auch die Hauptkriimmungen der gegebenen Fléche F
im Punkt wq beziiglich der Normalen Q~'es. Dies folgt direkt aus der Invarianz
gegeniiber Umparametrisierungen und Euklidischen Bewegungen.

48



BEWEIS: Sei 7 die Projektion auf R? x {0} = R2. Es gilt

B(F(wg)) =0 wund kerD(moBo F)(wy) = ker (10 Qo DF(wg)) = {0}.

Nach dem Umkehrsatz gibt es eine Umgebung W von wy, so dass ¢ := mo Bo F:
W — ¢(W) =: U ein C*-Diffeomorphismus ist mit ¢(wg) = 0. Nun folgt fiir
F=BoFog¢!

mToF =(moBoF)o¢ ! =idy.
Also gilt F(x,y) = (z,y, f(z,y)) mit f = F3 € CK(U). Weiter folgt F(0) =
B(F(¢~(0))) = B(F(wg)) = 0, insbesondere f(0) = F3(0) = 0, und wegen
DF(0) = @ DF(uo) Dé~ (0)

Bild DF(0) C Q(Bild DF(wg)) =R* x {0} = Df(0) = DF?*(0) = 0.

Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Fiir die zweite drehen wir die Fléche noch
um die z-Achse. Seien vy 2 die Hauptkriimmungsrichtungen von F' im Nullpunkt.
Dann gilt

5Z-j - <DF(O)UZ, DF(O)U]'>R3 == <U7;, vj>]R2'

Also ist durch Rv; = e;, i = 1,2, eine Abbildung R € O(2) definiert. Bezeichne
mit Qr € O(3) die Fortsetzung mit Qres = es. Dann ist QrF Graph der Funk-
tion fr = fo R™1 auf der Menge R(U). Es gilt fr(0) = 0, Dfr(0) = 0, sowie fiir
alle v € R?

2

2
D2 r(0)(0,0) = 0o fr(s0) oo = g f(sR )|z = D2FO)(R v, ).

Nach Polarisationsformel folgt D? fr(0)(v,w) = D?f(0)(Rv, Rw) fiir alle v,w €
R2. Nun ist D2f(0) = h(0) die zweite Fundamentalform von F im Punkt z = 0
beziiglich der Normalen es, siehe (7.5). Es ergibt sich nach Wahl von R

DQfR(O)(ei, ej) = D2f(0)(R_1€i,R_16j) = h(O)(’Ui,Uj) = %léz]

Betrachten wir statt F' die Flache QrF und beachten die Invarianz der Haupt-
kriilmmungen unter g, so folgt die behauptete Entwicklung. O

Sei F': U — R3, F(z) = (z, f(2)) eine in lokaler Normalform gegebene Fliche,
und N Einheitsnormale mit N(0) = e3. Dann kénnen wir die zweite Fundamen-
talform A(0) bzw. genauer ihre quadratische Form h(0)(v,v) wie folgt geometrisch
interpretieren. Fiir v € R? mit |[v]|40) = |v| = 1 heifit

71 (=6,8) = R®, y(s) = F(sv) = (sv, f(sv))
Normalschnitt bei 0 € U in Richtung v. Es gilt 4/(0) = v, und v verlduft in der

durch v, e3 aufgespannten Ebene E. Beziiglich der Normalen e3 hat der Normal-
schnitt v die Kriimmung

%= (7"(0), e3) = D2F(0)(v,v) = h(0)(v,v).
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Ist F € C*(U,R?) beliebige reguléire Fliche und ||v|l4(,) = 1, so heift h(z)(v,v)
Normalkriimmung von F' im Punkt z in Richtung v. Sind 72 die Haupt-
kriimmungen zu den Hauptkriimmungsrichtungen v; 2, so gilt

h(z)(v,v) = cos®(t)s; + sin®(t)sey  fiir v = cos(t)vy + sin(t)vs.

Die Hauptkriimmungen sind also die Extremwerte der Normalkriimmung. Dies
hatten wir schon bei der Definition der Hauptkriimmungen festgestellt, siehe
(7.6).

Bei der folgenden Definition sei daran erinnert, dass die Gauflsche Kriimmung
als Produkt der beiden Hauptkriimmungen bzw. Determinante der Weingar-
tenabbildung nicht von der Wahl der Normalen abhéngt.

Definition 7.4 Sei F : U — R3? eine requlire C*-Fliche mit Gaufscher
Kriimmung K. Der Punkt x € U heifst

elliptisch < K(x)>
hyperbolisch < K(x) <

o oo

parabolisch < K(z)=

Folgerung 7.1 Sei F : U — R3 eine requlire C?-Fliche mit Normale N und
Gaufscher Kriimmung K. Dann gelten fir zo € U folgende Aussagen:

(1) Ist K(z9) > 0, so gibt es eine Umgebung V wvon zy mit (F(z) —
F(z0),N(z0)) # 0 fiir alle z € V\{20}, das heifit F liegt lokal auf einer
Seite der affinen Tangentialebene.

(2) Ist K(z) < 0, so hat dagegen die Funktion z — (F(z) — F(z0), N(20)) in
jeder Umgebung von zg sowohl strikt positive als auch strikt negative Werte.

BeEwEIs: Wir kénnen annehmen, dass F' in Normalform gegeben ist, das heifit es
ist z9 =0, N(20) = e3 und F(z) = (z, f(2)) mit
1
Fle.) = 5 (ar® +m?) + ola® +2).
Es gilt dann (F'(z) — F(20),N(20)) = f(z). Betrachte nun eine Folge 2z, =
(zk,yr) # 0 mit zp — 0. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann zj/|zx| —
(¢,m) € S, und es folgt

f(z) . %(%11‘% + %2?/1%) 1 2 2
P PR p (&t ser’)

Ist zum Beispiel s 2 > 0 in zp = 0, so zeigt ein Widerspruchsargument f(z) > 0
fiir z # 0 nahe bei zp = 0. Ist dagegen 71 < 0 < 30 in 2y = 0, so folgt direkt
f(se1) <0 und f(sez) > 0 fiir s hinreichend klein. O

Definition 7.5 Sei F : U — R? eine regulire C?-Fliche mit Normale N und

erster bzw. zweiter Fundamentalform g bzw. h. Bin Vektor v € R? mit [v]lg@) =1
heifst Asymptotenrichtung im Punkt xz € U, falls h(x)(v,v) = 0.
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Seien 31 < 25 die beiden Hauptkriimmungen in x € U, mit Haupt-
kriimmungsrichtungen v; und ve, und K (x) = 302 die Gausche Kriimmung in
x € U. Die folgende Tabelle gibt die Asymptotenrichtungen v (bis aufs Vorzei-
chen) an:

K(x)<0 1 <0 < 219 v = Lvli lvg,
ny — 1 M — 1
K(z)>0 32>0,32<0 esgibt keine Asymptotenrichtungen,
K(x)=0 1 =0 < v =y,
w1 <0 =0 v = V9,

w1 =m0 =0 v beliebig.

Definition 7.6 Sei F : U — R3 eine C?-Fliche. Eine requlire Kurve vy : I — U
heijfst

(1)
'(t)
'(#)
Y ()]

Beispiel 7.6 Sei F': I x R — R3 F(t,¢) = (r(t) cos g, 7(t) sin ¢, h(t)) eine Ro-
tationsfliche. Fiir festes ¢ € R ist die Kurve ¢t +— (¢, ) eine Kritmmungslinie,
ebenso fiir festes t € I die Kurve ¢ — (t, ¢). Dies folgt daraus, dass in der gegebe-
nen Parametrisierung die Weingartenabbildung diagonalisiert ist, siehe Beispiel
7.4.

Krimmungslinie < ist Hauptkrimmungsrichtung fir alle t € I,

= =2

Asymptotenlinie < ist Asymptotenrichtung fiir alle t € 1.

8 Die Gleichungen H =0 und K =0

In diesem Kapitel wollen wir einen Blick auf die beiden Gleichungen H = 0 be-
ziehungsweise K = 0 werfen, und damit als Beispielklassen die Minimalflichen
und die Regelflichen einfithren. Die Minimalflichen treten in der Natur als Sei-
fenhdute auf, die in einen Draht eingespannt sind. Die Seifenhaut minimiert unter
dieser Nebenbedingung ihre Oberflache und befindet sich deshalb in einem Span-
nungsgleichgewicht. Genau diesen Aspekt wollen wir mathematisch erfassen. Wir
beginnen mit zwei Hilfsaussagen, die aber von allgemeinem Interesse sind.

Lemma 8.1 (Zerlegung in Normal- und Tangentialkomponente) Sei
F € CY(U,R3) eine regulire Fliche mit Normale N und erster Fundamentalform
g. Dann gibt es zu jeder vektorwertigen Funktion X : U — R3 ein eindeutig

bestimmtes Vektorfeld ¢ : U — R? mit X = DF - ¢+ (X, N)N, und zwar gilt,
wenn (g*) die inverse Matriz zu (g;;) bezeichnet,

2
§=Y g9(X,0,F)ej,

1,j=1

Ist F € C*Y(U,R?) und X € CK(U,R3), so ist £ € C*(U,R3).
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Bewers: Die Eindeutigkeit ist klar wegen ker DF' = {0}. Fiir £ wie in der Be-
hauptung folgt

2 2
(DF - &, 0uF) = > g7 (X, 0iF)(0;F,04F) = Y (X,0;F)g"gj, = (X, 00 F).
ij=1 ij=1
Hieraus folgt leicht X = DF - £ + (X, N)N. O

Als zweites brauchen wir die wohlbekannte Regel fiir die Ableitung der Determi-
nante. Im Fall n = 2 kann diese auch explizit iiberpriift werden, da die Formeln
fiir die Determinante und die inverse Matrix sehr einfach sind.

Lemma 8.2 Ist G : (—e,e) — R™"™ in t = 0 differenzierbar und det G(0) # 0,

so gilt
% det Gli_o = det G(0) tr (G(0)~'G/(0)).

BEWEIS: Betrachte erst den Fall G(0) = E,,. Nach Leibniz gilt

detG = Z sign (0)910(1) T Ono(n)-
oESy

Fiir o # id ist o(i) # i, also gis(;(0) = 0, fiir mindestens zwei i € {1,...,n}.
Also folgt aus der Produktregel

d = / /
7 det Gli—o = ;gii(O) = tr G'(0).

Fir G(0) € Gl,(R) verwende detG(t) = detG(0) det (G(0)~'G(t)). Mit
(G(0)™'G)'(0) = G(0)~*G'(0) folgt die gewiinschte Formel
% det Gli_o = det G(0) tr (G(0)~'G/(0)).

O

Als drittes bendtigen wir das Integral von Funktionen auf einer Fliche. Fiir
eine C'-Fliche F : U — R? mit erster Fundamentalform ¢ und eine Funktion
f U — R schreiben wir

(8.1) [ Fadg= [ VARG i G = (g )rcisen

U U
falls das rechte Integral im Sinn von Riemann oder Lebesgue definiert ist. In die-
sem Zusammenhang nennt man dA, auch das induzierte Flachenelement von F'.

Priizise ist durch Ay(E) = [, v/det G ein MaB auf U definiert, und (8.1) ist ein-

fach das Integral beziiglich dieses MaBes. Bei einer Umparametrisierung F' = Fog
mit ¢ € CY(V,U) liefert Satz 6.1 in Verbindung mit dem Transformationssatz

/ foopdA; :/(fvdetG)o¢|detD¢| :/ fdA, fir f:U = R.
\%4 14 U
Das Integral ist also invariant unter Umparametrisierungen, vergleiche (6.1).
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Definition 8.1 Sei ' : U — R3? eine regulire C?-Fliche mit mittlerer
Kriimmung H beziiglich der Normalen N. Der mittlere Kriimmungsvektor von F

ist dann die Funktion
H=HN:U — R5.

H ist unabhdngig von der Wahl der Normalen N definiert.

Die folgende Variationsformel fiir den Fliacheninhalt sollte mit der entsprechen-
den Variationsformel fiir die Bogenlénge aus Satz 2.3 verglichen werden. Anstelle
des Kriimmungsvektors der Kurve tritt jetzt der mittlere Kriimmungsvektor der
Fldche. Um die Sache zu vereinfachen, geben wir hier eine Version ohne Rand-
terme.

Satz 8.1 (Erste Variation des Flicheninhalts) Sei F(-,t) : U — R3, t €
(—€0,¢€0), eine Einparameterschar von reguliren Flichen, so dass gilt:

(1) F e C*(U x (—¢0,0),R?),

(2) F(-,0) ist requlir und A(F(-,0)) < oo,

(3) Es gibt eine kompakte Menge K C U, so dass F(-,t) = F(-,0) auf U\K.
Dann ist F(-,t) regulir fir |t| hinreichend klein, und mit ¢ = O, F|i—¢ gilt

BeEwEIS: Die Regularitidt von F(-,t) fiir |¢| klein folgt leicht mit einem Wider-
spruchsargument aus (2) und (3). Wir berechnen als erstes

01gi; = O (O F, 0;F') = (0;¢, 0;F) + (O;F, 0;9).

Mit Lemma 8.2 gilt weiter

2 2
1 ij ij
dyVdet G = 5\/oletc; > 99095 = VdetG Y g¥(9;F, 0;4).

i,j=1 6,j=1
Durch Differentiation unter dem Integral und partielle Integration folgt

d

(8.2) ”

AP == [ (8yF.0) A,
U
Wir zeigen als erstes fiir eine regulire Fliche F' € C?(U, R3)
(8.3) / (AgF,9)dAyg =0 fiir ¢ = DF - & mit € € CHU,R?).
U

Mittels Glittung kinnen wir £ € C2°(U,R?) annehmen. Betrachte nun den Fluss
e C°(U x (=94,9),U), ¥ =(x,s), definiert durch

Srla,s) = €Wl s)), ()=

*Es kann alternativ ¢ (z, s) = x + s&(x) fiir |s| klein gewiihlt werden.
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Dann ist ¢(-,s) : U — U diffeomorph und ¢(x,s) = z fir = ¢ spt{. Da der
Fliacheninhalt unter Umparametrisierungen invariant ist, folgt mit (8.2)

0

d
0= £A(Fozp(.7s))|szo :/U<A9F,88Fo¢(.73)‘50>d149 = /U<A9F, ®) dA,.

Als zweites zeigen wir, ebenfalls fiir ' € C?(U, R®) regulr,

(8.4) / (A,F, ¢y dA, = / HpdA, fir ¢ =N mit ¢ € CHU).
U U

Und zwar folgt mit partieller Integration und der Weingartengleichung

2
/ (AGF, ¢y dA, = / > (0:(Vdet Gg9;F),oN) da
U U .

t,j=1

2
= - | S o),

i,j=1
2
= / Z g” hij %) dAg
Vij=1

Nach Lemma 8.1 hat jedes ¢ € CL(U,R3) die Form ¢ = DF - £ + N mit £, ¢
wie in (8.3), (8.4), also folgt

U U U
Der Satz folgt nun aus (8.2). O

Bemerkung 8.1 Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt
H=A,F.

Definition 8.2 Eine regulire Fliche F' € C?*(U,R3) mit mittlerer Kriimmung
H =0 heifit Minimalfidche.

Die untenstehende Folgerung besagt, dass die Minimalflichengleichung H = 0
dquivalent dazu ist, dass die Ableitung des Flicheninhalts fiir alle Variationen
mit kompaktem Trager gleich Null ist. Sie folgt direkt aus Satz 8.1 mit dem Fun-
damentallemma der Variationsrechnung. Analog zu der Situation bei Extrem-
werten reeller Funktionen bedeutet die Bedingung nicht, dass der Flidcheninhalt
tatsdachlich minimiert wird, es ist nur eine notwendige Bedingung.

Folgerung 8.1 (Variationscharakterisierung der Minimalflichen) Fiir
eine requlire C%-Fliche F : U — R3 sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) H =o0.

(2) %A(F +td)i—o =0 fiir alle ¢ € C(U,R3).
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Eine Minimalfliche haben wir bereits kennengelernt, das Helikoid aus Beispiel
7.3. Hier ist noch eine.

Beispiel 8.1 (Katenoid) Fiir eine Rotationsfldche
F:(a,b)xR — R3, F(z,¢) = (r(2) cosp,7(2)sinp,z), wobei 7 : (a,b) — (0,00),

ergibt sich nach Beispiel 6.3

= s (M) (T ) )

Sei nun F eine Minimalfliiche. Wegen 9,F2 = 0 folgt aus H3=0

d_r
dz (r’)Q +1

Die Gleichung wird gelost durch die Funktionen

Z— Z

Ta,20 (%) = acosh mit a > 0, zp € R.

Bis auf vertikale Translationen und Streckungen beschreiben diese Funktionen
nur eine Fliche, das sogenannte Katenoid. Eine genauere Analyse zeigt, dass das
Katenoid und die Ebene die einzigen Rotationsminimalflichen sind.

Beispiel 8.2 Der mittlere Kriimmungsvektor eines Graphen F : U — R3,
F(z,y) = (v,y,u(r,y)) lautet mit v = /14 u2 + u2

o= () - (),
oo () (1))
N (GRION]

Insbesondere erhalten wir wegen H® = HN3 = H /v folgende Darstellung der
mittleren Kriimmung, vgl. Beispiel 7.5,

Du

V14 [Dul?

Bemerkung 8.2 Jede regulire Fliche F € C?(U,R?) kann lokal winkeltreu
parametrisiert werden, das heifit g;; = A?4;; mit A : U — (0, 00). Es folgt dann

H =div

. 1
H = AF = 35AF  mit AF = Fyy + Fyy.

Hierdurch ergibt sich ein enger Bezug zweidimensionaler Minimalflichen zur
Funktionentheorie: es gilt H = 0 genau wenn F' klassisch harmonisch und da-
mit Realteil einer holomorphen Funktion ist. Wir sehen auch, dass F' in dieser
Parametrisierung glatt ist und lokal durch seine Taylorreihe dargestellt wird.
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Bevor wir zur Gleichung K = 0 kommen, untersuchen wir Fléichen, die durch
eine einparametrige Schar von Geraden gegeben sind, sogenannte Regelfdchen.
Wir arbeiten dabei im C'°°-Kontext nur aus Griinden der Einfachheit.

Definition 8.3 Seien ¢,V € C°°(I,R?) mit |V| = 1. Dann heifst
F:IxR—=R3 F(s,t) =c(s) +tV(s),
die von ¢,V erzeugte Regelfiche, und c(s) heifit Leitkurve.

Es ist nicht zu erwarten, dass die so definierten Regelfléichen iiberall regulér sind.

Wir kénnen aber genau angeben, wo nicht. Mit / = < gilt &, F = ¢/ 4+ ¢V’ und

S

O F =V. Wegen (V,V') = 0 lautet die erste Fundamentalform
o - | +tV'|2 (c,V)
N (V) 1 ’
detG = | +tV']2—(, V)2 = |(c/)L + tV'2.
Hierbei bedeutet L die Komponente senkrecht zu V. Im Fall V/ = 0 ist die

Determinante genau dann Null, wenn ¢ = AV mit einem A\ € R. Andernfalls
haben wir Folgendes.

Lemma 8.3 Im Fall V' # 0 auf I gilt

/ /
(85) detG=0 <& det(d,V,V")=0 und t =u(s) mitu=— <|C"/,‘|/2>
BewEIs: Offenbar ist ((¢)* +tV’, V) = 0. Wir berechnen weiter
() +tV vV x V) = (,V x V') =det(d,V,V),
(VI VY = (V) + V]2
Die Behauptung folgt. O

Nullstellen von det G liegen also auf der sogenannten Striktionslinie

(., V')
Vi

Lr={(s,t) eI xR:t=u(s)} mitu=—

Durch Umparametrisierung kann man immer (¢, V') = 0 bzw. Lp = I x {0}
erreichen. Man betrachtet einfach F'(s,t) = F(s,t 4+ u(s)), dann ist F(s,t) =
é(s) +tV(s) mit &(s) = c(s) + u(s)V (s), also wie gewiinscht

(@ V) ={,V) +ulV]?=0.
Lemma 8.4 Fiir eine regulire Regelfliche F(s,t) = c(s) +tV(s) st

_det(c,V, V)2
(det G)?

<0  mit detG = |()t +tV'|%
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BEWEIS: Seien GG, H die Matrizen der Fundamentalformen. Wir berechnen
OWF =" +tV", 2 F =V' 03F =0,

sowie mit dem Kreuzprodukt im R3

N— OF x 0oF ¢ xV 4tV ' xV
|01 F x 0o F| Vdet G '
Es folgt

hlg = und hgg =0.

Die Matrix des Weingartenoperators S ist G~'H, somit ergibt sich

detH _det(c’, V,V')?

K = = =
det 5 det G (det G)?

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zur Gleichung K = 0.

Satz 8.2 (Flichen mit K =0) Sei ' € C®(U,R3) eine regulire Fliche mit
K =0, und xg € U kein Flachpunkt. Dann kann F nahe bei xo als Regelfidche
umparametrisiert werden.

Wir brauchen zum Beweis die Existenz spezieller Koordinaten. Um unsere Dis-
kussion nicht zu unterbrechen, formulieren wir nur die Aussage und fiithren die
Konstruktion der Koordinaten im Anhang aus.

Satz 8.3 (Kriimmungslinienparameter) Sei FF € C™(U,R?) eine regulire
Fliche und zg € U kein Nabelpunkt, das heifit die Hauptkrimmungen in xg
seien nicht gleich. Dann gibt es einen Diffeomorphismus ¢ : V — ¢(V) C U mit
zo € ¢(V), so dass fir F = F o ¢ gilt:

G12=0,h12=0 aufV.

In Koordinaten mit g9 = h1o = 0 lautet die Matrix des Weingartenoperators

hio
S: 911 h )
(0 o

Insbesondere sind die Kordinatenrichtungen ejs (nicht normierte) Haupt-
kriitmmungsrichtungen. Kurven, deren Tangentenvektoren bis auf Normierung
Hauptkriimmungsrichtungen sind, heiflen Kriimmungslinien. Zum Beispiel sind
fiir eine Rotationsflache die Koordinatenlinien Hauptkriimmungslinien.

BEWEIS: (von Satz 8.2) Nach Satz 8.3 koénnen wir annehmen, dass F in
Kriimmungslinenparametern gegeben ist, also

g12 = h12 =0 auf U.
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Auflerdem sei nach Translation xzy = (0,0). Die Koordinatenvektoren e; o sind
Eigenvektoren des Weingartenoperators zu den Eigenwerten sz 2. Da 1200 = 0
und xg = (0,0) nach Voraussetzung kein Flachpunkt, kénnen wir sy # 0 sowie
»o = 0 auf U annehmen. Zusétzlich kénnen wir erreichen, dass
|01F(s,0)] =1 wund [02F(0,¢)] =1 aufU.
Dazu ersetze F(s,t) durch F(s,t) = F(a(s), (t)), wobei a(0) = 8(0) = 0 und
1 1
=————  und Ft)= ————.
B F[(().0) )= 1,710, 5(0)

Jetzt zeigen wir |02 F| = 1 und 93F = 0 auf U. Daraus folgt dann

o/(s)

F(s,t) = F(s,0) +t02F(s,0) wobei |02F(s,0)| =1,
also die gewiinschte Darstellung als Regelfliche. Die Weingartengleichung liefert
OIN = —DF -Se; = —x01F #0 sowie &N =—DF-Sey =0.
Es folgt (03F, N) = —(0oF,0oN) = 0, sowie (Do F,01N) = —3¢1 (0o F, 01 F) = 0
wegen g12 = 0. Wir berechnen weiter

1
1

(O2F, 00 F) = — 1 (82F, 0N = — - 00(0sF, 01N} + —— (0, F, 9105 N) = 0,
” V4| 1

01|02 F|? = 2(0oF, 0,02 F) = 202(0oF, 0, F) — 2(05F, 0, F) = 0.

Es folgt |02F (s,t)|*> = [02F(0,t)[* = 1 und schlieflich (93F, 0o F) = 105|0,F|* =
0. Da die Vektoren 91 F, o F, N eine Basis bilden, ist 93F = 0 auf U und der Satz
ist bewiesen. O

Beispiel 8.3 (Regelflichen mit K =0) Sei F(s,t) = c(s) + tV(s) mit
|V (s)] = 1 eine glatte Regelfiiche mit K = 0 auf der Menge, wo F' Rang 2 hat.
Es ergeben sich folgende Spezialfille:

Fall 1: V' =0 auf
Dann ist V(s) = Vj fiir ein Vy € R3 mit |[Vp| = 1, und F heiBt Zylinderfliiche.
Der Rang ist 2 genau wenn ¢/(s) kein Vielfaches von Vj ist.

Fall 2: V' #0 auf I

Wie oben bemerkt, kénnen wir (¢/, V') = 0 auf I annehmen. Nach Lemma 8.3 ist
F dann regulér fiir t # 0. Wegen K = 0 folgt det(c/, V, V') = 0 auf ganz I nach
Lemma 8.4, und F ist fiir t = 0 singulér. AuBerdem sehen wir ¢ = (¢/, V)V auf I.

Fall 2.1: (¢,V)=0auf I
Dann ist ¢(s) = p fiir ein p € R3, und F heifit Kegelfliche.

Fall 2.2: (¢, V) # 0 auf I

Dann folgt F(s,t) = c(s) + tlz%z;', und F heifit Tangentenfléche.

Es ist zu beachten, dass dies keine Klassifikation liefert. Die Félle 1 und
2, sowie 2.1 und 2.2, sind disjunkt aber nicht komplementér.
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Satz 8.4 Sei F' € C™(U,R3) eine regulire Fliche mit Gaupfkrimmung K = 0
auf U. Dann gibt es eine offene und dichte Menge V. C U, so dass fir © €
V' gilt: es gibt eine offene Umgebung Vy, so dass F|y, ein Stick einer Ebene,
Zylinderfliche, Kegelfliiche oder Tangentenfliche parametrisiert.

BEWEIS: Wir betrachten folgende Teilmengen: sei U; die Menge aller x € U, so
dass h = 0 auf einer offenen Umgebung von z. Dann parametrisiert F' lokal eine
Ebene bei . Mit Uy = {z € U : h(x) # 0} gilt U = U; U Uy, also ist Uy U Uy
offen und dicht. Fiir x € Us existiert lokal eine Umparametrisierung als Stiick
einer Regelfléiche

F:IxR—=R3 F(s,t) =c(s) +tV(s).

Sei I; die Menge der s € I mit V' = 0 auf einer offenen Umgebung von s. Dann
ist F" auf I; x R lokal eine Zylinderfliiche. Mit Io = {s € I : V'(s) # 0} ist wieder
11 U I offen und dicht in I. Fiir s € Iy koénnen wir nach Umparametrisierung
annehmen, das lokal (¢, V') = 0 ist. Sei J; die Menge aller s € Iy mit (¢/, V) =0
nahe bei s. Dann ist F' auf J; x R lokal eine Kegelfliche. Mit Jo = {s € I :
(d(s),V) # 0} ist J1 U Jo offen und dicht in I, und fiir s € Jy ist F lokal
eine Tangentenfliche. Insgesamt hat die Fliche auf einer offenen und dichten
Teilmenge, lokal nach Umparametrisierung, den behaupteten Typ. O

Eine Fldche mit K = 0 kann aus offenen Stiicken von Ebenen, Zylinderflichen,
Kegelflaichen und Tangentenflichen zusammengesetzt sein. Insbesondere ist sie
nicht schon durch ein kleines Stiick eindeutig bestimmt. Enthilt dagegen eine
Minimalfliche zum Beispiel ein offenes Stiick einer Ebene, so ist sie insgesamt
eben. Als Grund fiir diese eindeutige Fortsetzbarkeit kann die Tatsache angesehen
werden, dass die partielle Differentialgleichung H = 0 elliptisch ist, wihrend die
Gleichung K = 0 degeneriert ist. Das sehen wir schon bei Linearisierung der
Gleichung fiir Graphen, um die Lésung ug = 0:

0
aH[uo + t]]i=0

0
aK[uo-{—t(thzo = 0.

Ao,

Bemerkung 8.3 Eine lingentreue Deformation einer Fliche bezeichnet man
auch als Verbiegung. Wie wir bald zeigen werden, bleibt die Gaufische Kriimmung
K unter Verbiegungen invariant, siehe Folgerung 9.3. Zum Beispiel liefert die Ver-
biegung eines Blatts Papier oder einer diinnen elastischen Platte lokal eine Re-
gelfliche mit K = 0, aulerhalb von Flachpunkten. Unter dieser Nebenbedingung
wird eine geeignete Kriimmungsenergie minimiert.

Als Anhang tragen wir nun die Konstruktion der Kriimmungslinienparameter
nach. Dazu bendtigen wir aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichun-
gen den Begriff des Flusses eines Vektorfelds.

Satz 8.5 Sei X € C®(U,R?) mit U C R? offen und 0 € U. Dann gibt es
eine offene Umgebung V. C U des Nullpunkts und eine glatte Abbildung ¢ :
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V x (=4,0) = U mit

Zf(x,t) = X(p(z,t)) fir alle (z,t) € V x (=4,6),

o(x,0) = 0 firallexeV.

Fiir festes x € U existiert ¢(x,-) als Losung des Anfangswertproblems nach
Picard—Lindelof auf einem maximalen Intervall I, und ist eindeutig bestimmt.
Der Satz besagt, dass eine Umgebung V' existiert, so dass alle I, ein festes Inter-
vall (=6, 0) enthalten. Zweitens héngt die Losung ¢(z,t) glatt vom Anfangswert
x €V ab.

Der Kommutator von Vektorfeldern X,Y € C*(U,R?) ist das Vektorfeld
[X,Y] € C>(U,R?) definiert durch

[X,Y](z) =DY(x) - X(z) - DX(z) - Y(x) firzeU,

beziehungsweise in Koordinaten

SNV CR) ¢
X, Y] = Z (XZ dxi v oz’ ) <

Die Bezeichnung erklirt sich so: fiir f € C*°(U) ergibt die Symmetrie von D? f

2,/ 0YI_0XI\ Of
w3 = 35 (50 -V 5N,

i,7=1

Also gilt die Formel
(8.6) (0x0y — OyOx)f = Ox v f-

Satz 8.6 Seien X,Y € C°°(U,R?), wobei U C R? offen mit0 € U. Ist [X,Y] =0
auf U und sind X (0),Y (0) linear unabhdngig, so existiert ein Diffeomorphismus
f:(—&,6)) =W CUmit0e W, so dass gilt:

Z:Xof und Z:Yof.
BEWEIS: Seien ¢,1 : V x (=0,0) — U die Fliisse der Vektorfelder X bzw. Y.
Fiir s,t fest schreiben wir ¢g, ¢ : V. —= U, ps(z) = p(z, s) sowie ¢ (x) = ¢ (x,t).
Fiir V. C U und € > 0 geeignet haben wir dann die glatte Abbildung

fi(=ee)? = U, f(s.:8) = ¢u(ps(0)) = P(p(s,0),1).
Aus der Definition folgt

F(5,0) = 0(0,5), 905,00 = X(f(5,0)),

a(s,t) = Y(f(s,t)).

Fiir die s-Ableitung berechnen wir

oof oof o, , of
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Andererseits folgt

) B W v v
G X o) =(DX)of 2 = (DX -Y)o .
Damit erhalten wir
o (0f B of
a<£—Xof)_(DY)of-(g—Xof>+[X,Y]of.

Aber 0sf = X o f an der Stelle (s,0). Da [X,Y] = 0 nach Voraussetzung,
ergibt sich die fehlende erste Gleichung aus der Eindeutigkeit der Losung des
Anfangswertproblems. Ebenfalls nach Voraussetzung ist Df(0,0) invertierbar,
und somit Diffeomorphismus auf W = f((—¢,¢€)?) fiir € > 0 hinreichend klein. O

Lemma 8.5 Seien X,Y € C®(U,R?), wobei U C R? offen und 0 € U, und
X (0), Y(0) linear unabhingig. Nach Verkleinerung von U gibt es A, u € C(U)
mit A\, ;> 0, so dass

[X,Y]=0 aufU fir X =\X,Y = pY.
BEWwWEIS: Ohne Einschrinkung sind X, Y linear unabhéngig sind in allen € U.
Es gilt dann

(X, Y]=aX +bY mita,be C®).
Mit dem Ansatz X = AX, Y = uY berechnen wir
DY -X—-DX.Y = AD(uY)-X —puD(0\X)-Y
= MDY - X —DX-Y)+AXDp-X)Y —p(DX-Y)X
(Aa —DX-Y)uX + (ub+ Dy - X)NY.

Die Behauptung folgt, wenn wir A, u > 0 finden mit

DlogA-Y =a und Dlogu-X = —b.

Wir 16sen die erste Gleichung, die zweite ist entsprechend. Sei f(s,t) = ¥4(p(s,0))
wie oben definiert beziiglich X,Y. Dann gilt fiir u =log Ao f

((991: = (Dlog)\)of~8a{ =(DlogN)of-Yof=(Dlogh-Y)of.
Wiéhle nun u(s,t) = fg a(f(s,7))dr. Dann erfiillt die Funktion A = (expu) o
f~1 > 0 die gewiinschte Gleichung. O

BEWEIS: (von Satz 8.3) Da der Nullpunkt nach Voraussetzung kein Nabelpunkt
ist, gibt es auf einer Umgebung glatte Vektorfelder X,Y mit folgenden Eigen-
schaften:

e X(z),Y(z) sind Eigenvektoren des Weingartenoperators zu s () > s(z);
e X(z), Y(x) sind normiert mit || X |, = [|Y| =1 auf U.
Genauer konnen diese Vektorfelder explizit aus g und h mit 1inearer~Algebra
berechnet werden. Nach Lemma 8.5 kénnen wir zu X = AX und YV = uY
iibergehen, so dass [X,Y] = 0 und X,Y linear unabhéngig auf U, nach Ver-

kleinerung von U. Nun liefert Satz 8.6 die gesuchte Parametrisierung nach
Kriimmungslinien. O
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9 Hauptsatz der Flichentheorie

Der Hauptsatz fiir ebene Kurven besagt, dass es zu jeder gegebenen Funk-
tion k : I — R eine nach der Bogenlinge parametrisierte, ebene Kurve mit
Krimmung » = k gibt, und dass diese Kurve eindeutig bestimmt ist bis
auf Euklidische Bewegungen, siche Ubungsaufgabe 3.3. Es gibt auch einen
entsprechenden Satz fiir Raumkurven, bei dem dann zusétzlich die Torsion
als Invariante auftritt, siche Ubungsaufgabe 10. Wir wollen jetzt eine ent-
sprechende Aussage fiir Flichen diskutieren; dies wird wesentlich komplexer,
weil statt gewOhnlicher nun partielle Differentialgleichungen zu untersuchen sind.

Auf einer offenen Menge U C R? seien Funktionen (a;;) € CF (U, R%?*2)
und (b;;) € C*~2(U, R?*?) gegeben, so dass gilt:
e (a;;) ist symmetrisch und strikt positiv definit auf U,
o (b;;) ist symmetrisch auf U.
Wir stellen folgende Fragen:
e Gibt es eine regulire C*-Fliche F : U — R3 mit den Fundamentalformen
gij = Qij und hij = bij?
e Wenn ja, ist diese Fliche bis auf eigentliche Bewegungen eindeutig be-
stimmt?
Die gesuchte Fliche ist durch die drei Funktionen F? gegeben, wihrend die
Relationen g¢;; = a;; und h;; = b;; mit Beriicksichtigung der Symmetrie
der Matrizen sechs Gleichungen liefern. Damit ist der Verdacht naheliegend,
dass das Problem nicht allgemein l6sbar ist. Wir werden fiir g;; und hy;
zusétzliche versteckte Relationen herleiten, ndmlich die Gleichungen von Gauf}
und Codazzi-Mainardi. Diese Relationen stellen Integrabilitéitsbedingungen

dar, die von a;; und b;; erfiillt werden miissen. Wir werden schliellich zei-
gen, dass diese Bedingungen auch hinreichend fiir die Existenz einer Losung sind.

Fiir eine regulire Fliche F : U — R3 mit Normale N verwenden wir im
folgenden die Notation

X'"=X—(X,N)N fir X:U — R3.
Definition 9.1 (kovariante Ableitung) Sei F : U — R? eine regulire C?-
Fliche. Fiir &,m € CY(U,R?) bezeichne Ven : U — R? das eindeutig bestimmte

Vektorfeld mit
(De(DyF))" = DF - Ven,

Ausdifferenzieren des Terms D¢ (D, F') ergibt

2
Dg(DyF) = ) E0i(n0;F)

ij=1
= Y EOLF+ ) £(0m)0F
i,j=1 i,j=1
= D?F(¢,n) + DF - Den.
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Insbesondere folgt D¢(D, F)*+ = D2F(&,1)* = h(&,1)N, also gilt die Darstellung
(9.1) D¢(DyF) = DF -Ven+ h(€,n)N.

Fiir V¢n gelten folgende Differentiationsregeln.

Satz 9.1 (Eigenschaften von V) Fir A\, u € R und C'-Vektorfelder &,n
erfiillt Ven folgende Rechenregeln:

(1) Vagituean = AVen+uVe,n und Ve(Ap + pnz) = AVem + pVeny (Linea-
ritit).

(2) Ven = ©Ven fiir p € CHU) (Linearitit bzgl. Funktionen in &).

(3) Velen) = ¢Ven + (Dep)n (Produktregel in n).

(4) Ve,e2 = Ve er (Symmetrie).

(5) De(g(m,m2)) = g(Vem,m2) + g(m, Venz) (Produktregel bzgl. g).

Bewers: Die Eigenschaften (1),(2),(3) und (4) folgen aus den entsprechenden
Eigenschaften der Ableitung D mit Definition 9.1. Wir zeigen exemplarisch die
erste Aussage in (1):

DF'VA&—HLEQU = (DAEH-#EQ (DHF))T = )‘(D&(DHF))T"‘M(D&(DHF))T = DF'(AVENH‘NVQU)-
Schliefilich ergibt sich (5) aus
De(g(m,n2)) = De(Dy, F, Dy, F)
= <D€(DU1F)aD772F> + <D771F7 Dé(DmF»
= (DF-Vem,DF 1) + (DF -, DF - Ven)
= 9(Veni,m2) + g(m, Veng).

O

Die Aussage zur Symmetrie von V in Satz 9.1(4) muss fiir beliebige Vektorfelder
£,m: U — R? geeignet modifiziert werden.

Folgerung 9.1 (Symmetrie der kovarianten Ableitung) Ist F : U — R3
regulire C%-Fliche, so gilt fiir Vektorfelder &,m € C1(U, R?)

Ven — V& = [€n].
Dabei ist [£,n] = Den — Dpé = Zijzl(é’i@mj —n'9;¢7)e; der Kommutator.

BEwEIS: Durch Entwicklung in die Standardbasis und Verwendung von
(1),(2),(3) und (4) aus Satz 9.1:

2
Ven—Vaé = > (6Ve(Pe)) —n'Ve,(Eey))
ij=1
= Y (ol —n'ai)e;+ Y (€0 — ') Vere,
ij=1 i,j=1 ™ —~
schief  gerade
= [l
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Definition 9.2 (Christoffelsymbole) Sei F : U — R3 eine C*-Fliche mit
kovarianter Ableitung V. Die eindeutig bestimmten Funktionen Ffj :U — R mit

2
Ve, €5 = Z Ffjek
k=1
heifsen Christoffelsymbole von F.

Lemma 9.1 Fiir eine requlire Fliche F € C?(U,R3) gilt:
(1) Tk, =Tk firk=1,2.
(2) Ven = Den+T(&m) mit T(&,n) = Y7, ooy THE W ex.

BEWEIS: Behauptung (1) folgt direkt aus der Symmetrie, Satz 9.1(4):

2 2
F126k = Velez = ve261 = F21€k.
k=1 k=1

Die zweite Aussage ergibt sich durch Entwicklung in die Standardbasis:

2 2 2 2
Ven= > &Ve,(Wej) = Y €0m))ej+ Y €0 Verej = Dent > E€n'Tje.
ij=1 ij=1 ij=1 irj k=1
O
Satz 9.2 (Levi-Civita) Sei F': U — R? eine regulire C?-Fliche. Dann ist die

kovariante Ableitung durch die erste Fundamentalform bestimmt. Genauer gilt
fiir die Christoffelsymbole

2
1
(9:2) Tiy =5 > 9" (Gigji + 091 — Digig)-
=1

Dabei ist (g*) die inverse Matriz zu (gi;).

BEwEIs: Mit der Produktregel Satz 9.1(5) folgt

8igﬂ = g(Veiej,el)—l—g(Veiel,ej)
T i1

0j9a = 9g(Ve,eiser) +9(Ve, e e;)
1 I

019ij = g(Veleiaej)-Fg(Vel@j,ei)l.
T 11

Wegen der Symmetrie, Satz 9.1(4), stehen rechts nur die drei Funktionen
I1,11,111, das heif3t wir haben ein lineares Gleichungssystem

110 I 0;9;1
1 01 II | =| 9j9a
011 117 8lgij
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Da die Koeffizientenmatrix invertierbar ist, konnen wir g(Ve,e;,€;) als Linear-
kombination der Funktionen 9;g;;,0;gi, 019:;; darstellen; daraus folgt schon die
erste Behauptung des Satzes. Explizit ergibt sich durch Addition der ersten bei-
den Zeilen und Subtraktion der dritten Zeile
1
9(Veies, ) = 5(0ign + 939t — Agis),

beziehungsweise mit der Definition der Christoffelsymbole
2 1
> gy = 5(0igi + 9igit — Aigis)-
m=1
Multiplikation mit ¢* und Summation iiber [ liefert

2
ngl(@gﬂ + 094 — 019ij) = Z nglglmr?} = ng
=1 m

=11=1

N | =

O

Wir bemerken, dass es aus der Definition der kovarianten Ableitung iiber den
Tangentialanteil der zweiten Ableitung keineswegs offensichtlich ist, dass dieses
Objekt nur von der ersten Fundamentalform abhéngt, also beispielsweise unter
laingentreuen Verbiegungen invariant ist.

Satz 9.3 (Ableitungsgleichungen der Flichentheorie) Fir eine regulire
Fliche F € C?*(U,R?) gelten die Gleichungen

2
0;0;F = ZFZ@kF+hijN
k=1

2
OGN = = hijg"opF.
4. k=1

Dabei sind N die Normale, g und h die erste bzw. zweite Fundamentalform, und
Ffj die Christoffelsymbole von F.

BeweIs: Mit (9.1) und Definition 9.2 folgt
2
0:0.F = DF - V.. e N — k .
(A - eiej +hsz—ZFZjakF+hle
k=1

Zweitens gilt nach Satz 7.1, mit S¥ = Z?:l gkjhji = 22

ik
=1 hizg’",

2 2
81N: —DF . Sei =-DF. Z hijgjkek = — Z hijgjkakF.
Jk=1 Jk=1
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Die Ableitungsgleichungen koénnen als System linearer partieller Differential-
gleichungen erster Ordnung fiir die drei vektorwertigen Funktionen Vi = O F,
Vo = 0o F und V3 = N aufgefasst werden. Genauer gilt

3
(9.3) 0V; =Y AL;V; fira=1,2undj=1,2,3,

wobei die Koeffizienten wie folgt gegeben sind (hier «, 3,7 = 1,2):

A’cyvﬁ Aiﬁ Agi% AiB

(9.4)
Tls  hag  —2g1hasg®™ 0
Fiir F' € C3(U,R?) erhalten wir nun Integrabilititsbedingungen durch das Ver-

tauschen von Ableitungen. Und zwar liefert Differentiation von (9.3) nach eg

3
0a0sVi = aaZAgkvj

3

= Y (0a4), V+ZA
7j=1
3

= ) (0a4l, V+ZAJ ALV
7j=1

,j=1
= > | 0adAly + ZAQJA]M Vi.
i=1 j=1
Vertauschen von «, 8 ergibt, da Vi, Vs, V3 eine Basis des R? ist,
(9.5) Doy, — OpAly + > (AL AL — AL AT ) =0,
j=1

Satz 9.4 (GauBl und Codazzi-Mainardi) Sei F € C3(U,R3) eine regulire
Fliche. Dann erfiillen die beiden Fundamentalformen g;; und h;; die Gleichungen

2 2
(9.6) 0aT%, — 0T, + Z (Chu T = T3T5) = > (haphsy — hayhs,)g"”

e

2
(9.7) Oahpy — Ophay + Y _(haalhy — haxl,) =
A=1
BewEISs: Die GauBgleichung ist (9.5) fiir i = A\, k = v mit 1 < A,y < 2, wobei
(9.4) eingesetzt wird und auf der rechten Seite die Terme mit j = 3 stehen.
Die Gleichungen von Codazzi-Mainardi ergeben sich aus (9.5) fiir ¢ = 3 und
k =~ = 1,2 entsprechend. Man kann sich davon {iberzeugen, dass sich der Fall
k =3 und ¢ = 1,2 ebenfalls auf die Gleichungen von Codazzi-Mainardi reduziert;
der Fall i = k = 3 liefert trivialerweise keine Information. O
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Beispiel 9.1 (Gaulkriimmung in konformer Parametrisierung) Wir
berechnen die Gaufigleichungen fiir eine konform parametrisierte Flédche
F € C3(U,R3), das heifit die erste Fundamentalform ist

GaB = 62“5a5 mit u: U — R.

Offensichtlich ist 2u = log $(g11 + g22) = log 3| DF|* € C*(U). Die rechte Seite
RS der Gaufigleichung (9.6) lautet

RSapyn = € 2" (harhgy — haryhpy).

Sie ist schiefsymmetrisch beziiglich «, 8 und v, A, und damit schon durch den
Wert fiir (o, 5,7,A) = (1,2,2,1) bestimmt. Dieser ist explizit

RS1201 = e " (h11has — hishar) = e*K.
Fiir die linke Seite berechnen wir erst mit (9.2)
(9.8) Fé/j = Oy 55)\ + 85u Oax — O\ 5(15.

Das wird etwas iibersichtlicher in der kleinen Tabelle

1 1 _ 1l 1 2 2 _ 12 2
I‘11 F12 - FQI FQQ F11 F12 - F21 F22

(9'9) 81u 82u —81u —82u 81u 82u.

Fiir (o, 8,7v,\) = (1,2,2,1) ergibt sich fiir die linke Seite von (9.6)

2
LSi991 = 01Ty — 0515 + Z(F%urlﬁ — T3, Ty)
p=1
61(—61u) — 82(82u) + 81u(—81u) — Ooudou + Ooudou — (—81u)81u
= —Au.

Mit LSj921 = Ri921 folgt die Gleichung von Liouville (1853)
(9.10) —Au = Ke*.

Tatséchlich folgt aus der Liouville-Gleichung umgekehrt die volle Gaufigleichung.
Dies liegt an den Symmetrien, genauer ist auch die linke Seite von (9.6) schief-
symmetrisch sowohl in a, 8 (was klar ist) als auch in (v, A).

Folgerung 9.2 Ist eine Fliche F € C3(U,R?) lokal lingentreu parametrisierbar,
so ist ithre Gaufsche Krimmung identisch Null.

BEWEIS: Eine lingentreue Parametrisierung ist konform mit v = 0, also K =
—e~2"Au = 0 nach Beispiel 9.1. O

In den Jahren 1821 bis 1825 hat Gauf} eine Vermessung des Konigreichs Hannover
mit Dreieckspunkten erstellt. Parallel zu dieser Triangulation hat er sich mit
der Differentialgeometrie von Flidchen beschéftigt, und seine Theorie 1828 im
Buch Disquisitiones Generales circa Superficies Curvas publiziert. Auf Seite 24
unten erhélt er folgenden bemerkenswerten Satz, der Folgerung 9.2 als Spezialfall
enthélt.
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Folgerung 9.3 (Theorema egregium) Ist F : U — R3 cine regulire C3-
Fldche, so gilt fir die Gauflsche Krimmung die Formel

2 2
K- Z,\=1 gx (81F§\2 - 82Fi\2 + Zy:1(F{‘MF52 - Fé\uF/fz))
gi11922 — 9%2 '

Insbesondere kann K = 13¢5 aus der ersten Fundamentalform berechnet werden.

BewEIs: Wihle in den Gaufigleichungen (9.6) o = 1, 8 = v = 2, multipliziere
mit gy; und summiere iiber A = 1, 2. O
Tatséchlich ist das Theorema egregium &quivalent zu den vollen Gauf3glei-
chungen (9.6). Dies liegt daran, dass diese Gleichungen Symmetrien unter
Vertauschungen der Indizes besitzen, was wir aber jetzt nicht vertiefen. Das
Theorema egregium von Gaufl war richtungsweisend fiir die Entwicklung
der Differentialgeometrie im 19. Jahrhundert. Zuerst wurde dieser Satz so
verstanden, dass die Gauflsche Kriimmung einer Fliche eben invariant ist unter
langentreuen Verbiegungen. Fiir Riemann war das Ergebnis, in Verbindung mit
der Entdeckung der hyperbolischen Geometrie durch Bolyai und Lobatschewski,
aber Motivation, eine sogenannte innere Geometrie zu entwickeln, bei der die
Flachen beziehungsweise Mannigfaltigkeiten abstrakt gegeben und nicht in
einen Euklidischen Raum eingebettet sind. Das Theorema egregium besagt,
das in solchen Riemannschen Mannigfaltigkeiten ein Kriimmungsbegriff allein
aus der Langenmessung heraus definiert werden kann. Riemann hat diese Ideen
in seinem Habilitationsvortrag Uber die Hypothesen, welche der Geometrie
zugrunde liegen dargelegt (Gottingen 1854), bei dem iibrigens Gaufl noch
zugegen und angeblich sehr bewegt war. Die Riemannsche Geometrie ist die
mathematische Grundlage der Allgemeinen Relativitétstheorie (Einstein 1916).

Wir zeigen schliellich, dass die Gleichungen von Gaufl und Codazzi-Mainardi
auch hinreichend fiir die lokale Existenz einer Fliche sind, insbesondere gibt es
keine weiteren versteckten Relationen.

Satz 9.5 (Hauptsatz der Flichentheorie, Bonnet 1867) Gegeben  seien
g, h: U — R*>2 U = (=1,1)%, mit g, h symmetrisch und g positiv definit. Es
sei g € C*1 und h € C*=2 fiir ein k € NZ3 U {o0}. Es gelte:
g, h erfillen die Gleichungen (9.6), (9.7) von Gauf und Codazzi-
Mainardi, mit Flﬁ definiert durch die Formel (9.2) von Levi-Civita.

Dann gibt es eine regulire Fliche F € C*(U,R?), die g und h als erste bzw.
zweite Fundamentalform hat. Diese Fliche ist bis auf Fuklidische Bewegungen
eindeutig bestimmit.

Bemerkung. Durch Fortsetzung der Losung lings Wegen kann gezeigt werden,
dass der Satz fiir jedes einfach zusammenhingende Gebiet U C R? gilt.

BEWwEIS: Vorab wéhlen wir zur Normierung Vektoren vy, vg,v3 € R3 mit

i(0,0)  fiir 1 <i,j <2,
(9.11) (vi,v;) = 0 fiir 1 <i<2,j=3,
1 fire=75=3.
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Sind w1, wo, w3 mit (w;, w;) = (v;,v5), so gilt w; = Tv; mit T' € O(3).

Ausgangspunkt des Beweises ist nun die Tatsache, dass die Ableitungs-
gleichungen der Flidchentheorie in der Formulierung (9.3), also

3
doVj = ZAngi mit Agj aus (9.4),

lings der z*-Parameterlinien als lineares, homogenes System von gewohnlichen
Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die Funktionen Vi = O F, Vo = 0o F
und V3 = N aufgefasst werden kénnen. Nach (9.2) hingen die Koeffizienten
dieses Systems nur von g und h ab. Ist daher F' € C?(U,R?) eine Fliche mit
erster und zweiter Fundamentalform ¢ bzw. h, so folgt durch Anwendung der
Eindeutigkeit fiir das Anfangswertproblem — erst mit a = 1 lings z!' — (z!,0),
dann mit o = 2 lings 2% — (2!,2?%) - dass die Funktionen 0y F,0:F, N durch
ihre Werte im Nullpunkt bestimmt sind. Da wir nach einer orthogonalen
Abbildung 0, F(0,0) = v1,02F(0,0) = v und N(0,0) = v3 annehmen kénnen,
und auBerdem durch Translation F(0,0) = 0 € R3 erreichen, ist F bis auf eine
FEuklidische Bewegung eindeutig bestimmt. Nun zum Beweis der Existenz.

Schritt 1: Konstruktion von Vi, Vs,V € CFY(U,R3) mit (9.3)
Wir erhalten erst V;(x!,0) als Losung des Anfangswertproblems

o V;(z1,0) ZA (z1,0) fir1<5<3, V;(0,0) =,
und dann V;(z!, 22) als Losung des Anfangswertproblems
RV;(xh, 2? ZAQJ ot 2?2, 2?)  fir 1 <5 <3, Vj(2',0) = aus Schritt 1.

Dann gilt (9.3) fiir @« = 2 auf ganz U per Definition. Um (9.3) fiir @« = 1 zu
zeigen, setzen wir W; = 0\\V; — 2?21 Aile; und berechnen mit den Integrabi-
litdtsbedingungen (9.5)

3 3
BW; = 010,V = (BA})V; — ZAijazw

=1
3 .
= ) (DAY — BA)Vi + ZAzjalv Z Al
=1 i,k=1
3 . . . .
= - Z (AzlkAIQCj - A%kAlfj)Vz‘ + ZA'”szlVi - Z Azlek Vi
ik=1 i=1 ik=1

3
= Z Aéj (01V; — ZAlfin) (nach Tausch von i, k in der ersten Summe)
= k=1

3
= ZAéjVVi'
i=1
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Die W; erfiillen also ldngs 2?2 +— (2',2?%) ebenfalls ein lineares, homogenes

System. Da W;(z!,0) = 0 nach Definition, folgt W; = 0 auf ganz U aus dem
Eindeutigkeitssatz, und die Gleichungen (9.3) sind verifiziert. Nach (9.4) sind
die Af)éj € C* 2, und die Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen liefert

V; € CFY(U,R3).
Schritt 2: Wir zeigen als ndchstes

gij fur1<i,5 <2,
(9.12) (Vi,Viy =4 0 fiir1<i<2,j=3,
1 firi=j=3.

Dazu berechnen wir mit dem System (9.3)

3
0o (Vj, Vie) = ZA (Vis Vi) + > ALy (V, Vi),
=1

Jetzt setzen wir die konkrete Form (9.4) der Koeffizienten ein, zwecks besserer
Lesbarkeit in symbolischer Matrixform.

<V57 V’y> Faﬁd'ﬂ’ + F 551’ haﬁ(s’*/l’ + hC‘f’Y(SﬁV 0 <V;u Vu>
8& <V/37 V:3> = Z)\ 1 a/\g H(Sﬂl/ FV haﬁ : <VY37 Vu>
(V3,V3) 0 —23%_ haag™ 0 (V3,V3)

Wir zeigen jetzt, dass der Vektor (gg.,0,1) ebenfalls dieses System 16st, also

98 Fﬂ 5”/” + Tk 551, haﬁ(s’yl/ + hwég,, 0 G
O 0 = ZA 1 haxrg M(SBV Féﬁ hag ) 0
1 0 —23°%_ hapng™ 0 1

Die dritte Zeile ist offensichtlich, die zweite folgt leicht:

o Z harg uéﬁuguu = Zh )‘Zg/\ugﬂﬁ - _haﬁ

A,p=1
w_/

=6xp

Fiir die erste Zeile brauchen wir, dass die T'%; 5 durch die Formel (9.2) von Levi-
Civita gegeben sind. Und zwar berechnen wir damit

2 2
Z Loa9im + Z Lo 9us
p=1 p=1

2

1
E 9" (9agpr + O89ar — OrGap) Guy + > E 9" (Dagyr + Oygar — Orgar ) 9up
A=1 A A=1

N = N

(0098y + 0sgary — Ovgap + Oagyp + 0v9ap — Opgar) = Oalsy-

Nach Wahl der V; gilt (9.12) im Nullpunkt, und folgt dann mittels Eindeutig-
keit lings der Koordinatenlinien z! + (2!, 0) sowie 22 + (2!, 2?) wie in Schritt 1.
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Schritt 3: Konstruktion der Immersion F
Auf U = (—1,1)? gilt nach Konstruktion

2
0aVs =Y TogVa + hagVs.
A=1

Die rechte Seite ist symmetrisch in o, §, also existiert F' € C* (U,R3) mit V,, =
0o F', und F(0,0) = 0. Es folgt (0. F, 03F) = gap, somit ist F eine Immersion mit
der gegebenen ersten Fundamentalform. AuBlerdem ist (0, F, V3) = (V,,V3) =0
und (V3,V3) = 1, also ist V3 = N Einheitsnormale von F'. Schlieflich folgt

(026F, N) = (0aV3, V3) = hag.

Also hat F' die zweite Fundamentalform h, und der Satz ist bewiesen. O

Ausnahmsweise eine Bemerkung von einem hoheren Standpunkt aus: fiir ei-
ne dreidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist TM ein Euklidi-
sches Vektorbiindel mit dem Levi-Civita Zusammenhang V™ und zugehoriger
Kriimmung R(VTM). Ist F : U — M eine regulire Fliche, so sind Vektorfelder
langs F' Schnitte im Pullback-Biindel F*(T'M); insbesondere hat man die Basis
O1F,02F, N. In dieser Basis hat der Pullback-Zusammenhang F*(V?M) die Ko-
effizienten Agj aus (9.4), diese sind durch die ng und die h,g gegeben. Nach
einem Satz aus der Theorie der Vektorbiindel vertauschen nun Kriimmung und
Pullback, das heit R(F*(VTM)) = F*(R(V™™)). Im Fall M = R? ist natiirlich
R(VT™) = 0, und die Gleichung ist genau unsere Integrabilititsbedingung, die
Koeffizienten von R(F*(VT™)) in der Basis 9| F,9:F, N stehen auf der linken
Seite von Gleichung (9.5). Wir haben bewiesen, dass diese Gleichung auch hin-
reichend fiir die Existenz der Fliche ist.
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10 Die geoditische Kriimmung

Wir haben beobachtet, dass gewisse geometrische Groflen fiir eine Fliche
F : U — R3 nicht wirklich von der Lage im Raum abhingen, sondern nur
von den Léngenverhéltnissen auf der Fliache selbst. Salopp gesagt kann eine
Ameise, die auf der Fliche umher krabbelt, diese Groflen ermitteln. Klar
gehoren die Linge von Kurven (Lemma 6.1), der Winkel zwischen Tangen-
tialvektoren (Lemma 6.2) und der Fldcheninhalt (Gleichung 6.3) dazu, diese
berechnen sich direkt aus der ersten Fundamentalform. Das gilt auch fiir
die kovariante Ableitung, die zwar zuniichst als Tangentialanteil von D?F
definiert wurde, die aber nach Satz 9.2 von Levi-Civita durch die g;; bere-
chenbar ist; entsprechendes gilt fiir die Gaufische Kriimmung nach Folgerung 9.3.

An dieser Stelle machen wir den Schritt, auf die Fliche im R?® ganz zu
verzichten. Wir gehen also nur von einer Riemannschen Metrik (g;;) : U — R?*2
auf einem Gebiet U C R? aus, das heifit G = (g;;) ist symmetrisch und positiv
definit. Wir bezeichnen das Paar (U, g) als Riemannsches Gebiet. Eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit ist kurz gesagt ein topologischer Raum (Hausdorffsch mit
zweitem Abzdhlbarkeitsaxiom), der lokal durch Riemannsche Gebiete gegeben
ist. Die Idee zu diesem Konzept hat Riemann in seinem Habilitationsvortrag
1854 skizziert. Hier beschrinken wir uns auf die lokale Situation, also auf
Riemannsche Gebiete. Eine Fliche ' : U — R3 induziert auf U die Riemannsche
Metrik g;; = (0;F, 0;F'), also die erste Fundamentalform. Der abstrakte Ansatz
liefert auch Informationen iiber klassische Flidchen.

Definition 10.1 (Kovariante Ableitung) Sei U C R? offen. Fiir eine Rie-
mannsche Metrik (g;j) € C1(U,R?*?) sind die Christoffelsymbole definiert durch

2
1
k kl
Iij=3 zz;g (9igji + 0jgit — ugij)-
Die zugehirige kovariante Ableitung fiir Vektorfelder £,m € CY(U,R?) ist

2
Ven=Den+T(&n) mit T(Em) = Y €nTier.
Z'7‘j7k‘-:1

Der Beweis der Rechenregeln fiir die kovariante Ableitung in Satz 9.1 benutzt
die Darstellung iiber den Tangentialanteil der Fléche. Dies geht jetzt nicht, wir
miissen anders argumentieren.

Satz 10.1 (Eigenschaften von V, Riemannsch) Fir \,u € R und C*-
Vektorfelder §,n erfiillt V¢n folgende Rechenregeln:

(1) Vagtuean = AVen+uVen und V(A +pn2) = AVen +pVene (Linea-
ritit).

(2) Vgen = ©Ven fiir ¢ € CH(U) (Linearitit bzgl. Funktionen in &).
(3) Velen) = ¢Ven+ (Dep)n (Produktregel in n).
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(4) Ven—Vy&=1[&,n]  (Symmetrie).
(5) D¢ (g(m,ng)) = g(Vem,m2) + g(m, Venz) (Produktregel bzgl. g).

Bewels: Die Eigenschaften (1),(2),(3) folgen direkt aus Definition 10.1. Fiir die
Symmetrie (4) reicht der Fall £ = ej, n = ez, die allgemeine Aussage ergibt sich
dann wie im Beweis von Folgerung 9.1. Aus Fk = 1"]“ folgt nun

Vel 3261 Z F12€k Z FQlek =0= 61, 62]

Die Produktregel (5) zeigen wir ebenfalls erst fiir die Koordinatenfelder £ = e;,
m = e; und 72 = ¢;. Wir berechnen

2
g(veiejael) = Z FZ gkl
k=1
1 2 2
= 5 Z ngmgkl zgjm + 8jgzm - 8m91j)
m=1 k=1
1
=0lm
1
= 5(31'9]'1 + 0jgiu — 019ij)-

Durch Vertauschen der Indizes j,! und Addition folgt die gewiinschte Formel
9(Ve,ej,e1) + glej, Veer) = 0igj = 05 g(ej, e1).

Fiir allgemeine Vektorfelder &, 11,72 ergibt sich (5) nun durch Entwickeln in der
Standardbasis und Anwenden der Linearitit und Produktregel, also mit den
Formeln (1),(2) und (3). O

Definition 10.2 Sei g € C*(U,R? x R?) Riemannsche Metrik auf U C R?, und
v € CYI,U). Die kovariante Ableitung eines Vektorfelds ¢ € C*(I,R?) lings v
st definiert durch

%(t) fé( t) +T(v(1) (v (1), £(1))-

Um die Notation iibersichtlich zu halten, wird der FuBpunkt ~(¢) oft nicht explizit

notiert, man schreibt zum Beispiel
Ve _ g
dt — dt

Lemma 10.1 (Rechenregeln fiir %) Sei g € CY(U,R? x R?) Riemannsche

Metrik auf U. Fiir die kovariante Ableitung lings einer Kurve v € CY(I,U)
gelten folgende Rechenregeln:

+ T+, 9).

VA +pn)  — (VE Vo

(10.1) —e = At fir A peER,
\Y \Y / .

(10.2) (d(ié) = sodfercpi fiir ¢ € CH(I),

(10.3) %g(i,n) = 9(%,7])—{—9(67%),
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BEWEIS: (10.1) und (10.2) folgen aus Definition 10.2. Fiir (10.3) betrachte £ = e;,
1 = ej; fiir die allgemeine Aussage entwickle in die Standardbasis und wende die
Produktregel (10.2) an. Aus der Produktregel (5) aus Satz 10.1 folgt

d
—gleisej) = Dy gleie))

dt
= 9(Vymeiej) +glei, Vypes)
Vei Ve
= g(ﬁ,ej)ng(ei,d—tj).

O

Lemma 10.2 (Symmetrie von V) Sei g € C1(U,R? x R?) Riemannsche Me-
trik. Dann gilt fir f € C*(I x J,U), f = f(t,¢),

Vof_Vof
Je Ot Ot Oe’
BeEwEIs: Nach Definition 10.2 gilt

vor_oof L (of of
Je Ot Oe Ot O’ ot )

Die Behauptung folgt nun aus der Symmetrie Ffj = Ffz O
Mit der kovarianten Ableitung haben wir das Werkzeug, um weitere geometrische
Groflen zu definieren. Wir beginnen mit der Parallelverschiebung ldngs einer
Kurve. Fiir ¢ € C1(U,R?*?) und eine gegebene Kurve v € C*(I,U), I = [a,b],
ist die Gleichung

VE dg

—_ / —
7 =0 & S +ley(y.§)=0

ein lineares, homogenes System erster Ordnung fiir das gesuchte Vektorfeld
¢ € C1(I,R?). Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz bilden die zugehorigen
Losungen einen 2-dimensionalen Untervektorraum von C(I,R?). Im Fall g;; =
d;j ist Z—f = % die gewohnliche Ableitung, und die Losungen £(t) sind genau die
konstanten vektorwertigen Funktionen. Deshalb werden die Losungen der Glei-
chung % = 0 allgemein als parallele Vektorfelder léngs v beziiglich g bezeichnet.
Zu gegebenem v € R? bezeichne &, € C'(I,R?) das eindeutige Vektorfeld mit

V&,
dt

Die Abbildung P, : R? — R?, P, (v) = &,(b), ist linear nach (10.1). Sind &,n
parallel lings v beziiglich g, so gilt auBerdem g¢(&,n) = const. nach (10.3). Daher
ist die Abbildung P, : (R?, Ily(a) = (R2 9ly(»)) eine Isometrie, also orthogonal.
Wihrend im Euklidischen die Parallelitit von Vektoren in zwei Punkten un-
abhéngig von einer Verbindungskurve erklart ist, hingt die Parallelverschiebung
P, fiir eine Riemannsche Metrik g im allgemeinen von der Verbindungskurve ~y
ab. Bei der nachfolgenden Definition orientieren wir uns am Euklidischen Fall,
siehe Definition 2.1, nur wird die tibliche Ableitung durch die kovariante Ablei-
tung ersetzt.

=0, &(a) = .
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Definition 10.3 (Geoditische Kriimmung) Sei g € CY(U,R?, xR?) Rie-
mannsche Metrik. Der geoddtische Krimmungsvektor einer requldren Kurve

v € C*(I1,U) ist
. 1 <V7’>ig
% - )
T2\ at

wobei L, die Komponente senkrecht zu ' beziiglich g bezeichnet. Die geoditische
Kriimmung beziiglich der g-Finheitsnormale v lings ~y st

. 1 v+
%gzg(%g,u): HPY,HQ g( >V)'
g

dt

Die Invarianz unter Umparametrisierungen folgt wie im Euklidischen, mit etwas
mehr Aufwand: fiir ¢ € C1(J, I) diffeomorph gilt (y0 )" = (7' o)y’ und weiter
V(’YO(P)/ _ V(’}//OQO) / / "
p” = R CAL Ol

= (Vo) (@) +T(rop)(Y 00,7 09) (¢')+ (¥ op) ¢

Es gilt somit [|(y o ¢)[|2 = ||7/[|Z o ¢ (¢)? und, da 7 o ¢ tangential,

0P —

L
<5

1 " / / Lrog
IEaE °s@<’y op+T(yop)(v 0w,y ocp)) =2]0¢p.
g

Ist die Kurve nach der Bogenlénge beziiglich g parametrisiert, also |7/ = 1, so
wird die Formel einfacher. Es gilt dann

_ d N vy,
0—£g(%’v)—2g( dsjv)7

das heif3t % ist normal und es folgt

L VY (Y
(10.4) Hy= bzw. 1, = Q(E, V).

Beispiel 10.1 (Geoditische Kriimmung fiir konforme Metriken)
Betrachte auf dem Gebiet U C R? die Riemannsche Metrik

gi; = €2“6;;  wobei u € CH(U).
In Beispiel 9.1 hatten wir schon die Formel fiir die Christoffelsymbole
FZ = (aiu)5jk + (aju)@k — (aku)éij.
Fiir v € R? folgt

3
Z ((0w)djk + (B5u)dik — (Opu)dij) vivde, = 2(Du,v) v — |[v]2Du.

Sei nun ¢ € C%(I,U) eine Kurve, die nach der Bogenlinge beziiglich g parame-

trisiert ist, und v, Einheitsnormale beziiglich g lings c¢. Dann ist |¢/| = e™"°¢,

v = e"“v, ist die Euklidische Einheitsnormale, und wir haben

Poc(d,d)=2(Duoc,d)d — |d|?Du o c.
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Damit berechnen wir die geodétische Kriimmung beziiglich v,:

ny = g(c” +Toc(d,d), l/g)
= ko¢ <c” +To c(c’, C,) , V>
—  puec <C// . |C/|2Du oc,v)
= "°|c)? (5 — (Duoc,v))

= e " (- (Duoc,v)).

Hier ist s die Euklidische Kriimmung von c¢ beziiglich der Normalen v, siehe
Definition 3.2. Fiir die Totalkriimmung von ¢ : I — U folgt

(10.5) /c%g dsy = / (- gD ds.

Im Euklidischen Fall tritt der Kriimmungsvektor in der ersten Variation der
Bogenlinge auf. Das gilt analog hier.

Satz 10.2 (Erste Variation der Bogenlinge) Seic € C?(Ix(—¢,¢),U) mit
I = [a,b], und ¢ = c(-,0) sei regulir. Dann gilt beziiglich der Riemannschen
Metrik g € C*(U,R?*?)

d

t=b de
LLy(el9))

= - /g(ﬁg,qb) dsg + [Q(T(t)’ﬁs(t))} fir ¢ = =-(-,0).
I

t=a Oe

e=0
Dabei ist T die g-Einheitstangente von ¢ und dsq = ||/ (t)||4 dt.

BEWEIS: Wir berechnen mit der Produktregel (10.3) und Lemma 10.2
d oc Oc 2
£ Pte), e, ) dt
=0 de ,g(at( £): g (1€)

_ /Ig<av€g§(t,0),r(t)) dt

/Ig(vaf(t),T(t)) dt

- / (6105 ®) @t + [a(r(0). 00

7z Lale(,€)) -

t=b
t=a

Cl

Aber es gilt fiir jede regulidre Kurve mit 7 = P

\s _, /v v .
~L =1 (5 = 9(57)7) = Zllls

Einsetzen liefert nun die Behauptung. O

Definition 10.4 (Geoditische) Sei g € C(U,R**?) Riemannsche Metrik.
Eine Kurve v € C*(I,U) heifit Geoditische bzgl. g, falls gilt:
vy
d

0 & 4"+Toy(y,y)=0.
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Jede konstante Kurve ist geodétisch. Die nichtkonstanten Geodéatischen sind wie
folgt charakterisiert.

Folgerung 10.1 Sei g € C'(U,R?*2) Riemannsche Metrik. Fiir eine nichtkon-
stante Kurve c € C?(I1,U), I = [a,b], sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) c ist Geoditische.
(2) ¢ hat konstante Geschwindigkeit und geoddtische Krimmung Null.

BEWEIS: Fiir jedes ¢ € C%(I,U) gilt nach der Produktregel (10.3)

4
dt

v
HC/H?; = 29(0/7 E)

Ist ¢ Geodétische, so ist |||, konstant ungleich null, und

. 1 (VC,)LQ
My, = —— —_— =
el at

Umgekehrt: ist ||¢/[|; konstant # 0, so folgt Vd—f 1 ¢, und aus iz, =0
(Y (Vc’
dt — \dt

das heifit ¢ ist Geodétische. O

Die geoditische Gleichung ist ein System von zwei gewohnlichen Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung in expliziter Form, das heifit v/ = F(v,7'). Um lokal
Geoditische zu konstruieren, kann man daher fiir gegebene zg € U, v € R? das
zugehorige Anfangswertproblem mit dem Satz von Picard-Lindelof 16sen:

1 g
) =127 =0,

Y+ Tov(",7)=0, ~+(0)=z2,'(0)=v.

Fiir g;; € C*(U) gibt es ein maximales Intervall (a,b) mit a < 0 < b, auf
dem eine Losung existiert, und diese ist eindeutig bestimmt. Weiter besagt die
allgemeine Theorie: ist b < oo, so verliisst (y(t),~/(t)) fiir t 7 b jede kompakte
Teilmenge von U x R?. In unserm Fall gilt mehr, denn Folgerung 10.1 liefert
folgende Abschéitzung:

t)ye KccU = [ () <Clg, K) IV Oy =Clg, K) 7' (0)]ly-

Daher muss fiir b < oo schon 7(¢) mit ¢ b jede kompakte Teilmenge von U
verlassen; dies gilt natiirlich analog im Fall ¢ > —oo. Die hohere Differenzier-
barkeit der Geodétischen ergibt sich leicht aus dem System und der Definition
der Christoffelsymbole. Fiir eine Riemannsche Metrik g;; € C"(U) mit r > 1 ist
Ffj € C""1(U), und die Geoditischen sind dann von der Klasse C"1(I,U).

Fiir die Euklidische Metrik g;; = 9d;; auf U = R? lautet die geoditische
Gleichung 7" = 0. Eine Euklidische Geodétische 7 : [a,b] — (R2,4;;) ist also
durch die gerade Strecke zwischen den Endpunkten gegeben, die mit konstanter
Geschwindigkeit durchlaufen wird; insbesondere ist sie kiirzeste Verbindung

7



der Endpunkte. Fiir eine beliebige Riemannsche Metrik g € C1(U, R?*2) sind
Geodéatische zumindest Kandidatinnen fiir kiirzeste Verbindungen. Angenommen
c € C¥I,U), I = [a,b], ist Kiirzeste von c(a) nach ¢(b), und ¢ sei nach der
g-Bogenlinge parametrisiert. Ist dann ¢ € C?(I x (—eg, &), U) mit

c(+,0) =c sowie c(a,e) = c(a), c(b,e) = c(b) fur alle € € (—eo, €0),

so folgt aus Satz 10.2 notwendig

0
—— [ oG 0)ds, fix o= ,0)

0=—"Ly(c(¢))

de e=0

Fiir jedes ¢ € C2((a,b),R?) ist die Variation c(t,e) = c(t) + e¢(t) hier zulissig.
Aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt, dass ¢ geodétische
Kriimmung Null hat und damit eine Geodétische ist. Hier schlieflen sich interes-
sante Fragen an:

e Gibt es zu zwei Punkten immer eine kiirzeste Verbindung?
e Sind Kiirzeste hinreichend oft differenzierbar, und sind sie regulér?
e Gibt es Kriterien dafiir, dass eine Geodéatische tatsichlich kiirzeste Verbin-

dung ihrer Endpunkte ist?

Wir kommen nun kurz zu den parametrisierten Flichen im R3? zuriick. Im fol-
genden Lemma schreiben wir wieder FuBpunkt ~y(¢) nicht mit aus Griinden der
Ubersichtlichkeit.

Lemma 10.3 Sei F € C?(U,R?) eine requlire Fliche mit Normale N, v €
C*(I,U) und ¢ € C*(I,R?). Dann gilt lings (t)

d _ \%3 ,
a(DF-g) _DF'E—kh(v,f)N.

Hier ist V kovariante Ableitung von g und h zweite Fundamentalform bzgl. N.

BEwEIS: Dies folgt direkt aus Satz 9.3 und Satz 9.2. O

Wir konnen jetzt die klassische Charakterisierung der Geodétischen auf Flichen
im R3 herleiten, die auf Johann Bernoulli (1698) zuriickgeht. Sie besagt, dass
geodétische Kurven keine Beschleunigung tangential zur Flache haben.

Satz 10.3 Sei F € C?(U,R3) regulire Fliche mit erster Fundamentalform g
und Normale N, und v € C*(I,U). Mit c = Fo~v : I — R3 sind dann folgende
Aussagen dquivalent:

(1) ~ ist Geoditische beziiglich g.
(2) ()T =0.
(3) " =h(y",7)N.
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BewEIs: Mit £ = 4/ folgt aus Lemma 10.3

/

Vo

//: F //:DF'
¢ = (Fon) 7

+h(y',7")N.

O

Eine explizite Losung der geodétischen Differentialgleichung ist im allgemeinen
nicht moglich. Fiir Rotationsflichen hat man einen Erhaltungssatz, mit dessen
Hilfe die Geodétischen qualitativ gut beschrieben werden kénnen, siche Band 3,
pp- 315-319, in M. Spivak, A comprehensive Introduction to Differential Geome-
try, Publish or Perish, Boston 1975. Der Erhaltungssatz folgt aus der Tatsache,
dass Drehungen um die Rotationsachse Isometrien der Fléche sind.

Beispiel 10.2 Sei ¢(s) = (r(s),h(s)), s € (a, ), eine nach der Bogenldnge
parametrisierte C2-Kurve mit r(s) > 0. Betrachte die Rotationsfliiche

F:(a,p) xR —=R3 F(s,¢) = (r(s)cos @, r(s)sin @, h(s)).

Die erste Fundamentalform von F' lautet

g(s, ) = < é T((S))z ) :

Sei y(t) = (s(t), p(t)), t € [a,b], eine gegebene Kurve. Dann folgt fiir die Kurven
Y:(t) = (s(t), ¢(t) + €) mit € € R beliebig

b
L) = / VIR T (5 F D) ds = Ly().

Ist v Geodétische, so ergibt sich aus der Variationsformel, Satz 10.2,

0= %Lg(%”aﬂ = [9<||J//‘[]’62)K:Z'

Da die Grenzen a und b beliebig gewéhlt werden kénnen, bedeutet das:

/

g(eg, ﬁ) ist ldngs jeder Geoddtischen ~y konstant.
Vg

Die Kurve F' o, entsteht durch Rotation von F o~ um die z-Achse, genauer
cose —sine 0
Fonv.=S5.-(Fovy) mitS.=| sine cose 0
0 0 1
Fiir ¢(t) = F(v(t)) gilt nun

L - —sing i’ . -
g(eg, H’Y’Hg> = o(t) < co(s)gp , ]c’]> wobei o(t) = r(s(t)).

Damit hat der Erhaltungssatz in R? folgende Interpretation.
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Satz von Clairaut (1733): bezeichnet 5(t) € [0, ] den Winkel, mit
dem die Geoditische c(t) den Breitenkreis mit Radius o(t) schneidet,
so ist o(t) cos B(t) konstant.

Zum Schluss des Kapitels kommen wir zu einem wichtigen Thema, ndmlich der
Invarianz der kovarianten Ableitung und der geodétischen Kriimmung bei Um-
parametrisierungen.

Definition 10.5 (Riemannsche Isometrie) Sei h Riemannsche Metrik auf
der offenen Menge V. C R?, und ¢ : U — V sei ein C'-Diffeomorphismus.
Die Pullback-Metrik ¢*h auf U ist gegeben durch

¢*h(z)(v,w) == h(p(x))(Do(x)v, D(x)w) fir alle x € U, v,w € R?.

Ein C'-Diffeomorphismus ¢ : (U,g) — (V,h) von Riemannschen Gebicten mit
g = ¢*h heifit Riemannsche Isometrie.

Mit anderen Worten, ein Diffeomorphismus ¢ : (U,g) — (V,h) ist genau dann
eine Isometrie wenn fiir alle x € U gilt

D¢(x) : (Rz,g(x)) — (RQ,h(¢(:c)))

ist eine orthogonale lineare Abbildung. Damit ist ¢ lingentreu, fir v : I — U
gilt

Lu(éon) = /, 16 o) [l dt = /I 1D -~ dt = /I 111y dt = Ly().

Wir erwarten, dass alle Riemannsch definierten Gréfien in geeignetem Sinn un-
ter Riemannschen Isometrien invariant sind. Isometrische Riemannsche Gebiete
sollen nur verschiedene konkrete Modelle ein und derselben Geometrie darstel-
len. Wir werden das spéter noch am Beispiel der hyperbolischen Ebene deutlich
sehen. Wir beginnen mit der geodétischen Kriimmung.

Satz 10.4 (Invarianz von ;) Sei ¢ : (U,g) — (V,h) eine Riemannsche Iso-
metrie. Fiir eine regulire Kurve v € C*(I,U), I = [a,b], gilt

(10.6) 207(t) = D(y(t) #)(t)  fir alle t € [a,b].

Fiir die skalaren Krimmungen beziiglich v] und V,‘fw = D¢ vy gilt %;9207 = .

BEwEIS: Wir verwenden die Invarianz der Bogenlédnge bei Riemannschen Isome-

trien, in Verbindung mit der Formel fiir die erste Variation der Lénge. Sei £ €

C?(I,R?) gegeben mit &(a) = £(b) = 0. Betrachte die Schar c(t, &) = v(t) + €£(¢)

fiir (t,e) € I x (—eg,€0). Es gilt ¢(t,0) = (1), (¢ oc)(t,0) = ¢(7(t)) und

dc d(poc)
Oe

a(t, 0) =&(t) sowie

Wegen L"(¢oc(-,¢)) = LI(c(-,¢)) folgt durch Ableitung bei ¢ = 0 mit Satz 10.2

(t,0) = Do (~(¢))E(2)-

/ h(#%°7,D¢ - €) ds®™T = / g(3#7,€) ds".
I

1
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Aus g = ¢*h folgt aber, wobei ¢ und D¢ an der Stelle y(t) auszuwerten sind,

J #0609 as = [ n(poDe1#. Do -€)as

I 1

= /g(ng—l%’W,g) ds?.
1

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung impliziert nun D¢~ 1597 = 27
wie behauptet. Weiter folgt mit v9°7 = D¢ - 17

2907 — h(ﬁ¢°7,y¢°7) =h(D¢-%",D¢-vY) = g(3",07) = 3.

O

Wir wollen die Transformation der vollen kovarianten Ableitung auf die
geodétische Kriimmung zuriickfithren. Zuvor eine Hilfsaussage, die nichts mit
der Riemannschen Metrik zu tun hat. Zur Erinnerung: zwei Vektorfelder ¢ €
CL(U,R?), € € CY(V,R?) heiBen ¢-verwandt, wobei ¢ € C1(U, V), wenn gilt

Eop=Dg¢-& aufU.

Lemma 10.4 Sei ¢ € C2(U,V). Sind &,n € CY(U,R?) ¢-verwandt zu &,7j €
CH(V,R?), so ist [¢,n] auch ¢-verwandt zu [€,7):

(€. 0 ¢ = Do - ¢, 7).
BeEwEIS: Wir berechnen mit der Eigenschaft (8.6) des Kommutators
(877¢) — 0y (8§~ ¢)
Oe(iio¢) — In(€o9)
Dij)o ¢ D& — (D)o ¢ Do
7)o

¢-Eop— (D) og-fog
D'n£ DE-ij) oo

7

(
= (D
(
[€.7

;_.

Satz 10.5 (Invarianz der kovarianten Ableitung) Sei ¢ € C%(U, V) -

mannsche Isometrie beziglich g, h. Sind X, Y € CY(U,R?) ¢-verwandt zu X Y
CY(V,R?), so ist V%Y auch ¢-verwandt zu V})‘(Y.

(ViY)o¢=D¢- V5Y.

BEWEIS: Aus der Linearitét und Symmetrie der kovarianten Ableitung, siehe (1)
und (4) in Satz 10.1, folgt die Darstellung

1
VxY = 5 (Vasr (X +Y) = VX = VyY +[X,7]).
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Nach Lemma 10.4 sind [X,Y] und [X,Y] ¢-verwandt, deshalb reicht es den Fall
Y = X zu behandeln. Wir zeigen die Aussage erst fiir ||X ||, = 1. Langs einer
Integralkurve v von X gilt dann 7" (t) = 4 X (v(t)) = DX (v(t) X (7(t)), also

VY
# = (TZ =7"+T(Y,7) = (DxX + (X, X)) oy = (VxX)on.

Nun ist auch || X ||, = 1, und ¢ o ~ ist Integralkurve von X, also liefert Satz 10.4
(D¢ -VxX)oy=Dpoy-# =3 =(VzX)o(pon).
Die Behauptung folgt, da jedes x € U Aallf eir}e~r (loka~l definierten) Integralkurve
von X liegt. Fiir f € CY(U) gilt nun fX = fX mit f = f o ¢~ !, sowie
(Df -X)o¢p=Df-D¢-X =Df-X.
Damit folgt weiter fiir || X[, =1
Vi(fX)oo = (PViX+[(Df-X)X)o¢
= Do (fV4X + f(Df - X) X)
= D¢ Vix(fX).

AuBerhalb von Nullstellen ist jedes Vektorfeld von der Form fX mit || X|, = 1,
und in Nullstellen sind beide Seiten der Behauptung Null. Damit ist der Satz
insgesamt bewiesen. O

FEin einfacherer Weg zu Satz 10.5 geht {iber die Formel

(10.7)  29(VxY,Z) = dx(9(Y,Z)) +dv(9(X,2)) — dz(9(X,Y))
—&—g([X,YLZ)—g([}/,Z],X)—g([X,Z],Y).

Wir wollten die geodétische Kriimmung in den Mittelpunkt stellen, deren Inva-
rianz als Euler-Lagrange Operator der g-Bogenlinge anschaulich einsichtig ist.

11 Der Satz von GauB3-Bonnet

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Gauf3-Bonnet auf Riemannschen
Gebieten D. Wir geben einen Ausblick auf den Fall wenn D eine kompakte Fléiche
mit Rand im R? ist, bzw. abstrakter eine zweidimensionale Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit Rand. Wir beginnen mit dem Spezialfall konformer Metriken,
weil die Herleitung dann direkt ist.

Beispiel 11.1 Fiir die GauBkriimmung K einer reguliren C?-Fliche hatten wir
im Theorem egregium die Formel

2 2
Z)\:l gx1 (51P%2 - 821“1\2 + Zy:1(ri‘url§2 - F%;J%))

911922 — 9%2

82



Es ist naheliegend, die Kriimmung K, fiir ein Riemannsches Gebiet durch die
rechte Seite zu definieren, wobei die Christoffelsymbole durch Formel (9.2) von
Levi-Civita gegeben sind. Im Fall einer konformen Metrik g;; = 62“(5ij folgt dann,
wie in Gleichung (9.10) berechnet,

K, = —e 2“Au.

Ist U beschrinktes Gebiet mit C?-Rand, so gilt weiter die geodiitische Kriimmung
nach Beispiel 10.1

ou
_ 5)'
Wir verwenden hier die inneren Normalen v bzw. v,. Mit dA, = e?* dA und
dsg = e" ds berechnen wir nun mit dem Integralsatz von Gaufl

/KgdAg—i—/ ngdsy = —/AudA—/ auds—i—/ »ds
U oU U ou Ov oU
= / »ds.
oU

Dieses Ergebnis ist bemerkenswert, denn die rechte Seite héngt gar nicht von
dem Konformfaktor w ab. Die linke Seite ist also fiir alle konformen Metriken
auf U gleich. Um diese Invariante zu bestimmen, beachten wir folgendes: der
Rand QU besteht aus geschlossenen Kurven I'g,I'1, ..., .. Jedes I'; berandet ein
Innengebiet U;, und es gilt nach Umnummerierung

ng=e " (%

U:Ug\Uﬁi wobei U; C Uy und U; N U, = 0.
i=1

Dies folgt mit etwas Uberlegung aus dem Jordanschen Kurvensatz. Nun besagt
Satz 4.2, der Umlaufsatz von Hopf und die dort anschliefende Bemerkung

/%ds—27r sowie /%ds——waﬁri—l,...,r.
FO Fz‘

Hier ist s die Kriimmung beziiglich der inneren Normale von U, auf den Kom-
ponenten I';, i =1,...,r, ist das die &uflere Normale zu den U;. Insgesamt folgt

/ K,dA, +/ sngdsg =2m(1 —r) =2mx(U).
U ou

Die Zahl x(U) = 2 — #0U, wobei #0U die Zahl der Randkomponenten ist, heift
Eulercharakteristik von U. Zum Beispiel gilt x(D) = 1 fiir eine Kreisscheibe
und x(A) = O fiir einen Annulus. Wir sehen, dass die Summe der Integrale
auf der linken Seite nicht nur unabhéngig von u ist, also von der konformen
Metrik, sondern sogar weitgehend auch von dem Gebiet U. Genauer héngt sie
nur von der topologischen Gestalt ab, ndmlich der Anzahl der Randkomponenten.

Wir kénnen diese Uberlegungen noch verallgemeinern auf Gebiete U mit
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Ecken, vergleiche Serie 6, Aufgabe 2. Wie dort bewiesen gilt der Umlaufsatz von
Hopf dann mit folgendem Korrekturterm:

N
/ nds + Zai =2mx(U).
ou

i=1
Dabei sind die «; € (—m,7) die orientierten Auflenwinkel in den Ecken. Da die
Metrik g;; = 62“(5ij dieselben Winkel hat wie die Euklidische, kénnen wir die
a; auch als Riemannsche Auflenwinkel betrachten, das heifit beziiglich g. Der
Integralsatz von Gauf gilt auch fiir Gebiete mit Ecken, also bekommen wir

N
/ KgdAg—l—/ %gdsg—i—Zafz%rx(U).
U ou =

Das ist zum Beispiel auf ein Grofikreisdreieck D auf der Sphére anwendbar, da
diese per stereographischer Projektion einem konformen Riemannschen Gebiet
entspricht (bis auf einen Punkt). Wir sehen dann, wenn w; = 7 — «; die Innen-
winkel sind.

3 3
Zwi =31 — Zai =31 — (2r— A(D)) =7+ A(D).
i=1 i=1

Die Winkelsumme im sphérischen Dreieck ist also stets grofler als 7, der Unter-
schied ist durch den Flécheninhalt gegeben.

Um den Fall einer beliebigen Riemannschen Metrik auf den konformen Fall zu
reduzieren, braucht man die Theorie elliptischer Differentialgleichungen, vgl.
Satz 6.2. In dieser Vorlesung wird das nicht behandelt, wir geben stattdessen
einen unabhéngigen Beweis. Dazu betrachten wir eine geometrisch motivierte
Differentialform, die Zusammenhangsform.

Wir fassen kurz ein paar Fakten zu Differentialformen zusammen. Eine 1-
Form auf U C R? hat die Form w = w; dz' + wy dz? mit Funktionen w; : U — R,
ihr Integral lings einer Kurve v € C1(I,U) ist

[o= [wor) = [ 610 +wtw)5w) .
o I I

Das Integral ist invariant unter richtungstreuen Umparametrisierungen. Deshalb
kann w auch lings des Randes 0D eines Gebiets D CC U integriert werden: man
parametrisiert die einzelnen Randkurven und addiert. Zum Durchlaufungssinn
wird vereinbart, dass 7/, v o~y positiv orientiert sind, wobei v die innere Normale
ist, D liegt also in Fahrtrichtung links.

Definition 11.1 Bezeichne mit dz' A dx? die Bilinearform
(dz' A da?)(v,w) = det (v,w) (v, w € R?).
Eine Funktion ¢ = fdx' A dx? mit f: U — R heifit 2-Form. Das Integral auf

D cC U ist definiert durch
[ o= f@an
D D
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Definition 11.2 Die dussere Ableitung von w = wy dzt + wy dx? ist die 2-Form

Satz 11.1 (Stokes) Sei w eine 1-Form auf U mit Koeffizienten w; € C*(U).
Ist D cC U Gebiet mit C'-Rand, so gilt

/dw:/ w.
D oD

BEWEIS: Wir betrachten das Vektorfeld X = (—ws,w1), also nach Definition
dw = —div X dz' A da?.

Es folgt mit Gaufl, wenn v die innere Normale auf 0D bezeichnet,

/dw:—/dide:v:/ (X,v)ds.
D D oD

Ist v: I — @D mit |7'| = 1 und 7/, v oy positiv orientiert, so gilt

/w = /(wloWierowé)ds
,y

1

= /(Xgowi — X1 077) ds
I

= /<X 07, (=7:7)) ds

1

- /(Xo*y,l/)ds.

I
Das zeigt [, (X,v)ds = [, w, und der Satz ist bewiesen. O

Als néchstes brauchen wir eine Formel aus der Linearen Algebra.

Lemma 11.1 (90°-Drehung) Sei (g;;) € C*(U,R?*?) Riemannsche Metrik auf
U C R2. Dann gibt es genau eine Abbildung J, € C*(U,R?*?), so dass fiir alle
v € R? gilt:

(1) g(ng,v) =0,
(2> g(nga ng) = g(’u, ’U),
(3) det(v,Jgv) >0  falls v # 0.

Beweis: Falls J, die Eigenschaften (1),(2) und (3) hat, so gilt
0= g(Jv,v) = (GJyv,v)ps fiir alle v € R2,
Also ist G'J, schiefsymmetrisch, das heifit

GJg:A<(1) _01> mit A: U = R.
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Insbesondere ist det J, > 0. Aus (2) folgt mittels Polarisation fiir alle v,w € R?
(GJgv, Jgw) = g(Jgv, Jqw) = g(v,w) = (Gv,w).

Das bedeutet J;f GJ, = G, insbesondere det J, = 1. Es folgt weiter

/0 -1 1 —g12 —g22
J_inG01< >_i < .
g ¢ I 0 Vdet G g1 912

Nach (3) ist 0 < det(er, Jge1) = £g11/Vdet G, also gilt das +-Zeichen. Umge-
kehrt rechnet man nun nach, dass (1), (2) und (3) mit dieser Definition von J,
gelten. Wir berechnen noch zur Information

2

1 —g12 —g22 >

J? = = —Id.
9 detG ( giin 912

O

Im Folgenden sei (g;;) € C*(U,R?*?) Riemannsche Metrik mit 90°-Drehung .J,
und Levi-Civita Zusammenhang VxY. Das folgende Lemma besagt, dass das
Endomorphismenfeld J, parallel ist, also V.J, = 0.

Lemma 11.2 Fiir Vektorfelder X,Y € CY(U,R?) gilt Vx(J,Y) = J,VxY.
BEweEIs: Wir berechnen mit der Produktregel
9(Vx(JgY),Y) = Dxg(JyY.Y)—g(JgY,VxY) = g(J,VxY,Y),
=0
1
9(Vx(JgY), JgY) = 5Dxg(JyY, JgY) = g(VxY.Y) = g(JyVxY, JY).

:g(Y,Y)

Dies zeigt die Behauptung wenn Y # 0. Ist Y (z) = 0, so berechne im Punkt z

Vx(JgY) = Dx(JY) + (X, J,Y) = Jo(DxY + I'(X,Y)) = JoVxY.
—_———— ——

=0 =0

Wir kommen nun zu unserem eigentlichen Problem zuriick.

Definition 11.3 (Zusammenhangsform) Sei (g;;) € C*(U,R**?) Riemann-
sche Metrik auf U C R2. Ist v € C?(U,R?) ein Einheitsvektorfeld, also ||v|, =
V9(,v) =1 auf U, so definieren wir die Zusammenhangsform beziiglich v durch

w(X) = g(Vxwv, Jyv).

Proposition 11.1 Die Zusammenhangsform w® hat folgende Eigenschaften:

(a) Sei v € C*(I,U) mit ||¥'|ly = 1 gegeben. Wiikle 0 € C1(I) mit v o~y =
cos 0~ +sin @ Jy', siehe Satz 3.1. Dann folgt beziglich der Normalen Jgv'

(11.1) w’ (7)) = 0"+ 5.
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(b) Die dufSere Ableitung der Zusammenhangsform ist
(11.2) dw’ = —K,Vdet G dat A da.
BEWEIS: Um (11.1) zu zeigen, berechnen wir die Ableitung
Vv =10 (—sinfv + cos0 Jgv') + cos 0 4 Jgy — sin 3,7
Skalarmultiplikation mit J,v = cos § J;7' —sin 6’ ergibt wegen cos? §+sin? § = 1
W) = 0+ 2.
Auch (11.2) folgt durch Rechnung, die aber linger ist. Wir beginnen mit

Owy — Oowi = 019(Vav, Jgv) — 029(Viv, J4v)
= g(ViVav — VoViu, Jgv) 4+ g(Vav, J4Viv) — g(Viv, J4Vav).

Dabei wurde Lemma 11.2 benutzt. Da 0 = % i g(v,v) = g(V4v,v), sind Viv, Vau
linear abhéingig. Deshalb folgt

(11.3) O1wy — Oawi = g(V1Vav — VoV, Jyv).

Wir brauchen nun zwei Tatsachen. Die erste besagt

(11.4) (V1Va = VaV1)(9X) = o(V1Vy = VaV1) X fiir ¢ € C*(U).

Um das zu zeigen, berechnen wir mit den Regeln fiir V

(V1iV2)(pX) = V1(oV2X+(020)X) = V1 Vo X+(919) Vo X +(020) V1 X +(070) X.

Bei Vertauschen von V1, Vs und Subtraktion fallen die hinteren Terme weg, und
(11.4) folgt. Die zweite bendtigte Formel ist

(11.5) g((V1V2 - VaoVi)X, Y) + g(X, (V1Vy — Vng)Y) =0.
Dazu verwenden wir wieder die Regeln fiir V, und zwar ist
1
g(V1V2X, X) = 819(V2X, X) —g(VQX, VlX) = 58182 g(X, X) —g(le, VQX)

Vertauschen von Vi, Vg und Subtraktion ergibt (11.5) im Fall X = Y, und
daraus folgt die allgemeine Version fiir X, Y beliebig durch Polarisierung.

Als néchstes berechnen wir

2 2
ViVaey = vl(ZF%QBJ) = (811“’52 + Zrlij%2> €k
=1

x>~
N [}
=

j=1
2 2 .
VaVies = V?(ZHQ%) = (82F]f2 + ngjwm) €k,
j=1 k=1 j=1
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Es ergibt sich weiter

2 2
g((V1V2 — V2V1)€2, 61) = ngl (81F’§2 — 821“’{2 + Z Flij%Q — FSjFJI2>
k=1 7j=1
= K, det(G).

Hier ist K; die Gaufische Kriimmung wie im Theorema egregium, siehe Folgerung
9.3. Stellen wir v, Jyv in der Standardbasis dar, so folgt mit (11.4) und (11.5)

9((V1Va — VaVi)v, Jyv) = Ky det(G) (v (Jyv)' — 0! (J4v)?).

Sei A € R?*? die Matrix mit Spalten v, Jgv. Da v, Jyv eine Orthonormalbasis
bzgl. g ist, gilt

1
ATG A= E,, insbesondere (det A)? = Eel

Nun ist det A > 0 nach Definition von J,, und somit

vl (Jv)? — v (Ju)! = det A =

Vdet G
Mit (11.3) ergibt sich schlieBlich

01wy — Gaw] = g(V1Vav — VoViu, Jyv) = — Ky Vdet G.

Damit ist Behauptung (11.2) ebenfalls verifiziert. O

Satz 11.2 (GauB3-Bonnet) Sei D C (U,g) beschrinktes Gebiet mit zusam-
menhingendem C?-Rand. Dann gilt

/KgdAg—i—/ sy dsy = 2.
D oD

Dabei ist x4 geoddtische Krimmung bzgl. der inneren Normale v lings 0D.

BewEIs: Wir betrachten auf U das Einheitsvektorfeld v = e1/\/g11. Sei v :
[0, L] — 0D Parametrisierung nach der Bogenlinge, mit 4/, voy positiv orientiert.
Wir schreiben v oy = cos 0/ +sin 6J,9" mit 6 € C1([0, L]). Aus Proposition 11.1
und dem Satz von Stokes folgt

/ K,dA, = —/ dw’ = —/ w'(y) dsy = —/ 6" ds, —/ 7y dsg.
D D oD oD oD
Aber cos (L) = cosf(0) und sin#(L) = sin6(0), also folgt

(11.6) / K,dA, -l—/ %y dsy € 2T
D oD
Wir betrachten (11.6) nun fiir die Schar von Metriken

g5 =tgij + (1 —1)8;;  fiir ¢ € [0,1].
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Es gibt ein A > 0 mit g(x)(£, &) > M¢|? fiir alle x € D, ¢ € R?, also folgt

9" (2)(€,€) = tg(x)(&,€) + (1 = )[]* > (tA + (1 — 1)) [¢* > min(A, 1) [¢[%.

Also gilt gj;, (g")¥ € C*(Dx]0,1]). Aus den Koordinatendarstellungen der Terme
Ky, 54, dAg und ds, folgt, dass die beiden Integrale in (11.6) stetig von ¢ € [0, 1]
abhéngen. Aber ihre Summe ist in 277, somit ist sie konstant fiir alle ¢ € [0, 1].
Mit ¢t = 0 folgt aus dem Hopf Umlaufsatz, vgl. Beispiel 11.1,

/KgdAg—i—/ %gdsg—/ xds = 2.
D oD oD
O

Wir wollen den Satz von Gaufl-Bonnet auf beliebige kompakte Fliachen verallge-
meinern. Die Strategie ist dabei, die Flédche in Riemannsche Dreiecke zu zerlegen,
auf denen jeweils eine Version des Satzes aufgestellt werden kann. Die Gleichun-
gen auf den einzelnen Dreiecken sollen dann summiert werden. Fiir diesen Zugang
brauchen wir eine Version des Satzes fiir Gebiete mit Ecken. Ein Spezialfall ist
die sphirische Trigonometrie, dort werden Dreiecke auf S? betrachtet, die durch
Grofikreisbogen berandet sind. Unsere Behandlung der Ecken ist vom Ansatz hr
klar, leider aber etwas technisch.

Definition 11.4 (stiickweise C2-Gebiet) Ein Gebiet D C R? hat stiickweise
C%-Rand, wenn fiir jedes p € D ein S € SO(2) und R = (—¢,e) x J existieren,
so dass gilt:

S(D—p)NR={(z,y) € R:y>u(x)}.

Dabei soll u : (—e,e) — J stetig sein, und C? auf (—¢,0] sowie [0,¢).

Betrachte erst u € C?((—e,¢)). Die Einheitstangente des Graphen ist dann

(1, v/ (z))
V14 (x)?

Es gilt 7(z) = (cosf(z),sin f(x)) mit der Winkelfunktion

7(z) =

0:(—¢c,e) — (— g, g), 0(x) = arctan v’ (z).

Sei jetzt u € C? nur auf [—¢,0] und [0, €], insbesondere kénnen die Grenzwerte
u/y (0) verschieden sein. In diesem Fall sprechen wir von einer Ecke, mit dem
AuBlenwinkel

a=04(0)—-0_(0) € (—m,m).

Der Innenwinkel ergibt sich als w = 7 — a € (0,27). Um den Graph glatt zu
ersetzen, wihle zu g € (0, €) eine Abschneidefunktion n € C*°((—¢,¢)) mit n(x) =
1 fiir |z| > £ und n(z) = 0 fiir [z| < 2. Dann ist u?(z) = n(z)u(z) ein C*-Graph
auf (—e, ). Fiir die zugehorige Winkelfunktion 02 folgt mit o — 0

62(0) — 6%(—0) — 0:(0) — 6_(0) = av
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Satz 11.3 (GauB-Bonnet mit Ecken) g € C?(U,R?**?) Riemannsche Me-
trik, und D CC U sei beschrinktes Gebiet mit 0D zusammenhdngend und
stiickweise C?. Dann gilt

N
/ K,dA, —i—/ %gdsg—i—Zai = 2.
D oD =1
Die «; sind die Auflenwinkel in den Ecken p; firi=1,...,N.

BEWEIS: Wir verallgemeinern erst den Umlaufsatz auf die Situation mit Ecken. In
jedem p; haben wir (bis auf Translation und Drehung) eine Graphendarstellung
y = ui(z), x € (—e, ). Wir ersetzen u;(x) auf [—p, o] C (—¢,¢) durch u?(z). Dies
ergibt ein Gebiet D¢ mit C?-Rand, der zusammenhiingend ist. Es folgt aus dem
Umlaufsatz, bzw. (4.5) sowie (4.6),

/ #°(s)ds = 2.
oDe

Bezeichne die Graphen der u) auf [—p, o] mit I'Y. Wegen der Eindeutigkeit der
Winkelfunktion bis auf Konstanten gilt wie oben berechnet

/ #°(s)ds = 07(0) — 07(—0) — .
re
Aber 0D? = 9D bis auf die Graphen I'Y. Da 9D stiickweise C? ist, folgt

lim %g(s)ds:/ #(s) ds.
020 Jope\UX, ¢ oD

Kombination der Aussagen ergibt

N
11.7 / nds + oy = 2m.
(11.7) . >

=1

Nun zum Riemannschen Fall. Durch Abschneiden sieht man, dass der Satz von
Stokes auch auf einem Gebiet mit stiickweise C2-Rand stimmt. Mit v = e; /911
folgt wieder

(11.8) /KgdAg:—/ w’ (") dsg.
D oD

Sei 7y : [0, L] — 0D eine Parametrisierung nach der Bogenldnge von 0D, so dass
Jgy' die innere Normale ist. Die singuldren Punkte seien

v(s;))=p; fir0=s9<s1<...<sy=0L.
Nach Satz 3.1 gilt auf jedem Intervall [s;_1, ;]

vory=cosfy +sinfJ,y  mit & € C([s;_1, s;]) geeignet.
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In einer Ecke s = s; ist v(y(s)) stetig, wihrend die Basis v/, J;7' um den Au-
Benwinkel «; dreht. Genauer berechnen wir

v(si) = cosO_(s;)y (s;)+sinb_(s;) Jgv (s)
= cosb_(s;)(cosai v (si) — siney Jg v (si))
+sin 0 (s;) ( sina; v (si) + cos a; Jg v, (si))
= (cosf_(s;) cos oy +sinf_(s;) sinay) 7y (s:)
+(sinf_(s;) cosa; — cos0_(s;) sina;) Jy v, (s:)
= cos (0-(s;) — ;) Yy (si) +sin (0_(s;) — ai) Jg 7y (55)-

In s; hat 6 somit einen Sprung
97(81)—9+(81’)€O@'+2ﬂ'z firt=0,...,sn.

Dabei wird 0_(0) = 6_(L), 0+ (L) = 0+(0) gesetzt. Wir berechnen nun mit (11.1)
N

L S5 N N
| @ —mdsy =30 [ 0ds= 3050~ 0o € Yok 20
0 i=1 Y Si-1 i=1 i=1

Durch Kombination folgt
N
/ K,dA, +/ sgdsg + Y a; € 2.
D oD =1

Jetzt deformiere wieder zur Euklidischen Metrik. Es ist klar, dass sich die Aufien-
winkel dabei stetig &ndern. Der Satz folgt somit aus dem Umlaufsatz mit Ecken.
O

Beispiel 11.2 Fiir die Innenwinkel in einem Dreieck mit s, = 0 gilt

3 3
Zwi :377—2041' :7T+/ K, dA,.
i=1 i=1 D

Die Summe der Innenwinkel ist also gréofler bzw. kleiner als im Euklidischen, je
nachdem ob die totale Gaufische Kriimmung positiv bzw. negativ ist.

Zum Schluss kommen wir zu einer globalen Fassung des Satzes von Gauf-Bonnet.
Definition 11.5 (Triangulierung) Sei S C R3 eine glatte, kompakte Unter-
mannigfaltigkeit mit Rand S, eventuell S = (). Eine kompakte Menge T C S
heift Dreieck in S, wenn T = ¢(A) fiir einen C?-Diffeomorphismus ¢ : A — T,

wobei A ein Euklidisches Dreieck in R? ist. Eine Triangulierung von S ist eine
Familie T ={T,: £ =1,..., f} von Dreiecken, so dass gilt:

f
(@) T =5,
=1
(b) Fiir £ # 0 ist Ty N\ Ty entweder leer, oder eine Ecke, oder eine Kante.
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Bezeichnet e die Anzahl aller Ecken, k die Anzahl aller Kanten und f die Anzahl
aller Flachen der Triangulierung T, so ist die Euler-Charakteristik (auch: Fuler-
Poincaré-Charakteristik) definiert durch

XM =e—k+f.

Die Existenz einer Triangulierung fiir eine kompakte Fliche S wurde von T.
Radé bewiesen (1925). In der Vorlesung Einfihrung in die Differentialgeometrie
(2009) konstruiert B. Ammann eine Triangulierung fiir Fléchen ohne Rand mit
Standard-Techniken der Riemannschen Geometrie. Wir werden die Triangulie-
rung ohne Beweis verwenden.

Satz 11.4 (Globaler GauB-Bonnet) Sei S C R? glatte Untermannigfaltigkeit
mit Rand 05, eventuell 0S = (). Es sei 4 : 0S — R die geoddtische Krimmung
beziiglich der inneren Konormalen v auf 0S. Dann gilt

/ KdA, + / sgds =2mx(T),
S oS
fiir jede Triangulierung T wvon S.

Bemerkung. Die Zahl x(7) héngt demnach nicht von der Wahl der Triangu-
lierung ab, wir kénnen auch x(.S) schreiben. Man kann zeigen, dass x(S) sogar
eine topologische Invariante ist, das heiit homeomorphe Flichen haben die
gleiche Eulercharakteristik. Im Fall 9S = () ist jede Fliche homeomorph zu einer
Flache Sy, die aus der Sphére durch Einsetzen von g € Ny Henkeln ensteht. Fiir
diese gilt x(Sg) =2(1 — g).

BEWEIS (DES SATZES): Indem wir zu 7 einen Diffeomorphismus ¢, : A — T}

wéhlen, erhalten wir auf A eine Riemannsche Metrik gy, und der lokale Satz von
Gauf3-Bonnet ergibt

3
KdA+/ sy ds = Wey — T

Dabei sind wy, € (0,27) die wohldefinierten Innenwinkel von 7. Bezeichne nun
mit

ei = #{innere Ecken},
e, = #{Rand-Ecken},
k; = +#{innere Kanten},

kr = #{Rand-Kanten}.

Bei Summation {iber alle Dreiecke heben sich die Integrale von s, iiber die in-
neren Kanten paarweise weg, da die Normale entgegengesetzt gerichtet ist. Die
Innenwinkel addieren sich in einer inneren Ecke zu 27, in einer Randecke nur zu
7. Somit ergibt sich

/KdA—i—/ %y ds = 2me; + me, — 7 f.
S [9)))

Es gelten nun folgende kombinatorischen Regeln:
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o 3f = 2k;+k,: zu jedem Dreieck gehoren 3 Kanten, wobei die inneren Kanten
in jeweils zwei Dreiecken liegen.

o ¢, =k,.

Daraus folgt

1 1 3 1
ei+§eT—§f = e+e+f— <2f—|—267«>
1 1
= e+ f- (ki+§kr+§kr)
= e+ [f—k
Daraus folgt die Behauptung des Satzes. O

12 Anhang I: Existenz von Kiirzesten

Hier betrachten wir nochmals die Bogenlinge fiir Kurven, und zwar etwas
allgemeiner in einem metrischen Raum (M,d). Wir erkldren, wie auch in
dieser Situation rektifizierbare Kurven nach der Bogenlinge umparametrisiert
werden konnen. Als Hauptresultat beweisen wir die Existenz von kiirzesten
Verbindungskurven in metrischen Rdumen, deren Abstandskugeln kompakt sind.

Definition 12.1 Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung v € C°(I, M) heifst
stetige Kurve in M. Ist I = [a,b] und gilt y(a) = vy(b), so heifst v geschlossen.

Sei Z = (tg,t1,...,tn) eine Zerlegung von I = [a,b]. Wir setzen
Zd (ti-1))-
In einem normierten Raum mit Metrik d(z,y) = ||z — y|| ist Lz(~y) die Lénge des

einbeschriebenen Polygonzugs.

Definition 12.2 Die Linge einer Kurve v € C°(I, M) auf einem Intervall I =
[a, b] ist
L(v) = sup Lz(v) € [0, 00].

v heifit rektifizierbar, falls L(y) < oc.

Aus der Definition der Bogenldnge folgt die Abschitzung

(12.1) d(y(t1),7(t2)) < LVt 1)) -

Ist 7y : [a,b] — M Lipschitzstetig mit Konstante L < oo, so gilt andererseits
(12.2) L) < L(b—a),

denn fiir jede Zerlegung Z gilt die Abschéitzung

Zd (ti—1) <LZ|t tici| =L(b—a).
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Lemma 12.1 Firt € I = [a,b] und v € CO(I, M) gilt
(123) L(’Y) = L(’Y [a,ﬂ) + L(7|[T,b})

BEWEIS: Setze I} = [a,7] und Iy = [7,b]. Sind Z; 5 beliebige Zerlegungen von
I 2, s0 ist Z = (Zy, Z3) Zerlegung von I und es folgt

Lz, (vIn) + Lz,(V[1r,) = Lz(v) < L(v).

Bildung des Supremums iiber alle Z; o ergibt

L) + L(vz) < L(v).
Sei umgekehrt Z = (tg,...,tn) eine Zerlegung von I. Dann gibt es ein r €
{1,..., N} mit 7 € [t,_1,t,]. Definiere die Zerlegungen Z; = (tg,...,t,—1,7) von
I und Zy = (7,ty,...,ty) von I. Es folgt wegen der Dreiecksungleichung

N
Lz(y) = Z d(y(ti), v (tic1))

IN

r—1
D d(y(ti),y(tio1)) + d(v(1), v(te-1))
=1

< LOVn) + L(V|n)-
Bildung des Supremums iiber alle Z liefert L(y) < L(v|r,) + L(v|5,)- O

Lemma 12.2 Seiy € C°(I, M). Dann gibt es zu jedem L < L(v) ein § > 0, so
dass fir jede Zerlegung Z mit Feinheit A(Z) < ¢ gilt:

L < Lz(y) < L(%).

BEWEIS: Die rechte Ungleichung gilt nach Definition von L(vy). Wéhle zu L <
L(v) eine Zerlegung Zy = (so,...,sn) mit Lz, (y) > L. Zue € (0,Lz,(v) — L)
gibt es ein § > 0 mit

Mo< £ el g
d(y(t), (1) < Wi fir [t —¢'| <.

Sei nun Z = (tg,...,ty) eine beliebige Zerlegung mit A(Z) < §. Die gemeinsame
Verfeinerung Z U Zj ergibt sich durch Vereinigung und Anordnung der Unter-
teilungspunkte von Z, Zyp. Sei m; die Zahl der Punkte s; im offenen Intervall
(tj—1,t;), fir 1 <j < N. Dann gilt

L+e < LZO(")/)

< Lzuz(7)
ol €
< Zd(’Y(tj)”Y(tj—l)) + Z (mj +1) o
7=1 j:mj>0
< Lz(y)+e.
Dies zeigt die Behauptung. O
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Lemma 12.3 Ist v € CO(I, M) rektifizierbar, so gibt es zu jedem € > 0 ein
0 >0, so dass fir jedes Intervall J C I mit Linge L(J) < ¢ gilt:

L(vly) <e.

BewErs: Nach Lemma 12.2 gibt es ein § > 0, so dass L(y) — Lz(y) < §

fiir jede Zerlegung Z mit A(Z) < §. Wir konnen auflerdem annehmen, dass
d(y(t),y(t") < § fiir [t — /| < &. Zu gegebenem Intervall J bestimmen wir eine
Zerlegung Z mit A(Z) < 4, fiir die J eines der Teilintervalle ist. Dann folgt fiir
jede Zerlegung 7’ von J = [«, ]

Lz(ls) = Lauz(3) = Lz () + d(3(8). (@) < 5+ 5 = <.

O

Definition 12.3 v € C°(I, M) heifit lingentreu oder nach der Bogenlinge pa-
rametrisiert, wenn

L(7|[51532]) =|s1 — sa|  fiir alle s1,s9 € I.
Mit der Abschitzung (12.1) folgt:
(12.4) v langentren = Lip(y) < 1.

Wir definieren nun fiir eine beliebige, rektifizierbare Kurve = : [a,b] — M eine
langentreue Umparametrisierung 4. Dazu betrachten wir die Funktion

(12.5) ly [a,b] = [0, LY &5 (1) = L(Y]ja,n)-

Aus Lemma 12.1 und Lemma 12.3 folgt, dass die Funktion ¢, (¢) monoton wach-
send (im schwachen Sinn), stetig und surjektiv ist. Wir setzen

(12.6) F:[0,L(y)] = M, 4(s) :=~(t) fiir t € £ {s}.

Satz 12.1 (Parametrisierung nach der Bogenlinge) Die Kurve 5 in
(12.6) ist wohldefiniert und nach der Bogenlinge parametrisiert.

BEWEIS: Fiir £,(t12) = s1,2 gilt nach (12.1) und Lemma 12.1

(12.7) d(v(t1),7(t2)) < LV jtr.12)) = €5 (t1) = Ly(t2)] = |51 — s2].

Also ist y konstant auf dem Intervall £ 15}, und somit 4 wohldefiniert. Aufer-
dem ist 4 Lipschitzstetig mit Lip () < 1, insbesondere rektifizierbar. Seien nun
s1,2 € [0, L(7y)] gegeben. Wihle ¢ € [a, b] mit £ (t12) = 51,2, und betrachte eine
Folge Z; von Zerlegungen von [t1,t2] mit A(Z;) — 0. Nach Lemma 12.3 folgt
A(ly(Z;)) — 0, und Lemma 12.2 liefert

L(’W[Sl,sﬂ) = jli{gloLZ'y(Zj)(;y’[Sl,sg}) = jli{goLZj (’Y|[t1,t2]) = L(’Y|[t1,t2]) = [s1 — s2].

O

95



Oft ist man an der Existenz von Kiirzesten in Homotopieklassen interessiert, und
deshalb wollen wir die Parametrisierung nach der Bogenldnge kurz aus diesem
Gesichtspunkt betrachten. Wir nehmen [a,b] = [0, L] mit L = L(v) an, andern-
falls gehen wir iiber zu

vr [0, L] — M, vyr.(s) =~ (a+ %(b—a)).

Wir betrachten nun die Funktion
A:[0,L] x [0,1] = [0, L], A(t,u) = (1 —u)t +uly(t),
und definieren weiter
h:[0,L] x [0,1] = M, h(s,u) =~(t) falls A(t,u) =s.

Es ist leicht zu sehen, dass h wohldefiniert ist und folgende Funktionswerte be-
sitzt:
h(,O) =7 und h(vl)
h(0,-) =~(0) wund h(L,-) =

¥s
v(L).

Um zu zeigen, dass h stetig ist, betrachte eine Folge (sg,ur) — (s,u). Da
A(-,ug) surjektiv, gibt es ein ¢ € [0, L] mit A(tg,ux) = Sk, also nach Defini-
tion h(sk,ur) = Y(tx). Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt t, — t € [0, L], also
A(t,u) = s durch Grenziibergang und

k—o0 k—o0
Das tibliche Teilfolgenargument impliziert die Stetigkeit. Also gilt:

Lemma 12.4 Enthdlt eine Homotopieklasse von Kurven in M eine rektifizier-
bare Kurve, so enthdlt sie auch eine lingentreue Kurve.

Satz 12.2 (Unterhalbstetigkeit der Linge) Konvergieren die Kurven -y €
CO(I, M) punktweise gegen v € C°(I, M), so gilt

L(vy) < liminf L(vg).
k—o0
Bewers: Fiir jede Zerlegung Z von [a, b] gilt
Lz(v) = lim Lyz(v) < liminf L(vg).
k—oo k—o0

Durch Bilden des Supremums iiber Z folgt die Behauptung. O

Fiir den nachfolgenden Satz verweisen wir auf [?]. Statt eines Intervalls I = [a, b]
kann man einen beliebigen kompakten metrischen Raum zulassen, aber das wird
hier nicht gebraucht.

Satz 12.3 (Arzela-Ascoli) Sei (M,d) metrischer Raum, I = [a,b] und y €
CO(I, M) habe folgende Eigenschaften:
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(1) Die Folge ~yy ist gleichgradig stetig.
(2) Fiir jedes t € I hat die Folge ~(t) € M eine konvergente Teilfolge.
Dann konvergiert eine Teilfolge i, gleichmdifig gegen ein v € CI,M).

Damit kommen wir zum Hauptresultat des Abschnitts.

Satz 12.4 (Hilbert) Sei (M,d) ein metrischer Raum, in dem abgeschlossene
Abstandskugeln kompakt sind. Sind p,q € M und gibt es einen rektifizierbaren

Weg von p nach q in M, so gibt es auch einen kiirzesten Weg von p nach q in
M.

BEWEIS: Sei C die Menge aller Kurven von p nach ¢, und L = inf,c¢ L(7). Ohne
Einschriankung sei p # ¢, also L > d(p,q) > 0. Wihle v € C mit Ly := L(yx) —
L. Nach Satz 12.1 konnen wir annehmen, dass die v lingentreu sind. Um zu
einem festen Intervall als Definitionsbereich zu kommen, gehen wir noch iiber zu

512 [0,2] = M, F4(s) = (ij) |

Die 4y sind Lipschitzstetig mit Konstante Ly/L — 1, also gleichgradig stetig.
AuBlerdem gilt

d(Yk(s),p) = d(Vk(s), 7%(0)) < L(Vklj0,¢) < L — L.

Nach Voraussetzung hat 7(s), fiir jedes s € [0, L], eine konvergente Teilfolge. Der
Satz von Arzela-Ascoli liefert nun ein v € C9([0, L], M) mit ¥, — + gleichmiiBig
fir £ — oo. Es folgt v € C und nach Satz 12.2

L(vy) <liminf L(3%) = L.

k—o0

Damit ist der Existenzsatz bewiesen. O

Allgemeiner liefert das gegebene Argument die Existenz von Kiirzesten in jeder
Klasse C von Kurven, die folgende Eigenschaften hat:

(a) Es gibt rektifizierbare Kurven in C.
(b) C ist abgeschlossen unter gleichméfliger Konvergenz.

(c) Es gibt ein Kompaktum K C M mit y(I) N K # () fiir alle v € C.

Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn C eine Homotopieklasse von Verbindungs-
kurven von p nach ¢ in einer abgeschlossenen Untermannigfaltigkeit des R™ oder
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist. Fiir freie Homtopieklassen gilt Entspre-
chendes, wenn zum Beispiel M zusédtzlich kompakt ist.

13 Kriimmung von Raumkurven

Definition 13.1 Sei ¢ € C?(I,R") nach der Bogenlinge parametrisiert. Die
Kriimmung von c ist die Funktion

)il —[0,00), x(s)=]"(s)
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Beispiel 13.1 Die Kurve c(s) = r(cos ,sin ) ist Bogenldngenparametrisierung
eines Kreises mit Radius r > 0. Es gilt

Beispiel 13.2 Fiir p,v € R? mit |v| = 1 beschreibt c(s) = p + sv eine Gerade.
Es folgt s(s) = 0.

Beispiel 13.3 Die Schraubenlinie
c(t) = (rcost,rsint, at)

ist i.a. nicht nach der Bogenléinge parametrisiert, allerdings ist |c/(¢)| = vr2 + a?
konstant. Wir haben als Bogenldngenfunktion

t
o(t) :/ | ()| dT = V72 + a2 t.
0

Mit L = +r?2+a? lautet die Bogenlingenparametrisierung é(s) =
(rcos #,rsin 7,a - 7) und wir erhalten
r
n(8) = .
(5) = ey

Definition 13.2 Sei ¢ € CY(I,R") regulir. Ein System von Funktionen v; €
COI,R™) fiiri=1,...,n heift begleitendes n-Bein lings c, falls gilt:

c/

= m und <Ui(t),vj(t)> = 0;5 fir allet € I.

U1

sokokosk sk okl ok sk ook ok sk kool sk sk ok ok sk kool sk kool ok ok ok

Bild 2.1

Kok sk ok >k sk sk sk ok >k ok ok sk sk ok sk sk ok skosk sk sk sk oskoskosk sk kokoskoskosk ko sk

Lemma 13.1 Fir vy,...,v, € CYI,R") und ty € I sind folgende Aussagen
dquivalent:

(1) <UZ',’U]'> = 51']‘ f’l:l:T 1< ’L',j <n.

(2) Es gibt Funktionen a;; € C°(I) mit aj; = —a;j, so dass gilt:

’Ug = Zaijvj furz = 1, oo und <Ui(t0), Uj(t0)> = 51]

j=1
Beweis: (1) = (2): Da vi,...,v, Orthonormalbasis, gilt v; = >°7_; a;;v; mit
aij = (v}, v;), und es folgt
aji = <v§»,vi> = (vj,v3) = (vj,v;) = —ag.
=0
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(2) = (1): Fir die Funktionen gij = <1}i,’l)j> gilt gz'j(t()) = 5ij und

n n n
/ /
9ij = (vi> vj)+{vi, v ] Zazkvlmvj <Ui,za]’kvk> = Zaik@j,vk)-i-z ajk (Vi Uk )
k=1 k=1 k=1
das heifit
n n
/

9ij = Z aikGjk + Z 5k Gik-

k=1 k=1

Die g;j, 1,7 = 1,...,n sind damit Losungen eines linearen, homogenen System
von n? Differentialgleichungen erster Ordnung. Dieses Differentialgleichungssy-
stem wird aber auch durch die konstanten Funktionen é;;, 7,7 = 1,...,n, gelost:

n n
Z aikéjk + Z ajkéik = a;; + aj; = 0= 523
= k=1

Aus der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems folgt (v, v;) = ;5. O

Definition 13.3 Eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve c € C%(I,R3)
heifst Frenetkurve, falls »(s) # 0 fir alle s € 1. Das Frenet-Dreibein T, N, B von
c ist

T = ¢ (Tangentenvektor)

/!

= m (Hauptnormalenvektor)
c

B = T x N (Binormalenvektor)

Dabei bezeichnet x das Kreuzprodukt im R3.

Beispiel 13.4 Fiir die Schraubenlinie ist

C<S> = (TCOSE,T’Sini,CL - — mit L = \/m
L L L
T(s) (—rsin > ° a)
= —(—rsin— =
s pTrsing,reos +,a
N(s) = —(cos%,sin%,o)
1
B(s) = Z(aSin%,—acos%,T)

>3k sk sk >k sk sk sk sk skokosk sk sk skokosk sk sk skok sk sk skokokoskok skokoskoskok ko

Bild 2.2

>k 3Kk sk ok >k skook sk sk skok sk sk ok skokosk sk sk skok sk sk skokoskoskok kokoskosk sk kok

Definition 13.4 Sei ¢ € C3(I,R®) eine nach der Bogenlinge parametrisierte
Frenetkurve. Die Torsion von c ist die Funktion

T: I =R, 7(s)= <N/(S)’B(S)>’

wobei T, N, B das Frenet-Dreibein von c ist.
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Beispiel 13.5 Fiir die Schraubenlinie ist

7(s)

a
r2 4+ a2’

Lemma 13.2 (Frenetgleichungen) Sei ¢ € C3(I,R3) nach der Bogenlinge
parametrisierte Frenetkurve mit Frenet-Dreibein T, N, B. Dann gilt

T = 0 + N + 0
N = —xN 4+ 0 + 7B
B = 0 — 7N + 0

BEWEIs: Wegen T' = ¢ und » = || ist T = ¢ = »N, und 7 = (N, B) gilt
nach Definition 13.4. Da die Matrix nach Lemma 13.1 schiefsymmetrisch sein
muss, sind alle Matrixelemente bestimmt. O

Satz 13.1 Sei c € C*(I,R3) nach der Bogenlinge parametrisiert.

(1) Ist 52 =0, so liegt c(I) in einer Geraden.

(2) Ist c € C? Frenetkurve und 7 = 0, so liegt ¢ in einer Ebene.
BEWEIS: Ist 5 = 0, so folgt ¢ = 0 und somit ¢(s) = p+ sv mit p,v € R3, womit
(1) gezeigt ist. Unter der Annahme (2) folgt aus den Frenetgleichungen B’ = 0,
also B(s) = b fiir ein b € R? mit [b| = 1. Weiter gilt dann (c,b)’ = (¢, b) = 0, da
¢ =T L B, und hieraus (c¢,b) = a fiir ein a € R. Damit verlduft ¢ in der Ebene
{x € R3: (z,b) = a}. O

Satz 13.2 Fir eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ € C*(I,R?)
mit 3,7 # 0 sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) ¢(I) liegt in einer Sphire.
N\ 7
@) (%) -0

BEWEIS: Fiir eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Kurve ¢ mit s,7 # 0

und beliebiges m € R3 setze f(s) = %|c(s) — m|? und berechne mit den Frenet-
gleichungen

f/ = <C —m, T>7
(13.1) " = xle—=m,N)+1,

f/// _ %’(c—m,N) _ %2<C— m,T> +%T<C—m,B>.

Liegt nun ¢(I) auf einer Sphére mit Mittelpunkt m, soist f' = f” = f”/ = 0. Aus
(13.1) folgt dann sukzessive (c—m,T) =0, (c—m,N) = =1/ und (c—m, B) =
s+ [(5*7), das heifit

%l

~B.

1
(13.2) m=c+ —N —
»

T

Andererseits gilt fiir jede nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve ¢ mit s, 7 #
0, wenn m wie in (13.2) definiert ist,

(13.3) m = C; - (;2/7),> B.



Dabei wurden wieder die Frenetgleichungen benutzt. Unter der Annahme (1) ist
m’ = 0 und somit (2) bewiesen. Aus (2) folgt umgekehrt m’ = 0 mit m wie in
(13.2), und weiter f" = (¢ —m,T) = 0 nach Definition von m. Also liegt ¢ auf
einer Sphére. O

Satz 13.3 (Hauptsatz fiir Raumkurven) Seien k € CY(I),k > 0, und w €
CO(I) gegebene Funktionen. Dann gibt es eine nach der Bogenlinge parametri-
sierte Kurve ¢ € C3(I1,R3) mit Kriimmung » = k und Torsion T = w. Die Kurve
c ist eindeutig bestimmt bis auf Anwendung einer orientierungserhaltenden Eu-
klidischen Bewegung.

BEWEIS: Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Seien c,c: I — R3 zwei solche
Kurven, mit zugehérigen Frenetbeinen {7, N, B} bzw. {T, N, B}. Da die Frenet-
Dreibeine positiv orientiert sind, gilt nach einer eigentlichen Bewegung fiir ein
sop €T

c(sp) = ¢(sg) und  T(sp), N(so),B(s0) = T(so),N(so),B(so).

Sowohl T,N,B als auch T, N ,B erfiillen die Frenetgleichungen mit den
Koeffizienten » = k und 7 = w. Aus der eindeutigen Losbarkeit der Anfangs-
wertproblems folgt T, N, B T,N,B und hieraus ¢ = ¢ wegen ¢ = T bzw.
d=T.

Sei nun T, N, B eine C'-Losung des Frenetsystems mit Koeffizienten s = k und
7 = w zu den Anfangswerten T'(sg), N(so), B(sg) = e1, €2, e3. Eine solche Losung
liefert der generelle Existenzsatz fiir Anfangswertprobleme fiir gewohnliche
Differentialgleichungen (Stichwort: Picard-Lindeldf). Da die Koeffizientenmatrix
in den Frenetgleichungen schiefsymmetrisch ist, ist 7, N, B orthonormal fiir alle
s € I nach Lemma 13.1. Definiere

ce C*I,R?), c(s) = /S T(s')ds'.

Wegen ¢/ = T ist ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert und es gilt ¢/ = T" =
kN. Also ist N die Hauptnormale sowie k > 0 die Kriimmung von c¢. Da k €
C' nach Voraussetzung und N € C1, folgt weiter ¢ € C3(I,R3). Nun ist die
Orthonormalbasis T', N, B an der Stelle sy positiv orientiert und det(7, N, B)
hingt stetig von s ab, also ist B der Binormalenvektor der Kurve ¢ und es folgt
7= (N',B) = w. O
Die Umparametrisierung nach der Bogenlénge kann in konkreten Fillen oft nicht
explizit berechnet werden. Wir wollen deshalb Formeln fiir die Kriimmung und
die Torsion herleiten, wenn die Kurve nicht nach der Bogenlénge parametrisiert
ist.

Definition 13.5 Sei ¢ € C?*(I,R%) eine regulire Kurve. Ist ¢ = cop : I —
R3 richtungstreue Umparametrisierung nach der Bogenlinge, so definieren wir

folgende Grifien:

1

(1) x=30¢p~ (Kriimmung von c),
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(2) T=Top '\, N=Noyp ! B=Boy ! (Frenet-Dreibein lings c fir
»x#0),
(3) T=Fopt (Torsion von c, fiir »x# 0 und c € C3).

Lemma 13.3 Die Griflen T, N, B sowie »,7 in Definition 15.5 sind wohlde-
finiert, und fir beliebige richtungstreue ("+7) bzw. richtungsumkehrende ("—”)
Umparametrisierungen co = c1 o ¢ gelten die Formeln

(13.4) To=4T10p, No=Niop, By==+Bjop,

(13.5) g =200 und To=Ti0p.

BEwEIS: Die Existenz einer richtungstreuen Umparametrisierung nach der Bo-
genléinge wurde in Satz 12.1 bewiesen. Sind ¢; und ¢y = ¢ 0 beide nach der Bo-
genlénge parametrisiert, so gilt p(s) = s+ s, vgl. die Bemerkung zu Satz 12.1,
und (13.4) und (13.5) ergeben sich direkt. Sind nun ¢; = co ¢; fiir i = 1,2 rich-
tungstreue Umparametrisierungen von ¢ nach der Bogenlédnge, so ist co = c1 0 ¢
mit ¢ = %—1 o @9 und es folgt zum Beispiel

Tyopy' = (T1op)opy' =Tiop .

Analog transformieren sich die anderen Grofien, womit die Wohldefiniertheit ve-
rifiziert ist. Sei schliellich co = ¢;1 o ¢ eine beliebige Umparametrisierung. Wéhle
dann richtungstreue Umparametrisierungen ¢; = ¢; o ¢; nach der Bogenlénge fiir
1 =1,2. Dann ist ¢o = ¢1 0 ¢ mit ¢ = cpfl o o o und folglich Tg = :I:Tl o ¢ bzw.

TQ:TQO¢2_1:j:j’logol_logp:j:Tloap.

Wieder kann fiir IV, B, > und 7 analog argumentiert werden, womit das Lemma
bewiesen ist. O

Lemma 13.4 Fiir eine requlire Kurve c € C?(I,R3) berechnen sich Kriimmung,
Frenet-Dreibein (fiir s # 0) und Torsion (fir » # 0, c € C3) wie folgt:

' — (" TVT 2 (T2 1/2 /
(13.6) n = | ’</2 7| = (1" |</|2 ’) ,  wobei T = ‘c—/‘,
C C C
C/ C// _ <C”,T>T C/ X C//
13.7 r- ¢yl )ty
(13.7) ¥k (&, TV’ e~ (@ )T
(138) det(c, ", ")
. T

= |c/|2 |C” _ <C”,T>T‘.

BeEweEls: Wihle eine richtungstreue Umparametrisierung ¢ = ¢ o ¢ nach der
Bogenlénge, also

1= (cog) (o7 ()] = |¢/(t)|—n v



Es folgt

Weiter gilt

S g (oY) 1 (d _ ') ("), T@) T(¢)
P60 = = e (i) 0= COP '
Die Frenetgleichungen liefern jedoch T'(p~'(t)) = (o '(t))N(e~(t)) =
#(t) N(t), also
|c// o <CH, T>T| (|C/l|2 _ <C”,T>2)1/2 o <C”,T>T

= = d N=—— "1
% ’c/’2 |c”2 un ‘C” _ <C”,T>T’

Damit ergibt sich weiter

d xc’

B= :
[]le” = (", T)T|

Nach Definition der Torsion ist

Voo™ 5 1)« Ko
Sy TET ) x M),

und schlieflich folgt wegen T" = |¢/| T" 0o o™ = |¢/|% N

(1) = (N(e™' (), Ble™ (1) = (

i< d Jd'—{(,T)T

<C///,T X N> <c/ % c//, c///>
dt | — <c”,T>T\’T X N) =

~ e “ e = (DT (¢l = (&, T)T|

O
Lemma 13.5 Sei ¢ € C%(I,R3) eine requlire Kurve und F(z) = Sz + a ei-

ne Euklidische Bewegung. Dann ist ¢ = F o ¢ ebenfalls requldr und es gilt mit

det(S) = £1

(1) 32 = .
(2) T,N,B = ST,SN,+SB.
(3) 7 ==r7.

BEwEIs: Wir kénnen nach Lemma 13.3 annehmen, dass ¢ nach der Bogenlédnge
parametrisiert ist. Es gilt (F o c)’ = S¢ sowie (F oc¢)” = S¢’. Da S € O(R?),
folgt 3z = 3¢ sowie T = ST'. Mit ¢ ist auch ¢ Frenetkurve, und es gilt N = SN
sowie B
B=(ST)x (SN)=+S(T'x N) =+SB.

SchlieBlich folgt 7 = (N', B) = £(SN’,SB) = +. O
Als Anwendung wollen wir jetzt eine lokale Entwicklung fiir die Graphendarstel-
lung einer Kurve herleiten. Nach einer orientierungserhaltenden Isometrie kénnen
wir annehmen, dass ¢(0) = 0 und

T(O)v N(O)’ B(O) = €1,¢€2,€3.
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Es gibt dann lokal eine Umparametrisierung der Form ¢(z) = (z,u(z)) fir z €
(—0,0), wobei u : (—6,0) — Span{ez, ez} mit u(0) = 0 *. Damit gilt

d = (17 'LL/), "= (07 u”)a "= (07um)7

und wir erhalten aus unseren Formeln

r——39 L o) =0

1+ [u/|?
Weiter berechnen wir

B ((1 + |u/|2)|u//|2 _ <u/’u//>2)1/2
Arwppe

und schlieffen in £ = 0

#(0) = [u"(0)] sowie ez = N(0)= =
AuBerdem folgt durch Differentiation
/ o 11 " " —m
#(0) = 55y 2(u(0),u™(0)) = (u™(0), e2)-

Schliefllich
_ det(eq, #(0)ez,u”(0))  (u"(0)

2(0)2 N %(O;

7(0)

Daraus ergibt sich fiir ¢(z) folgende Taylorentwicklung:
2 25

c(x) = xer + %%(0) e2 + F(%/(O) ez + »(0) 7(0) e3) + o(|z[?).

Im Fall 7(0) > 0 sieht die Kurve wie folgt aus:
skt sk skt sk sk ot Rk sk ot R Rk sk ok ok ok

Bild 2.4

>skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skoskoskoskoskoskoskokoskokokok skokoskoskoskoskoskoskosk sk skoskoskoskokoskokokokoskok skokosk kR KR SRR SRR Rk Rk

Bild 2.5

>3k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skosk sk skoskoskoskoskoskoskoskoskoskoskokoskokoskokoskokok

Wir wollen nun einen etwas tieferliegenden Satz fiir Kurven im R? besprechen.
Grob gesagt geht es um die Frage, wieviel Kriimmung gebraucht wird, damit eine
Kurve sich schliefit.

“Ubungsaufgabe
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Satz 13.4 (Ungleichung von Fenchel) Sei ¢ : [0,L] — R3 nach der Bo-
genlinge parametrisiert und C?-geschlossen. Dann gilt

L
/ #(s)ds > 2.
0

Bei Gleichheit ist ¢ eine ebene, einfach geschlossene Kurve, die ein konvexes
Gebiet berandet.

Wir benétigen dazu folgendes Resultat, das auch fiir sich betrachtet von Interesse
ist.

Zwei Punkte p,q auf S? mit 0 < <(p,q) < 7 spannen eine Ebene auf, die
die Sphére in einem Groflkreis schneidet. Durch die Punkte wird der Kreis
in zwei Bogen zerlegt. Der kiirzere dieser Bogen ist der eindeutig bestimmte
Grofikreisbogen zwischen p und ¢ mit Lange strikt kleiner als n. Im Fall
<(p,q) = 7 gibt es dagegen unendlich viele Meridiane der Lénge 7, die p und ¢
verbinden.

BEWEIS: (von Satz ?7) Wir betrachten die stetige Funktion

6 :R3*\{0} — [-7/2,7/2], 6(z) = arccos <m,63>.

Fiir x € S?\{#e3} berechnen wir

es — (x,e3)x

Do) = = 1— (z,e3)2

insbesondere gilt
(13.9)
|DO(x)| =1 sowie (DO(x),z) =0, (DO(x),e3) <0 fiir alle z € S?\{=xes}.

ook sk ofofok ok sk ok ok sk sk ok ok sk sk okofok sk skokofok sk kool sk ok ok ok

Bild 2.6
ok sk Kk ok Kok K ok ok ok K ok ok ok Kk ok ok

Nach Rotation ist 0. B.d. A. y(a) = e3. Mit o = 0(v(b)) gelte zunichst zusétzlich
(13.10) 0<0(v(t)) <o firallete (a,b).

Dann folgt aus der Kettenregel

d

o 0(7(t)) = (DO(y(¢)),7'(t)) fiir alle ¢ € (a,b).

Wir integrieren von a bis b und schétzen mit Cauchy-Schwarz und (13.9) ab:
b b
<(y(a),¥(b)) = ¢ 2/ (DO(v(t)), 7 (1)) dt S/ Y (t)] dt = L(7).
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Bei Gleichheit folgt 7/(t) = A(t) D(v(t)) mit A(t) > 0, also A(t) = |7/(t)]. Sei
nun 6y € (0, o) beliebig. Dann gibt es ein tg € (a,b) mit y(tg) = (sin by, 0, cos bp),
nach evtl. Drehung um die e3-Achse. Aus der bewiesenen Abschétzung folgt

L(Vjao]) = L(Y) = L(Vjo,5) < 0 — (0 — bo) = b,

das heiBt L(v[(q,]) = 6o und L(7|y,5)) = 0 — 0o. Wir betrachten die Funktion

t
o:la,b] = [0,0, ot)=06+ [ [(r)|dr
to
t (s) = (sins,0,coss), s € (0,7), gilt |7 (s)] = 1, (¥(s),7(s)) = 0 und
(s),e3) < 0. Wegen (13.9) und 7/(s), DO(%(s)) € Span{ey,es} folgt 7'(s) =
DO(7(s)). Damit erhalten wir

(Fooa)(t) = #'(a(t)o'(t) = A(t) DO((F 0 0)(1)),
(Joo)(to) = (sinby,0,cos6y) =(to).

Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir das Anfangswertproblem folgt v(t) = (o (t))
fiir ¢ € [a, b], womit die zweite Aussage gezeigt ist.

Ohne die Annahme (13.10) betrachten wir ein maximales Intervall [t1,t2] C [a, D]
mit 0 < 6(v(t)) < o fiir alle ¢ € (t1,t2). Die Aussagen folgen dann zunéchst fiir
Y|[t1,t5), insbesondere ist L(v) > L(7|, 1,)) = o Im Gleichheitsfall muss v auf
[a,t1] bzw. [t2, b] konstant sein. Damit ist der Satz bewiesen. O

Lemma 13.6 Sei v : I = [a,b] — S? C R? eine geschlossene, stiickweise C!-
Kurve mit Lange L(y) < 2m (bzw. sogar L(y) < 2m). Dann liegt v komplett
in einer Halbsphdre, das heifit es gibt ein e € S? mit (y(t),e) > 0 (bzw. sogar
(v(t),e) > 0) fir alle t € [a,b].

BewEers: Wihle ein 7 € (a,b) mit L(V[47) = L(Yljry) = L(v)/2, und setze
p =~(a), ¢ = (7). Ist <(p,q) = 7, so gilt L(y) = 27 nach Satz 77 und 7|},
bzw. 7|[r,b] parametrisieren Halb-Groflkreise von p nach ¢q. Man kann dann fiir e
eine der Normalen der zugehorigen Ebenen wéhlen.

Kok sk sk >k sk sk sk ok >k ok ok ok sk ok sk sk ok skok sk sk sk okoskosk sk kokoskoskok koksk

Bild 2.7

Skokosk sk >k sk sk sk sk koo sk sk skok sk sk sk skokosk sk skoskokosk skoskokosk skosk koksk

AD jetzt sei <(p, q) < m. Wihle fiir e den Mittelpunkt des kiirzeren Grofikreisbo-
gens von p nach g. Nach Drehung kénnen wir annehmen, dass e = e3 und somit
(¢4, 4%, ¢%) = (—p', —p?,p®), wobei p* > 0. Nun ist entweder {y(t),e3) > 0 fiir
0 <t <7, oder es gibt ein ty € (a,7) mit

(v(to), e3) = 0.
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Im zweiten Fall betrachten wir mit S(z!, 22, 23) = (2!, 22, —23) die Kurve

S (1) = (1) fiir a <t <t
O Sy(t)  fiirtg <t <.

> 3kosk sk sk >k sk sk sk sk skok sk sk sk skokosk sk sk skok sk sk skokoskoskosk skokoskoskok ko

Bild 2.8
SRR Rk KK KRRk ok K K ok ok ok koK

7 ist stiickweise C' und verbindet p mit S(q) = —p, also folgt aus Satz ??

L(3) = 2L(+|jur)) = 2L(3) > 27

Auflerdem liefert die Gleichheitsdiskussion von Satz ?7, dass 4 einen Halb-
GroBkreis von p nach S(¢q) = —p durchlduft. Es folgt

(3(t),e3) >0 fur t € [a,tg] sowie (¥(t),e3) <O fiir ¢ € [to,b],

und hieraus (y(t), e3) > 0 fiir alle ¢ € [a, 7]. Da wir fiir /[, ;] analog argumentieren
konnen, ist das Lemma gezeigt. O

BEWEIS: (der Fenchel-Ungleichung)
Sei c: [0, L] — R3? C%-geschlossen mit || = 1. Dann ist

v:[0,L] = S2CR3, A(s) =d(s)
geschlossene C'-Kurve. Fiir e € S? gilt

L L
(13.11) A(v(s),e)ds:/o %(c(s),@ds

I
—
—
o)
—~
)
N—
®
~
it
» »
IRl
o
I
o

Also gibt es kein e € S% mit (v(s),e) > 0 fiir alle s, und nach Lemma 13.6 folgt

L L
/0 #(s)ds = /0 |7 (s)|ds = L(vy) > 2.

Wenn in dieser Abschéitzung Gleichheit eintritt, so wihlen wir mit Lemma 13.6
ein e € S mit (y(s),e) > 0 fiir alle s € [0, L]. Aber dann folgt wegen (13.11)

el €) = (1(s), ) =0,

und c¢(I) liegt in einer Ebene (x,e) = const. Jetzt zeigen wir, dass ¢ einfach
geschlossen ist. Angenommen es gibt 7 € (0, L) mit c(7) = ¢(0). Wire L(v[jp ) <
m, so wihlen wir o € (0,7) mit L(7|j0,0)) = L(V|js,r) < 5, und schlieflen fiir
e = 7v(o) mit Satz 7?

(v(s),e) >0 fiir alle s € [0, 7].

Andererseits gilt



also (y(s),e) = 0. Aber {z € S : (x,e) = 0} besteht nur aus zwei Punkten und
7 ist stetig. Damit ist v konstant auf [0, 7] und ¢(0) # ¢(7), ein Widerspruch.
Wir folgern

L(v) = L(vlo.71) + LGl frp) > 7+ 7 = 2m,

im Widerspruch zur Annahme. Also ist im Gleichheitsfall ¢ eine einfach geschlos-
senene, ebene Kurve. Die verbleibende Behauptung, dass ¢ ein konvexes Gebiet
berandet, werden wir im néchsten Kapitel beweisen. O
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