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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei f ∈ H0,α (Hn × (0, T )) gegeben mit f(·, t) = 0 auf ∂Hn ∀t ∈ (0, T ). Zeigen Sie, dass
für die Lösung G von {

∂G
∂t

= ∆G+ f, in Hn × (0, T ),

G(·, 0) = 0 in Hn

gilt [
∂G

∂xk
(x, ·)

]
C

1
2+α

2

≤ c(n, T )‖f‖H0,α(Hn×(0,T )) ∀k = 1, ..., n, ∀x ∈ Hn.

Hinweis: Prüfen Sie nach, dass der Beweis für∣∣∣ ∂2G

∂xi∂xj
(x, t)− ∂2G

∂xi∂xj
(x, s)

∣∣∣ ≤ c0(n, T )|t− s|
α
2 ‖f‖H0,α(Hn×(0,T ))

übertragen werden kann, um das folgende Resultat zu erhalten:∣∣∣ ∂G
∂xk

(x, t)− ∂G

∂xk
(x, s)

∣∣∣ ≤ c0(n, T )|t− s|
1
2
+α

2 ‖f‖H0,α(Hn×(0,T )).

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei (Mn, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Für
u ∈ W 2,p(M, g) gelte die Definition

‖u‖W 2,p(M,g) :=

(∫
M

(
|u|p + |∇u|pg + |∇2u|pg

)
dµg

) 1
p

wie aus der Vorlesung.
Seien außerdem ϕβ : Uβ → ϕ(Uβ), β ∈ {1, ..., N}, feste Koordinaten von M mit⋃N
β=1 = M , die auch noch Uβ ⊂⊂ Vβ und ϕβ = ψβ|Uβ erfüllen mit ψβ : Vβ → ψ(Vβ)

Koordinaten von M . Definiere

‖̃u‖̃W 2,p(M,g) :=

(
N∑
β=1

∫
Ũβ

(
|ũβ|p + |Dũβ|p + |D2ũβ|p

)
dLn

) 1
p

,

wobei ũβ := u ◦ϕ−1
β und Ũβ := ϕβ(Uβ) gelte. Zeigen Sie: Die beiden Normen ‖ · ‖W 2,p(M,g)

und ‖̃ · ‖̃W 2,p(M,g) sind auf M äquivalent.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei U ⊂ Rn offen, beschränkt und W 1,2
o (U) := C∞c (U)

W 1,2

definiert. Zeigen Sie, dass eine
Konstante c(n, U) > 0 existiert mit

∫
U
|u|2dLn ≤ c

∫
U
|Du|2dLn für alle u ∈ W 1,2

o (U).

Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf jedes Lösungsblatt. Abgabe ist am Dienstag, den
01.02.2011, bis 8.15 Uhr.


