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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei Mn eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n, T ein

(
3
2

)
Tensor auf M und S ein(

0
2

)
Tensor auf M . Es sei lokal definiert:

Rl
ij := T klmij · Skm und R := Rl

ij dx
i ⊗ dxj ⊗ ∂l.

Zeigen Sie, dass gilt

∇sR
l
ij =

(
∇sT

klm
ij

)
· Skm + T klmij · (∇sSkm) ,

wobei ∇sR
l
ij := (∇R)

(
∂s, ∂i, ∂j, dx

l
)

(und ∇sT
klm
ij , ∇sSkm analog) definiert ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei f : Rn × [0, T ]→ R, T <∞, eine glatte Lösung zu{

∂f
∂t

= ∆f,

f(·, 0) = f0,

wobei f0 : Rn → R eine C∞-Funktion ist, die M0 := supx∈Rn f0(x) <∞ (bzw.
m0 := infx∈Rn f0(x) > −∞) erfüllt. Es gelte außerdem

|f(x, t)| ≤ c2e
c1|x|α ∀(x, t) ∈ Rn × [0, T ] .

Dabei ist 0 ≤ α < 2, und 0 < c1, c2 <∞ sind Konstanten. Zeigen Sie

sup
x∈Rn

f(x, t) ≤M0 ∀t ∈ [0, T ]

(bzw. inf
x∈Rn

f(x, t) ≥ m0 ∀t ∈ [0, T ]).

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion f̃(x, t) := f(x, t) −M0 − ε(1 + kt)e|x|
2(1+kt), wobei

k = k(n) > 0 eine Konstante und ε > 0 klein ist. Beschränken Sie sich zunächst auf das
Zeitintervall

[
0, 1

k

]
.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n, sei f : M → R glatt und φ : R→ R
glatt. Zeigen Sie für x ∈M

∆g(φ ◦ f)(x) = φ′(f(x))∆gf(x) + φ′′(f(x))|g∇f |2(x),

wobei |g∇f |2(x) := g(x)
(
g∇f ](x),g∇f ](x)

)
definiert ist. Zeigen Sie weiterhin

1. (∆gf
2) = 2f∆gf + 2|g∇f |2(x)

2. Sei α ∈ R beliebig. Zeigen Sie, dass für alle x ∈M mit f(x) > 0 gilt

(∆gf
α) (x) = αfα−1(x) (∆gf) (x) + (α− 1)αfα−2(x)|g∇f |2(x).

Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf jedes Lösungsblatt. Abgabe ist am Dienstag, den
23.11.2010, bis 8.15 Uhr.


