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Aufgabe 1 (Harnack-Ungleichung auf Ω) (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet, Lu = −∂ j(ai j∂iu)+qu = 0 mit |ξ|2 ≤ ai jξiξ j ≤ Λ|ξ|2 und ‖q‖

Lr(Ω)
≤ Γ

für ein r > n/2. Sei u ∈ W1,2(Ω) mit u ≥ 0 schwache Lösung von Lu = 0. Zeigen Sie,
dass dann

sup
Ω′

u ≤ c inf
Ω′

u ∀ Ω′ ⊂⊂ Ω

gilt, wobei c = c(n,Ω,Ω′,Λ, r,Γ).

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei nun L := −∆. Als Spezialfall von Satz 1.3 gilt für eine Superlösung von L, d.h. Lu ≥ 0
mit u ≥ 0, die Abschätzung

inf
B1/2

u ≥ c
( ?

B1

up dx
)1/p

für 0 < p <
n

n − 2

mit c = c(n, p). Die Notwendigkeit der Voraussetzung p , n
n−2 soll durch die folgenden

Übungsaufgaben nachgewiesen werden. Beweisen Sie:

a) Für n ≥ 3 und eine natürliche Zahl k > 0 definiert

uk(x) := min{|x|2−n, k}

eine positive (schwache) Superlösung uk ∈ W1,2(B) von −∆ auf B.
Hinweis: Vergleichen Sie die Aussage mit der von Serie 1, Aufgabe 2.

b) Für n ≥ 3 und uk aus a) gelten

inf
B1/2

uk = 2n−2 für k ≥ k0(n)

und ∫

B1

u
n

n−2
k dx→ ∞ für k → ∞.

c) Wie sieht ein sinnvolles Analogon des Beispiels aus a) und b) für den Fall n = 2
aus?

Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf jedes Lösungsblatt. Abgabe ist am Mittwoch,
18.05.2011 bis 8:15 Uhr.


