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Aufgabe 1 (Methode der Oberlösung/Unterlösung) (4 Punkte)
Sei Σ eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit. Wir betrachten die folgende Gleichung

−∆u+ 2K = −2eu auf Σ.

Zeigen Sie, dass die Gleichung eine Lösung besitzt, falls K < 0 ist.

Aufgabe 2 (Koflächenformel) (4 Punkte)
Sei f : Rn → R Lipschitz. Für fast alle t ∈ R sei die Menge f−1{t} eine glatte,
(n− 1)−dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann gilt für u ∈ L1(Rn)∫
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Sei nun u ∈ C∞
c (Rn) mit u ≥ 0. Beweisen Sie:
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wobei v(t) := Ln{u > t}.

Definition: Sei f : M → N ein Diffeomorphismus zwischen zwei Mannigfaltigkei-
ten M und N. Sei g eine Riemannsche Metrik auf N. Die durch f zurückgezogene
(Riemannsche) Metrik f ∗g ist durch

(f ∗g)(X, Y ) = g(f∗X, f∗Y ) ∀ X, Y ∈ TM

definiert.

Aufgabe 3 (Konforme Metrik) (4 Punkte)
Sei ρ : Sn\{en+1} → Rn die stereographische Projektion, d.h.

ρ : (x1, . . . , xn+1) →
(x1, . . . , xn)

1− xn+1

.

Sei gSn die Standardmetrik (d.h. die erste Fundamentalform) auf Sn ⊂ Rn+1 und
gRn die euklidische Metrik auf Rn. Zeigen Sie:

(ρ−1)∗gSn = u
4

n−2 gRn mit u(x) =
( 2

1 + |x|2
)n−2

2
.



Aufgabe 4 (Diffeomorphieinvarianz) (4 Punkte)
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, φ : M → M ein Diffeomorphismus
und g̃ = φ∗g die zurückgezogene Metrik. Zeigen Sie:

Qφ∗g(u ◦ φ) = Qg(u)

und
Vφ∗g(u ◦ φ) = Vg(u),

wobei Q, V wie in der Vorlesung definiert seien.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf jedes Lösungsblatt. Abgabe ist am Mittwoch,
08.06.2011 bis 8:15 Uhr.
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