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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei (Mn, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zu p ∈ M gibt es ein Koordina-
tensystem ϕ : Bρo(0) → U ⊂ M mit ϕ(0) = p und ϕ∗g = (gij). Betrachten
Sie die Transformation Tρ : B1(0) ⊂ Rn → BR(0), Tρ(x) := ρx (ρ > 0) sowie
ϕρ(x) := ϕ ◦ Tρ(x) = ϕ(ρx) für ρ ∈ (0, ρ0). B1(0) sei mit der Metrik gρ := ρ−2ϕ∗ρg
ausgestattet. Zeigen Sie:

gρij(x) = gij(ρx).

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei (Mn, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei

Qg(u) =

∫
M

(c(n)|Du|2 + Sgu
2) dµg

und

Vp(u) =

∫
M

|u|p dµg

für

1 < p <
2n

n− 2
.

a) Weisen Sie die Existenz einer Funktion 0 ≤ u ∈ W 1,2(M) mit

Qg(u) = inf{Qg(w), w ∈ W 1,2(M) und Vp(w) = 1}

nach.

b) Berechnen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung von Qg unter der Nebenbedin-
gung Vp(u) = 1.

c) Zeigen Sie: Es gilt u ∈ C∞(M) und u > 0.
Hinweis: Aufgabe 1 von Serie 3 könnte eine Hilfe sein.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf jedes Lösungsblatt. Abgabe ist am Mittwoch,
22.06.2011 bis 8:15 Uhr.


