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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Es gibt eine stetige Einbettung W 1,2

0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) für
1 ≤ p ≤ 2n

n−2
=: n∗ und n ≥ 3. Für n = 2 wäre n∗ =∞. Ist

W 1,2
0 (Ω) ↪→ L∞(Ω)

richtig? (Hinweis: Betrachten Sie Ω := B1(0) mit u(x) := log(1− log|x|).)

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet. Betrachten Sie für eine Konstante ρ ∈ R das
Funktional

u 7→ Jρ[u] :=
1

2

∫
Ω

|Du|2dx− ρ log

∫
Ω

eudx

auf W 1,2
0 (Ω).

a) Berechnen Sie die Euler-Langrange-Gleichung von Jρ.

b) Der Satz von Moser-Trudinger besagt: Es existiert eine Konstante c > 0 mit

J8π[u] ≥ −c für alle u ∈ W 1,2
0 (Ω).

Zeigen Sie, dass das Funktional Jρ für 0 < ρ < 8π koerziv ist und weisen Sie
die Existenz einer Funktion u ∈ W 1,2

0 (Ω) mit

Jρ[u] = inf
w∈W 1,2

0 (Ω)
Jρ[w]

nach.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Betrachten Sie auf R2 die Liouville-Gleichung

−∆u = eu.

Zeigen Sie: Falls u eine Lösung ist, ist die durch

ũ(x) := u(
x

|x|2
)− 2 log(|x|2)

definierte Funktion auch eine Lösung.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf jedes Lösungsblatt. Abgabe ist am Mittwoch,
06.07.2011 bis 8:15 Uhr.


