ANALYSIS II

Sommersemester 2002

Prof. Dr. E. Kuwert

Mathematisches Institut

Universitat Freiburg






Inhaltsverzeichnis

6 Konvergenz im R" und in Funktionenrdumen
1 R™ als normierter Vektorraum . . . . . . . . . . . .. ...
2 Funktionenrdume und Fourierrethen . . . . . . . . . . .. .. ... .. ....

7 Differentiation von Funktionen auf dem R"
1 Die Ableitungsbegriffe fiir Funktionen von mehreren Variablen . . . .. ...
2 Erste Anwendungen der Ableitung . . . . . .. .. ... ... .. ... ...
3 Variationsformeln und Kurvenintegrale . . . . . . . . . ... .. ... ... ..

8 Lokale Auflésung von Gleichungen
1 Diffeomorphismen . . . . . . . .. ..
2 Implizite Funktionen . . . . . . . . . .. . oo

9 Anfangswertprobleme fiir gewdhnliche Differentialgleichungen
1 Eindeutigkeit und Existenz der Lésung . . . . . . . . . .. ... ... ... ..
2 Separation der Variablen . . . . . . . . . ... ... ... oo
3 Lineare Differentialgleichungen . . . . . . . ... ... ... ... ...

10

27
27
40
o1

61
62
66






Kapitel 6

Konvergenz im R" und in
Funktionenriumen

In Analysis 1 wurden die Begriffe e-Umgebung, offene/abgeschlossene Menge, Haufungspunkt,
(Folgen-)Kompaktheit im R"™ bereits definiert. Nach dem griechischen Wort 7émos (Ort,
Platz, Stelle, Lage) wird diesbeziiglich von topologischen Eigenschaften gesprochen. Unse-
re Ubertragung der Definitionen von R auf R” beruhte darauf, dass die Euklidische Norm
anstelle des Absolutbetrags benutzt wurde.

Im ersten Abschnitt wiederholen und vertiefen wir die topologischen Begriffe, wobei wir
zunéchst einen beliebigen Vektorraum mit einer Norm betrachten, aber als Beispiel den R”
diskutieren. Das geometrische Konzept der Norm kann auf unendlichdimensionale Funktio-
nenrdume iibertragen werden. Im zweiten Abschnitt werden bekannte Beispiele aus dieser
Perspektive erneut betrachtet. Im Anschlufl behandeln wir auf dem gegebenen Hintergrund
die Konvergenz von Fourierreihen. Diese Reihen spielen sowohl in der Physik als auch in der
Informatik (Signalverarbeitung) eine grofie Rolle.

1 R" als normierter Vektorraum

Definition 1.1 (Norm) Sei X ein K-Vektorraum mit K = R oder K = C. FEine Funktion
| -1l : X — R heifst Norm, falls gilt:

lz|| > 0, Gleichheit = x =0.
IAz|| = |A|||z]] fir alle A e K,z € X.
lz+yll < |z|+]llyll fir alle x,y € X (Dreiecksungleichung).

Beispiel 1.1 Die Mazimumsnorm auf X = K" ist

Il lloo : K* =R, lzfloe = max |il.

Beispiel 1.2 Die 1-Norm auf X = K" ist

n
Il K =Rzl = il
i=1



Definition 1.2 (Skalarprodukt) Sei X ein K-Vektorraum mit K = R oder K = C. FEine
Abbildung (-, -) : X x X — K heif$t Skalarprodukt, falls gilt:

(x,y) = (y,z) (Symmetrie).
A+ py,z) = Mz, 2)+py,z) Y\peK z,y zeX (Bilinearitit).
(x,xy > 0, Gleichheit = x = 0. (Positivitit).

Im Fall K = C ist das Skalarprodukt im zweiten Eintrag konjugiert linear, denn

(T, Ay +pz) = (Ay+pz,z)
(y,2) + p (2, @)
(z,y) + 7 (z, 2).

A
A
Beispiel 1.3 Fiir z = (z1,... ,2n), w = (w1,... ,wy,) € C" ist das Standardskalarprodukt

gegeben durch

C"xC"—C, (zw)= Zziﬁi.

=1

Satz 1.1 Sei (--) : X x X — K ein Skalarprodukt auf dem K- Vektorraum X. Dann ist die
Funktion
X — R, 2] = V{z,2) > 0

eine Norm.

Zum Beweis benotigen wir

Satz 1.2 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz) Fir ein Skalarprodukt auf einem K-
Vektorraum X gilt die Ungleichung

(1.1) [z, )| < =l vl Va,y € X.

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn x,y linear abhdngig sind.

BEWEIS: In Schritt 1 beweisen wir die Ungleichung fiir £,n7 € X, welche die folgenden
Normierungsbedingungen erfiillen:

(1.2) lElf =1l =1 und  {&,n) € [0,00).

Die allgemeine Aussage folgt dann in Schritt 2 mittels Skalierung (Streckung). In Schritt 3
wird der Gleichheitsfall untersucht.

Schritt 1: Fir £,n € X mit (1.2) gilt

(1R + 12 = &, m) = (9, €)) = 5 i€ =P = .

N —

€Il = [ m| =

Schritt 2: Gilt die Ungleichung fiir £, € X, so auch fiir x = A{,y = un. Denn wir haben

[(, )| = (A, ml < (AL IEN Inll = Nl ][ Tyl



Es bleibt zu zeigen, dass jedes Paar z,y € X in der Form = = A,y = un geschrieben
werden kann, wobei &, die Normierung (1.2) erfiillen. Wir kénnen dazu 0.B.d.A. (z,y) # 0
annehmen. Mit v € C, |y| = 1, machen wir den Ansatz

z Y
=77 n= = gl =lnll =1,
] 1yl

und bestimmen 7 aus der Bedingung (£, ) > 0:

my) =)l
= S =Yl T Tl Tl

(z,y)
(2, y)|

v i=

Die gewiinschte Darstellung folgt nun mit A\ = ||z||/y und © = ||y||.

Schritt 3: Angenommen, fiir z,y € X gilt Gleichheit in (1.1). Ist (z,y) = ||z|/||ly|l = 0, so
folgt x = 0 oder y = 0 und z,y sind trivialerweise linear abhéngig. Andernfalls kénnen wir
&, n wie oben definieren. Die Gleichheit in (1.1) gilt dann auch fiir £, 7 und aus Schritt 1 folgt
& =n bzw.

r Yy
v m = m,
das heiflt die Vektoren z,y sind linear abhéingig. O
BEWEIS: von Satz 1.1
Wir zeigen nur die Dreiecksungleichung:
lz +yl* = lzl” +2Re(z,y) + Ily]*
< el® + 20z iyl + Nyl
< (el + llyl?.

Definition 1.3 Firp € [1,00) ist die p-Norm auf K" gegeben durch

n 1/p
Il K* —[0,00), |zl = (ZI%V’) :

i=1

Fiir p = 1 erhalten wir die oben definierte 1-Norm, fiir p = 2 die Euklidische Norm. Die
Normeigenschaft muss fiir || - Hp allerdings noch gezeigt werden, wobei die Schwierigkeit
wieder im Beweis der Dreiecksungleichung liegt.

Lemma 1.1 (Youngsche Ungleichung) Seien p,q € (1,00) mit 1/p+1/q = 1. Dann gilt

oyt
(1.3) zy < — + = fir alle z,y > 0.
p q

BEWEIS: Wir betrachten fiir festes y > 0 die Funktion

:[0,00) — R T
fil0,00) =R, f(z) St



f ist differenzierbar auf (0,00) mit f'(z) = 2P~! —y. Mit z¢ := yp_il folgt f'(z) > 0 fiir
x > o, f'(z) <0 fiir < xp; somit ist f fallend auf [0, 2] und wachsend auf [z, 00). Wir
erhalten fiir alle x > 0 (beachte 1% =q)

P
f@) > flan) = 22 +%q—a?oy:0.

Gleichheit kann nur eintreten, wenn x = xg bzw. P = y? ist. O

Das folgende Lemma enthélt als Spezialfall p = ¢ = 2 die Ungleichung von Cauchy-Schwarz
im K.

Satz 1.3 (Holdersche Ungleichung) Seien p,q € (1,00) mit 1/p+ 1/q = 1. Dann gilt
(1.4) (@, )| < llzll, [lyll, fir alle z,y € K.

BeEWEIS: 0.B.d.A. (z,y) # 0. Es reicht aus, die Ungleichung fiir ||z, = [ly[|, = 1 zu zeigen;
der allgemeine Fall folgt durch Skalierung. Nun gilt

n
e,y = 1> 'y
i=1

n
< > Y
i=1
" /1. 1 .
< Z <—|xl\p + = |yl\q) (Lemma 1.1)
i—1 \P q
I, o0 I,
N
L E
N——
=1 =1
= 1.

Satz 1.4 (Minkowski-Ungleichung) Seip € (1,00). Dann gilt
(1.5) [z +yll, < llll, + llyll, fir allez,y € K"

BEWEIS: oBdA z +y # 0 (sonst trivial). Durch Skalierung kénnen wir annehmen, dass
[z +yll, =1. Es gilt

lz+yll, = lz+yl

n

= Z |zi + yil?
i=1
n

D il s+ yalP "+ gl lzi + i)
=1

IN

p—1

((é\m\?)ﬂ(grwwﬁ) (Z\mmp)T

=1

IN

= llll, + 1yl



Bemerkung. Fiir p =00, ¢ = 1 (also formal % + % = 1) gilt ebenfalls

n n
oo < 3 bl ] < g ol 3 ol = e Dol
1= 1=

sowie die jeweiligen Dreiecksungleichungen.

Definition 1.4 Sei X ein Vektorraum mit Norm || - || und xo € X, r > 0. Die Menge
Br(xo) = {z € X : ||lz — wol| <1}

heif§t offene Kugel um xg mit Radius r.

Beispiel 1.4 Fir die Normen || - |5, || - ||y und || - || sehen die Einheitskugeln um den

Nullpunkt wie folgt aus:

o0

Definition 1.5 Sei || - || eine Norm auf dem Vektorraum X. Die Menge Q2 C X heifit offen
bzgl. || - ||, falls zu jedem x € Q ein € > 0 existiert mit B:(x) C Q.

Beispiel 1.5 Die Kugel B,(xq) ist offen im Sinn der Definition 1.5. Sei namlich x € B, (x¢)
gegeben. Wihle ¢ = r — ||z — zo|| > 0 und schliefe fir y € B.(x)
ly — zoll < lly — 2l + llz — zol| <&+ [lz — ol =7

Also ist B:(x) C By(x0), was zu zeigen war.

Satz 1.5 Fir die offenen Teilmengen eines normierten Raumes X gilt:

a) 0, X sind offen.

N
b) Q; offen firi=1,... , N = ﬂQZ offen (wobei N € N).

i=1
c) Qy offen fir N\ e A = U Q) offen (A beliebige Indexmenge).
AEA
BEWEIS:

a) klar.

b) Sei z € M, . Zuie {1,...,N} gibt es dann ein g; > 0 mit B.,(z) C Q. Setze
€ :=minj<;<y &; > 0 und erhalte B.(x) C Q; fiir alle i bzw. B.(z) C ﬂf\il Q;.
c) Sei x € [Uyep Q. Dann ist 2 € Q) fiir mindestens ein Ao € A, also gibt es ein € > 0
mit Be(z) C 2y, C Uyep O fiir geeignetes € > 0.
O
Achtung: Ein abz#ghlbarer Schnitt von offenen Mengen ist nicht notwendig offen, zum

Beispiel ist [,y (—2, £) = {0} nicht offen in R.

n’n

Ist © C X offen und z € €2, so heifit €2 offene Umgebung von z. Insbesondere wird die offene
Kugel B.(z) als e-Umgebung von x bezeichnet.



Lemma 1.2 In einem normierten Raum X ¢ibt es zu x,y € X mit x # y ein € > 0 mit
B.(x) N B:(y) = 0.

BEWEIS: Sei z € B:(z) N B:(y). Dann folgt ||z — y|| < ||l — z|| + ||z — z|| < 2e. Also ist die

Behauptung richtig fiir jedes € < ||z — y||/2. O
Definition 1.6 Sei X ein Vektorraum mit Norm || - ||. Die Folge (zx)ken von Punkten
xr € X konvergiert gegen x € X bzgl. || - ||, falls gilt:

|lxx — x| — 0 mit k — oo (Notation: xp — x oder limg_,oc xf = ).
Aquivalent dazu ist: Fiir alle e > 0 gibt es ein K € R mit xj, € Be(x) fiir alle k > K.

Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt, denn wire y # x ebenfalls Grenzwert von (xy), so
wahlen wir € > 0 wie in Lemma 1.2 und erhalten

xy, € Be(x) N Be(y) =0 fiir k hinreichend gro8,
ein Widerspruch.

Definition 1.7 Fine Teilmenge A eines normierten Raums X heifft abgeschlossen, wenn
folgende Implikation stets gilt:

r, €A, xp—>2x = 1x€A
Satz 1.6 Sei || - || eine Norm auf X. Fir M C X gilt:

M offen <  X\M abgeschlossen.

BEwEIs: Kapitel 1, Satz 5.6. O

Folgerung 1.1 Fiir die abgeschlossenen Teilmengen eines normierten Raums X gilt:
a) 0, X sind abgeschlossen.
b) A; abgeschlossen firi=1,...N = Ufil A; abgeschlossen (N € N).
c) Ay abgeschlossen fir A€ A = [ cp Ax abgeschlossen (A beliebige Indexmenge).

BEWEIS: Folgt aus Satz 1.5 und Satz 1.6. O

Definition 1.8 Sei || - || eine Norm auf X und M C X.

a) Die Menge der inneren Punkte von M ist

int M ={x € M:3e>0 mit B:(x) C M}.

b) Der Abschluss von M ist

M={x € X :VYe>0ist Bos(x) N M # 0}.



¢) Der Rand von M ist

OM ={z € X :VYe >0 ist B-(x) N M # 0 sowie B.(x) N (X\M) # 0}.

Beispiel 1.6 Uberlegen Sie, dass fir die offene Kugel B.(z) = {y € X : ||y — x| < r} gilt:

int B,(z) = By(x),
Br(z) = {yeX:|ly—z|<r}
OB, (x) = {yeX:|y—=z|=r}

Satz 1.7 Sei M Teilmenge des normierten Raums X.
(a) int M ist offen und es gilt die Implikation

Q offen , QCM = QCintM.

(b) M ist abgeschlossen, und es gilt die Implikation

A abgeschlossen ,AD> M = AD M.

(c) OM st abgeschlossen und es gilt OM = M \int M.
BEWEIS:

a) Sei x € int M, also B,(x) C M fiir ein r > 0. Fiir y € B,(z) gilt dann B.(y) C B,(x) C
M mit e =7 — ||y — z|| > 0, vgl. Beispiel 1.5. Es folgt B,(xz) C int M, also ist int M
offen. Sei nun Q@ C M offen. Zu x € Q gibt es ein € > 0 mit B.(z) C © C M und
folglich = € int M. Damit ist a) gezeigt.

b) Nach Definition gilt X\M = int (X\M). Nach a) und Satz 1.6 ist M abgeschlossen.
Ist andererseits A C X beliebige abgeschlossene Menge mit A D M, so ist X\ A offen
und X\A C X\M, also X\ A C int (X\M) nach a) und somit A D M. Dies beweist
b).

c¢) Nach Definition gilt 9M = M N (X\M), also ist 9M abgeschlossen nach b) und Folge-
rung 1.1. Ferner ist nach Definition X \int M = X\ M, folglich OM = M N(X\int M) =
M\int M.

O

M ist die disjunkte Vereinigung der Hiufungspunkte und der isolierten Punkte von M.
Definition 1.9 Die Menge der Hiufungspunkte von M ist

{r e X :Ve>0 ist# (B(x)N M) = o0}
Die Menge der isolierten Punkte von M ist

{zeM:3>0 mit B(z) N M = {z}}.

Genau dann ist x € X Hiufungspunkt von M, wenn es eine Folge von Punkten x; € M gibt
mit zp # x fiir alle k, so dass limg_., 1 = x, siche Kapitel 2, Lemma 5.6.



Definition 1.10 Seien (X, | - ||) und (Y, || - ||) normierte Riume und D C X. Die Abbildung
f:D =Y heift stetig in xg € D, falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir x € D
qgilt:

lz —zol| <& = [f(z) = f(zo)ll <e.

Definition 1.11 Die Funktion f: D — Y heifst Lipschitzstetig mit Konstante L > 0, falls
gilt:
If(@) = f@)|l < Lz —a||  fir alle x,2" € D.

Beispiel 1.7 Die Normfunktion f : X — R, f(z) = ||z| ist in jedem normierten Raum
Lipschitzstetig mit Konstante L = 1, denn aus der Dreiecksungleichung folgt
[f(2) = F@)] = |llz]| = ll2']]] < llz =2 fir alle z,2" € D.

Wir wollen nun zeigen, dass die eingefiihrten topologischen Begriffe wie Offenheit, Konver-
genz, Abgeschlossenheit und Stetigkeit im R™ bzw. in endlichdimensionalen Rdumen nicht
von der gewéhlten Norm abhingen. Die Normen sind also mdoglicherweise geometrisch ver-
schieden - sie haben zum Beispiel andere Isometriegruppen - aber die zugehérigen Topologien
sind stets gleich.

Definition 1.12 Zwei Normen || - ||, || - || auf X heiflen dquivalent, wenn es Konstanten
0< A< A< oo gibt mit
Mzl < llz|| < Allz||"  fir alle x € X.

Die Normen sind also jeweils gegeneinander abgeschétzt, und es gilt fiir die zugehérigen
Kugeln B, B’ bzgl. || - || bzw. |||

B;/A@:) C By(z) C Bql«/,\@)-

Als Konsequenz ist eine Teilmenge von X genau dann offen bzgl. || - ||, wenn sie offen
bzgl. || - ||' ist; analog natiirlich fiir die abgeschlossenen Mengen. Eine Folge ist genau dann
konvergent bzgl. || - ||, wenn sie bzgl. der #quivalenten Norm || - ||" konvergiert.

Satz 1.8 (Aquivalenz von Normen im R") Je zwei Normen || - ||| - |' auf R sind
dquivalent.

BEWEIS: Vorbemerkung. Durch ,dquivalent“ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
Normen gegeben. Insbesondere gilt die Transitivitét:

Mal” < llell < Alzll's pllzl” <zl < Mllz” = Aulle]” < [lzol] < AM |||,

Es reicht deshalb aus zu zeigen, dass jede Norm || - || d4quivalent zur Euklidischen Norm | - |
ist.
Schritt 1: Abschdtzung nach oben

Iz]| = [z'er+...+2"e|
< |zt |ler]| + ...+ |z"| len]]  (Definition Norm)
n 1/2 / 1/2
< (Z ||€i||2> (Z |SCZ\2> (Cauchy-Schwarz)
1=1 i=1

n 1/2
= Alz| mit A:= <Z||ei||2> .
=1

8



Schritt 2 Abschditzung nach unten
Die Funktion f : R™ — R, f(x) = ||z|| ist Lipschitzstetig bzgl. der Fuklidischen Norm, denn
nach Dreiecksungleichung und Schritt 1 ist

f(z) = f@)l = [z = Iyl < llz =yl < Alz —yl.

Die Sphire S"~! = {z € R" : |z| = 1} ist abgeschlossen und beschrinkt bzgl. | - |, also
kompakt bzgl. | - | (Heine-Borel, Satz 4.1. in Kapitel 2). Es gibt deshalb ein & € S"~! mit
f(§) = inf cgn—1 f(x) =: X (Kapitel 2, Satz 4.2), und es folgt A = [|£]| > 0. Also erhalten wir

x
x| = |x| HWH > Ax| fiir alle z € R™.
x
——
>\
O
Bemerkung. Die Aussage des Satzes gilt in jedem endlichdimensionalen R-Vektorraum V.
Wiéhle dazu eine Basis {v1, ... ,v,} mit zugehorigem Koordinatenisomorphismus
n
0:R" =V, pz) = levl
i=1
Sind ||v|], ||[v]|" Normen auf V', so erhalten wir auf R™ die induzierten Normen ||z||gn = ||()]|
bzw. ||z||g. = |l¢(x)|'; die Priifung der Normeigenschaften sei den Hérer/innen iiberlassen.
Jetzt wenden wir Satz 1.8 auf diese Normen || - [|gn, || - [|gs an.
Folgerung 1.2 Sei (X, | - ||) endlichdimensional. Dann gilt fir eine Folge (vk)ren und
reX:
|z —z|| =0 < klim (xg)i = x; fir allei=1,... n,
—00
wobet x1, ..., T, die Koordinaten bzgl. einer beliebigen Basis sind.

Definition 1.13 (Vollstéindigkeit) Ein normierter Raum (X, || - ||) heifst vollstindig bzw.
Banachraum, wenn jede Cauchyfolge (xx)ren in X gegen ein x € X konvergiert.

Folgerung 1.3 Jeder endlichdimensionale, normierte Raum (X, || - ||) ist vollstindig.

Definition 1.14 (Folgenkompaktheit) Sei || - || eine Norm auf X. Dann heifst K C X
kompakt, wenn gilt: jede Folge (wy)ren mit v € K hat eine Teilfolge (w1, )pen, die gegen ein
x € K konvergiert.

Satz 1.9 (Heine-Borel) Sei (X, || - ||) ein endlichdimensionaler, normierter Raum. Dann
gilt fir K C X:

K abgeschlossen und beschrinkt = K kompakt.

BEWwWEIS: Folgt mit Satz 1.8 aus Satz 4.1 in Kapitel 2. O

Bemerkung. Ist umgekehrt K C X kompakt, so auch abgeschlossen und beschrinkt; dies
folgt leicht und gilt sogar ohne die Voraussetzung ,, X endlichdimensional®.

Folgende Aussagen iiber Stetigkeit/kompakte Mengen sind oft niitzlich.



Satz 1.10 Sei f: (X,| - ||) — (Y, - ||) stetig und K C X kompakt. Dann gilt:
(1) M = f(K) ist kompakt.
(2) Ist f injektiv, so ist f=1: M — X stetig.

BEWEIS:

(1) Sei (yi) Folge in M, also yr = f(xx). Da K kompakt, gibt es eine Teilfolge mit
vy, — v € K. Da f stetig, folgt yr, = f(wx;) — f(x) € M.

(2) Angenommen, f~!ist in y = f(x) unstetig. Dann gibt es eine Folge yp = f(zx) — ¥,
aber ||z}, — || > ¢ fiir alle k. Da K kompakt, gibt es eine Teilfolge 25, — 2’ € K und es
gilt |2 —z|| > e. Da f stetig in 2/, gilt aber f(2') = lim; .o f(2x;) = y. Widerspruch
zu f injektiv. O

Satz 1.11 (Extrema) Fine stetige Funktion f : K — R auf einer kompakten Menge K C
(X, - 1), K #0, ist beschrinkt und nimmt ihr Infimum und Supremum an.

BeEwers: (vgl. Kapitel 2, Satz 4.2). O

Beispiel 1.8 Sei K C X kompakt. Dann gibt es zu g € X ein x € K mit
—_ = 1 f —_— = d‘ t K .
Il = oll = inf [ly — o]l = dist(zo, K)
Der Punkt xq ist in der Regel nicht eindeutig bestimmt. Sei zum Beispiel K = {x € R? :
|zl <1} und o = (2,0). Dann gilt
dist(zo, K) = 1 = ||(1,y) — @l ¥y € [-1,1].

Satz 1.12 Sei K C (X,|| - ||) kompakt. Dann ist jede Funktion f € C°(K) gleichmdfig
stetig.

BEWEIS: siehe Lemma 1.5, Kapitel 4. O

2 Funktionenriume und Fourierreihen

Wir beginnen damit, Beispiele von Funktionenriumen vorzustellen. Als erstes betrachten wir
den Raum
B(D)={f:D — R: fist beschrinkt} (D C R").

Auf B(D) haben wir die Supremumsnorm || f||, = sup,cp |f(x)| (Kapitel 4, Lemma 1.3).
Lemma 2.1 (B(D),|| - |p)ist ein Banachraum.
BEWEIS: Sei (fi)ren Cauchyfolge in B(D). Zu & > 0 gibt es ein K(¢) € R mit
k1> K(e)=|fk — fillp <e.
Das bedeutet

(2.6) k0> K(e) = |fu(z) — filr)| <e fiir jedes z € D.

10



Die Folge ( fr (ac)) ren ist also Cauchyfolge in R und konvergiert. Wir definieren
f:D—R, fx)= lm filx)

Indem wir in (2.6) | — oo gehen lassen, folgt

(2.7) k> K(e) = |fu(x) — f(z)] <e fiir jedes x € D.

Wiéhlen wir insbesondere ¢ := 1, so folgt fiir £ > K(1) und alle x € D

[f@)] < [fe(@)] + [frlz) = F@)] < [ frllp + 1.

Damit ist f € B(D) und nach (2.7) gilt || fx — f||p, — 0 mit k£ — oo. O

Bemerkung. Lemma 2.1 gilt einschliellich Beweis analog fiir Funktionen mit Werten in R™
oder in C.

Lemma 2.2 Sei X ein Untervektorraum des Banachraums (Y, || - ||). Ist X CY abgeschlos-
sen, so ist (X,|| - ||) ebenfalls ein Banachraum.

BEWEIS: Sei (xp)ken Cauchyfolge in X. Dann ist (z3) Cauchyfolge in Y und nach Voraus-
setzung gilt x;x — y € Y. Da X abgeschlossen, ist y € X. O

Satz 2.1 (Vollstindigkeit von C°(D)) Sei D C R™ kompakt. Dann ist C°(D), versehen
mit der Supremumsnorm, ein Banachraum.

BewEis: Nach Satz 4.2 in Kapitel 2 ist jedes f € C°(D) beschrinkt und somit C°(D) C B(D)
ein Untervektorraum. Aber nach Kapitel 5, Satz 2.2 ist C°(D) abgeschlossen in B(D), das
heifit es gilt

fr € COD), f € B(D), [|Ify = flp =0 = feCD).
Die Behauptung folgt aus Lemma 2.1 und Lemma 2.2. O
Bemerkung. Analog wieder fiir f € C°(D,R™) bzw. f € C°(D,C).

Beispiel 2.1 Sei D = [0,1]. Die Menge B1(0) = {f € C°(D) : |fllp < 1} C C°D) ist
abgeschlossen und beschrinkt, aber nicht kompakt. Betrachte dazu fi, € B1(0) mit

1—kzxr 0<z<1/k,
nmz{ /
0 sonst.

Angenommen, es gibt eine Teilfolge (fi,)jen und f € CY(D) mit | fr; = fll, — 0. Dann gilt

ﬂ@zhmﬁﬁw={1xza

J—o0 0 O0<z<1,

ein Widerspruch.

In Verallgemeinerung der C°-Norm koénnen die C™-Normen definiert werden, die hohere
Ableitungen der Funktion mit einbeziehen.
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Satz 2.2 Sei I C R ein kompaktes Intervall. Dann ist fiirm € Ny der Raum C™(I), versehen
mit der Norm

ey = D 17N,
j=0

ein Banachraum.

BEWEIS: Wir zeigen die Behauptung fiir m = 1, der allgemeine Fall ist &hnlich. Sei (fi)ren

eine Cauchyfolge bzgl. || - [|c1()- Dann gilt nach Satz 2.1

fe— feC(D) bagl || - |, fo —9€C°(I) bagl | - |-
Nach Kapitel 5, Satz 2.4, folgt f € C'(I) und f’ = g, also sogar fr — f bzgl. || - lerry. O
Beispiel 2.2 Auf C'(I) sind die Normen || - lcoqy =1 - [l und || - |lc1(ry nicht dquivalent.

Betrachte zum Beispiel
1
fe:[0,71] = R, fr(z) = Esink‘x und f:[0,7] = R, f(x) =0 fir alle z.
Dann gilt || fx — fllcoy = £ — 0 mit k — oo, aber

1
||fk: — f||01(]) = ka - fHI + ”fllc - f/HI = E + 1.

Wir kommen jetzt zu Normen, die durch Integrale definiert sind.

Satz 2.3 Sei I = [a,b] C R kompaktes Intervall. Dann ist

11, = (/|f|ﬁ)ﬁ fiir p € [1,00)
I

eine Norm auf C°(I).
BewEls: Klar ist, dass || f[[, > 0 und [[Af[|, = [A| [ f]],,-

a) |fl,=0 = f=0.
Sei f € C°(I) mit |f(z0)| # 0. Dann gibt es ein € > 0 und ein § > 0 mit

|[f(z)| >e furxzeln(xo—0,x0+9),

sieche Lemma 2.1 in Kapitel 2. Aus der Monotonie des Integrals (Satz 1.6 in Kapitel 4)

folgt
1/p 1/p
(/f|p) 2(/ 5,9) > |10 (w0 — 6,20 + 8)[/7 > 0.
I IN(zo—6,z0+9)

b) If +gll, < ||f||p +|lgll, (Dreiecksungleichung)
Diese soll in Ubungsaufgabe 2, Serie 2 bewiesen werden.
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Beispiel 2.3 Sei wie in Beispiel 2.1

1
fk(x):{l—k‘x 0<a<i

0 sonst,

und sei f(x):=0 fir alle x € I. Dann gilt

% 1
!ﬂﬂ1=é‘@i§
<1

Konvergenz bzgl. || - ||; impliziert Konvergenz bzgl. || - ||, siehe Satz 1.4 in Kapitel 4. Aber

nicht umgekehrt, wie das Beispiel zeigt.

Beispiel 2.4 Der Raum (C°(I),] - ||,) ist kein Banachraum. Sei z. B. I = [—1,1] und
.. 1
-1 fir —1<z< T
fux) = 1 fir § <x<1
kx  sonst.
-1 firz<0
flz) = )
1 firxz>0
Es gilt f € R(I) sowie
1/k
/V nl= [ f-fj<; -0
“1/k <1/k

Es folgt fir k,1 > 4/¢
2
Ife = filly < M fe = flli+I1f = fillh < + ;<&

h. (fx) ist || - ||, — Cauchyfolge. Angenommen, es gibt fe ) mit fr — f bagl. | - Il;-
Dann folgt _ ~
1f = flly < IIf = felly + [1fx = flly = O

Dies ist nur méglich, wenn f(x) = f(x) fiir alle x # 0. Widerspruch, da f im Nullpunkt
nicht stetig ergdnzt werden kann.

Auch Satz 2.2 und Satz 2.3 gelten analog fiir Funktionen mit Werten in R™ oder in C.

Wir kommen jetzt zu den Fourierreihen, d. h. zu Reihen der Form

oo
a
=24 Z(an cosnx + by sinnz) mit ay,b, € C.
2
n=1
Ist = ein Zeitparameter, so entspricht jeder Summand einer reinen Schwingung mit Periode
27 /n. Die Partialsummen ag/2 + Z,]Ll(an cosnx + by sinnz) mit N € Ny heilen trigono-
metrische Polynome und kénnen als (endliche) Uberlagerungen dieser reinen Schwingungen
betrachtet werden.
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Fourier 1822: " Jede willkiirlich gegebene, 2m-periodische Funktion l&sst sich durch
eine trigonometrische Reihe ausdriicken.”

Definition 2.1 FEine Funktion f: R — C heifit 2w-periodisch, falls gilt:
flx+2m) = f(x) fir alle x € R.

Jede 2m-periodische Funktion entspricht einer Funktion auf dem Einheitskreis:

Der Begriff , willkiirlich“in der Behauptung von Fourier ist historisch zu verstehen. Eine Funk-
tion im damaligen Sinn ist durch einen analytischen Ausdruck definiert. Demnach bezeichnet
Fourier Funktionen, deren Definition zum Beispiel eine Fallunterscheidung im Definitionsbe-
reich erfordert — also bzgl. der z-Variablen — als willkiirlich. Wir werden das Problem der
Entwicklung in eine trigonometrische Reihe, wie oben von Fourier formuliert, in der folgenden
Klasse von Funktionen behandeln:

(2.8) X ={f:R— C: fist 2r — periodisch und stiickweise stetig}.

Das Problem weist eine enge Analogie zu der geometrischen/algebraischen Aufgabe auf, einen
symmetrischen (selbstadjungierten) Endomorphismus eines unitéren oder Euklidischen Vek-
torraums zu diagonalisieren. Dies wollen wir nun herausarbeiten.

Lemma 2.3 Seien f,g,h € X und

(2.9) (f.9)= [ f3

Dann gelten folgende Aussagen:
(a) (f,9) =9, 1),
(b) Af +pg; h) = X[, h) + ulg, h) VA, peC,
(c) (f,f)=0.
Gleichheit in (c) gilt genau dann, wenn die Menge {x € [—m,w| : f(x) # 0} endlich ist.

BEWEIS: Die Aussagen (a), (b) und (c) folgen aus der Linearitét und Monotonie des Integrals.
Die Diskussion der Gleichheit in (c) ergibt sich aus Satz 2.3. O

Man tiberpriift leicht, dass die Ungleichung von Cauchy-Schwarz und die Dreiecksungleichung
fiir die zugehorige Seminorm

(2.10) i1, = ([ 17) v

gelten. In den meisten der folgenden Uberlegungen spielt es keine Rolle, dass || - ||, nicht
strikt positiv definit ist. Wir interessieren uns nun fiir die zweite Ableitung, die wir als eine
lineare Abbildung

(2.11) A:X — X, Af=f"

14



auffassen konnen, wobei X = X N C*®(R,C) der Unterraum der glatten, 2m-periodischen
Funktionen ist. Die zweite Ableitung ist zwar schon fiir f € C?(R,C) definiert, aber die-
ser Raum wird durch f ~— f” nicht in sich abgebildet, sondern nur in C%(R,C). Durch
Einschrinkung auf die C°°-Funktionen erhalten wir dagegen den Endomorphismus A.

Lemma 2.4 Fir f,g € X gilt

(2.12) (Af,g) = (f,Ag) (A symmetrisch),
(2.13) (Af, fYy < 0 (A negativ semidefinit).

BEWEIS: Wir berechnen mit partieller Integration

N
= [f'9l, - e

= [f’y—fa/]“,ﬁ/_ /g’
= [f'g-r17]" .+ {f. Ag).

Da die beteiligten Funktionen und ihre Ableitungen 2m-periodisch sind, heben sich die Rand-
werte bei © = 7w und bei x = —7 gegenseitig weg, und (2.12) folgt. AuBerdem ergibt sich mit
= f

N e T
N—— -7
=0
O
Es folgen nun Konsequenzen fiir die Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren — iiblicher-
weise spricht man von Eigenfunktionen — der linearen Abbildung A.

Lemma 2.5 Die Eigenwerte von A sind genau die Zahlen {—n? : n € Ng}. Die zugehérigen
Figenrdume besitzen die Basis {un,vn} fir n > 1 und {up} fiir n =0, wobei

1 T .

up(z) = ﬁcosm:, vn(a:)—ﬁsmnm (n e N),
1

up(r) = ——

Nor3

In der gewdihlten Normierung bilden {ug,u1,v1,uz,ve, ...} ein Orthonormalsystem, das heifst
es gilt

<Un7um> - <'Unavm> - 5nm7 <un7vm> =0.
BEWEIS: Sei Af = Af. Aus Lemma 2.4 folgt
MIFIS = A f) = (Af, ) <0,
#0

also A € (—00,0]. Wir setzen w := v/—X >0 = A = —w?. Dann gilt f” + w?f = 0 und nach
Kapitel 3.3 folgt f(x) = acoswz + bsinwz fiir geeignete a,b € C. Da f 2m-periodisch ist,

muss w = n € Ny sein und somit gilt A = —n?.
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Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten A1, Ao sind orthogonal, denn

(A1 = X2)(f1, f2) = (Mfi, f2) — (f1, Aaf2) (da Ao € R)
——

£0
= (Af1, f2) = (fi,Af2)
= 0 (nach (2.12)).
SchlieBlich ist leicht nachzurechnen, dass (u,,v,) = 0 und ||u, ||, = ||vn]ly = 1. O

Alternativ kann folgendes ON-System gewéhlt werden, das sich durch einen Basiswechsel in
den zweidimensionalen Eugenrédumen, die von uy,, v, aufgespannt werden, ergibt:

1 1 .
2.14 wy, = —(uy+iv,)=—¢€e"" (neN),
.14 i +it) = =" (neN)
1 1 ;
Wy = —(up—1tv,)= e "™ (neN),
\/5( ) V21 ( )
1
wy = Uy =-—F7F7—

Vor
Man rechnet leicht nach, dass (wy,w;) = 0y fir k,1 € Z. Der Vorteil dieses ON-Sytems ist,
dass die Funktionen schon Eigenfunktionen der ersten Ableitung

D:)?H)?,Df:f/

sind, und zwar gilt Dwy, = ikwy. Dagegen sind die {uy,,v,} nur Eigenfunktionen von D? =
A. Das System der {u,,v,} hat andererseits den Vorteil, dass die Funktionen eine Paritét
besitzen: w, ist gerade, u,(—z) = u,(x), und v, ist ungerade, v,(—z) = —v,(x).

Sei V' der von den Eigenfunktionen {ug, u1,v1, ...} erzeugte Raum, also der Raum der trigo-
nometrischen Polynome. Dann ist V' C X ein echter Unterraum von X (Ubungsaufgabe 5,
Serie 3), das heiit die Eigenfunktionen von A bilden keine Basis von X. Wir konnen aber
hoffen, dass sich Funktionen in X oder sogar in dem groéfleren Raum X durch trigonome-
trische Polynome approximieren lassen. Die einleitende Frage von Fourier lautet also nun
préziser:

Laft sich jede 2m-periodische, stiickweise stetige Funktion f durch eine Folge von
trigonometrischen Polynomen approximieren, und zwar bzgl. || - [|;7 Mit anderen
Worten: ist V dicht in X bzgl. || - ||,, das heifit gilt V' = X?

Zur Approximation einer gegebenen Funktion f ist eine geeignete Folge von trigonometrischen
Polynomen zu konstruieren. Hierzu gibt es einen natiirlichen Ansatz.

Definition 2.2 Die Fourierkoeffizienten einer 2mw-periodischen, stickweise stetigen Funktion
f sind die Zahlen

1 s
(2.15) a, = — f(z)cosnzdx (n € Np),
™ —T
1 (7 .
by = — f(z)sinnzdx (n € N).
™ —T

Die Reihe ag/2+ ), _,(ay cosnz + by, sinnx) mit ay, by, aus (2.15) heifft Fourierreihe von f.
Die Partialsumme Py f = Zgil(an cos nx + by sinnx) heifit N-tes Fourierpolynom von f.
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Beispiel 2.5 Wir betrachten als Rechenbeispiel die 2mw-periodische Funktion f mit

1 fir0<z<m
flx)=9-1 fir —7m<z<0.

0 fir x = —m,0, .

Die Funktion ist ungerade, deshalb gilt a, = 0 fiir n € Ng. Wir berechnen fiirn € N

0 ™
(/ (—1)sinnz dz —i—/ 1 sinnz d:v)
—T 0
(o] + [Fhen])
— cosnx + | ——cosnx
n -7 n 0

(1 - (~1)").

Die Fourierreihe der betrachteten Rechteckfunktion lautet also

by =

s Nlm 2
>1|N’

I 4 i sin(2j + D

T 27+1

Dabei bedeutet ~ nur, dass f die berechneten Fourierkoeffizienten hat; von der Konvergenz der
Reihe ist noch gar nicht die Rede. Die berechnete Reihe ist jedenfalls nicht absolut konvergent,
denn es gilt Z?io 1/(2§ + 1) = +oo. Sie kann auch nicht gleichmdfig konvergieren, denn
sonst mifte die Grenzfunktion stetig sein nach Satz 2.2 in Kapitel 5; das ist aber nicht der

Fall.

Oft ist es einfacher, mit der Basis aus (2.14) zu rechnen. Wir definieren die zugehorigen

Fourierkoeffizienten durch

I ,
(2.16) k= oo (x)e *dx (k€ 7).
™ —T

Aus der Eulerschen Formel e = cosx + isinz ergibt sich folgende Umrechnungstabelle:

an = Cptcop, bp=i(cp —c_p),
1 1
(2.17) cn = =(an—1by), c—p==(an+1iby), co= @,
2 2 2
1 1
lenl* +lenl® = 5 (lanl* + [bal*),  2]col* = 3 |aol*
Daraus folgt
N einx + e—in:(; einx _ e—ina}
Pyvf = co+ nz_:l <(cn + c_n)f +i(en — C_n)T)
N . .
= ¢+ Z(cne’m +cpe ™), bzw.
n=1
N .
(218)  Pnf = Y €™  mit ¢ aus (2.16).
=N
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Welche Bewandtnis hat nun die Definition der Fourierkoeffizienten, d.h. warum ist gerade
die Fourierreihe der richtige Ansatz zur Approximation? Betrachte dazu die aufsteigende
Sequenz

00 N
(2.19) V=[] VwmitpcViclhc..., wobei Vy={ ) e’ :¢,€C}.
N=0 k=—N

Lemma 2.6 (Orthogonalititsrelationen) Sei f 27-periodisch und stiickweise stetig mit
Fourierpolynom Py f = Z,{L_N cr €%, wgl. (2.18). Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Pnf ist die Orthogonalprojektion von f auf Vn: f—Pnf LV und Py f ist der einzige
Punkt g€ Vy mit f —q L Vy.

(2) 1PN SI3 = 2m 20 lexl
(3) IIf = Pnfll5 = IIF1I3 — 1 Pn £1I3-
(4) |f = Pnfll2 < ||f — qll2 fir alle ¢ € VN, mit Gleichheit nur fir ¢ = Py f.

BEWEIS: Sei {wy, : k € Z} das Orthonormalsystem aus (2.14). Wir berechnen mit (2.16)

1 ™ . . .
(f, wi)wy, = o ( fx)e ke dx) ek — cpethe.
—T
Nach Definition des Fourierpolynoms folgt
N
(2:20) Pyf= Y (fiwp)u,
k=—N

Hieraus ergibt sich (1), denn fiir jedes | € {—N,... , N} gilt

N

(f = Pnfown) = (fyw) = Y (fwp) {wy,wr) = 0.

k=—N
=01

Fiir einen beliebigen Punkt ¢ € Viy mit f —q L Vy ist Pyf—qg= (Pnf—f)+(f —q) L Vn,
und andererseits Pyf — g € Vy, also Pyf — g = 0. Als néchstes berechnen wir mit (2.20)
und (2.14)

N N
IPvfIPP = <Z (f,wr)wg, Y <f,wl>wz>

k=—N k=—N
N

= (fswi) (fs wi) (we, wr)

k,l:Z—N ’ l \_kv_l’

=6kt

N
= > [{fiwn)l?
k=N

N
= 21 > el
k=—N
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Nun ist (f — Py f, Pnf — q) = 0 fiir ¢ € Vv nach (1) und somit
If =alls=If = Pxf+Pxf—alls = If = Pxflls + 1P f = dlls.
Hieraus folgt (4), und mit ¢ = 0 ergibt sich auch (3). O

Satz 2.4 (Besselsche Ungleichung) Fir die Fourierkoeffizienten ¢,  einer 2m-
periodischen, stickweise stetigen Funktion f gilt

o0
2 Y lel < I/13,
k=—0o0
mit Gleichheit genau dann, wenn limy_. ||f — Pn fll2 = 0.
BEWEIS: Aus (1) und (2) in Lemma 2.6 folgt mit N — oo

IfI3 =27 Y leel* = lim ||f = Pyfl5 > 0.

k=—00

O

Proposition 2.1 Sei V der Abschluss von V im Raum X der 2m-periodischen, stiickweise
stetigen Funktionen bzgl. || - ||, das heifst

(2.21) V={feX:3q €V mit|f—ql,— 0}
Dann ist V abgeschlossen bzgl. || - ||, und es gilt

[V & lim |If - Pyfly=0.

BEWEIS: Die Abgeschlossenheit von V gilt nach Satz 1.7. Sei nun f € V, also || f — qxlly — 0
fir eine Folge ¢ € V. Dann ist ¢, € Vi, fiir ein N € Ny. Nach (2) und (3) in Lemma 2.6
ist || f — Pn fl|2 monoton fallend, und Aussage (4) liefert

Jim ([ = Picflly < I = Paflly < IF = ailly = 0 mit k— oo,

Die umgekehrte Implikation ist trivial. O

Satz 2.5 (Entwicklungssatz: Vollstindigkeit der Eigenfunktionen) Ist f stickweise
stetig und 2m-periodisch, so konvergiert die Fourierreihe von f im quadratischen Mittel gegen
[, das heifst es gilt | f — Pnf|ly — 0 mit N — oo.

Mit anderen Worten: V ist dicht in X bzgl. || - ||, das heifit V = X. Wir stellen den Beweis
von Satz 2.5 noch etwas zuriick.

Folgerung 2.1 (Parsevalsche Gleichung) Seien f,g : R — C stiickweise stetig und 2m-
periodisch, mit Fourierkoeffizienten cy,dy € C fir k € Z. Dann gilt:

@) I3 =20 Y lel

k=—00
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k=—o0

BEWEIS: Aussage (1) ergibt sich aus Satz 2.5 und Satz 2.4. Mit Cauchy-Schwarz schliefen
wir weiter

(Pnf,Png) — (f,9)] = KPnf—f,Png)+(f,Png—9)
< |[Pnf = fllz IPngllz+Ifll2 [[Png — gll2
—————— —— —_————

—0 <llgll2 —0

— 0 mit N — oo.

Da (et i) = 27 (wy,, w;) = 27wdy, folgt

N N N
2 Y cpdy = < > e > Clem> = (Pnf,Png) — ([, 9)-
k=N k=N I=—N

Beispiel 2.6 Sei f(z) = x fir —m < x < w. Die Funktion ist ungerade (wenn wir f(mw) =
f(m) = 0 setzen, was die Fourierkoeffizienten nicht berihrt), folglich ist a, = 0 fir alle
n € No. Mit partieller Integration erhalten wir firn € N

1 iy
b, = —/ rsinx dx
m —TT
1 T cosnrlm 1 [™ cosnx
_ L[y 1 "
T n - m) . n
—_——
=0
2
= (=1L
2(-1)

Die Fourierreihe ist demnach 2 (sin a:—l—% sin 2m—|—% sin3z+...). Mit den Umrechnungsformeln
(2.17) folgt hier

) ’a |2 [e%S) [e's) 1
0
%r§:|%2=w< 2-+§Xmﬁ+wM%)=4w§:ﬁu
n=1

k=—o00 n=1

Andererseits gilt

4 2
1915 = [ a*do=2n

—T

Die Funktion f ist stiickweise stetig. Somit ist die Parsevalsche Gleichung (Folgerung 2.1)
anwendbar und es ergibt sich die hiibsche Formel

o0

1 2
>

n=1
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Der Beweis des Satzes 2.5 erfordert etwas Vorarbeit. Wir beginnen mit der Diskussion der
punktweisen Konvergenz der Fourierreihe, welche auch fiir sich betrachtet interessant ist.
Dazu schreiben wir das Fourierpolynom an der Stelle z = 0 wie folgt:

N N
" 1 —ikx
(2.22) Pyf(0)= ) e = _ﬁf(:c)% D e da
k=—N k=—N
:DN(QZ)

N
1 ,
Lemma 2.7 Fir die Funktion Dy(z) = o g e gilt:
T
k=—N

(1) J* Dn(z)dz =1.
(2) Dy(x) = %(COSNJL’ + cotx/2 sin Nz) fir x ¢ 2nZ.

Bewels: Fiir die konstante Funktion f(x) = 1 gilt Py f = f wegen f € V. Aus (2.22) folgt

dann
i

Dy (z)dzx.

—Tr

1= f(0) = Pnf(0) =

Fiir (2) verwenden wir die geometrische Summenformel und im letzten Schritt das Additi-
onstheorem der Sinusfunktion mit &« = Nz und § = x/2:

N 2N
Z e—zkz 6—1Na7 Z ezkx
k=—N k=0
i(2N+1)x
_ e—iNxe ( Jo — 1
e —1

G(N+3)e _ —i(N+3)a

elr/2 _ p—iz/2
sin(N + )z
3 x
sin §

T
= cosNx+cot§ sin Nx.

O

Nach Definition existieren fiir Funktionen f € X, also stiickweise stetige Funktionen, die
rechts- und linksseitigen Grenzwerte

[+ (z0) = xlirgo f(z), f-(x0) = xli/rgo f(z).

Definition 2.3 Die stiickweise stetige Funktion f : R — C heifit an der Stelle xg € R
einseitig differenzierbar, wenn die folgenden links- und rechtsseitigen Ableitungen existieren:

oy — T JE) = fe@o) o f(@) — f-(20)
=g, e PRI T
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Satz 2.6 (Dirichlet) Sei Py f das Fourierpolynom der 2mw-periodischen, stiickweise stetigen
Funktion f: R — C. Falls f an der Stelle g € R einseitig differenzierbar ist, so gilt

_ Jr(xo) + f- (o)
5 .

i P

BEWEIS: Wir behandeln zunichst den Fall g = 0. Jede Funktion kann als Summe einer
geraden und einer ungeraden Funktion geschrieben werden, und zwar gilt

f(@) + f(-2) | f(2) = f(-2)
2 + 2 '

J/

fz) =

v~

gerade ungerade

Ist f ungerade, so gilt a,, = 0 fiir alle n € Ny, also ist das Fourierpolynom auch eine ungerade
Funktion. Damit schliefen wir

f+(0) + f-(0)

Pnf(0)=0= 5

fiir alle N € Ny,
und die Behauptung ist an der Stelle xy = 0 bewiesen.

Sei nun f gerade. Dann existiert sogar der Grenzwert lim,_,¢ f(z) und wir kénnen nach evtl.
Abénderung des Funktionswerts bei g = 0 annehmen, dass f(0) = lim,_.o f(z); beachten
Sie, dass der Wert f(0) in die Behauptung des Satzes nicht eingeht. Mit Lemma 2.7 berechnen
wir

Puf0) =50 = [ " (F(@) — £(0)) Dy () de

—T

= %/ﬂ g(x) cosNxdan% /7r h(z) sin Nz dz,
- — . -
wobei
glz): = % (f(z) = £(0))
h(z): = {% (f(z) = f(0))cot § ¢ 2nZ
0 T € 277,

Die Funktionen g und h sind stiickweise stetig und 27-periodisch. Fiir g ist das klar, fiir A
folgt es aus

(F(z) — £(0)) cot & = L&) = F(0) 2/2 cos /2

2 x sinz/2

— f4(0) fiir z \, 0 bzw. = /0.

N =

Damit sind die Zahlen Ay, By Fourierkoeffizienten der stiickweise stetigen Funktionen g € X
bzw. h € X. Mit der Besselschen Ungleichung, Satz 2.4, folgt nun

e¢] e¢]
Z |Ay|? < 00, sowie Z |By|? < o0,
N=0 N=0
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und das Nullfolgenkriterium liefert limy_ oo Ay = limy_o By = 0. Damit ist auch fiir
gerade Funktionen f die Aussage an der Stelle 2y = 0 bewiesen.

Sei schlieBlich o € R beliebig. Die Funktion f(z) = f(zo + ) hat die Fourierkoeffizienten

1 i )
ck = o T+ z0)e " dg

5 | fasa)
1 T+T0o )

= — F(t)e"#E=70) g (Substitution xo + = = t)
27 ) rta
eik:zo ™ )

= 5 f(t)e~*tdt (Linearitit des Integrals, Periodizitit)

—T

= "¢ (¢ = Fourierkoeffizient von f).

Es folgt
Pyf(zo) = Y e = )" G = Pnf(0).
k=—N k=—N
Damit erhalten wir die Behauptung auch an der Stelle xg, und der Satz ist bewiesen. O

Beispiel 2.7 Wir berechnen die Fourierreihe der Sdgezahnfunktion f(z) = |z| fir |x| < w.
Da f gerade ist, folgt b, = 0 fiir alle n € N. Weiter gilt ag = % Jo |zl de =7, und firn >1

T

2
an, = —/xcosnmdx
T
0
2 [msinac]7r 1/”_
= — —— sin x dx
T n o nJo
| S ——
=0
= o [cos nz] ()
2
= —((-1)" -1
(-1 =1)

Die Sagezahnfunktion ist tiberall einseitig differenzierbar und stetig. Der Satz von Dirichlet
ergibt somit fiir alle x € [—7, | die Reihendarstellung

s 4OOC082]—|—1
-G - Ay
2 7 (25 +1)2

Zum Beispz'el ?Olgt an d@? Stelle r = 0
R E 1+ i + i +
=0 2] + 1 32 52 T

Damit die Fourierreihe von f nicht nur punktweise, sondern gleichméflig konvergiert, sind an
die Regularitéit der Funktion f zusétzliche Bedingungen zu stellen, vgl. auch Beispiel 2.5.
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Satz 2.7 Die 2n-periodische Funktion f : R — C sei stetig und stiickweise C', d. h. es gibt
eine Unterteilung —m =29 < 21 < ... < xzjy=m, so dass f][xj717mj] stetig differenzierbar ist.
Dann konvergiert die Fourierreihe von f gleichmdf$ig gegen f.

BEWEIS: Es reicht aus zu zeigen, dass die Fourierreihe gleichméfig konvergiert. Als Grenz-
funktion kommt dann nédmlich nur f in Frage, denn fiir jedes x € R gilt limy_,oo Py f(x) =
f(x) nach Satz 2.6. Nach dem Majorantenkriterium (Ubungsaufgabe 2, Serie 2) folgt die

gleichméBige Konvergenz einer Funktionenreihe > "72 __ fi von 2m-periodischen Funktionen
ikx

—o0
aus der Bedingung Y% || fxll[—xx < oo. Im Fall der Fourierreihe ist fi.(x) := cxe’™® und

folglich || fi|/[—xx] = |c&|- Es ist also nur zu zeigen, dass Y 2 |ex| < oo.

Sei g die 2w-periodische, stiickweise stetige Funktion mit

fl(x) fallsz € (xj_1,2;) firj=1,...,J
g(z) =
0 sonst.

Um die Fourierkoeffizienten von f abzuschéitzen, integrieren wir auf den Teilintervallen par-
tiell und erhalten

1 I (% .
. = — f(z)e ™ dx
27rj:1 2j_1
J . x J .
1 (N 1 Tt g
= %Z[f(x)ge Z‘”] = B f(x)Ee T dx
7j=1 xj—1 j=1"%j 1
=0
,L' s
= ~3% g(z)dx
i
= ——d
X k>

wobei dj, die Fourierkoeffizienten von g € X bezeichnet. Es folgt fiir & # 0

1 1/1 )
—— < Z .
|ck| %] |di| < 5 <l<:2 + [di| )

Die linke Reihe ), 201 /k? konvergiert nach einer Anwendung des Integralvergleichskrite-
riums, siehe Kapitel 5, Beispiel 1.5. Die rechte Reihe Y 2% |dx|? konvergiert wegen der

Besselschen Ungleichung, Satz 2.4. Damit ist Y .- |ck| < oo, was zu zeigen war. O

—0o0

Zum Beweis des Entwicklungssatzes fehlt jetzt nur noch das folgende Approximationsresultat:

Lemma 2.8 Jede 2m-periodische, stickweise stetige Funktion f kann bzgl. || - ||y durch steti-
ge, stiickweise lineare, 2m-periodische Funktionen gy approximiert werden, d. h. ||f—ggll2 — 0
mit k — oo.

BEWEIS: Sei zunéchst f eine Treppenfunktion, d.h. es gibt eine Unterteilung —m = zg <
< ay =mmit flg, . = ¢ € Cfirj=1,...,J. Sei § > 0. Wir ersetzen die
Funktion f auf der Umgebung (x; — d,2; + 6) jeder Sprungstelle durch die lineare Funktion,
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die zwischen den Werten von f an den Stellen x; £ ¢ interpoliert. Dazu definieren wir die
linearen Hilfsfunktionen
x — (z; —0)

20 '
Es gilt A\j(z; —0) =0, A\j(z; +J) =1und 0 < \j(z) <1 fiir z € (z; — J,2; + ). Nun setzen
wir fiir z € [—m, 7]

)‘j : [I‘j *5,563' +(5] — R, )\](ZE) =

f5(z) = {(1 — A(z)) ¢ + )\j(l‘) cj+1 firze (xj — 0, xj + 8)
f(x) sonst,

wobei ¢ := ¢y und ¢j41 := ¢, so dass fs(m) = fs(—m). Fiir 6 > 0 hinreichend klein haben
wir

(i — 6, xi+0)N(z; —0,z; +0) =0 fird,je€{0,...,J} mit ¢ # j,
so dass fs wohldefiniert ist und 2m-periodisch auf R fortgesetzt werden kann. Nun gilt fiir
x € (xj — 6,x; + 0) nach Konstruktion

|f(x) — fs(2)] max{|c; — f5(2)], |cj41 — fo(z)|}
= max{|A;(@)(c; — ¢j1)], [(1 = Aj(@))(¢j — ¢j1)[}
< lej — ¢l

IN

Daraus folgt

n

e zj-i,-é n
/ |ffa\2=Z/ 1f = f512 <26 lej — ¢j41]* — 0 mit § — 0.
—T le :Ej—(; le

Sei schliellich f € X beliebig, das heifit es gibt eine Unterteilung —m =20 < ... < zy=m
und stetige Funktionen f; : I; = [xj_1,2;] — C mit f = f; auf (z;_1,x;). Nach Satz 1.5 in
Kapitel 4 existieren Treppenfunktionen g; : I; — C mit ||f; — g;|l;;, < e. Definiere nun auf
[—7, 7] die Treppenfunktion

o(z) = {gj($) f{uﬁ T € (xj,l,xj?
f(x) firz=2;,0<7<J.

Es gilt dann | f — g||_ -y < & und somit

/ If — gl <2me® -0 mite— 0.

-7
d

Der Beweis von Satz 2.5 ergibt sich aus Satz 2.7 und Lemma 2.8 wie folgt: Sei V' der Raum
der trigonometrischen Polynome, und V sein Abschluss in X bzgl. || - ||, vgl. Proposition
2.1. Nach Satz 2.7 werden die 2m-periodischen, stetigen und stiickweise linearen Funktionen
bzgl. || - ||[—x,x, also erst recht bzgl. || - |[[2, durch ihre Fourierreihe approximiert, liegen
also in V. Aber nach Lemma 2.8 ist jede Funktion in X durch solche stiickweise linearen
Funktionen approximierbar. Da V abgeschlossen bzgl. || - ||, folgt V = X.
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Ausblick: Sei L? der Raum der Folgen ¢ = (c¢j,)pez mit

1/2
lelly = (%Zm?) < 0.

kEZ

Dieser Raum ist ein Banachraum, also vollstéindig (Ubungsaufgabe 5, Serie 2). Durch die
Fourierreihe wird jeder 2m-periodischen, stiickweise stetigen Funktion f ein Element von
L? zugeordnet, namlich die Folge der Fourierkoeffizienten. Die Fourierreihe liefert also eine

Abbildung

1 g .
F:X L% f— ( f(x)e ke dm)
2m J x kEZ

Nach der Parsevalschen Gleichung, Satz 2.1, gilt

IFHll2 =112,

das heifit die Abbildung F ist isometrisch bzgl. der jeweiligen Normen || - [|2. Im wesentlichen
ist die Funktion f € X durch die Folge F(f) vollstéindig kodiert: fiir zwei Funktionen f,g € X
mit F(f) = F(g) folgt ||F(f —g)|l2 = 0, also stimmen sie an allen mit Ausnahme von endlich
vielen Punkten iiberein. Offen bleibt die Frage, ob jeder Folge (c)rez umgekehrt auch eine
Funktion entspricht. Der zugehorige Funktionenraum miifite bzgl. || - ||2 vollstidndig sein;
dies trifft auf X nicht zu. Oft wird der Entwicklungssatz im etwas gréfleren Raum der 27-
periodischen, Riemann-integrierbaren Funktionen gezeigt, was sich aus unseren Resultaten
ohne groflie Miihe folgern ldsst. Aber auch dieser Raum erweist sich als nicht vollstéindig
bzgl. || - ||2. Der Raum, fiir den die obige Abbildung ein Isomorphismus wird, ist der Raum
der der quadratintegrierbaren Funktionen nach Lebesgue. Ihn werden wir in Analysis III
kennenlernen.
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Kapitel 7

Differentiation von Funktionen auf
dem R"

1 Die Ableitungsbegriffe fiir Funktionen von mehreren Varia-
blen

Bislang haben wir Funktionen betrachtet, die von einer reellen Variablen abhéingen. Der Fall
von Funktionen mit Werten in R™ konnte dabei gut mitbehandelt werden; nur gelegentlich
— etwa beim Zwischenwertsatz und beim Schrankensatz - war Vorsicht geboten. Wir wollen
nun Funktionen betrachten und differenzieren, die auf einer offenen Menge 2 C R” definiert
sind und somit von n Variablen z,... ,z, abhingen. Hierfiir gibt es diverse Beispiele.

Beispiel 1.1 Ein Flichenstiick kann durch seine Hohenfunktion f:Q — R, x3 = f(x1,z2),
iiber einem ebenen Grundgebiet Q C R? definiert werden.

Beispiel 1.2 Das elektrische Feld einer Kugelladung ¢ € R im Nullpunkt wird beschrieben
durch .
f:Q=R3\{0} - R?, f(z) = qW7 wobei |z| = (22 + a3 + 22)1/2.
x

Beispiel 1.3 Betrachte die komplexe Funktion
f:C—C, f(z) =
Mit z = 21 +ixe, f = f1 +1i f2 folgt die reelle Darstellung
f:R? = R?, f(x1,29) = (e®! cosxp, €™ sinxs).

Beispiel 1.4 FEine Beobachtungsgrifie y mdoge von einem Parameter x abhdngen. Es seien
N > 2 Messdaten (xg,yx), 1 < k < N, gegeben. Es werde die Hypothese zugrunde gelegt, dass
die Abhdngigkeit affin linear ist, d. h. y = ax+b mit zu bestimmenden a,b. Um bestmdgliche
Werte zu bestimmen, wird oft die Methode der kleinsten Quadrate benutzt: a und b werden
so bestimmt, dass die Funktion

N
Z (axp +b— yk
k=1
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minimal wird (sogenannte Ausgleichsgerade). Analog kénnen Ausgleichspolynome hoherer
Ordnung betrachtet werden.

Beispiel 1.5 Eine Parametrisierung der Sphire S* = {z € R3 : |z| = 1} ist wie folgt
gegeben:
f:(0,7) x (0,2m) — S C R3, f(¥9,p) = (sin® cos ¢, sin ¥ sin @, cos ) € R3.
—_——

=QCR?

Eine Funktion mehrerer Variablen kann zu einer Funktion nur einer der Variablen gemacht
werden, indem die iibrigen Verdnderlichen als feste Parameter aufgefasst werden. Wir begin-
nen damit, diesen Ansatz zu untersuchen.

Definition 1.1 Sei Q C R" offen und f : Q@ — R™. Die partielle Ableitung von f nach x;
(der i-ten Koordinate) an der Stelle x € Q ist der Grenzwert (falls existent)

0,f(x) = lim flz+te;) — f(fﬂ)'

t—0 t

Andere Bezeichnungen sind g—i(x) und D; f(xg).

Die partielle Ableitung 0, f(x) ist die gewohnliche Ableitung an der Stelle ¢t = 0 € R der
reellen Funktion
(_6a 6) - Rma l— f(l' + tei)?

bzw. alternativ die gewohnliche Ableitung an der Stelle z; € R der reellen Funktion
(1131' - 63562' + 5) - Rma g — f(xla cee 7xi—17€ax’i+la CIEIRS 7-7377,)'

Die partielle Ableitung kann also mittels der Differentiationsregeln fiir Funktionen einer reel-
len Variablen berechnet werden, indem die {ibrigen Variablen als Konstante aufgefasst werden.

Beispiel 1.6 Sei g: (0,00) — R stetig differenzierbar und
fiRN{0} =R, flz) =g(r) mitr(z)=|z|.

Dann gilt fiir x # 0

0if(x) = ¢(r) (22 +...+22)?)
- g’(r)%(x%—i—...—i—x%)*%%ri, also
(L.1) af(x) = (=

Die Funktion 0;f : Q — R™, x — 0;f(x) kann erneut nach einer Variablen x; partiell
differenziert werden, vgl Definition 1.2. In diesem Beispiel erhalten wir, wenn g zweimal
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stetig differenzierbar ist,
/ /
o@n@ = o(1) e+ o0
/ I /
_ (g (r)> &xﬁg?(f) 5

r r

g'(r)r =g () ziz;  g'(r) s

— > " . ij, also
x;ri  g(r TiT;
(1.2) 90, f(x) = g¢"(r) T2J+¥(5ij— =)

Der Operator A = Y7, 97 heifit Laplaceoperator, die Losungen von Af = 0 harmonische
Funktionen. Die rotationssymmetrischen harmonischen Funktionen kénnen wir ausrechnen:

0% Af(x) = g"(r) + "L

g (r) =" (g ().

Diese Gleichung hat die Losungen, mit Integrationskonstanten a,b € R,

ar®™™4+0b firn >3
g(r) = )
alogr+b firn=2.

Als Anwendung der partiellen Ableitung behandeln wir parameterabhéngige Integrale.

Lemma 1.1 Seien I = [«, (], J = [a,b] kompakte Intervalle und f € C°(I x J). Dann ist
die Funktion

b
pilafl =R plt)= [ flto)ds
wohldefiniert und stetig.

BEWEIS: Fiir jedes t € I ist f(t,-) € C°(J), also integrierbar nach Satz 1.5 in Kapitel 4.
Nach Satz 1.11 in Kapitel 6 ist f gleichmé&Big stetig auf I x J, das heifit es gilt

we(d) = sup \f(t,z) — f(t',2)] = 0 mit é— 0.
|(t,x)— (' ,a")[<é

Es folgt

b
ﬂ®—¢%ﬂ==\/(ﬂmw—ﬂmwnml

< |J| Suglf(t,fc) — f(to, )|
xre
< | wp(ft—to]) = 0 mit t — to.

O

Satz 1.1 Sei f € C°(I x J) nach t € I partiell differenzierbar und 0;f : I x J — R stetig.
Dann ist die Funktion ¢(t) = ff f(t,x) dx stetig differenzierbar und es gilt

d [ b
d@za/f@mwz/@ﬂmmm
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BEWEIS: Da 0;f gleichmifig stetig, gilt (siehe oben)

wos(8) = sup  |3f(tx) — Bf(ta')] — 0 mit 5 \,0.
[(t,z)—(t )| <6

Wir berechnen

’ (t+h /@ftwdx

b
_ ’%/ (F(t +hy2) — f(t.2) — hOuf(t,2)) da

t+h
((%f(T, x) — O f(t, x)) dr dx

< |J| wa,r(|h]) = 0 mit h — 0.

O

Beispiel 1.7 Sei ¢(t) ft —a? dx)? fir t > 0. Wir wollen das uneigentliche Integral
limy_,o0 ¢(t) berechnen. Es gilt

t
) = 26_t2/ e d
0

1
= 2t / e~V dy (Substitution x = ty)
0

= /1 2te=(1+9°) gy
’ 1 =14yt
= - / O W
d 1 o—(1+y?)t?
(Satz 1.1) = E(_/o Tdegi)

=1)(t)

Es folgt ¢(t) = ¥ (t) + ¢ mit einer Konstanten c. Finsetzen von t = 0 liefert

1

dy s
=¢(0) —9(0) = = arctanl = —,

also ¢(t) = (t) + 5. Aber es gilt

1 dy
o 1442

(1) < et

und damit ergibt sich das Resultat

/ e dg = ﬁ
0 2

Eine zweite niitzliche Anwendung ist die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge in
Mehrfachintegralen.
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Satz 1.2 (Kleiner Fubini) Seien I = [, 5], J = [a,b] kompakte Intervalle. Dann gilt fiir

FeCYIx )
/j </abf(t,:c)d:c> dt:/ab (/jf(t,:v)dt) d.

BEWEIS: Wir setzen
t b
ot = | < / f(m)dx) dr,

o) = /;(/;f(f,x)m) da.

Nach Hauptsatz ist ¢'(t) = ff f(t,z)dr, wihrend nach Satz 1.1 und Hauptsatz auch

W'(t) :/ab% (/atf(T,.%‘)dT> dx:/abf(t,x)dac.

Da ferner ¢(a)) = 0 = ¢(«), folgt ¢(t) = (t) fiir alle ¢t und mit ¢ = § die Behauptung. O
Wie schon festgestellt, konnen partielle Ableitungen iteriert werden.

Definition 1.2 Sei 2 C R” offen und f : Q — R™. Die partiellen Ableitungen der Ordnung
k > 1 sind induktiv definiert durch

8i18i2 .. 6zkf = 6i1(8i2 .. 0zkf) (ij € {1,. .. ,n})

Wir bezeichnen mit C*(,R™) den R-Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen auf Q2 mit Werten in R™, das heifst

CF(Q,R™) = {f: alle partiellen Ableitungen 0;, . .. O, f fiir 0 < j <k sind definiert
und stetig auf Q}.

Satz 1.3 (Symmetrie der 2. Ableitung, H. A. Schwarz) Sei ) C R" offen. Fiir f €
C%*(Q) und 1 <i,j <n gilt 5,0, f = 9;0; f.

BEWEIS: Wir betrachten die Differenzenquotienten
1 :
fo(x) = Z(f(a: +tej) — f(z)) wobei t # 0.
Nach Definition gilt
R . s 0t
(1.3) 0,0 f (x) = lim (1im 970} f (x)).

Das Problem besteht darin, die beiden Grenzwerte zu vertauschen. Der Differenzenquotient
vertauscht mit der partiellen Ableitung:

0.0/(x) = L (01(x +1e)) ~ 0,1() = Ouf ().

Wir verwenden nun den Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Ist g nach x; partiell diffe-
renzierbar, so gilt fiir ein o € [0, 1]:

07 g(x) = 0ig(x + ase;).
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Wir wenden das nacheinander an auf g = 8} fund auf g = 0, f:

8288ff(x) = Gl(aff)(x +ase;) (a=a(s,t) €0,1])
(1.4) = 9(0:f)(z + ase;)
= 0;,(0if)(x + ase; + fte;) (B = B(s,t) €[0,1]).

Da 0;(0;f) nach Voraussetzung stetig in z, folgt aus (1.3) und (1.4) die Behauptung.
O

Folgerung 1.1 Fiir eine Funktion f € C*(Q, R™) vertauschen die partiellen Ableitungen bis
zur Ordnung k, d. h.

81‘0(1) ...aic(k>f = @1 8Zkf Vo € S(k)

Beweis: Nach Satz 1.3 konnen benachbarte Operatoren 0;,d; vertauscht werden. Durch
diese Vertauschungen wird die symmetrische Gruppe erzeugt. O

Eine geringfiigige Verallgemeinerung der partiellen Ableitung ist die Richtungsableitung.

Definition 1.3 Sei 2 C R” offen und f : Q@ — R™. Fir x € Q und v € R™ heifit der
Grenzwert

Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung v. Dies ist die gewohnliche Ableitung
der Funktion t — f(x + tv) an der Stelle t = 0.

Beispiel 1.8 Die Richtungsableitung von r(x) = |z| im Punkt x € R™\{0} in Richtung
veR"™ st

d
Opr(x) = %]a:+tv| lt=0
d
= L )2
d, 1 2\1/2
= (27 + 26z, v) + o) lio

1 _
= S(aP) 2o 0)

Fiir die mehrdimensionale Differentialrechnung ist der Begriff der partiellen Ableitung allein
nicht ausreichend. Zwei entscheidende Méngel sind:

e Die Existenz der partiellen Ableitungen 01 f, ... ,0nf im Punkt x € R™ impliziert nicht
die Stetigkeit von f im Punkt z.

e Es gilt keine Version der Kettenregel. Sei z. B. ¢: (—e,e) — R"” mit ¢(0) = z € R™.
Die Existenz der partiellen Ableitungen 01 f,...,0,f im Punkt x impliziert nicht die
Differenzierbarkeit der Verkettung f o ¢ an der Stelle ¢ = 0.
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Beispiel 1.9 Sei Q = R? und

) = xzﬁyy2 (z,y) #0
fe.y) {o (,y) = (0,0).

Dann gilt
f(,0) — £(0,0)

Aber firv=(§,n) mit £ #0, n#0 gilt

Die Funktion f ist nicht stetig im Nullpunkt.

Die Definition der partiellen Ableitungen hingt von der Wahl der Koordinaten (fiir uns meist
die Standardbasis) ab. Es wire denkbar, dass dies Ursache des Problems ist, und dass sich
die Missstéinde beheben lassen, indem man die Existenz aller Richtungsableitungen fordert.
Das ist aber nicht so:

Beispiel 1.10 Sei wieder auf ) = R?

20 (z,y) # (0,0)
x,y) =1 Tty
fz-9) {0 (2,9) = (0,0).

Dann existieren im Punkt (0,0) alle Richtungsableitungen, denn fir v = (&,n) # 0 ist

267 [2P/E £#0
nt 0 £=0.

Dennoch ist die Funktion im Nullpunkt unstetig: fiir c(t) = (at?,t) mit o € R\{0} gilt

20 fiirt 40
Fle®) = {8 " ffdr ti 0.

Definition 1.4 Sei Q C R" offen, und f : Q@ — R™. Die lineare Abbildung A € L(R™,R™)
heifst Ableitung von f im Punkt o (Notation: Df(xo) = A), falls gilt:

(15) L 1@) ~ (flo) + Al — 20)

=0.
z—10 |z — x|

In Satz 1.4 unten wird gezeigt, dass es hichstens ein A € L(R™, R™) mit (1.5) gibt. Wenn
es ein solches A g¢ibt, so heifit f differenzierbar im Punkt xg.

Die Aussage ,Df(xg) = A“ bedeutet, dass sich die Funktion f(z) fir x — x¢ in erster
Ordnung wie die affinlineare Funktion = +— f(z¢) + A(z — x¢) verhélt. Mit der Substitution
h = x — x¢ 148t sich das dquivalent auch so formulieren:

(1.6) R(h) := f(zo+h) — (f(zo) + AR) = lim B(h) _ 0.
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Beispiel 1.11 Sei b: R" x R® — R symmetrische Bilinearform und
R —R, f(x)=>bx,x).

Fiir xg € R™ ist dann D f(xz) = 2b(xq,-) € L(R™,R), das heifst
Df(xo)v = 2b(xg,v) (veR").

Denn es gilt

f(zo+h) — (]](}jo) + 2b(xo, h)) _ % (b(xo + h,z0 + h) — b(xo, z0) — b(wo, h) — b(h, LU()))
_ ﬁb(h, h) — 0 mith— 0,

da [b(h, h)| = |ZZ]':1 bijhihj‘ < ‘h‘2223‘:1 |bij"

Beispiel 1.12 Die Funktion f : I = (a,b) — R™ habe in xo € I die Ableitung f'(zo) € R™
(im Sinne von Analysis 1). Wir setzen

A:R—=R™ Ah= f'(zo)h.
Dann folgt fiir h #0

|[f(z0 + ) — (f(x0) + AR)| _ | flao +h) — f(a0)
|l h

— f(z0)| = 0 mith—0,

Also ist f differenzierbar im Sinne von Definition 1.4 mit Ableitung D f(x¢) = A.

Beispiel 1.13 Ist f : Q@ — R™ Einschrinkung der linearen Abbildung A € L(R™,R™) auf
Q C R7,
f:Q—=R™ f(z)=Ax (QCR"),

so ist f in allen x € Q differenzierbar mit Ableitung D f(z9) = A.

Satz 1.4 (Berechnung der Ableitung) Die Funktion f :Q — R™ habe im Punkt xy € Q
die Ableitung A € L(R™,R™). Dann gilt:

(1) Av = 0,f(xo) (Richtungsableitung) fir alle v € R™.

(2) Beziiglich der Standardbasen von R™ und R™ hat A die Matrizdarstellung
(Jacobimatriz)

O fi(zo) .. ... Onfi(zo)
(95 fi(0)) = | | e R™™,
O Fn(@0) e orr Onf(a0)

Insbesondere ist A durch (1.5) eindeutig bestimmit.
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BEWEIS: Sei v € R", 0BdA v # 0. Mit h = tv folgt aus (1.6)

f(xo + tv) — f(x0) v+ f(@o + tv) — (f(z0) + A(tv))
t t
R(tv)
t
— Av mit ¢t — 0.

= Av+

Damit ist (1) gezeigt. Fiir (2) wihle v := e; und erhalte aus (1) und Lemma 1.1 in Kapitel 3

Df(xzo)ej = 8f(wo) = Y _ 9 fi(zo)es.
=1
O

Definition 1.5 Sei Q C R” offen, und f : Q@ — R in zog C Q differenzierbar. Der Gradient
von [ in xo (bzgl. des Standardskalarprodukts (-, -)) ist der Vektor

grad f(zo) = (01f(w0), ... ,0nf(20)) € R".
Der Gradient ist charakterisiert durch die Figenschaft

D f(xo)v = (grad f(zo),v) fir alle v e R™.
Beispiel 1.14 Der Gradient von f(z) = g(r) mit r(z) = |z| ist

grad f(x) = g/(r)£ (vgl. Beispiel 1.6).
r

Beispiel 1.15 Sei b : R" x R" — R symmetrische Bilinearform, und B € L(R"™,R™) der
darstellende Endomorphismus bzgl. des Standardskalarprodukts

b(z,y) = (Bz,y) fir alle x,y € R".
Sei f:R" =R, f(x)=0b(x,z). Dann gilt
grad f(x) = 2Bx  fiir alle x € R"™.
Denn nach Beispiel 1.11 gilt fir alle v € R"
(grad f(z),v) = Df(z)v = 2b(z,v) = (2Bz,v).

Satz 1.5 (Komponentenweise Differentiation) Die Funktion f : Q — R™ ist ge-
nau dann in xro € 0 differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen f; : Q — R™,
1=1,...,m, differenzierbar sind.

Bewers: Wir kénnen von vornherein annehmen, dass die partiellen Ableitungen a;; =
0 fi(xo) fir i = 1,...,m,j = 1,...,n existieren, denn das ist nach Satz 1.4 in beiden
Richtungen gegeben. Dann ist mit Satz 1.4 die Funktion f genau dann differenzierbar in xg,
wenn gilt

lim i f(xo + h) — (f(l‘()) + Z Z aijhjei) =0.

h—0 ‘h| : -
=1 j=1
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Entsprechend sind alle f; genau dann in z( differenzierbar, wenn

1
}llli%yh‘ fi(xo + h) — fZ x —i—ZaU =0firallei=1,...,m

Die Behauptung folgt nun aus der Aquivalenz von Konvergenz und komponentenweiser Kon-
vergenz im R™. O

Es wéire miihselig, die Differenzierbarkeit von Funktionen stets anhand der Definition zu
priffen. Wie oben erklért, reicht die Existenz der partiellen Ableitungen nicht aus. Der
folgende Satz liefert das fehlende, hinreichende Kriterium.

Satz 1.6 (stetig partiell differenzierbar = differenzierbar) Sei Q@ C R" offen. Die
Funktion f : Q — R™ sei in allen x € Q nach x1,... ,x, partiell differenzierbar. Sind die
Ableitungen 0;f : 0 — R™ in xo € Q stetig, so ist f in xg differenzierbar.

BeEwers: Wir kénnen m = 1 annehmen (Folgerung 1.5). Kandidatin fiir die Ableitung ist
(vgl. Satz 1.4)

A:R" >R, Ah =) 0pf(xo)hi
k=1
Sei 2 = zg + Zle hie; fir 1 < k < n. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
gilt
flzr) = f(zr—1) = f(wp—1 + hrer) — f(wp-1) = O f(Th—1 + sphrer) hi
mit s € [0, 1] geeignet. Es folgt

ﬁ |f(zo +h) = (f(z0) + Ah)| = % 1> (F(@r) = f(xro1) — O f (xo)h)|
k=1

L5 @00+ sen) - s
k=1

— 0 mit h — 0.

O

Wir wollen nun zeigen, dass der eingefiihrte Begriff der Differenzierbarkeit die dargestellten
Nachteile der partiellen Ableitung nicht hat.

Satz 1.7 (Differenzierbarkeit = Stetigkeit) Ist f : Q@ — R™ differenzierbar in xy € Q C
R"™, so ist f auch stetig in xg.

BEwEIs: Sei Df(zo) = A € L(R",R™) und R(h) = f(xo + h) — (f(z0) + Ah). Fiir z # xo
gilt
[f(z) = flzo)l = [f(zo+2—z0) — f(z0)]
= |A(x —x0) + R(x — z0)|
[R(z — xo)|
|z — o

— 0 mit z — xo.

(Kap. 2, (2.2)) < JAllx — 20| + ——— |z — x|
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Wir kommen jetzt zu den Differentiationsregeln.

Satz 1.8 (Kettenregel) Seien U C R, V. C R™ offen und U Ty 2 Re. Es sei f
differenzierbar in xo € U, g differenzierbar in yo = f(xg) € V. Dann ist g o f differenzierbar
in xg € U und es gilt

D(go f)(zo) = Dg(f(z0)) D f (o).

Bemerkung. Fir die zugehorigen Jacobimatrizen bedeutet das

(ML) = (Gve): (GEe)

~~

pxXn pXm mxn
bzw. elementweise
0 ( 89% f k

BEWEIS: Wir setzen D f(zg) = A, Dg(yo) = B und
Rp(&) = f(zo+&) — (f(zo) + AE),
Ry(m) = g(yo+n) — (9(vo) + Bn).

Kandidatin fiir die Ableitung von g o f bei xg ist BA. Wir bilden die entsprechende Rest-
funktion fiir £ # 0

R (0 )
L §( ot €) ((fxw+BM0
(Def. Ry.yo = flay)) = %(gw+Aauw@)—mmw4MQ
(€
(Def. Ry(n) = é&mm+3mo+%@@ym@w—&%)
RO R(©)
F E

Zu zeigen ist, dass mit £ — 0 die rechte Seite gegen Null geht. Es gilt

B¢ (§)]
€l

Wir wollen II mit ()| erweitern. Um den Fall 7(£) = 0 mitzubehandeln, definieren wir

Mm:p&mww fir 1 # 0

II| < |B| — 0 mnach Vor. und Def. von Ry.

0 fiir n = 0.

Da Dg(yo) = B, ist €4 nach Definition von R, stetig im Punkt n = 0. Beachte nun

wma&+&wm0m+@éﬁm
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Es folgt aus der Definition von ¢,

n(§)] [R¢ (€] .
11} = 59(77(5))— < 69(77(5)) |A| + — 0 mit & — 0.
’5‘ T( <Cons|f’ >

O

Beispiel 1.16 (Kettenregel fiir Kurven) Sei ¢ : I = (a,b) — Q C R" differenzierbar
inty €I, und f : Q — R differenzierbar in xo = c(tg). Dann ist foc: I — R in &
differenzierbar und es gilt

(fo¢)(to) = Df(zo) ¢ (to) = (grad f(xo), ¢ (to))-

Falls f(c(t)) konstant (Hohenlinie), so gilt grad f(zo) L ¢ (to).

Beispiel 1.17 (Parameterdifferentiation) Sei f € C(I x J), I x J = [a, 8] x [a,b],
nach t € I stetig partiell differenzierbar, also %—{ € C°I x J). Sind z1,73 : |a, ] — (a,b)

differenzierbar, so gilt

x2(t) ' oot
% w: [t x)de = [f(t,2i(t)) x;(t)]ﬁ_/x Dof

Denn die Funktion
Y
61 (@) x (@b) =R oltay) = [ fle.e)ds

ist stetig partiell differenzierbar nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (bzgl. x
und y) und nach Satz 1.1 zur Parameterableitung (bzgl. t). Nach Satz 1.6 ist ¢ differenzierbar
und die Kettenregel ergibt

d z2(t) d
dt/ o [V = geltait)()
0 o , 0 /
= a—(f(t,th) + a—i( L)X+ (?_ZJ( . )h,
i= 22(1) 9
= [f(tm()ht)]) = + /x » a—‘:(t,x)dx.

AuBler der Kettenregel sind natiirlich auch die anderen bekannten Ableitungsregeln erneut zu
beweisen.

Satz 1.9 (Ableitungsregeln) Sei Q C R™ offen und zo € Q. Die Funktionen f,g : Q —
R™ seien in xqg differenzierbar. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Fira,BeR ist af +PBg: Q— R™ in xg differenzierbar und es gilt

D(af + pg)(zo) = aD f(xo) + BDg(xo)-
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(2) Sind f,g reellwertig (also m = 1), so ist fg:Q — R in xg € Q differenzierbar und

D(fg) (o) = Df(xo)g(xo)+ f(xo) Dg(xo), bzw.
grad (fg)(zo) = grad f(zo) g(zo) + f(w0) grad g(zo).

(3) Sind f, g reellwertig und ist g(xo) # 0, so ist f/g in xqg differenzierbar und es gilt

f _ Df(x0) g(wo) — f(w0) Dg(wo)
p(7) = 9(w0)?

BEWEIS: Setze Df(xo) = A, Dg(xo) = B, sowie
Ry(h) = f(zo+h) — (f(z0) + A(h)), Ry(h) = g(wo + h) — (9(z0) + Bh).

Mit den entsprechend definierten Restfunktionen priifen wir jeweils die Definition von Ablei-

tung.

(1)

Rapipg(h)  (af +Bg)(xo+h) — ((af + Bg)(x0) + (A + 3B)h)
| o 1]
. flwo+h)— (f(fb“o) + Ah) g(zo+h) — (g(a:o) + Bh)
- B 4 7|

— 0 mit h — 0.

(2) Ubungsaufgaben
(3) oBdA f =1 (sonst schreibe 5 =f- é und verwende die Produktregel (2)).

Ryy(h) = é(x[ﬁ—h)— G(xo)—ﬁlo)ﬁh)
_ 1 2o) — ol g(zo + h)
= ———————(g(z0) — g( o+h)+7g(x0) Bh)

g(zo + h)g(zo)
_ L ((9(“”) _1> Bh—Rg(h)>

~ g(wo+ h)g(xo) g(zo)
Es folgt
Ry, (1) | oot h) Ry (1)
W= ol T Mgl || o) 1““* A

—0 —0

Die rechte Seite geht gegen Null mit A — 0, da g stetig in g (Satz 1.7) und g(zo) # 0.
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2 Erste Anwendungen der Ableitung

Ein sehr hiufig auftretendes Problem in der Analysis ist es, Informationen iiber die Ableitung
in Eigenschaften der Funktion zu {ibersetzen. Fiir Funktionen einer Variablen stehen hierzu
zwei Argumente zur Verfligung.

a) der Mittelwertsatz (siehe Kapitel 3.2):
fx1) = f(zo) = f'(€)(x1 — w0)  ([z0,21] C R),
b) der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (siehe Kapitel 4.2):

fan) = fan) = [ F@)de (0.0 € R).

Vergleich der Vor-/Nachteile:
e Der Mittelwertsatz verlangt nur, dass f differenzierbar ist. Der Hauptsatz braucht

f € C! bzw. f stiickweise C!.

e Der Mittelwertsatz gilt so nicht fiir vektorwertige Funktionen (die komponentenweise
Anwendung ergibt unterschiedliche Zwischenstellen £). Beim Hauptsatz ist f vektor-
wertig zuléssig.

o Die Zwischenstelle £ im Mittelwertsatz hangt in unkontrollierbarer Weise von xg, z;
und f ab.

Wie kann man diese Werkzeuge nun fiir Funktionen mehrerer Variabler f : & — R mit
Q) C R" einsetzen? Die einfache Antwort heiffit: indem man f lings Kurven

v:lab] = Q, y=7()
auswertet.
Lemma 2.1 Seiy: [ = [a,b] — Q stetig und stiickweise C1, d. h. es gibt eine Unterteilung

a=ty<ti <...<ty=0b, so dass 7\[tj_17tj] stetig differenzierbar ist fir j =1,... ,N. Dann
gilt fiir jede Funktion f € C1(Q,R™)

b
(2.1) FO®) — £ (@) = / Df(+(1)(8) d.

BewEIS: f ist differenzierbar nach Satz 1.6. Ist v € C1([a, b], R"), so folgt aus Kettenregel
und Hauptsatz

b b d
[ prao)y©d= [ 5 r6) it = F60) - F().

a a

Ist f nur stiickweise C!, so folgt durch Anwendung auf jedem Teilintervall

N
f(v(®) = f(v(a) = Zf(V(tj)) — f(7(tj-1))
= > [ i)



Dabei ist +' stiickweise stetig (an den Unterteilungspunkten nicht notwendig definiert). O

Definition 2.1 Fine Menge M C R" heifit wegweise zusammenhdngend, falls es zu je zwei
Punkten xo, x1 € M eine stetige Kurve ¢ : [0,1] — M C R™ gibt mit ¢(0) = xg, c(1) = z1.

Lemma 2.2 Sei @ C R" offen und wegqweise zusammenhdngend. Dann gibt es eine steti-
ge, stickweise affin-lineare Abbildung ~y : [0,1] — Q, d.h. einen Polygonzug, mit v(0) =
Z0, 7(1) = 1.

BewEIS: Sei ¢ € CY([0,1],€) mit ¢(0) = 2o und ¢(1) = 21 gegeben. Betrachte die Zerlegung
t; =1i/N fir i =0,... ,N des Intervalls [0, 1], und definiere einen Polygonzug ~ : [0, 1] — R"”
mit y(t;) = c(¢;) fiir alle ¢ durch

t; —1 t—t;
W) = et +—

c(t; fir ¢t € [t;_1,1;].
ti—tia1 t; —ti—1 (Z) [l 15 1]

Dann folgt fir ¢ € [t;—1,t;] die Abschitzung

t—1ti—1

() — et = I e() — eftioa)
) i—1
< sup |c(t) —e(s)] — 0 mit N — oo,
[t—s|<1/N

da c gleichméBig stetig auf [0, 1]. Nun ist ¢([0, 1]) kompakt und somit dist(¢([0, 1]), R™\2) > 0.
Daraus folgt fiir N hinreichend grof8 v(t) € 2 fir alle ¢ € [0, 1]. O

Satz 2.1 (Konstanzsatz) Sei Q2 C R” offen und wegqweise zusammenhdingend. Dann gilt:
Df(x) =0 firallexzeQ = f istkonstant.
BEWEIS: Seien xg,x1 beliebige Punkte in 2. Nach Lemma 2.2 gibt es einen Polygonzug

v :[0,1] — € mit y(0) = 2o und (1) = 1. Da 7 stetig und stiickweise C!, folgt aus Lemma
2.1

1
f(x1) = f(xo) = /0 Df(y(t)y (t)dt = 0.

Definition 2.2 M C R" heifit konvex, falls gilt:

xo,x1 €M = (1 —t)xo+taxy € M fir alle t € [0,1].

Satz 2.2 (Schrankensatz) Sei @ C R" offen und konvex. Fiir f € CYQ,R™) gelte
supgeq |Df(x)| < L < oo. Dann folgt

|f(z1) = f(wo)| < L|z1 — o).
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BEWEIS: Erinnerung: Ist ¢ : I = [a,b] — R™ stetig, so gilt ]f; ol < f; |p|. Dies folgt durch
Betrachtung der Riemannschen Summen mit der Dreiecksungleichung, siehe Kapitel 4.1,
Satz 1.6.

Sei nun y(t) = (1 — t)zo + tx1 fiir 0 < ¢ < 1. Aus Lemma 2.1 folgt wegen ~/(t) = (z1 — x0)
fiir alle ¢

1
Flar) - fzo)]| = /"Dﬂwwxm—m@ﬁ

0
1
IDf(v(t)) (w1 — xo)| dt

<
0
1
< [ PrOW)] a1 - ol d
0 ——
<L
S L\xl — $0|.

O

Bemerkung. Die Voraussetzung in Satz 2.2 kann abgeschwécht werden zu sup,cq || D f(x)]| <
L < oo, wobei ||A[| = supj,|<; [Av| die Operatornorm bezeichnet.

Folgerung 2.1 Sei Q C R" offen und f € CY(Q,R™). Dann gibt es zu jeder kompakten
Menge K C Q eine Konstante L < oo mit

|f(z) — f(y)| < L|z—y| firallez,ye K.

BEWEIS: (indirekt) Da f: K — R™ stetig, ist M = sup,c |f(x)] < oo (Satz 4.2 in Kapitel
2). Wire die Behauptung falsch, so gibt es zu k € N Punkte xy, yx € K mit

|f(zk) = fQye)| > klze —ye| (K €N).
Da K kompakt, gilt nach Wahl einer Teilfolge und Umnumerierung xx — « € K mit k — oo.
Aber . Y
|2k — Ykl < E|f(xk:)_f(yk)| S = —0 mitk— oo

Daraus folgt auch y; — x mit £ — co. Wéhle nun r > 0 mit B,(z) C Q. Da Df stetig, ist
L:= sup |Df(y)| < co.
y€Br(x)

Da xy, yx € By(x) fiir k hinreichend grof, folgt aus Satz 2.2 fiir k£ hinreichend grof

Elek —yrl < |f(zk) — flye)| < Lk — yl,

ein Widerspruch. O]

Zu den wichtigen Anwendungen der ersten und zweiten Ableitung gehort natiirlich die Dis-
kussion von Extremwerten. Wir wollen dazu die Taylorentwicklung von Funktionen mehrerer
Variabler herleiten. Wir miissen dies zunéchst fiir Funktionen einer Variablen durchfiihren -
gewissermaflen ein Ausflug zuriick nach Analysis 1.

Die Idee der Taylorentwicklung ist es, eine gegebene Funktion f mit einem Polynom zu
vergleichen, das an einer festen Stelle g mit f ,,von hoherer Ordnung* iibereinstimmt, das
heifit einschliefflich einer Reihe von Ableitungen.
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Lemma 2.3 Sei [ = (a,b) C R, 29 € I und n € Ng. Zu f € C™(I) gibt es genau ein
Polynom P : R — R vom Grad héchstens n mit P*) (zg) = f®)(x0) fiir k=0,1,... ,n, und
zwar

n ) |
(2.2) Ple) =3 00 (i

Das Polynom P heifit Taylorpolynom n-ten Grades von f mit Entwicklungspunkt xo und wird
mit Py f bezeichnet.

BeweEls: Es gilt (%)k (x — 20) |p=so= k!d;x. Daraus ergibt sich allgemein fiir k <n

(2.3) P(z) =Y aj(z —x0) = PP (x0) =kl ay.
j=0

Fiir P wiein (2.2) gilt ay, = %, also folgt P*)(z0) = £ (z¢) und P leistet das Verlangte.

Fiir die Eindeutigkeit reicht es aus zu zeigen, dass ein Polynom P vom Grad hoéchstens n mit
P®)(zg) = 0 fiir k =0,1,... ,n das Nullpolynom ist. Nun gilt

k
k , .
k _ . k_ k—i/,. %
" = (xo + = — o) Z (Z) xy "(x — x0)".
=0
Also gilt P(z) = >0 gaj(z — zo)’ mit geeigneten a; € R, und aus (2.3) folgt a; =
%P(j) (xo) = 0. Somit ist P das Nullpolynom (vgl. Kap.2, Lemma 1.2). O

Folgerung 2.2 Ist f ein Polynom vom Grad héchstens n, so gilt Py, f = f, das heifit das
n-te Taylorpolynom von f ist f selbst.

Definition 2.3 Fir f € C™(I) und xo € I heifit die Funktion
Ry f:(a,b) =R, RE f(x) = f(x) = Py f(x)
Restglied der Taylorentwicklung n-ter Ordnung mit Entwicklungspunkt xq.

Knackpunkt bei der Taylorentwicklung ist die Abschitzung des Restglieds; diese besagt, wie
gut die Funktion f durch das Taylorpolynom P! f approximiert wird. Entscheidend fiir die
Abschitzung sind die in den folgenden beiden Sétzen gelieferten Darstellungen.

Satz 2.3 (Integraldarstellung des Restglieds) Sei f € C""(I) fir ein n € Ny und
xo € I. Dann hat das Restglied R} f(x) = f(z) — P}, f(z) die Darstellung

(2.4) R f(@) = [ o= £ ) dy

Zo

BeEwEIs: Durch Induktion tiber n € Ny. Der Fall n = 0 folgt aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung:

RO f(x) = f(z) - f(xo) = / " P ) dy.
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Der Induktionsschritt n — 1 = n > 1 beruht auf partieller Integration:

R! f(z) = RI'f(z)— ( )( —20)"  (Definition R} )
(Induktion) = 5 / 10 gy dy - L (n;(!xo)(x—xo)”
(part. Int.) = TS [ —y)" F(y )E; +%/$:(x—y)” FUD (y) dy
f(”)( )(m_xo)
- <a: D" S ) dy

O

Lemma 2.4 (Kapitel 4, Folgerung 1.3) Seien f,¢ : I = [a,b] — R stetig und ¢ > 0 auf
I (oder ¢ <0 aufI). Dann gibt es ein & € I mit

/abfcﬂzf(ﬁ)/ab¢

BEWEIS: oBdA sei ¢ > 0 (sonst betrachte —p). Wir definieren die stetige Funktion

b
F:l—R, Fz)= / (F@) - F(=))p(y) dy.

Ist € I Minimalstelle (Maximalstelle) von f, so folgt F'(x) > 0 (bzw. F(z) < 0). Nach dem
Zwischenwertsatz existiert ein £ € I mit F(§) = 0. O

Satz 2.4 (Lagrangedarstellung des Restglieds) Unter den Voraussetzungen von Satz
2.8 existiert ein £ € [xg, x| (bzw. £ € [x, 0] fir x < xzq), so dass gilt:

f(nJrl) (f) (ZIS‘ — )n—l—l.

(2.5) Ry, f(z) = Ty

BEWEIS: Sei z > z¢ (sonst analog). Dann ist (x —y)"” > 0 auf [z¢,z]. Nach dem MWS der
Integralrechnung existiert ein £ € [xg, 2] mit
n+1

RY f(z) = fH(g) ‘ M dy = D (€) w
xo n. (n+ 1)

Beispiel 2.1 Betrachte fiir x € (—1,1) die Funktion

fl@) = Q-a)72  f0) = 1
fllz) = 50-2)72  f(0) = 1/2
() FL—2)2 f10) = 3/4.
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Das Taylorpolynom erster Ordnung bei xg = 0 lautet

! )
Plf(z) = Z 1 (O)xk =1+ %x,

k!
k=0
mit der Lagrange-Restglieddarstellung
"
Rif(x) = fT(g)xQ = g(l —&)7%2 mit € €0, 2.

Als Anwendung erhalten wir fiir die relativistische Energie die Entwicklung

m002

1= ()
= moc® f(z) ( wobeizx = (%)2)
f"(€)

§$ + T$2)

1
= moc® + §m002 + AFE.

E =

= moc® (1 +

Dabei ist der Term nullter Ordnung die Ruheenergie, der Term erster Ordnung die klassi-
sche kinetische Energie Ey;, und fir den relativistischen Korrekturterm ergibt sich aus der
Restglieddarstellung die Abschitzung

= f(&)x < f'(x)x < 0,008 fiir x <0,01.

Bei Geschwindigkeiten v < %c betrdgt die relativistische Korrektur weniger als ein Prozent
der klassischen kinetischen Energie.

Definition 2.4 Fir f € C*°(I) und xo € I heifit die Reihe
2. fF) ()
Ppf(z) =) (@ ao)"
k=0
Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt x.

Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe, mit Entwicklungspunkt xy € R. Insbesondere hat sie
einen Konvergenzradius R € [0, +oc], vgl. Kap. 5, Satz 2.1:

|rt —x9] < R = absolute Konvergenz
|z —x9| > R = Divergenz

Selbst wenn die Taylorreihe einen positiven Konvergenzradius hat, muss sie nicht notwendig
gegen die gegebene Funktion konvergieren.

Beispiel 2.2 Betrachte f : R — R mit

J(@) = 0 fir x <0

{6_% fiir x >0

Dann gilt f € C®(R) und f*)(0) = 0 fiir alle k € Ny, siche Folgerung 2.6 in Kapitel 3. Damit
sind alle Koeffizienten der Taylorreihe Null und diese konvergiert gegen die Nullfunktion,
nicht gegen f.
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Definition 2.5 Fine Funktion f : (a,b) — R heifst analytisch, wenn es zu jedem xy € (a,b)
eine Umgebung Us(xzog) C (a,b) gibt, auf der die Funktion f als Potenzreihe mit Entwick-
lungspunkt xo darstellbar ist.

Satz 2.5 Seien a; € R fir k € No. Fir f : I = (a,b) — R und z9 € I sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f besitzt auf I die Potenzreihendarstellung

f(z) = iak(:ﬁ —x0)®  fiir allex € 1.
k=0

(2) feC>®), a, = f(k;f!xo) und fiir alle x € I gilt R} f(x) — 0 mit n — oo.

BeEwEIS: (1) = (2) : Nach Voraussetzung gilt fiir den Konvergenzradius der Potenzreihe (vgl.
Satz 2.1, Kap.5)
R > max(|zg — al,|zo — b]).

Nach Satz 2.5 in Kapitel 5 ist f € C*(I) und die Ableitungen kénnen durch gliedweise
Differentiation berechnet werden. Also folgt

oo
F® (o) =" aj k! 65 = klay.
=0
Folglich ist die Potenzreihe die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt zg, und es folgt

n

Ry f(z) = f(x) - Z ar #¥ — 0 nach Voraussetzung.
k=0

(2) = (1) : Nach Voraussetzung gilt fiir n € Ny

fl@) = S ap(x —x0)" + R f(x)
kZ:O k 0 Jmol

—0 mit n—oo

=  f(z) = Zak(x—wo)k.
k=0
O

Beispiel 2.3 Mit Hilfe der Restgliedabschdtzung konnen wir erneut die Potenzreihendastel-
lung der Funktionen exp, cos und sin beweisen. Wir betrachten zum Beispiel f(x) = cosx.
Es gilt dann

k _

£ () = (—1)k c.osx n =2k .
(=1)F sine n=2k-—1

Insbesondere
-k n=2k

f(”>(o)={(() n=2%—1
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Die Taylorrethe mit Entwicklungspunkt Null lautet also

_1\k
Pt =3 e
k=0

Fiir das Restglied folgt mit Lagrange

(=D sing 44

2k 1 1)! — 0 mit k — oo.

R3* f(z) =
Wir kommen jetzt zur mehrdimensionalen Analysis und wollen die Taylorentwicklung verall-
gemeinern.

Satz 2.6 (Taylorentwicklung im R") Sei Q C R™ offen und konvex, und sei f € C*+1(Q)
fir ein k € No. Dann gibt es zu xg, x € Q ein & = (1 — T)zg + 7 (fir 7 € (0,1) geeignet),
so dass mit h = x — xg gilt:

k .
= (DIf) (o) (h,...,h)  D*F(E)(wo) (h,... k)
(2.6) f(@) —;) 3 + o _
Dabei setzen wir
Dif(@)(h,... h) = > (D 0, F) (@) hiy .. hij.
M i1 =1

BEWwWEIS: Betrachte die Funktion

@:[0,1] =R, o(t) = f(zo+1th).
Wir zeigen durch Induktion fiir j =0,1,... ,k+1
(%) et = DI f(xo +th)(h,... ,h)

Fiir j = 0 gilt das per Definition, und fiir j = 1 folgt aus der Kettenregel

¢'(t) = Df(xo +th)h = > 0;f(wo + th) h.

i=1
Ist die Aussage fiir j > 1 gezeigt, so folgt
G~ Ly
) (t) = E Z (811 R 8Z]f)(a:0 + th) hi, - .. hz‘].
i1y yij=1
(Falli=1) = > > (30 ...0,f)(xo+th) hihiy ... h,

i1 sij=1i=1

DIt f(zg +th)(h,... ,h).
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Es folgt insbesondere ¢ € C**1([0,1]). Nach Satz 2.4 gibt es ein 7 € (0, 1) mit

k j -
o) = PO

2] &+ 1)

L
@ s DIif(ao)(h- .. h)  DFFLEE) R, L h)
= ]Z:% il + &+ 1)! '

O

Beispiel 2.4 Wir berechnen die Taylorentwicklung erster Ordnung im Punkt (zo,yo) = (1,1)
der Funktion

_T"Yy
f(x’ y) - T + ya
und zwar lautet das Taylorpolynom erster Ordnung
1 1 1
P(11,1)f(337y) = 5(96 —-1)— 5(y —-1) = é(x —y).

Das Restglied lautet in Lagrangedarstellung mit Zwischenpunkt (&,n)

2(§—mn)
(E+n)3

e €
+(£+77)3 =D+ (E+n)? =1 >
2

= Ergpl @D+ E 0= Dy -1+l - 1)),

Abschitzung des Restglieds, falls max(|z —1|, |y —1|) < %) dann folgt £&,m € [%, %], E+n>1
und |§ —n| < 1. Einsetzen dieser Abschitzungen ergibt

IRY 1 F (@) < 4((w — 1% + (y — 1?).

1

4
Ry f(zy) = B <—ﬁ(1’ —1)%+

2(6—m)

(z-1-1)

Folgerung 2.3 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.6 gilt in Multiindexnotation

k 0°f(z0) o o°
=Y i('o)h . 5!(5)

J=0 |a|=j ' lo]=k+1
BEWEIS: Sei a = (a1,...,ay) ein Multiindex mit totaler Differentiationsordnung |a| =
j. Die Zahl der Tupel (i1,...,%;), in denen jede Nummer v € {1,...,n} genau a,-mal

vorkommt, betragt m Deshalb folgt

1 1
- 82 . 81 h — - 4 9“ he
72 One0nW S o @)
11 5eee 0= |o|=5
Die Behauptung folgt nun aus Satz 2.6. O

Definition 2.6 Sei f € C1(Q2). Ein Punkt xo € Q mit Df(xg) = 0 heif$t kritischer Punkt

von f.
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Definition 2.7 Sei f € C%(Q) mit Q C R™ offen und xo € Q. Die zweite Ableitung von f
mm Punkt xg ist die Bilinearform

D?f(z0) : R" xR" = R, D*f(z0)(v,w) = Z 0;0; f (o) vi wy.

,j=1

Beziiglich der Standardbasis besitzt D* f (o) die n x n-Matriz (0;8; f (o))
Hessematrixz von f an der Stelle xo. Die zugehirige quadratische Form

L<ij<n’ diese heifst

¢:R" =R, qv)=D>f(z)(v,v) = Y 9,0;f(0) viv;

i,5=1
heifit Hesse-Form von [ in xg.

Bemerkung. Fiir f € C%(Q) ist D?f(z0) eine symmetrische Bilinearform, denn nach Satz
1.4 (Schwarz) gilt 0;0; f(x0) = 0;0; f(xo) und folglich

D f(zo)(v,w) = > 80 f(xo)viw;

ij=1

= > §if(xo)wju;

ij=1
= D?f(z0)(w,v).
Anders ausgedriickt: die Hessematriz ist symmetrisch.

In einem kritischen Punkt bestimmt die Hesseform das lokale Verhalten der Funktion:

Lemma 2.5 Sei f € C?(Q2) mit Q C R" offen und D f(z9) = 0. Dann gilt

f(zo+h) = f(xo) + %D2f(:170)(h, h)+ R(h), wobei lim (k)

R TAER

BEwEIS: Nach Satz 2.6 mit k£ = 1 gilt mit 7 € [0, 1] wegen D f(xo) =0
1
flxo+h) = flzo)+ §D2f($o + 7h)(h, h)
1
= f(z0) + 5 D*f(x0)(h, h) + R(h).
Dabei gilt

< 5D+ th) — D% f(a)] — Omit -0,

Dabei wurde benutzt, dass mit Cauchy-Schwarz

n
> Byjhihy| < |B|h[.

i,j=1
O

Um also das lokale Verhalten einer Funktion bei einem kritischen Punkt zu verstehen, ist die
Hesse-Form zu analysieren.
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Definition 2.8 Fine symmetrische Bilinearform b : R™ x R"™ — R (bzw. die zugehirige
quadratische Form q(v) = b(v,v)) heifst

positiv definit < b(v,v) >0 VYoveR"{0},
positiv semidefinit < b(v,v) >0 Vove R"\{0},
indefinit < Ju,w € R™ mit b(v,v) > 0, b(w,w) < 0.

Analog fiir negativ (semi-)definit.

Satz 2.7 (Lokale Extrema) Sei f € C%(Q), Q C R™ offen und xo € Q.

(a) Wenn f in xo ein lokales Minimum hat, so folgt Df(xg) = 0 und D?f(xo) ist positiv
semidefinit.

(b) Ist Df(xo) = 0 und D?f(xg) (strikt) positiv definit, so hat f in zo ein lokales Minimum.

Hinweis. Der Test (b) reicht nicht aus, um eine globale Extremaleigenschaft nachzuweisen.
BEWEIS:
(a) Fiir h € R™ beliebig hat die Funktion ¢(t) = f(xo + th) bei t = 0 ein lokales Minimum.

=0 = ¢'(0) = Df(xo)h Vh € R,

0 < ¢"(0) = D?f(xo)(h,h) YheR™

Zum Beweis von (b) benétigen wir folgendes

Lemma 2.6 Sei (V, (-, -)) ein Euklidischer Vektorraum mit dimV < oco. Fir eine symme-

trische Bilinearform b:V XV — R setze A := inf|,—; b(v, v), wobei [v| = \/{v,v). Dann gibt
esein & €V mit |{] =1 und b(&,€) = .

BEWwEIS: Durch Wahl einer Orthonormalbasis (Gram-Schmidt-Verfahren) kénnen wir anneh-
men, dass X = R" und (-, -) das Standardskalarprodukt ist. Die Funktion

R" — R, x'—>b(x,3?): Z bij x; x;j
ij—=1

ist stetig, und S"' = {x € R™ : |z| = 1} ist abgeschlossen und beschrinkt. Also wird
inf|,—1 b(x, ) in einem Punkt £ € S"~1 angenommen. O
Beweis von Satz 2.7 (b) Sei A = inf,—1 D?f(x0)(v,v). Nach Lemma 2.6 gibt es ein £ € R",
€] = 1, mit
A= D%f(z0)(€,€) >0 (da D?f(x) positiv definit).
Fiir h € R™"\{0} folgt
2 2 12 hh 2

D?f(x0)(h, h) = [h|"D"f (z0) DR AR

Also folgt aus Lemma 2.5

Floo+ )~ flen) = 3D fwo)(h,h) + R(R)
2R(h)
o )\‘hp)

v

A

§|h|2(1
A

Lemma 2.5) > Z|h|? fiir h hinreichend klein.
4
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Um die Hesseform (und damit die Funktion f in der N&he eines kritischen Punkts) zu ver-
stehen, ist folgendes Resultat aus der Linearen Algebra entscheidend:

Satz 2.8 (Hauptachsentransformation) Sei b : R” x R"” — R symmetrische Bilinear-
form. Dann existieren Zahlen Ay < ... < A\, und eine Orthonormalbasis {v1,... ,v,} mit
b(vk, v1) = Ak Ol

BeEwEIs: Wir konstruieren die Basis {vi,...,v,} und die Zahlen Aq,..., A, induktiv wie
folgt: seien vy,...,vE_1 und A1,...,Ap_1 schon gefunden, wobei 1 < k < n. Fir k =1
ist also noch gar nichts gefunden. Sei Vi1 der von vy, ... ,v;_1 aufgespannte Raum, bzw.

Vo = {0}. Definiere nun

(2.7) A = inf{b(v,v) :v € Vit q, Jv] = 1}

Nach Lemma 2.6 (angewandt auf V- ) gibt es ein v, € V5| mit |vg| = 1 und
(2.8) b(vg, vg) = Ak

Per Konstruktion gelten (2.7) und (2.8) fiir alle k = 1,... ,n. Insbesondere
(2.9) ViiCVie = Vi, oVih = Nl <
Betrachte nun fiir £ </ und ¢ € R den Vektor

v(t) = (cost)uvy + (sint)y € Vik, fiir alle ¢,

lwt)? = cos?t|vg|? + 2sintcost (vg, vy) 4 sint yy)? = 1.

Also ist v(¢t) in der Infimumsbildung in (2.7) zugelassen. Da v(0) = vy, hat die Funktion
t +— b(v(t),v(t)) bei t = 0 ein Minimum und es folgt

d
0= %b(v(t), v(t))]1=0 = 2b(v(0),v'(0)) = 2b(vg, v;).
Damit gilt b(vg,v;) = A Op- O
Sei b : R™ x R®™ — R symmetrische Bilinearform mit Eigenwerten A < ... < A, und

Eigenvektorbasis {v1,... ,v,}. Fir o =& vy + ... + &, v, folgt:

b(a, ) = A\ E2 4. ..+ M\ E2

3 Variationsformeln und Kurvenintegrale

Sei I = [a,b] — R. Wir betrachten hier ein Variationsintegral (oder Funktional) F, dass
jeder Abbildung ¢ € C1(I, ) (anschaulich: ein Weg) eine reelle Zahl F(c) € R zuordnet, und
zwar wie folgt:

F:.CYI,Q) — R, f(c)z/bf(t,c(t),c’(t)) dt

Dabeiist f: I x Q@ xR" — R, f = f(t,x,v). In der Physik heiit die Funktion f Lagrange-

funktion.
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Beispiel 3.1 Die Bogenlinge von ¢ € C*(I,) ist

b
f(c):/ COdt, f(tav) = o],

Heuristische Begrindung: Wihle eine Zerleqgung a = tg < ... < ty = b von I. Dann sollte
ndherungsweise gelten

t;
|C(ti) — C(ti_l)‘ = ‘/ C/(t) dt‘ ~ ‘CI(Ti)’AtZ‘, f’L'iT’T S [ti—latiL und
ti—1
N N b
D lelts) —elticn)l ~ DI ()AL %/ |c/(t)] dt.
i=1 =1 a

Wir wollen die obige Formel fiir die Bogenlinge als Definition hinnehmen.

Beispiel 3.2 Gewichtete Bogenlinge (Querfeldeinlauf)

b
F(e) = / w(c(t)) \c/(t)| dt, f(t,z,v) =w(x)|v|.

Beispiel 3.3 Wirkungsintegral der klassischen Mechanik

Hier beschreibt ¢ € CY(I,Q) die Bahn eines Teilchens der Masse m in einem Kraftfeld mit
Potential V : Q — R. Es ist dann 3|é(t)* die kinetische Energie und V (c(t)) die potentielle
Energie des Teichens zur Zeit t. Das Wirkungsintegral lautet

brm 2 m o2
F(e) :/ (3\0'(15)\ —V(c(t))) dt, also f(t.z,v) = Z|ol* = V(a).
Um allgemein zu untersuchen, wie F(c) vom Weg ¢ abhéngt, betrachten wir Variationen
c:(—eo,e0) x I = R", c=c(et)

wobei ¢(0, -) = ¢. Wir bezeichnen die Ableitung

n Oc

als zugehoriges Vektorfeld der Variation.

Lemma 3.1 (Erste Variation) Sei Q C R” offen, I = [a,0] CR". f: I xQ xR" - R.
Die Funktionen f : I x Q xR" — R sowie D, f = (ﬂ . ﬁ) I x Q@ xR" — R” seien

vy " Oug
stetig differenzierbar. Fir c € C*((—eo,e0) x I,Q) ist dann die Funktion

b
Oc
66) = F(ele) = [ Iltuelet). 5y (e0) d
differenzierbar, und zwar gilt mit ¢ = %(O, I —-R"
b

=b
(3.1) §O = (Lo obde+ [(Duf(ted). 0] 2
Dabei ist (-,-) das Standardskalarprodukt im R™ und L¢(c) : I — R™ ist gegeben durch

d
Ly(c) =Dy f(t,c, C/) = [va (t,c, c/)].
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BEWEIS: Die Verkettung (e,t) — f(¢,c(e, ), %(E, t)) ist nach Voraussetzung von der Klasse
C'. Nach Satz 1.1 kann unter dem Integralzeichen differenziert werden. Es folgt, wobei wir

(...) = (t,c(t),d(t)) abkiirzen,

b C C
010 = [ ((Daf ) 000+ (Duf() 5 510 ) .

Nun gilt nach Schwarz %% = %% Also folgt

b
(3.2) ¢/(0) = / ((Duf(t.es ), 0) + (Dof(t, e, ), ) dt.
Durch partielle Integration des hinteren Terms ergibt sich
b d b
¢'(0) = / (Def(t,e,d) = 2 [Duf(te. )], @) dt + [(Duf(te. ), @)] .2,

=Ly(c)

Lemma 3.2 Sei I = (a,b). Fir f € CO(I,R"™) gelte

b
(3.3) / (foo) =0 fir alle p € CZ(I,R").
Dann ist f die Nullfunktion.

BEWEIS: Es gibt eine Funktion n € C°°(R) mit n(s) = 0 fir [s| > 1, > 0 und [pn = 1,
z.B.

1 ..
aexp — furls| <1
77(8) = { R ’ ’
0 sonst.

Dabei sei a > 0 so gewéhlt, dass fR n =1 ist.

Wir zeigen die Aussage des Lemmas zunéchst fiir n = 1. Angenommen, € := f(tp) > 0 fiir
ein tg € 1. Dann gibt es ein 6 > 0 mit

F(t) > % fitr ¢ € [to — 0, to + 6] C I.
Betrachte die reskalierte Funktion

1 [t—t
77t0,5(7f):577 < 5 0>~

Dann gilt n, 5(t) = 0 fiir [t — ¢p| > 0 und somit folgt aus der Voraussetzung

b b
0= / J() mo,5(t) dt > f-:/ N5 (1) dt = € > 0,

ein Widerspruch. Sei nun f: I — R™. Fiir ¢ € C2°(I) liefert die Voraussetzung

OZ/ab(f,SOez? Z/abf#/?-

Aus obigem folgt f; = 0, und das Lemma ist bewiesen. O
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Satz 3.1 (Euler-Lagrange-Gleichungen) Sei F(c) = f;f(t, ¢, ) ein Variationsintegral
mit f € C*(I x QA x R"), f = f(t,z,v). Sei c € C*(I,Q) stationdrer Punkt von F, d.h.

d
—F(c+ep)|le=0 =0 fir alle p € CZ°(1,R").

de
Dann gelten die Fuler-Lagrange-Gleichungen
0 d 0
Li(c) =0« f(t, ) — ——f(t,c,c’) =0 firi=1,... ,n.

(%ci “¢ dt (%i

Bemerkung. In den Euler-Lagrange-Gleichungen kommen Ableitungen der gesuchten Funk-
tion ¢ vor, deshalb spricht man von Differentialgleichungen (zweiter Ordnung, da zweite Ab-
leitungen von c auftreten).

BeEweIs: Die Randterme in 3.1 verschwinden, da ¢(a) = ¢(b) = 0 nach Voraussetzung. Die
Aussage folgt dann aus Lemma 3.1 und 3.2. O

Beispiel 3.4 (Gewichtete Bogenlinge eines Graphen) Seiw : R?2 — R eine Gewichts-
funktion wie in Beispiel 3.2. Wir betrachten Wege c(t) = (t,u(t)), die als Graph einer
Funktion u : I = [a,b] — R mit u(a) = «, u(b) = [ gegeben sind. Damit erhalten wir das
Funktional

b b
F(u) 12/ w(c(t)) \c’(t)|dt:/ wt,u()) (1 + o (8)[2) Y2 dt.
Wir berechnen

flt,x,v) = w(t,x)(1+|v|2)1/2

of _ 2)1/2
8x(t7xuv) - (9(17(t7$) (1+‘U’ )
of B v

% (t,(IZ,U) - O.J(t, Q?) (1 + ’1)|2)1/2

unf erhalten die Euler-Lagrange-Gleichung Ly(u) =0

/
g—z (t,u) /1 + [W/]2 — %(u}(t,u) L) —0.

Fiir w =1 ergibt sich insbesondere

u' c
—c = "= —— (c= Konstante).

S — u
1+ (u)? V1 —c2

Also ist u linear, die Verbindung eine Gerade.

Beispiel 3.5 Bewegung eines Massenpunkts in einem konservativen Kraftfeld:

b .
Fle) = / <5\C'2\ - V(C(t))> dt,  f(t,0) = |2 — V(z)

a

Sei F(x) = —grad V(z) das zugehirige Kraftfeld. Dann ergibt sich

af L g B |
a_l,i(taxuv) _Fl(x)7 avl(t,x”l}) _m/U’L‘
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Die FEuler-Lagrange-Gleichungen lauten somit.
mé = F(c).
Dies sind die Newtonschen Bewegungsgleichungen.

Definition 3.1 Sei Q C R" offen und F € C°(QQ,R") ein Vektorfeld auf Q. Ist c : I =
[a,b] — Q stiickweise C*, so heifit

/CF -ds = /:(F(c(t)),c'(t» dt

das Kurvenintegral von F' lings c.

Beispiel 3.6 Ist Q C R? und F : Q — R? ein Kraftfeld, so ist ch - ds die bei Transport
einer ,,Probemasse “ lings ¢ verrichtete Arbeit.

0 -1

Beispiel 3.7 (Winkelfeld) Sei J = (1 0

Vektorfeld

> die Drehung um 7/2 im R2. Betrachte das
2 2 Jz _#
W RA{0} = R%, W(z)=1—75= PR .
2] T
Ein Weg c: I = [a,b] — R2\{0} sei in Polardarstellung gegeben, d. h.

c(t) = r(t) (ZTE?EQ) mit r,9 € CY(I),r > 0.

Wir berechnen das Kurvenintegral
/W is — /b —%sinﬁ . cos ¥ i —sin? gt
¢ Ja % cos?) )’ sin o cos ¥

b
= / ¥’ (sin® ¥ + cos? V) dt
a %/_/
=1

Es folgt
(3.4) 9(b) — V(a) = /W - ds (Winkeldifferenz = Kurvenintegral von W).

Lemma 3.3 (Eigenschaften des Kurvenintegrals)
(1) Linearitat: fc()‘l Fy + Xg Fg) -ds =\ fc Fi-ds+ X fc F5 - ds

(2) Additivitit gegeniiber Zerlegungen: Seic : I = [a,b] — Q C R" stiickweise C' und
G =c |[t wobei a =ty < ... <ty =0b Zerlegung von I ist. Dann gilt

N
/F~dS:Z/F-ds
¢ i=1"¢

95

i—1,ti]”



(3) Invarianz bei Umparametrisierungen: Sei ¢ : J — Q C R" stiickweise C*. Ist p €
CY(I,J) bijektiv und ¢’ > 0, so gilt

/ F-ds:/F-ds.
cop c

‘/F - ds| < (sup |F oc|) - Léinge(c).
c tel

(4) Abschétzung:

BEWEIS: (1) und (2) folgen aus der Definition und Standardeigenschaften (Kap. 4, Satz 2.3).

B=p(b)
/F'ds = / : (F(c(t)),d(t))dt

=¢(a)

SchlieBlich folgt (4) aus

/F'ds

/ P, ¢ 1) dt]

IN

b
/ (F(c(t), () ldt (Kap.4, GL (L5))

IN

b
/’F(c(t))||c’(t)|dt (Cauchy-Schwarz)

b
< (s lPE)]) [ I@1de (Kop.4. GL (1)

—_—
=Lénge(c)

vgl. Beispiel 3.1. O

Definition 3.2 Sei Q C R” offen. Ein Vektorfeld F € C°(Q,R"™) heifit Gradientenfeld
(Physik: konservativ), wenn es eine Funktion ¢ € C1(Q) gibt mit grad p = F. Die Funktion
© heifit Stammfunktion oder Potential von F.

Bemerkung. Ist ) zusammenhéingend, so ist eine Stammfunktion bis auf eine additive
Konstante eindeutig bestimmt:

grad o1 = grad gy = grad (1 —p2) =0
(Satz 2.1) = @1 — ¢y ist konstant.

Der Begriff konservativ® bezieht sich auf den Energieerhaltungssatz: bei Transport einer
Probemasse in einem konservativen Kraftfeld entspricht der Gewinn an Lagenergie der auf-
gewendeten Arbeit, unabhéingig vom gewéhlten Weg.
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Satz 3.2 (Wegunabhiingigkeit des Kurvenintegrals) Sei Q@ C R" offen und zusam-
menhingend. Fir ein Vektorfeld F € C°(Q,R") sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) F ist ein Gradientenfeld.
(2) Fiir jeden geschlossenen Weg c: I — Q, ¢ stiickweise C1, ist ch - ds = 0.

(3) Fiir je zwei stiickweise C*-Wege co,c1 : I — Q mit co(a) = c1(a), co(b) = c1(b) gilt

/F-ds—/F-ds.
) C1

BEWwEIS: (1) = (2): Sei F' = grad ¢ mit ¢ € C'(Q). Dann folgt
0 = ¢(c(b)) — ¢(c(a))

b
_ / (grad o (c(t)), ¢ (1)) dt  (Lemma 2.1)

= /F-ds.

(2) = (3) : Definiere den geschlossenen, stiickweise C1-Weg

co(t) a<t<b
c(t) = .
c1(2b—t) b<t<2b—a
Es folgt
O:/F : ds:/ F - ds—/ F -ds ((2), (3) in Lemma 3.3)
C ) Cc1

(3) = (1) : Sei xp € Q fest. Fiir x € Q definiere

() = /F ds,

wobei 7, @ [0,1] — € stetig und stiickweise C! ist mit 4,(0) = xp und 7,(1) = 1. Zum
Beispiel kénnen wir nach Lemma 2.2 fiir v, einen Polygonzug wihlen. Nach Voraussetzung
héngt ¢(x) nicht von der Wahl des Wegs v, ab. Also ist die Funktion ¢ : @ — R wohldefiniert.

Sei nun x € Q und r > 0 mit B,(z) C Q. Fir h € R" mit |h| < rist ¢(t) = x + th € B,(x)
fiir ¢ € [0,1]. Es folgt aus Lemma 3.3 (2)

e+ 1)~ (o) + (F@). )| _ 1 [
0 = il [ ae- r.n)
- Ih!‘/ (2 + th) — F(z), by dt|
< sup |F(y)—F(z)]—0 mith— 0.
ly—z|<|h]
Also gilt Dp(z)h = (F(x),h) bzw. grad ¢(z) = F(x). O

Frage. Wie konnen wir entscheiden, ob ein gegebenes Vektorfeld F' : 2 — R" ein Gradien-
tenfeld ist?
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Satz 3.3 (notwendige Bedingung fiir Gradientenfelder) Sei Q2 C R"™ offen. Fulls das
Vektorfeld F € C1(2,R™) ein Gradientenfeld ist, so gilt:

OiF; = 0;F; auf Q  firl <i,j<n.
Bemerkung. Fiir n = 3 lasst sich das schreiben als rot F' = 0, wobei
rot F' = (0o F3 — 03F5,03F) — O1F3,01Fy — 0o FY).
BEWEIS: Ist F = grad ¢, so gilt ¢ € C?(2) und aus dem Satz von Schwarz (Satz 1.4) folgt

BiFj = 8i8j<p = 8j(9ig0 = (%FZ

Beispiel 3.8 F(z,y) = % (—y, ) auf R%2. Es gibt keine Stammfunktion, denn
81F2 - 1, aber 82F1 =—1.

Y

Beispiel 3.9 Betrachte erneut das Winkelfeld W (z) = (—— R E
T y= x )

tungen

), mit den Ablei-

5 24P w P -a?
Wy = 22+ 922 (22 +42)2
2

22 + 9% — 2 v —x
RW1 = — (22 + 12)2 = (22 + y2)2

Die notwendige Bedingung gilt, aber dennoch ist das Kurvenintegral nicht wegunabhdngig.
betrachte zum Beispiel den geschlossenen Weg

c(t) = r(coskt,sinkt), te€l0,2n],k € Z.

Der Weg c ist in Polardarstellung gegeben, und zwar ist r(t) = r > 0 konstant und 9(t) = kt
fiir 0 <t <2m. Aus Gleichung 3.4 folgt

(3.5) /W cds = 0(2r) — 9(0) = 2nk  (#0 fir k € Z\{0}).

Das Integral ist also tatsdichlich nicht wegunabhdngig. Die notwendige Bedingung ist nicht
hinreichend.

Definition 3.3 FEine Variation ¢ € C°([0,1] x I,9Q) von Wegen c(e, -) : I = [a,b] — Q heifit
a) Homotopie mit festen Endpunkten, falls c(e,a) = p und c(e,b) = q fiir alle € € [0, 1].
b) Homotopie von geschlossenen Wegen, falls c(e,a) = ¢(e,b) fir alle € € [0,1].

Satz 3.4 (Homotopieinvarianz des Kurvenintegrals) Sei Q@ C R" offen und F €
CH(Q,R™). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) 0;F; = 0;F; auf Q fir alle 1 <1i,j <n.
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(2) Das Kurvenintegral ist homotopieinvariant, d. h. sind cy,c1 : I — Q stiickweise C und
gibt es eine Homotopie ¢ € CY([0,1] x I,9Q) zwischen cy = ¢(0, -) und ¢ = c(1, ) mit
festen Endpunkten (bzw. geschlossen), so gilt

/F-ds:/F-ds.
co C1

BeEwEIs: (1) = (2): Wir zeigen die Aussage nur unter der stéirkeren Voraussetzung ¢ €
C?([0,1] x I,Q), ansonsten siche Skript Analysis II, SS 97. Es gilt

b
/ F . ds :/ f(t,c=(t),cL(t)) dt (cc=cle, ), '= %)

mit f(t,z,v) = (F(z),v). Fiir einen beliebigen Weg v gilt, wenn L¢(y) den zugehorigen
Euler-Lagrange-Operator bezeichnet,

(Lf(v);, = ga‘i (t,7.7") — % g—i(t,%’y')
= GF().Y) ~ 2 )
= > (0F;() - 0;F(1)) 7]

J=1
= 0 nach Voraussetzung.

Aus Lemma 3.1 folgt mit ¢ = %(5, -)

6 b n af , t=b
% / F - dS:/ (Lf(CE),QD>+ Z%(tvc&cs) Pi =0.
ce @ ir i=1 , di=a

F;(ce)

Der Randterm verschwindet, da fiir eine Variation mit festen Endpunkten ¢(a) = ¢(b) =0
und fiir eine Variation von geschlossenen Wegen c¢(g,a) = ¢(g,b) und ¢(a) = ¢(b).
Um die Riickrichtung zu beweisen, formulieren wir ein allgemeineres Resultat.

Definition 3.4 Die offene Menge Q@ C R™ heifit sternformig (bzgl. xo € Q), falls gilt:
(1—¢e)xg+exeQ firallee€[0,1],2 € Q.
Beispiel 3.10 R?\R{ ist sternformig bzgl. (—1,0).

Satz 3.5 (Lemma von Poincaré) Sei Q C R" offen und sternférmig. Fir F € C1(Q,R")
ist daquivalent:

(1) 0iFj = 0;F; auf Q fir alle 1 <1i,j <mn,
(2) F ist ein Gradientenfeld.

BEWEIS: (2) = (1) folgt aus Satz 3.3. Sei ¢ : I — € beliebiger geschlossener, stiickweise
C'-Weg. Ist Q sternformig bzgl. g, so ist

cle,t)=(1—e)axg+ec(t) (0<e<1)
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geschlossene Homotopie zwischen ¢ und ¢(0,¢) = xo. Es folgt aus Satz 3.4, (1) = (2)

/F - ds :/ F -ds=0 (dac(0, ) konstant).
c c(0,-)

Aus Satz 3.2 folgt die Behauptung. O
BEWEIS VON (2) = (1) IN SATZ 3.4:

Zu x € Q wihle B,.(z) C Q. Da B,(z) sternformig, ist [ F - ds = 0 fiir jeden geschlossenen,
stiickweise C'-Weg ¢ : I — B,(x). Nach Satz 3.2 ist F|p, (,) ein Gradientenfeld, also 9;Fj =

0;F; auf B,(x) nach Satz 3.3. O
Zusammenfassung:
F Gradientenfeld & [ F - ds wegunabhiingig
[} 1 falls Q sternférmig 1) [}
0; F; = 0; F; & | F - ds homotopie invariant

Fundamentalsatz der Algebra (Kap. 2, Satz 1.2)

Jedes komplexe Polynom vom Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle zy € C.

BEWEIS: (indirekt) Angenommen, das Polynom p(z) = 2" + a,_1 2"~ ! + ... + ap hat keine
Nullstelle auf C. Setze p,,(z) = 2™ und ¢(z) = p(2) —pn(z). Dadegq < n—1, gilt ¢(z)/2" — 0
mit |z] — co. Also gibt es ein R > 0 mit

a2 < 5 J2" fir |2 = R.
Betrachte nun den geschlossenen Weg
c:1=1[0,27] — R*\{0}, c(t) =p(Re™).
Wir berechnen die Windungszahl von ¢ auf zwei Weisen:
a) Sei c(e,t) = pp(Re®) +eq(Re™), 0 <e < 1.
= ¢(0,t) = R"e™ = R"(cosnt,sinnt)
c(1,t) = p(Re) = c(t)

. 1
lc(e,t)] > R™—|q(Re™)| > §R” > 0.
Aus Satz 3.4 folgt, da 0y Wy = 02 W1 nach Beispiel 3.9
/W - ds :/ W - ds=2mn (Gleichung 3.5).
c c(1,-)

b) Sei v(o,t) = p(oe') fiir 0 < o < R. Da p nach Annahme keine Nullstelle hat, folgt
wieder mit Satz 3.4

/W-ds:/ W . ds= W - ds=0, da~(0,-) konstant.
c Y(R,-) 7(0,-)

Kombination von a) und b) liefert 2rn = 0, im Widerspruch zur Annahme. O
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Kapitel 8

Lokale Auflésung von Gleichungen

Sei O C R™ offen und f € C'(2,R™). Wir beschiiftigen uns hier mit der Losbarkeit einer
nichtlinearen Gleichung f(z) = y zu gegebenem y € R™. Dabei nehmen wir an, dass eine
Losung der Gleichung f(z9) = yo gegeben ist, und stellen uns folgende Fragen:

(1) Gibt es zu jedem y nahe bei yy eine Losung = nahe bei z¢ von f(z) = y?

(2) Ist die Losung eindeutig bestimmt?

(3) Falls nein, wie sieht die Losungsmenge f~'{yo} nahe bei z¢ aus?
Betrachte zunéchst den Fall, dass f affin-linear ist, das heif3t

f(z) =yo+ A(x — x9) mit A e L(R",R™).
Es gilt dann
fle)=y < Alz—20)=y— .
Hierzu macht die Lineare Algebra folgende Aussagen:
(1) Es gibt eine Losung fiir alley < rang A =m.
(2) Es gibt hochstens eine Losung <<  ker A= {0} < rangA=n.

(3) f~Ywo} = 20 + ker A ist ein affiner Unterraum der Dimension n — rang A.
Sei nun f € C'(€,R™) beliebig. Dann definiere Ry durch die Entwicklung

f(z) = f(zo) + Df(wo)(x — x0) + Ry(x — 20).
—— =

Es folgt
fle)=y & A(r—x0)+ Ry(r —20) =y — Y.

Wir hoffen, dass sich die Aussagen (1), (2) und (3) geeignet iibertragen lassen.
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1 Diffeomorphismen

Definition 1.1 Fine Abbildung f : U — V zwischen offenen Mengen U,V C R™ heifst
Diffeomorphismus der Klasse C" (wobei r € NU {oo}), falls gilt:

o f ist bijektiv
o f, ! sind r-mal stetig differenzierbar.

Beispiel 1.1 Sei I = (a,b) und f € C*(I) mit ' >0 (oder f' < 0). Dann ist f(I) =: J ein
offenes Intervall und f : I — J ein Diffeomorphismus der Klasse C'.

Dies ergibt sich aus Folgendem:

e Da f streng monoton wachsend und stetig, gilt f(I) = (o, f) mit o = lim,~ 4 f(2) und
B = lim, ~ f(x) nach Kap.2, Satz 3.2. AuBlerdem ist f: I — J bijektiv.

e g = f~!ist differenzierbar mit ¢’ = f/og, insbesondere ist g von der Klasse C! (Kap.
3, Satz 1.4).

Umgekehrt: Ist f : I — J ein C'-Diffeomorphismus zwischen offenen Intervallen mit Um-
kehrfunktion g, so folgt

g(f@) =2 = J{f@)f(@)=1 = fl(z)#0

Nach dem Zwischenwertsatz ist also entweder f' > 0 oder f’ < 0 (vgl. Bemerkung zu Satz
1.4. in Kap. 3). Zum Beispiel ist die Abbildung

[ (_1’ 1) - (_17 1)7 f(l‘) =a°

zwar bijektiv (streng monoton wachsend) und von der Klasse C!, aber sie ist kein C1-
Diffeomorphismus, denn f/(0) = 0. Die Umkehrabbildung

Sy firy >0

g:(=1,1) — (=1,1), g(y) = {_\:a/_—y fiir y <0

ist im Punkt y = 0 nicht differenzierbar.

Beispiel 1.2 Die Polarkoordinatenabbildung
Sei U = {(r,9) €e R2: 7> 0,0 <9 <21} und V = R2\{(2,0) : * > 0}. Dann ist die
Abbildung

f:U—=V, f(r,9)=(rcosd,rsind)

ein Diffeomorphismus der Klasse C>. Uberlegen Sie, dass die Umkehrabbildung g : V — U
wie folgt gegeben ist:

(Vx% + y2, arccos ) fiiry >0
/—2 >
(/2?2 4+ y?, 2 — arccos x2+y2) fiiry < 0.

Beachte, dass fiir © < 0 auch folgende Darstellung gilt:

g(z,y) = (Va2 +y%, = —i— arccos —————

Somit ist in der Tat g € C*(V,U).

Ji
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Beispiel 1.3 (Inversion) Die Inversion an der Standardsphire S"~! = {z € R" : |z| = 1}
ist die Abbildung

T

fR\N{0} — R:\{0}, f(z) = EE

Es gilt =1 = f € C= (R*\{0},R?\{0}), und f bildet die beschrinkte Menge U = {z : 0 <
|z| < 1} diffeomorph auf die unbeschrinkte Menge V = {y : |y| > 1} ab.

Lemma 1.1 (Ableitung der Umkehrfunktion) Seien U,V C R" offen und f : U — V
bijektiv mit Umkehrabbildung g : V. — U. Ist f in xg € U sowie g in yo = f(xg) € V
differenzierbar, so ist D f(xo) € L(R™, R") invertierbar und Dg(yo) = D f(zo)~ .

BEWEIS: Aus g(f(x)) = z und f(g(y)) = y folgt mit der Kettenregel

Dg(yo) Df(x0) =1, Df(zo) Dg(yo) = L.

O

Bemerkung. Bekanntlich heifit det D f(x¢) Jacobideterminante von f in z¢. In der Situation
von Lemma 1.1 folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz

det Dg(yo) det D f(xg) = 1.

Lemma 1.2 (Hohere Ableitungen der Umkehrfunktion) Seien U,V C R™ offen und
f U — V bigektiv. Ist f € C"(U,V) fir ein r € NU {oo} und ist die Umkehrabbildung
g:V — U differenzierbar, so ist auch g € C"(V,U).

BewEis: Nach Lemma 1.1 gilt Dg = (Df o g)~!, also nach der Cramerschen Regel

M;; (Df)

-y %5 = ™ b))

og.

Dabei bezeichnet M;;(Df) die Determinante der Matrix, die aus Df durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Sei nun f € C"(U,V) und induktiv g € C™~1(U, V)
schon gezeigt. Dabei gilt fiir r = 0 bereits g € C°(U, V) wegen Satz 1.7. Nach Produktregel,
Quotientenregel und Kettenregel ist dann die rechte Seite in (1.1) von der Klasse C" !, also
geC"(V,U). 0

Zum Nachweis der Existenz einer Losung der Gleichung f(x) = y verwenden wir folgendes
grundlegende Resultat.

Satz 1.1 (Fixpunktsatz von Banach) Sei (X, || - ||) ein Banachraum, A C X abgeschlos-
sen und F : A — A eine Kontraktion, das heifit es gibt ein 6 € [0,1) mit

(1.2) |P(2) = F(y)| < 0lle -yl fir alle 2,y € A.

Dann gibt es genau ein v € A mit F(x) = x.

BEWwEIS: Betrachte die Rekursion z,4; = F(z,) mit beliebigem Startwert xo € A. Es folgt
aus (1.2) firn > 1

(1.3) [Znt1 = @nll = [[F(2n) = F(zn1)| < 0llzn — 2nl].
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Wir kénnen uns einen miider werdenden Frosch vorstellen, dessen Spriinge jedes Mal um ein
Faktor 6 € [0,1) kiirzer werden. Wie weit kann der Frosch insgesamt kommen? Es folgt per
Induktion aus (1.3)

(1.4) |xn+1 — znl] < 0" ||z — 20| fiir n € Ny

und hieraus weiter

n—1
lzn — 2ol < D llwjn —
=0
n—1 '
< >0 o — ol
=0
m .
<l — ol Y ¢
j=0
1
= 1 ler = 2ol

Indem wir z,, als Startwert auffassen, folgt fiir m > n
n

].. m — 4n S
(1:5) l&m = @l —

[Zn41 = 2|l < 1 = ol

1
1-46
Also ist (zp)nen, eine Cauchyfolge. Da (X, ||-||) vollstédndig, existiert z = lim,,_.oc z,,. Wegen

xy, € A fiir alle n und A abgeschlossen folgt x € A. Da F stetig (Lipschitz), folgt schliefflich

F(z)= nlLH;O F(zy,) = nh_)rgo Tpt1 = .

Damit ist die Existenz des Fixpunkts bewiesen. Ist y € A ein weiterer Fixpunkt, so folgt

lz =yl = 1F(z) = F(y)ll <0z = yll,

also y = x. Dies zeigt die Eindeutigkeit. O
Bemerkung. Aus (1.5) folgt mit m — oo die Fehlerabschéitzung

n

1—-6

[ — || <

1 — ol

Satz 1.2 (iiber inverse Funktionen) Sei Q C R" offen und f € C1(Q,R™). Ist Df(x¢) €
L(R™,R™) invertierbar, so gibt es eine offene Umgebung U von xg, so dass gilt:

o V = f(U) ist offene Umgebung von yo = f(xo)

e f:U — V ist Diffeomorphismus der Klasse C".

Zusatz. Ist f € C™(Q,R") fiir ein 7 € NU {00}, so ist g = (f|v)~* € C"(V,R™).
BEWEIS: oBdA xg =0, yg = 0, sonst betrachte
FiQ={¢=av—wm:zcQ =R, f(&)=f(zo+E)~ f(ao).
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Schritt 1 Formulierung als Fixpunktproblem
Setze A = D f(0) und Ry(x) = f(x) — Az. Es gilt

fr)=y & Az+Rsz)=y & z=A"'(y—Rs)).

Fiir y € R™ definiere
¢y =R py(z) = A7 (y — Rp(2)).

Damit gilt

(1.6) f@)=y & ¢ylz)=u

Schritt 2 Konstruktion der Lisung (Inversen)
Wir bestimmen ¢ > 0 und 6 > 0, so dass fiir jedes y € B-(0) die Abbildung ¢, : B5;(0) — B;(0)

eine Kontraktion ist.

Wir setzen A = |A7!| € (0,00). Da nach Voraussetzung DR(x) = Df(z) — A stetig mit
DR;(0) =0, gibt es ein Jp > 0 mit

1
Bs,(0) € Q und |[DRy(z)| < 9 fir |z| < dp.
Aus dem Schrankensatz (Satz 2.2 in Kap. 4) folgt

1
(1.7) \xll, ]x2| < 50 = ’Rf(xl) — Rf(l’g) < ﬂ ‘1’1 — X2|.

Wir berechnen

|by(@1) = y(z2)] = |AH(y = Ry(an)) — A7y — Ry(a2))]
= AT (B (1) = Ry(w2))]
< ARg(x1) — Ry(22)]-
Also folgt aus (1.7) die Kontraktionseigenschaft
1
(1.8) w1l Je2l < b0 = |oy(21) = @y(22)] < 5 lar — waf.

Weiter schiatzen wir ab:

by(2)] = [A7H(y — Ry(2))]
< A7Y Iyl + |Ry(2)])
A(lyl + [Ry(w) — Rp(0)])  (da Ry(0) = 0)

1
Ayl + 5 |z|  fiir |z| < dp nach (1.7).

IN

Also folgt fiir 6 < dp und € = §/2A

)
(1'9) |55‘ <0, |y| <e = |¢y(55)| < 5 + 5 =4.
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Nach (1.9) und (1.7) ist ¢, : Bs(0) — Bs(0) eine Kontraktion.

Definiere die offenen Mengen V = B.(0) und U = f~1(V) N Bs(0). Nach dem Banachschen
Fixpunktsatz und (1.6) gibt es zu jedem y € V genau ein z € Bs(0) mit f(z) = y.
Tatséchlich ist € Bs(0), denn nach (1.9) gilt |z| = |¢y(x)] < 6. Somit ist f : U — V
injektiv und surjektiv, also bijektiv.

Schritt 3 Differenzierbarkeit der Inversen
Sei g : V — U die Umkehrabbildung von f: U — V.

a) g ist stetig in y = 0, denn ¢g(0) = 0 und wie oben gezeigt gilt |g(y)| = |¢,(9(v))| <
Alyl+ 3 19(y)], also |g(y)| < 2Aly| — 0 mit y — 0.

b) Es gilt Dg(0) = A~!, insbesondere ist g in y = 0 differenzierbar. Dazu brechnen wir

gw) =A™yl Igu(9(y) — A7y
Yl |yl
_ AT (R ()]
lyl
< A B l9w)l
- l9(y) |
—0 <2A nach a)

— 0 mity—0.

¢) Fiir § > 0 hinreichend klein ist schliesslich g auf ganz V' differenzierbar. Da Df : Q —
L(R™ R™) und det : L(R",R™) — R stetig sind, kénnen wir ndmlich § < §p so klein
wihlen, dass det D f(x) # 0 fiir alle z € B;(0), also D f(x) invertierbar. Ist danny € V|
und x = ¢g(y) € U, so sind in x die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Nach dem schon
Bewiesenen ist dann ¢ in y differenzierbar.

Schritt 4 Hohere Differenzierbarkeit
Nach Lemma 1.2 ist g € C*(V,U). Ist f € C™(U, V) fiir ein r € NU {00}, so ist g € C"(V,U)
ebenfalls nach Lemma 1.2. O

Als wichtige Konsequenz des Satzes halten wir fest:

Folgerung 1.1 Sei Q) C R™ offen und f € CY(Q,R™). Ist Df(x) invertierbar fiir alle x € €,
so ist f(2) C R™ offen.

BewEIs: Nach Satz 1.2 hat yo = f(z9) die offene Umgebung V' C f(Q2). O

2 Implizite Funktionen

Wir betrachten jetzt den Fall eines unterbestimmten Systems, wenn es also weniger Glei-
chungen gibt als Unbekannte. Wir kénnen die Funktion dann wie folgt schreiben, indem wir
die Variablen in zwei Gruppen einteilen:

f:Q—=R™, f=f(z,y), wobei (z,y)e QR xR™=R"
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Gegeben sei eine Losung (g, yo) der Gleichung f(x,y) = z9. Wir interessieren uns dafiir, wie
die Losungsmenge dieser Gleichung nahe bei (xg,yo) aussieht. Kénnen wir nach y auflosen,
d.h. die Losungsmenge als Graph einer Funktion y = g(z) darstellen?

Beispiel 2.1 Betrachte die Gleichung
fle,y)=a>+y> =1 fir (z,y) e R x R =R?

Sei eine Losung (zo,v0) € R? gegeben, also ein Punkt auf dem Einheitskreis. Ist yo > 0, so
ist die Lésungsmenge nahe bei (xg,y0) Graph der Funktion y = /1 — x2. Analog haben wir
im Fall yo < 0 die lokale Graphendarstellung y = —v/1 — x2. Dagegen ist die Lisungsmenge
in keiner Umgebung von (1,0) (und ebenso in keiner Umgebung von (—1,0)) als Graph dber
der x-Achse darstellbar, denn es gibt die zwei Lisungen y = /1 — 22,

Es kann auch vorkommen, dass (zg,yo) der einzige Punkt mit f(zg,y0) = 20 ist, z.B. bei der
Gleichung 2% + 32 = 0.

Beispiel 2.2 Sei f: RF x R™ — R™ linear. Wir unterteilen die m x (k 4+ m)-Matriz von f
mn eine m X k-Matriz A und eine m x m-Matriz B, d. h.

f(z,y) = Az + By mit A€ L(RF,R™), B e L(R™,R™).

Die Gleichung Az + By = zy hat zu x € R¥ eine eindeutige Auflosung nach y dann und nur
dann, wenn B invertierbar ist. Ist das der Fall, so lautet die Auflésung y = B~ (29 — Ax).

Allgemein schreiben wir die Jacobimatrix von f = f(z,y) in der Form
Df(z,y) = (Duf, Dyf) € (R™¥k, Rimxm).

Wenn wir nach y = g(x) auflssen wollen, so sollte nach Beispiel 2.2 die Ableitung
Dy f(xo,y0) € R™ ™ invertierbar sein. In den Anwendungen ist die Einteilung in die beiden
Variablengruppen nicht immer vorgegeben, das heifit es kénnte nach verschiedenen Gruppen
von je m Variablen aufgelost werden. So kann der Einheitskreis in einer Umgebung von
(1,0) zwar nicht als Graph y = g(z) geschrieben werden, wohl aber als Graph x = g(y).

Merkregel. Die Ableitung nach den Variablen, nach denen aufgelést werden soll, muss inver-
tierbar sein. Im (héufigen) Fall m = 1 bedeutet das g—i(xo, yo) # 0.

Satz 2.1 (iiber implizite Funktionen) Sei Q C R* x R™ offen, f € C1(Q,R™) und sei
zo € R™. Fiir den gegebenen Punkt (xq,yo) € Q gelte:

(a) f(wo,90) = 20

(b) Dy f(xo,y0) € R™*™ ist invertierbar.

Dann gibt es offene Umgebungen U von zg, V von yo sowie eine Funktion g € C*(U, V) mit

(2.10) {(z,y) €U XV : f(z,y) = 20} = {(2,9(z)) : z € U},
insbesondere ist g(xg) = yo. Die Funktion g hat die Ableitung
(2.11) Dg(xg) = —(Dyf(movyo))_l Dy f(o, yo)-
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Zusatz. Fiir jedes r € NU {oo} gilt die Implikation
feC (QR™) = geC(UR™).

BEwEIS: Wir verwenden einen Trick, um den Satz iiber inverse Funktionen anwenden zu
konnen. Und zwar betrachten wir

F:Q—RYXR™ Flz,y) = (7, f(z,y)).

kxk kxm
pr_( B 0 \_(R ' R '
D:Df Dyf Rm)( Rm)(m

Nach Voraussetzung gilt

Es gilt

det DF (xo,y0) = det Dy f(xo,y0) # 0.

Nach dem Umkehrsatz existieren offene Umgebungen Uy x V von (zg, yo) sowie W von (zg, 2p),
so dass F': Uy x V — W diffeomorph ist. Wir bezeichnen die zugehorige Umkehrabbildung
mit G € C*(W,Uy x V). Ist (z,2) € W, so gilt also (z,2) = (z, f(x,y)) mit (z,y) € Up x V
nach Konstruktion, und es folgt

G(z,2) = G(z, f(z,y) = G(F(z,9)) = (z,y).
Also ist G von der Form G(z, 2) = (z, go(z, 2)) mit gg € C*(W,R™).

Seinun U = {z € Uy : (x,%) € W}. Da W offen in R x R™, ist U offen in R¥ und fiir
(x,y) e U x V gilt

f(l‘ay) =Zz0 <= F(:an) = (fEaZO)
< (z,y) = G(z,20) (da (x,29) € W)
54 y = go(w,20)-

Also gilt die Aussage des Satzes mit g(x) = g(z, 20). Die Formel fiir die Ableitung folgt aus
der Kettenregel:

f(z,9()) =20 = Dyf(z0,y0) + Dyf(0,y0) Dg(zo) = 0.

O

Beispiel 2.3 Wir wollen als triviales Beispiel untersuchen, wie die Nullstelle eines quadra-
tischen Polynoms von seinen Koeffizienten abhdngt. Sei

FiREXR =R, f(p,g,\) =\ +20 A +q=(\+p)?— (> —q).

Die Menge N = {(p,q,\) € R2 xR : f(p,q,\) = 0} ist die Vereinigung der beiden disjunkten
Graphen G = {(p,q, AT (p,q)) : p* > q}, wobei \*(p,q) = —p £ /p? — q, mit der Menge
G NG ={p,¢.\):p*=q, A= —p}.

Fall 1 g—{(po,qo,/\o) =2Xo+po) #0 & p§—qo > 0.
Dann liegt (po,qo, No) in einem der beiden Graphen G oder G—, und N st in einer
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Umgebung U x V als Graph von A\ oder \~ darstellbar.

Fall 2 %L(po,q0, M) =2(No+p0) & pE—aq0=0.

Hier macht der implizite Funktionensatz keine Aussage. Tatsdchlich ldsst sich die Menge
N in keiner Umgebung von (po,qo,Mo) als Graph A = X\(p,q) darstellen: fir p*> < q hat
die Gleichung iberhaupt keine Losung, fir p> = q genau eine und fir p*> > q die zwei
verschiedenen Losungen AT (p, q).

Beispiel 2.4 Betrachte allgemeiner das Polynom
iR =R, f(byA)=N"+b, (A" 1 4.+

Sei \o einfache Nullstelle von f(a, ) fira € R™, d.h. f(a,A) = (A=Xo) ¢(\) fir ein Polynom
q(X) mit g(No) # 0. Es folgt %(a, Xo) = q(No) # 0. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen
existiert eine Umgebung U x V won (a,\y), so dass zu jedem b € U genau eine Nullstelle
A(b) € V wvon f(b, -) existiert. Diese hingt unendlich oft differenzierbar von b ab, und es gilt
firo<i<n-—1

122 ¥
—(CL, )\O) = n—1 ° n—2 )
nA T+ m—=1Dap1 Ay T+ +ar

ob;

Wir kommen nun zu einer geometrischen Anwendung des Satzes tiber implizite Funktionen.
Ist f € C'(R?) und 2 € R, so kann im allgemeinen die Niveaumenge

M:{(l"y) ER2Zf($,y) :ZO}

Punkte enthalten, in denen M nicht lokal wie eine Linie aussieht, z.B. Kreuzungspunkte von
Linien, isolierte Punkte usw. Ist aber Df(z,y) # 0 fur alle (z,y) € M, so ist M nach dem
impliziten Funktionensatz in der Néhe jedes Punkts als Graph iiber der z-Achse oder der
y-Achse darstellbar und damit wirklich eine H6henlinie im strengen Sinn des Worts. Die
folgende Definition verallgemeinert diesen Sachverhalt auf beliebige Dimensionen.

Definition 2.1 Sei 0 < k < n. FEine Menge M C R™ heisst k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit des R™ der Klasse C" (wobei r € NU {oo}), falls Folgendes gilt: zu jedem p € M
gibt es eine offene Umgebung Q und eine Funktion f € C"(Q,R"*) (wobei wir R® := {0}
setzen) mit M NQ = f~1{0} und rang Df(q) = n — k fiir alle q € Q.

Beispiel 2.5 Die Ellipsoidoberfiiche

M = P b
={(z,y,2) € .¥+b—2+c—2—1} (a,b,ec > 0).

Es gilt M = f~1{0} mit
2 2 L2

oy T Yy Zz

f(l‘ayaz):$+b—2+c—2—1 und gradf(m,y,z):2<¥7b_2’c_2)?g0

fiir alle (z,y,2) € Q = R3\{0}.
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Wir benétigen folgende Notation. Sei X C R” ein Unterraum mit orthogonalem Komplement
XL, Fiir U ¢ X und V € X' schreiben wir dann

U+V={es+y:zeU yecV}
Im Fall X = R¥ x {0} ist also U + V = U x V. Ferner setzen wir fiir M C R" und p € R®
M—-p={q—p:qe M}

Satz 2.2 (Untermannigfaltigkeiten = lokale Graphen) Fir M C R" sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(1) M ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C", das heiffit zu p € M
gibt es eine offene Umgebung Q C R™ und eine Funktion f € CT(Q,R"*) mit MNQ =
f~H0} und rang Df = n — k auf 2.

(2) Zu jedem p € M gibt es einen k-dimensionalen Unterraum X C R", offene Teilmengen
UcC X,V C X"t und eine Funktion g € C"(U, V) mit g(0) = 0, so dass

(M—p)N(U+V)={z+g(z):z€U}.

BEWEIS:
Wir iiberlegen zunéchst, dass sowohl (1) als auch (2) invariant unter Translationen und
Drehungen des R sind. Betrachte dazu

¢ :R" - R", &(q) =Sqg+a, wobeiSeO(n)undaecR".

Es gilt @7 1(¢') = S71(¢ — a) und D®~(¢') = S~ fiir alle ¢ € R™. Sind die Daten unter
(1) gegeben, so ist Q := ®(Q) offene Umgebung von p := ®(p) € ®(M) =: M, und mit
fi=fod 1:Q— R gilt

MNQ = ®MnQ) =a(f{o}) = fF{o},
ranng = rang( f(@hHs )—n—k auf Q,
~1

ker Df(p) = ker (Df(p)S™") = S(ker Df(p)).

Sind andererseits die Daten wie in (2) gegeben, so setzen wir p = ®(p) € ®(M) =: M,
X =SX,U = SU, V =SV und g g=So0ogoS~ 1|~ Dann ist X ein k-dimensionaler

Unterraum, U offen in X, V offen in S(X1) = X1, g e C”(ﬁ, V), §(0) = 0 und schliesslich

(M-pnU+V) = S(M-p)n(U+V))
= SHz+g(z):ze€U})
= {+So0goS7\(7):7e U}
= {F+9@®) :7cU}.
Nach diesen Voriiberlegungen ist der eigentliche Beweis einfach. Fiir (1) = (2) konnen wir
namlich nach Translation um —p und einer geeigneten Drehung S annehmen, dass p = 0 und

Dy £(0,0) invertierbar, wobei (z,y) € R¥ x R** = R". Aussage (2) folgt dann sofort aus
dem Satz 2.1 {iber implizite Funktionen. Umgekehrt konnen wir fiir (2) = (1) annehmen,

70



dass wieder p = 0 und dass X = R* x 0. Dann definieren wir Q@ = U x V und f € C"(Q, R"~¥)
durch f(z,y) =y — g(z). Es folgt M NQ = f~1{0} sowie

Df(.%,y):(—Dg(l'),En,k) = ranng:n—k.
O
Definition 2.2 Fin Vektor v € R™ heisst Tangentialvektor der Untermannigfaltigkeit M C

R™ im Punkt p € M, falls es eine Abbildung ~y : (—e,e) — M gibt mit v(0) = p, 7/ (0) = v.
Die Menge der Tangentialvektoren von M im Punkt p wird mit T, M bezeichnet.

Folgerung 2.1 Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"™ der Klasse C'.
Dann gilt T,M = ker Df(p), falls p € M N Q = f~1{0} mit rang (Df) = n — k auf Q.
Insbesondere ist T, M ein k-dimensionaler Unterraum des R™.

BEwEIS: Fiir v : (—¢,e) — M mit v(0) = p und 7/(0) = v gilt

0= %fﬁ(t))'tio =Df(v(0))y'(0) = Df(p)v = T,M Cker Df(p).

Nach Satz 2.2 gibt es andererseits einen k-dimensionalen Unterraum X, offene Teilmengen
U C X,V C X+ und eine Funktion g € C*(U, V) mit g(0) = 0, so dass (M —p)N(U+V) =
{r+g(x):2 €U} SeiG:U — R", G(x) = z+ g(r) und £ € X beliebig. Dann gilt
p+ G(t§) € M fiir t € (—e,¢) und folglich

d
DG(0)¢ = %(p + G(t€))|t=0 € T,M = Bild DG(0) C T,M.
Aber dim Bild DG(0) = k = dim ker D f(p), denn mit der Orthogonalprojektion Px : R” — X
ist Px - DG(0) = D(Px o G)(0) = Idx. Daraus folgt die Behauptung. O

Folgerung 2.2 (Extrema mit Nebenbedingungen) Sei Q C R" offen, f € C'(Q,R™)
und ¢ € CH(Q). Gilt dann fiir p € f~1{0}

(1) ©(q) = ¢(p) fir alle g € Q mit f(q) =0,
(2) rang Df(p) = m,
5o gibt es Ai,..., Ay € R mit grad o(p) = >, Aigrad fi(p).

BewEis: Nach evtl. Verkleinerung von Q ist rang Df(p) = m auf Q und M := f~1{0} ist
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Ist v : (—e,e) — M mit (0) = p und 7/(0) = v, so
hat hat p o~ in ¢t = 0 ein lokales Maximum und folglich

0= %‘P(’Y(t))‘tzo = (grad ¢ (p), v).

Also gilt grad ¢(p) € (T,M)*. Da f;|ym = 0, gilt analog grad f;(p) € (T,M)* fiir 1 < j < m.
Aber dim (T,M)+ = n — k = m nach Folgerung 2.1, und die Vektoren grad f;(p) sind die
Zeilenvektoren der Matrix D f(p) mit Rang m. Wegen der Gleichheit von Zeilenrang und
Spaltenrang ist {grad f;(p) : 1 < j < m} eine Basis von (T}, M)+, und die Behauptung folgt.

U
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Beispiel 2.6 Sei p = inf {(Az,x) : |x| = 1} fiir eine symmetrische Matric A € R™*". Zu
minimieren ist also die Funktion ¢(z) = (Az,x) unter der Nebenbedingung f(x) = |z|?> —1 =
0. Da S" ' = f~Y0} kompakt und ¢ stetig, wird das Infimum in einem Punkt xq € S™~!
angenommen. Nach Folgerung 2.2 gibt es ein A € R mit grad p(zg) = Agrad f(xo), also

Axg = Axg. Somit hat jede symmetrische Matrix mindestens einen Eigenvektor, vgl. Kapitel
7, Satz 2.8.

72



Kapitel 9

Anfangswertprobleme fiir
gewoOhnliche Differentialgleichungen

Aus Zeitgriinden konnte in der Vorlesung nur kurz auf gewohnliche Differentialgleichungen
eingegangen werden. Es wurden allerdings zentrale Aussagen (Picard-Lindelof) behandelt, so
dass Sie den Stoff ohne allzu grofle Miihe ergéinzen kénnen, zum Beispiel aus meinem Skript
vom Sommersemester 97 oder aus dem Buch Analysis II von O. Forster.

1 Eindeutigkeit und Existenz der Losung

Als Einstieg betrachten wir das Problem, die zeitliche Entwicklung einer Population (Bakte-
rien, Bevolkerung, Kontostand, Atome, ... ) vorherzusagen oder riickwirtig zu bestimmen.
Dabei ist zur Zeit tp € R ein Wert z(tg) = xo gegeben — wir sprechen von einem Anfangswert
— und wir interessieren uns fiir die Grofle z(¢) der Population zur Zeit ¢. Je nach Problem-
stellung sind unterschiedliche Wachstumsgesetze denkbar:

e Natiirliches Wachstum (Kontostand, radioaktiver Zerfall)
Hier ist die Zuwachs-/Zerfallsrate konstant,

2 =ax mitaeR.

Eindeutige Losung des Anfangswertproblems ist, siehe Kapitel 3, Folgerung 2.5,

z(t) = mo e t0),

o Logistisches Wachstum
Ab einem gewissen Schwellenwert soll Abnahme statt Zunahme eintreten (z. B. Schafe
auf einer Weide)
' = (a—fzr)r =azx — fz° mit a,§ > 0.

Man kann sich iiberlegen, dass im Fall g # 0 die Losung fiir ¢ > to wie folgt lautet:

1
x(t) = §+ (% - §> e—a(t—to)'



o Rduber-Beute-Modell
Gegeben sind zwei Populationen z(t) =Beute und y(¢) =Ré#uber, zum Beispiel Génse
und Fiichse.

¢ = (a—pPy
y = (—y+ox)y, (. 8,7,6>0).

Es ergeben sich zwei gekoppelte Gleichungen, deren Losung ohne weiteres nicht so leicht
zu ermitteln ist.

Allgemein interessieren wir uns fiir folgende Situation.

Definition 1.1 Sei G offen in R x R® und f € C%(G,R"), f = f(t,z). Eine Funktion
r € CY(I,R"), I C R Intervall, heifit Losung der Differentialgleichung o' = f(-,x), falls gilt:

(1.1) {(t,z(t)) : tel} CG
(1.2) o(t) = f(t,z(t))  firalletel.

Gilt auflerdem
(1.3) x(to) = xo fiir gegebenes (ty, zo) € G,
so heifft x Losung des zugehorigen Anfangswertproblems.

Wir kénnen uns z(t) als Fahrt eines Fahrzeugs vorstellen, das zur Zeit to in zo startet und
durch Vorgabe der Geschwindigkeit zur Zeit ¢t am Ort x(t) gesteuert wird. Es stellen sich die
folgenden Fragen:

Eindeutigkeit: Ist eine Losung x € C'(I,R") des Anfangswertproblems eindeutig
bestimmt?

Existenz: Gibt es eine Losung x € C''(I,R™) des Anfangswertproblems?

Abhéngigkeit von den Daten: Wie hingt die Losung von (o, zp) und f ab?
In der Vorlesung wird nur auf die ersten beiden Fragen Bezug genommen.

Beispiel 1.1 Sei G =R x R und f(t,z) = 2+/|z|. Dann hat das Anfangswertproblem

unendlich viele verschiedene Lésungen x € CY(R), ndamlich die Funktionen

_J0 firt<s
#t) = {(t—5)2 firt>s

mit s > 0, sowie aufferdem die Nullfunktion.

Das Beispiel zeigt, dass fiir die Eindeutigkeit eine Regularitéitsvoraussetzung erforderlich ist.
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Satz 1.1 (Eindeutigkeit der Losung) Sei G C R x R” offen. Ist f € C'(G,R"), so hat
das Anfangswertproblem

o' =f(@),  alto) ==
héchstens eine Losung x € CH(I,R™).

Fiir den Beweis brauchen wir folgende Aussage, die direkt aus dem Schrankensatz, Satz 2.2
in Kapitel 7, folgt.

Lemma 1.1 Sei f € CO%(G,R"), f = f(t,x), mit D,f € C%G,R™™). Dann ist f lokal
Lipschitz-stetig bzgl. x: zu (to,x0) € G gibt es ein e > 0 und ein L < oo, so dass gilt:

(1.4) Ze(to,xo): = {(t,z): |t —to| <e, |z —mo| <e} CG,
(1.5) |f(t,z1) — f(t,z2)| < Llxy —xo| fir (t,z1), (t,x2) € Z:(to, xo).

BEWEIS VON SATZ 1.1 Seien x1, x5 € C'(I,R") zwei Losungen des Anfangswertproblems.

Schritt 1: Es gibt ein § > 0 mit 27 = z9 auf (tg — d,to + 9).

Seien € > 0, L < oo wie in Lemma 1.1. Whle § > 0 mit (¢, z1(¢)), (¢,22(t)) € Z(to, zo) fiir
|t —to] < 0. Fiir u(t) = |z1(t) — z2(t)|? folgt

i 2[(z1 — w2, 2 — 73)|

2/(x1 — @2, (-, 21) — f(+,22))]

2|z — x| |f(+,21) — f(+,22)| (Cauchy-Schwarz)
2 Lu.

|u

VANVAN

Mit Folgerung 2.5 in Kapitel 2 erhalten wir u(t) < u(to) 21! bzw.
(1.6) |21(t) — 22 (t)] < |21 (t0) — wa(to)] X701,
Die Behauptung ergibt sich aus 1 (tg) = z2(to).

Schritt 2: z; = x9 auf ganz [.
Betrachte die Menge M = {t € I : x1(t) = z2(t)}. Dann gilt ty € M nach Voraussetzung und
M ist abgeschlossen in I, da x1,xo stetig. Nach Schritt 1 gibt es zu t € M aber ein § > 0
mit (¢t —6,t +0) C M, d. h. M ist offen. Daraus folgt M = I.

O

Wir kommen nun zur Frage der Existenz. Das folgende Beispiel zeigt, dass wir nur eine
zeitlich lokale Losung erwarten konnen.

Beispiel 1.2 Betrachte f € C®°(R x R), f(t,z) = 2%. Das zugehiorige Anfangswertproblem

hat die eindeutige Losung
x:(—00,1) =R, z(t)=-—.
Die Lésung ist nach rechts nicht fortsetzbar, denn es gilt lim; 1 2(t) = +oo.
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Eine entscheidende Beobachtung zur Konstruktion der lokalen Losung ist, dass das Anfangs-
wertproblem als Integralgleichung geschrieben werden kann.

Lemma 1.2 Firxz: I — R"™ und (tg,z0) € G sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) = € CY(I,R") ist Losung des Anfangswertproblems

o' (t) = f(t,x(t) firaletel, x(to) = zo.
(2) z € C°I,R") erfiillt die Gleichung

x(t) = o + /tf(s,x(s)) ds fiir allet € I.

to

BEWEIS:

(1)=(2): folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung durch Integration
von tg bis t.

(2)=(1): Da t — f(t,x(t)) stetig, folgt = € C'(I,R") und die Differentialgleichung ergibt
sich durch Differentiation, wieder mit dem Hauptsatz. O

Satz 1.2 (Kurzzeitexistenzsatz von Picard-Lindel6f) Sei G C R x R"™ offen, f €
CHG,R™) und (tg,z9) € G. Dann gibt es ein § > 0, so dass das Anfangswertproblem

= f(-,z), =z(to) =z0 aufl=[ty—d,ty+ 0]
eine Losung x € C1(I,R™) besitzt.

BEWEIS:

Schritt 1 Formulierung als Fixpunktproblem

Seien £ > 0 und L < oo wie in Lemma 1.1 gewahlt, sowie § € (0, ] zunéchst beliebig.

Der Raum X = C%(I,R") ist, versehen mit der Supremumsnorm || - ||;, ein Banachraum
(Satz 2.1 in Kapitel 6). Auf der abgeschlossenen Teilmenge

A={ze X :|z(t) —xo| <e firallet} C X

betrachten wir die Abbildung

t
F:A— X, [F($)](t)::c0+/ f(s,2(s)) ds.

to

Nach Lemma 1.2 ist ein Fixpunkt von F', also F(x) = x, eine Losung des Anfangswertpro-
blems.

Schritt 2 Wir zeigen nun, dass fiir hinreichend kleines 6 € (0, ¢] Folgendes gilt:
a) F(A)C A

b) [F(@) - F)l; < Llle—yl, fir alle 2,y € A.
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Aus dem Banachschen Fixpunktsatz, Satz 1.1 in Kapitel 8, folgt dann die Existenz eines
Fixpunkts x € A, also der gewiinschten Losung der Anfangswertproblems.

Da f : G — R" stetig und Z.(tp,x0) C G kompakt, ist M = sup{|f(t,z)| : [t — to] <
g, lr —xo| < e} < oo und fir x € A folgt

(1.7) [[F(2)](t) — zo| = ‘/t f(s,x(s)) ds| < M(t —to) < M6.

Weiter schétzen wir fiir z,y € A ab

[F@)]t) - [FWI®)] = | t (f(s,2(s)) = f(s,y(5))) ds|
<t E)Ifo\ sup |f(s,2(5)) — f(s,9(9))]
< Lésslélg\ﬂf(S)—y(S)l,

also
(1.8) |F () = F)ll; < Loz =yl

Nach (1.7) und (1.8) sind die Bedingungen a) und b) fiir die Anwendung des Banachschen
Fixpunktsatzes mit § = min{-5, 5} > 0 erfiillt. O

Wir verweisen auf das Skript Analysis II vom SS 97 fiir eine Diskussion der Frage, unter
welchen Voraussetzungen die Existenz einer globalen Losung bewiesen werden kann.

2 Separation der Variablen

Als Ausgangspunkt betrachten wir nochmals die Euler-Lagrange-Gleichungen.

Satz 2.1 (Energieerhaltungssatz) Sei Q C R" offen und f € C?*(Q x R"), f = f(x,v)
(also f unabhingig von t). Ist x € C*(1,Q) eine Losung der Buler-Lagrange-Gleichungen, so
gilt der ,FEnergieerhaltungssatz“

d / / N _
%Kva(x,x),x)—f(x,:):)] =0.

BEWEIS:
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Beispiel 2.1 Sei f(z,v) = Z|v]* — V(z) die Lagrangefunktion eines Teilchens der Masse
m > 0 tm Potential V. Dann gilt

m

(Dof(@,a)a') = fl@,a)) = (masa') = ([P = V()
-z 212+ V(2).
2
Es folgt der Energieerhaltungssatz
% 2|2 +V(z) = E (= Konstante).

Bei Systemen mit einem Freiheitsgrad (n = 1) lautet der Energieerhaltungssatz

o' =+ %(E—V(x)).

Anfangswertprobleme dieses Typs konnen nun ,explizit* gelost werden mit dem nachstehen-
dem Verfahren.

Satz 2.2 (Separation der Variablen) Seien f € C°(I), g € C°(J) fiir Intervalle I,J C
R, und g(x) # 0 fiir x € J. Betrachte das Anfangswertproblem

f(t)
g(x(t))

Definiere F € CY(I), G € C*(J) durch

(2.1) Z'(t) =

firtel, x(ty) = xo.

P = [ )i Gla) = / " g(y) dy.

0

Ist I so klein gewdhlt dass F(I) C G(J), so folgt:
a) Es gibt genau ein x € C*(I) mit G(z(t)) = F(t) fir allet € I.
b) Diese Funktion ist die eindeutig bestimmte Lisung des Anfangswertproblems (2.1).

BEWwEIS: Nach Analysis 1 ist J* = G(J) ein offenes Intervall und es existiert die Umkehr-
funktion H € C*(J*) von G. Fiir z € C1(I) mit z(I) C J gilt:

x ist Losung von (2.1)
& %G(w(t)) = % F(t)  und z(tg) = xo
= G(z(t)) = F(t) (beachte G(x¢) = F(tg) =0)
& z(t) = H(F(t)).

Insbesondere ist eine Losung von (2.1) eindeutig bestimmt. Definieren wir x = H o F, so ist
z € CYI) mit x(I) = H(F(I)) C H(G(J)) = J nach Voraussetzung und  ist Losung von
(2.1). O

Loésungsrezept.

dz _ f(t) _
.E_m —  g(z)dx = f(t)dt
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e Integration von ¢y bis ¢t und zg bis x:

o) = [ oy = tt F(s)ds = F()

0

e Auflésung nach x ergibt = z(t) oder Auflésung nach t ergibt ¢ = ¢(z).

Beispiel 2.2 (Homogene, lineare Gleichung) Betrachte fiir a € C°(I) das Anfangswert-
problem

2 (t) = a(t)z(t), x(to) = xo.

Nach dem Lésungsrezept ergibt sich (unter welchen Voraussetzungen?)

o [Integration von tg bis t bzw. xg bis x:

T t
log - / &y _ / a(s)ds
Zo 0o Yy to

o x(t) = xp exp ftto a(s)ds.

Beispiel 2.3 (Rotationsminimalflichen) Wird der Graph einer Funktion r: I — (0,00),
r = r(xz), um die x-Achse rotiert, so hat die entstehende Fliche (wie man zeigen kann) den

Flicheninhalt
A(r) = 27r/r(m)\/ 1+ ()% dx.
1

Falls v diesen Flicheninhalt relativ zu allen Graphen w : I — (0,00)) mit ulgr = r|sr mini-
miert, so ist r Lisung der zugehorigen Fuler-Lagrange-Gleichung. Aus Satz 2.1 folgt

/
N ENraT :_r(rx)z v —ry/1+ ("2 = —a (= Konst.)
2
& N2 = (—) -1
P = (-

Wir losen mit Separation unter der Annahme r' > 0:

%: <£)2—1 — <<£)2—1>_1/2dr:d:p.

Integration von ro bis r, xo bis x liefert Arcosh = — Arcosh "0 = x — xg bezichungweise

xr — I

. To
mit 1 = x¢g — Arcosh —.

= h
r(x) = a cos - -
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3 Lineare Differentialgleichungen

Fiir lineare Differentialgleichungen erhélt man eine sehr prézise Theorie. Wir betrachten hier
allgemein ein System

(3.1) 2 (t) = A(t) z(t) + b(t), =z(to) = zo.

Dabei sind A : I — R™" ~ L(R™", R") und b € I — R" stetig und zy € R. Gesucht ist
eine Losung = € C1(I,R"™) von (3.1). Es erweist sich aber als niitzlich, im Folgenden auch
komplexwertige Funktionen zuzulassen, also

A(t) e C™™, b(t) eC", xp€C" und z(t) € C".

Tatsache. Das lineare Anfangwertproblem (3.1) ist auf ganz I (und nicht nur lokal) 16sbar.
Dies ergibt sich durch eine genauere Analyse des Satzes von Picard-Lindelof, siehe Skript
Analysis II, SS "97.

Satz 3.1 Sei A € C°(I,K™") mit K = R oder K = C. Dann ist die Losungsmenge des
homogenen Systems
La={zecC'(I,K"): 2’ = Az auf I}

ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Und zwar ist fir jedes tg € I die Abbildung
575() . LA — Kn, 5150(1') = Q?(t[))
ein Vektorraumisomorphismus.

BEWEIS: Mit z,y € L4 ist auch Ax+puy € Ly fiir A, p € R. Deshalb ist L4 ein Untervektor-
raum von C!(I, K"). Die Abbildung d;, ist surjektiv, weil das Anfangswertproblem zu jedem
zo € K" eine Losung auf ganz I hat, siehe obige Tatsache. d;, ist injektiv, weil die Losung
des Anfangswertproblems nach Satz 2.1 eindeutig bestimmt ist. O

Definition 3.1 Eine Basis von La heifit (Lisungs-)Fundamentalsystem auf I.

Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung zweiter Ordnung (Schwingung mit Rei-
bung)
2" + 282 +wir =0 (Bo,wo>0).

Wir kénnen die Gleichung dquivalent in ein System erster Ordnung umschreiben:

/
X = vy
/

y = —wjz—28y
Ein Fundamentalsystem ergibt sich aus dem Ansatz z(t) = e* mit A € C, also
0=eMA2+28\+wd).

Fall 1 0< 3% — w3 =: w? (wobei w > 0)
Dann hat das Polynom die beiden reellen Nullstellen A+ = —3+w < 0. Die beiden Lésungen

() = (oo
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bilden ein Fundamentalsystem, denn

det (3;*_((8)) §i§83> = det < A1+ ;‘_) = A — A =—2w<0.

Fall 2 0> 3? — w} =: (iw)? (wobei w > 0). Dann hat das Polynom die beiden nichtreellen
Nullstellen A+ = —f=+iw. Analog zu oben erhalten wir nun ein komplexes Fundamentalsystem

r+(t)) ertt
Y+ (t) - At e st )
Uber R erhalten wir durch Linearkombination

r1(t) = e Plcoswt a9(t) = e Plsinwt
n(t) = zi(t) ya(t) = w5(t)

Fall 3 OzﬂQ—wg
In diesem Fall hat das Polynom die eine reelle Nullstelle —3. Ein Fundamentalsystem lautet

zi(t) = e P zo(t) = te P
yi(t) = —e Pt ya(t) = e Pt — Bte Pt

An der Stelle t =0
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