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Kapitel 1

Grundlagen

1 Korperaxiome und Anordnungsaxiome

Den Ausgangspunkt dieser Vorlesung bilden die Axiome der reellen Zahlen. Danach sind die
reellen Zahlen eine Menge, auf der folgende Strukturen gegeben sind:

eine Verkniipfung +, die je zwei a,b € R ein a+b € R zuordnet (Addition),
eine Verkniipfung -, die je zwei a,b € R ein ab € R zuordnet (Multiplikation ),
eine Relation a > b, die fir a,b € R zutrifft oder nicht (Anordnung).

Es sollen dabei folgende drei Gruppen von Axiomen gelten:

Die Kérperazxiome (K)
Die Anordnungsaziome (A1, A2 und A3)
Das Vollstindigkeitsaxiom (V).

Cantor und Dedekind haben Verfahren gefunden, wie die reellen Zahlen aus den rationalen
Zahlen konstruiert werden konnen, das heifit es gibt tatséchlich eine Menge R mit den
geforderten Eigenschaften, insbesondere sind die Axiome widerspruchsfrei. Zusammen mit
den Strukturen ist eine solche Menge R im wesentlichen auch eindeutig bestimmt, wobei wir
auf die Préazisierung dieser Aussage hier verzichten. Beim Umgang mit den reellen Zahlen
werden niemals die speziellen Konstruktionen von Cantor und Dedekind benutzt, sondern die
gesamte Analysis wird allein auf den Axiomen aufgebaut, und so wollen auch wir vorgehen.
Die neugierigen Horer verweisen wir aber auf Kapitel 2 im Buch Zahlen.!.

Wir wollen in der Folge die einzelnen Axiome vorstellen und beginnen mit den
Korperaxiomen, die die arithmetischen Eigenschaften von R regeln, das heifit die Ad-
dition und die Multiplikation. Sie lauten wie folgt:

'Hrsgb. H.-D. Ebbinghaus, 3. Auflage, Springer 1992
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Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+(b+c¢) (@a-b)-c=a-(b-c)
Kommutativgesetz: a+b=b+a a-b=b-a
Neutrales Element: FEs gibt Zahlen 0 € R und 1 € R mit 1 # 0, so dass fiir alle a € R gilt:
a+0=a a-1=a
Inverses Element:  Zu jedem a € R gibt es Lisungen x,y € R der Gleichungen
a+zxz=0 a-y=1 falls a#0
Distributivgesetz: a-(b+c)=a-b+a-c.

Eine Menge K mit Verkniipfungen + und -, so dass die obigen Axiome erfiillt sind, heifit
Korper (englisch: field). In der Algebra treten viele verschiedene Korper auf, ein extremes
Beispiel ist K = {0,1} mit 1 + 1 = 0 und den sonst iiblichen Rechenregeln. Die neutralen
Elemente sind durch die Axiome eindeutig bestimmt, denn wéren zum Beispiel 0; € R und
02 € R neutrale Elemente fiir die Addition, so folgt mit dem Kommutativgesetz

01 =01 4+ 09 =09 + 01 = 09.

Das Argument fiir die Eindeutigkeit von 1 € R ist natiirlich ganz analog. Weiter sind die
inversen Elemente ebenfalls eindeutig bestimmt, denn fiir zwei Losungen x1 2 der Gleichung
a+ x = 0 folgt mit dem Assoziativgesetz und dem Kommutativgesetz

ri=x1+0=x1+(a+22) = (r1+a)+z2=(a+2x1) + 22 =0+ 22 = 22.

Wieder ist das Argument fiir die Multiplikation analog. Wir bezeichnen die Lésung = der

Gleichung a + 2z = 0 mit —a sowie die Losung y der Gleichung ay = 1 mit 1/a oder a~!, und
vereinbaren die Notation
—b=a+ (-b) g—a-1
a = p =0T
Aus den Korperaxiomen leiten sich unter anderem folgende Rechengesetze ab.
Satz 1.1 (Rechnen in R) Fir reelle Zahlen a,b gelten folgende Aussagen:
—(-a)=a —(a+0b) = (—a)+(-b),
(aHl=a (ab)™' = a7 fiir b £ 0, (1.1)
a-0=0 a(—b) = —(ab), '
—a)(=b) =ab a(b—c) =ab— ac.
ab=0 = a=0 oder b=0 (Nullteilerfreiheit). (1.2)

BEWEIS: Die erste Zeile von (1.1) folgt mit der Eindeutigkeit der Inversen aus
(-a)+a=a+(-a)=0  (a+b)+((-a) +(-b)) = (a+(=a)) + (b+(=b)) =0+ 0=0.

Der Beweis der zweiten Zeile ist analog. Nun gilt a-04+a-0 = a-(0+0) = a-0. Nach Addition
von —a - 0 folgt a - 0 = 0. Daraus ergibt sich weiter

ab+a(=b) =a(b+(=b)) =a-0=0,



also a(—b) = —ab, und dann

Die letzte Aussage von (1.1) folgt mit
a(b—c) =a(b+ (—c)) = ab+ a(—c) = ab+ (—ac) = ab — ac.

Ist in (1.2) a # 0, so folgt schlieBlich

Damit sind alle Aussagen des Satzes gezeigt. O

Auch die folgenden Regeln der Bruchrechnung lassen sich aus den Koérperaxiomen herleiten,
dies sei jedoch den Lesern iiberlassen.
Folgerung 1.1 (Bruchrechnung) Fir a,b,c,d € R mit ¢,d # 0 gilt:

a b ad+bc
1) = 4+- =
()c+d cd

a b ab
2) 2.2 =%
2) c d cd
a/c ad 1
(3) bjd " be' falls zusdtzlich b # 0.

Als néchstes formulieren wir zwei Anordnungsaxiome. Ein drittes, das Archimedische Axiom,
werden wir erst spéter einfithren, wenn es fiir den Grenzwertbegriff gebraucht wird.

(A1) Fiir jedes a € R gilt genau eine der drei Aussagen a > 0, a = 0 oder —a > 0.

(A2) Aus a,b> 0 folgt a +b > 0 und ab > 0.

Statt —a > 0 schreiben wir auch a < 0, und statt a—b > 0 auch a > b. Hier einige Folgerungen
aus den Anordnungsaxiomen (Al) und (A2).

Satz 1.2 (Rechnen mit Ungleichungen)
(1) Fir a,b € R gilt genau eine der Relationen a > b, a = b oder a < b.
(2) Ausa>b, b> c folgt a > ¢ (Transitivitit).

(3) Aus a > b folgt
a+c > b+c
ac > be, wenn c>0
ac < be, wenn c <0

(4) Aus a > b und c>d folgt

a+c > b-+d,
ac > bd, falls b,d >0



(5) Fiir a # 0 ist a®> > 0.
(6) Aus a >0 folgt 1/a > 0.
(7) Ausa>0b,b>0 folgt 1/a < 1/b.
BEWwEIs: (1) folgt direkt aus (A1) und der Definition von a > b. Fiir (2) rechnen wir
a—c=(a—b)+(b—c)>0 nach (A2).

Ahnlich ergeben sich (3) und (4):

(a+c)—(b+¢c) = a—-b>0,
ac—bc = (a—0b)e>0 im Fall ¢ > 0 nach (A2),
bc—ac = (a—0b)(—c) >0 1im Fall ¢ < 0 nach (A2),
(a+c)—(b+d) = (a—b)+(c—d)>0 nach (A2),
ac—bd = ac—bc+bc—bd

= (a—0b)c+b(c—d) >0 nach (2) und (A2).
Die Positivitdat von Quadraten folgt aus der Fallunterscheidung

9 a-a>0 im Fall a > 0,
a =
(—a)-(—a) >0 im Fall —a > 0.

Dabei haben wir die Regel (—a)(—b) = ab aus (1.1) benutzt. Nach (A1) ist a® > 0 fiir a # 0
bewiesen. Aussage (6) ergibt sich nun mit

L (i)Q - > 0 nach (5) und (A2).

Zu guter Letzt haben wir fiir (7)

1 1 1
b o ab(a —b) > 0 mit (6) und (A2).
O
Definition 1.1 (Betrag einer reellen Zahl) Der Betrag von a € R ist
_ a fallsa >0
ol = { —a falls a < 0. (1.3)

Ein anschauliches Modell der reellen Zahlen ist die Zahlengerade. Ist a < b, so liegt b rechts
von a im Abstand |a — b|. Insbesondere ist |a| der Abstand zum Nullpunkt.

Satz 1.3 (Rechnen mit Betrigen) Fiir a,b € R gelten folgende Aussagen:
(1) | —al = |a| und a < |al.

(2) |a| > 0; aus Gleichheit folgt a = 0.



(3) lab| = lal - [b].
(4) la+0[ <laf +[b]
(5) la —b] = |laf —[b]].

BEWEIS: Aus Definition 1.1 folgt

—a falls —a >0 —a fallsa <0
|—al=9 _ = = |al.

(—a) falls —a <0 a fallsa>0

Weiter folgt (2) aus
la| —a = 0 falls a > 0,
"l —a—a>0 fallsa<O0.

In (3) bleiben die linke und rechte Seite gleich, wenn wir a durch —a ersetzen, dasselbe gilt
beziiglich b. Also kénnen wir a,b > 0 annehmen, und erhalten |ab| = ab = |a|- |b| wie verlangt.
Fiir (4) schétzen wir mit (1) wie folgt ab:

la + b = +(a+b) = +a+ (£b) < lal + 0]

SchlieBlich gilt |a| = |a—b+b| < |a—b|+b| nach (4), also [a—b| > |a|—|b|. Durch Vertauschen
von a und b folgt (5). O

Wie wir spéter sehen werden, spielen Ungleichungen in der Analysis eine grofie Rolle.

2 Vollstindige Induktion

Wir unterbrechen jetzt die Diskussion der Axiome der reellen Zahlen, um das Beweisver-
fahren der vollsténdigen Induktion kennenzulernen. Wir setzen voraus, dass die natiirlichen
Zahlen N als Folge 1, 1+1=2,2+1=3, ... gegeben sind. Ausgehend von 1 € N wird also
jede natiirliche Zahl erreicht, indem die 1 endlich oft addiert wird. Darauf beruht das

Induktionsprinzip: Sei M C N eine Menge mit den beiden Eigenschaften
(1) 1e M,
2)neM = n+1lel.

Dann gilt schon M = N.

Die Beschreibung der natiirlichen Zahlen als Folge 1, 2, 3,... ist keine strenge Defi-
nition, da die Piinktchen nicht prézisiert werden. Demzufolge koénnen wir auch das
Induktionsprinzip nicht rigoros begriinden, sondern nehmen es schlicht als gegeben hin. Auf
der Basis der Axiome (K), (A1) und (A2) kann aber eine strenge Definition der natiirlichen
Zahlen als Teilmenge der reellen Zahlen gegeben werden, wobei das Induktionsprinzip dann
als Satz gefolgert wird. Dies wird zum Beispiel in den Biichern von Barner & Flohr sowie
Hildebrandt ausgefiihrt. Das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion ergibt sich direkt
aus dem Induktionsprinzip.

Satz 2.1 (Beweisverfahren der vollstindigen Induktion) Gegeben sei eine Folge von
Aussagen A(n) fir n € N. Es mdge gelten:



(1) A(1) ist wahr.
(2) A(n) ist wahr = A(n+1) ist wahr.
Dann sind alle Aussagen A(n) wahr.

BEWwEIS: Wir betrachten die Menge M = {n € N : A(n) ist wahr}. Nach Voraussetzung gilt
1 € M, und mit n € M ist auch n + 1 € M. Das Induktionsprinzip ergibt M = N, das heifit
alle Aussagen A(n) sind wahr. O

Bevor wir das Beweisverfahren an Beispielen iiben, brauchen wir noch das Summen- und
Produktzeichen. Fiir reelle Zahlen a,y,, ..., a, setzen wir

n
Zak:am+...+an (m,n €Z).

Der Index k durchléuft dabei die ganzen Zahlen von der unteren Grenze k = m bis zur oberen
Grenze k = n. Der Laufindex k kann substituiert werden, wobei die Grenzen umzurechnen
sind. Zum Beispiel liefert k = j + 1

Zak— Z Aj11 = Qm + ...+ Gy,

j=m-—1

Es ist praktisch den Fall zuzulassen, dass die untere Grenze grofler als die obere Grenze ist,
und in diesem Fall die Summe gleich Null zu setzen. Das Produktzeichen ist ganz analog

erklart:
n
H Ak = Ay "+ -« * A
k=m

Das leere Produkt wird gleich Eins gesetzt. Ein Induktionsbeweis funktioniert immer in zwei
Schritten: erst wird die Aussage A(n) fiir den Fall n = 1 verifiziert (Induktionsanfang). Statt
bei n = 1 kann die Induktion auch bei einer anderen Zahl starten. Im zweiten Schritt wird
vorausgesetzt, dass A(n) fiir ein n € N richtig ist (Induktionsannahme), und daraus A(n+ 1)
gefolgert (Induktionsschluss).

Beispiel 2.1 (arithmetische Summe) Wir zeigen die Summenformel
n
n(n+1)
A s 14240, = k= —"—+
(n) +24. 0= 5

Fir n = 1 ist sowohl die linke als auch die rechte Seite gleich Eins, also gilt der Induktions-
anfang. Jetzt berechnen wir unter Verwendung von A(n)

n+1
ik—<2k> tay="00D gy (DA D) L)

2 2

Damit ist A(n) fiir alle n € N bewiesen. Nach dem neunjihrigen Gaufl kommen wir natiirlich
auch ohne Induktion zum Ziel:

n+1 n+1 n 1
Zk_<2k+2n—k+l> Z(k+n—k:+1) (n;)
k=1 k

k 1



Der Vorteil dieses Arguments ist, dass wir die Formel nicht vorher raten miissen. O

Beispiel 2.2 (geometrische Summe) Sei z € R, z # 1. Dann gilt fiir alle n € Ny

1— k+1
1+z+.. Za: x

1-z
Wir zeigen das wieder durch vollstdndige Induktion, wobei wir bei n = 0 beginnen:

0+1

0
1—=x
k 0
> af=u T

k=0
Jetzt gelte die Formel fiir ein n € N. Dann folgt

n+1 (n+1)+1

n +1
ko k nt1 An) 1 —a" i1 l—z
Zm —<Zx>+x D +2x I p—
k=0 k=0

womit die Behauptung gezeigt ist. Auch hier haben wir ein alternatives Argument, ndmlich
den sogenannten Teleskopsummentrick:

n n
1—3:"“:1—x+x—...—x"+x"—x”+l:Z(xk AR Zxk
k=0 k=0

O

Ebenfalls mit dem Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion zeigen wir folgende niitzliche
Ungleichung.

Satz 2.2 (Bernoullische Ungleichung) Firz € R, x > —1, und n € Ny gilt
(I1+2)" > 14 nx.

BewEis: Wir fithren Induktion iiber n € Ny. Fiir n = 0 gilt nach Definition (1 + 2)? =1 =
1+0-2z. Wegen 1+ z > 0 folgt weiter

1+z)" = Q+2)-1+2)"
> (I1+z)-(1+nx) (nach Induktionsannahme)
= 1+ (n+ 1)z + na?
> 1+ (n+1).

O

Wir wollen als néchstes die Elemente gewisser Mengen zéhlen. Dazu brauchen wir den Begriff
der Abbildung oder Funktion von einer Menge A in eine Menge B. Eine Abbildung kann als
Teilmenge I' des kartesischen Produkts A x B = {(a,b) : a € A, b € B} definiert werden
mit der Eigenschaft, dass zu jedem a € A genau ein b € B existiert mit (a,b) € I'; dieses b
bezeichnet man mit f(a) und schreibt f : A — B, a — f(a). Die Abbildung f heifit

injektiv < aus f(a) = f(d) folgt a = d’,
surjektiv. < zu jedem b € B gibt es ein a € A mit f(a) = b,
bijektiv < f ist injektiv und surjektiv.



Ist f bijektiv, so ist die Umkehrabbildung f~! : B — A definiert, die jedem b € B sein
eindeutig bestimmtes Urbild a € A zuordnet.

Satz 2.3 (Schubfachprinzip) Ist f:{1,...,m} — {1,...,n} injektiv, so folgt m < n.

BeweEls: Wir fassen die Behauptung als Aussage A(n) auf, die jeweils fiir alle m € N zu
zeigen ist, und fiithren einen Induktionsbeweis. Fiir n = 1 haben wir eine injektive Abbildung
f:A{Ll,...,m} — {1} und es folgt sofort m = 1, also der Induktionsanfang. Sei nun eine
injektive Abbildung f : {1,...,m} — {1,...,n + 1} gegeben. Zu zeigen ist m < n + 1, was
fiir m = 1 offensichtlich ist. Fiir m > 2 konstruieren wir eine injektive Abbildung

Fo{l,....om—=1} = {1,...,n}, k— f(k).

Mit der Induktionsannahme folgt dann m — 1 < n beziehungsweise m < n+ 1 wie gewiinscht.
Im Fall f(k) € {1,...,n} fiir alle k = 1,...,m — 1 kénnen wir einfach f(k) = f(k) setzen.
Andernfalls gibt es genau ein i € {1,...,m — 1} mit f(i) = n+ 1. Da f nach Voraussetzung
injektiv ist, folgt f(m) # n + 1, das heifit f(m) € {1,...,n}, und wir kénnen setzen

~ f(k firk=1,...,m—1, k # 1,
fly =7 ek
fim) fir k=1.
Es ist leicht zu sehen (nachpriifen!), dass in jedem der Fille f injektiv ist. O

Definition 2.1 (Zahl der Elemente) FEine nichtleere Menge M heifit endlich, wenn fiir
ein n € N eine Bigektion f : {1,...,n} — M existiert; andernfalls heifit sie unendlich. Im
endlichen Fall heifit n Anzahl der Elemente von M (Symbol: #M = n). Die leere Menge wird
ebenfalls als endlich bezeichnet mit #0 = 0.

Wesentlicher Punkt bei der Definition der Anzahl ist, dass die Zahl n mit einer Bijektion
f:{1,...,n} — M eindeutig bestimmt ist. Denn ist f : {1,...,m} — M ebenfalls bijektiv,
so haben wir die bijektiven, insbesondere injektiven, Abbildungen

f_lof:{1,...,n}—>{1,...,m} sowie f_lof:{1,...,m}—>{1,...,n}.

Aus dem Schubfachprinzip, Satz 2.3, folgt dann n < m und m < n, also m = n. Der Satz
garantiert also, dass die scheinbare Uneindeutigkeit in der Definition der Anzahl nicht vorhan-
den ist. Die Mathematiker haben dafiir die schéne Formulierung, die Anzahl sei wohldefiniert.

Das Produkt n! = [[}_;k = 1-2-...-n wird als n-Fakultit bezeichnet; dabei ist
per Definition 0! = 1 (in Konsistenz mit unserer Vereinbarung zum leeren Produkt). Der
folgende Satz beantwortet die Frage nach der Anzahl der moglichen Anordnungen (oder
Umordnungen oder Permutationen) von n Dingen.

Satz 2.4 (Zahl der Permutationen) Fir n € N sei S,, die Menge der bijektiven Abbil-
dungen o : {1,....,n} — {1,...,n}. Dann gilt #S, = n!.



BEwEIs: Wir zeigen die Behauptung durch Induktion, wobei der Induktionsanfang n = 1
offensichtlich ist. Es ist praktisch, jedes o € S,, mit dem n-Tupel (o1, ..., 0,) zu identifizieren,
wobei 0; = o (7). Die Menge S),+1 ist disjunkte Vereinigung der Teilmengen

Snt1k ={TE€Spp1:r=n+1} firk=1,...,n+1.
Beispielsweise ist in aufzdhlender Form
54,2 = {(17 47 2a 3)? (27 47 37 1)7 (37 47 17 2)7 (1> 47 27 3)7 (27 4> 17 3)’ (37 47 1> 2)}
Jedem o = (01,...,0,) € S, konnen wir die Permutation (o1,...,06_1,n+ 1,0%,...,04,) in
Sp+1,k zuordnen, und diese Abbildung ist bijektiv (nachprifen!). Also folgt aus der Indukti-
onsannahme #5,1 = #5, = n! und
n+1

#Snp1 = #Snprk=(n+1)-nl=(n+1).
k=1

Definition 2.2 (Binomialkoeffizienten) Fir o € R und k € N setzen wir

()-tepben o (o),

Lemma 2.1 (Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten) Fir o € R und k € N
erfiillen die Binomialkoeffizienten die Formel

(0 -()-(2)

BeEwEIs: Fiir k£ = 1 ist leicht zu sehen, dass die Formel richtig ist. Fiir £ > 2 berechnen wir

<a>+<ka > a-(@—1) ... (a—k+1) a-(a—1)-...-(a—k+2)

k —1 1-2-... -k 1-2-...- (k-1
a(a=1)-...-(a—k+2) - (a—k+1+k)
B 1-2-...-k
o (a+1)a-((a+1) —k+1)
B 1.2k

- (7)

Im Fall @« = n € Ny erlaubt Lemma 2.1 die rekursive Berechnung der Binomialkoeffizienten

(%) nach dem Dreiecksschema von Blaise Pascal (1623-1662).

O



n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=> 1 5 10 10 5 1
n=6 1 6 15 20 15 6 1

Ebenfalls fiir « = n € Ny folgt durch Erweitern der Binomialkoeffizienten mit (n — k)! die
alternative Darstellung

n n!
= —— fii 1,... 2.4
<k’> k! (n—k)' U.I'TLEN(),]CG{O, ; an}a ( )

und daraus weiter die am Diagramm ersichtliche Symmetrieeigenschaft

<Z> = (nik) fiir n € No, k € {0,1,...,n}. (2.5)

Satz 2.5 (Zahl der Kombinationen) Sei n € Ny und k € {0,1,...,n}. Dann ist die
Anzahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n} gleich (Z)

BEWEIS: Die Behauptung gilt fiir £ = 0 und beliebiges n, denn die leere Menge ist die einzige
null-elementige Teilmenge von {1,...,n}, und nach Definition ist (8) = 1. Insbesondere gilt
die Behauptung fiir n = 0. Wir fithren nun Induktion iiber n, wobei wir die Behauptung
jeweils fiir alle k € {0,1,...,n} zeigen. Im Induktionsschluss miissen wir die Anzahl der k-
elementigen Teilmengen von {1,...,n + 1} bestimmen, wobei wir £ > 1 annehmen konnen.
Diese Teilmengen zerfallen in zwei disjunkte Klassen:

Klasse 1: Die Menge enthélt die Nummer n 4 1 nicht.
Klasse 2: Die Menge enthélt die Nummer n + 1.

Klasse 1 besteht genau aus den k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}, Klasse 2 ergibt
sich durch Hinzuftigen des Elements n + 1 zu jeder der (k — 1)-elementigen Teilmengen von
{1,...,n}. Insgesamt ist die Zahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n + 1} nach

Induktionsannahme also gleich
n n n+1
() (2= ()

nach Lemma 2.1, womit der Satz bewiesen ist. O

Satz 2.6 (Binomische Formel) Fira,b € R und n € N gilt

(a+b)" = zn: (Z) a*on k. (2.6)

k=0

10



BEWEIS: Ausmultiplizieren des n-fachen Produkts (a+b)" = (a+b)-(a+b)-...-(a+b) mit dem
Distributivgesetz und Ordnen nach dem Kommutativgesetz liefert Terme der Form a*b"F fiir
k € {0,1,...,n}. Die Hiufigkeit eines solchen Terms ist gleich der Anzahl der Moglichkeiten,
aus den n Klammern k£ Klammern auszusuchen, in denen a als Faktor genommen wird; in den
restlichen Klammern muss dann der Faktor b gewihlt werden. Nach Satz 2.5 kommt a*b" %
also genau (}) mal vor. O

Alternativ folgt der Satz auch durch vollsténdige Induktion iiber n, und zwar gilt der Induk-
tionsanfang n = 1 wegen

1 1
n=1: (a+0d)'= <0> a’ bt + <1> a't’.

Der Induktionsschluss ergibt sich wie folgt:

n

(a+b)" = (a+b) Z <Z> a®o" % (nach Induktionsannahme)
k=0

_ Z <Z> aktipn—k 4 Z (Z) ok pn—ktl
k=0

k=0

e i( n >ak pn—(k=1) +zn: (”) akpnti=k 4 pntl
k=1 k=1 k=1 &

_ an+1+z K n >+ <")] akprti=k 4 gl
P k—1 k

n+1 n+ 1
— Z ( i > a®v"t1=F  nach Lemma 2.1.
k=0

Die folgende Umformulierung des Induktionsprinzips erscheint absolut selbstverstéindlich; wir
erinnern aber daran, dass wir keine strenge Definition der natiirlichen Zahlen gegeben haben.

Satz 2.7 (Prinzip der kleinsten natiirlichen Zahl) Jede nichtleere Menge M C N be-
sitzt ein kleinstes Element.

BeEwEIs: (durch Widerspruch) Angenommen, es gibt kein kleinstes Element in M C N. Wie
zeigen dann durch Induktion {1,...,n} N M = (). Fiir n = 1 ist das richtig, denn sonst wiire
1 € M das kleinste Element. Ist die Behauptung fiir n € N gezeigt, so gilt sie auch fiir n + 1,
denn sonst wire n + 1 kleinstes Element in M. Also folgt {1,...,n} N M = ( fiir alle n € N.
Aber dann ist M die leere Menge im Widerspruch zur Voraussetzung. O
Als Anwendung zeigen wir nun, dass die rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden dicht verteilt
sind. Dafiir brauchen wir nun das noch fehlende, dritte Anordnungsaxiom.

A3 Zu jedem e € R, € > 0, existiert ein n € N mit 1/n < & (Archimedisches Aziom).

Es gibt dann auch zu jedem K € R, K > 0, ein n € N mit n > K, wie sich mit der Wahl
e =1/K > 0 in A3 sofort ergibt.

Satz 2.8 (Q ist dicht in R) Zu je zwei reellen Zahlen a,b € R mit a < b gibt es eine
rationale Zahl ¢ € Q mit a < g < b.
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BEwEIS: Wir kénnen b > 0 annehmen, denn sonst gehen wir zu @’ = —b, ¥ = —a iiber.
Ausserdem ist 0.B.d.A. a > 0, da wir andernfalls einfach ¢ = 0 setzen. Nach A3 existiert ein
n € N mit 1/n < b — a. Betrachte nun die Menge

M={keN:k/n>a} CN.

M ist nichtleer: falls a = 0 so ist zum Beispiel 1 € M, andernfalls gibt es nach A3 ein kK € N
mit 1/k < 1/na bzw. k/n > a. Sei m € M das kleinste Element nach Satz 1.3. Dann ist
einerseits m/n > a und andererseits (m — 1)/n < a, also

m m—1

1
— = +—-—<a+(b—a)=0.
n n n

Die Zahl ¢ = m/n leistet somit das Verlangte. O
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Kapitel 2

Konvergenz

1 Grenzwerte von Folgen
Definition 1.1 Fine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung
N—R, nr——ay.

Die Zahl a,, heifit das n-te Glied der Folge, die Folge insgesamt wird mit (a,)nen bzw. kurz
mit (a,) bezeichnet. Oft wird die Folge durch das Bildungsgesetz angegeben oder durch
Aufzéhlen der ersten Folgenglieder definiert. Zum Beispiel ist die Folge der Quadratzahlen
gegeben durch a, = n?, bzw. alternativ aufzihlend a, = 1,4,9, 16, .. ..

Definition 1.2 (Konvergenz von Folgen) Die Folge (an)nen konvergiert mit n — oo ge-
gen a € R, falls gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein N € R, so dass fiir alle n > N gilt: |a, — a| < e.

Die Zahl a heifit dann Grenzwert der Folge und wir schreiben kurz lim, .., a, = a oder
ap, — a fiirn — oo. Eine Folge (an)nen heifst konvergent, wenn es ein a € R gibt, das
Grenzwert der Folge ist; andernfalls heifit die Folge divergent.

Mit den Quantoren V (fiir alle), 3 (existiert) und = (daraus folgt) lasst sich die Definition
der Konvergenz auch wie folgt fassen:

Ve >03N eR: (n>N = ]an—a\<£).

Beispiel 1.1 (Harmonische Folge) Die Folge a,, = 1/n konvergiert gegen a = 0. Denn zu
gegebenem € > 0 wihlen wir N = 1/e, und es folgt fiir alle n > N

lap, —al|=|1/n—-0/=1/n<1/N ==¢.
O

Je kleiner die geforderte Abweichung € > 0 vom Grenzwert und damit die Genauigkeit der
Approximation sein soll, desto grofler muss im allgemeinen die Zahl N in der Definition des
Grenzwerts gewéihlt werden, das heifit wie in obigem Beispiel héingt N von € ab, N = N(e).
Eine Ausnahme bildet hier nur die konstante Folge.
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Beispiel 1.2 (Konstante Folge) Ist a, = a fiir alle n € N, so folgt lim,, .~ a, = a. Denn
fiir e > 0 gilt |a, — a] =0 < ¢ fiir alle n > 0, also kénnen wir immer N = 0 wéhlen. O

Ubrigens ist es egal, ob in der Definition des Grenzwerts statt N € R die Bedingung N € N
verlangt wird, denn wir konnen statt N € R ja immer die nichstgrofiere natiirliche Zahl
nehmen. Uberhaupt kann N immer vergroBert werden, und in der Regel besteht kein Interesse
daran, dass kleinstmogliche ne € N mit |a,, — a|] < € fiir n > n. zu finden. Dies ist natiirlich
anders, wenn ein Grenzwert numerisch berechnet werden soll, aber fiir den Nachweis der
Konvergenz reicht es vollig, irgendeine Schranke zu finden, von der ab die Ungleichung gilt.

Beispiel 1.3 (Geometrische Folge) Sei ¢ € R mit |g| < 1. Dann gilt lim,_,~ ¢" = 0. Um
das zu zeigen, kénnen wir ¢ # 0 voraussetzen und haben dann 1/|q| > 1, also gilt 1/|q| = 1+
fiir ein « > 0. Es folgt mit der Bernoulli-Ungleichung, Satz 2.2,

0=t = << <

¢ =19 S (I4x)" T 14nz ~ nx

fiir alle n > 1/(ex). Wir kénnen also N = 1/(ex) wéhlen. O
Beispiel 1.4 Die Folge a, = (—1)", also a, = —1,1,—1,... ist nicht konvergent. Denn

angenommen es ware lim, ., a, = a fiir ein a € R. Zu € = 1 gibt es dann ein N € R mit
lan, —al <1 fir n > N, also gilt fir n > N

2=lap — apnt1| =lan —a+a—api1| <lap —al +a—ap1] <1+1=2,
ein Widerspruch. O]

Der Begriff des Grenzwerts wird anschaulicher, indem wir folgende Teilmengen von R
einfithren.

Definition 1.3 (e-Umgebung) Die e-Umgebung von a € R ist die Menge
Usa)={zeR:|jz—a|<e}={reR:a—e<z<a+e}

FEine Folge (an)nen konvergiert genau dann gegen a € R, wenn die Folgenglieder ab einer
gewissen Nummer in der e-Umgebung von a liegen, egal wie klein € > 0 gewdhlt ist.

Satz 1.1 (Eindeutigkeit des Grenzwerts) Fulls die Folge (an)nen konvergent ist, so ist
thr Grenzwert eindeutig bestimmd.

BEwEIS: Wir beginnen mit einer Voriiberlegung, und zwar behaupten wir
0<e< %|a—a'| ~  Ua)NU.(a)) = 0. (1.1)
Denn ist x € Uz(a) N Ug(a), so folgt mit der Dreiecksungleichung
la—d|=la—z+z—-d|<|v—a|l+|x—d|<2e.

Seien nun a,a’ € R Grenzwerte der Folge (a,)nen. Zu jedem e > 0 gibt es dann N, N’ € R
mit a, € U(a) fir n > N, sowie a, € U.(d') fiir n > N'. Wire a # d/, so withlen wir
e = 3|a—a’| > 0 und erhalten fiir n > max(N, N')

an € Us(a) NU(d') =0,
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ein Widerspruch. O]

Unser néchstes Ziel ist es, einige Rechenregeln fiir Grenzwerte zu erarbeiten. Wir beginnen
mit der

Definition 1.4 (Beschrinktheit von Folgen) Eine Folge (an)nen heifit

a) nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt, wenn es ein K € R gibt mit a,, < K
(bzw. a, > K ) fir alle n € N.

b) beschrinkt, wenn sie nach oben und nach unten beschrdankt ist.

Beispiel 1.5 Die Folge a,, = n ist nach unten beschréinkt, denn es ist zum Beispiel a,, > 0
fiir alle n. Sie ist aber nicht nach oben beschrénkt: angenommen, es gibt ein K € R mit
ap < K fiir alle n € N. Dann ist K > a; =1 > 0, also auch 1/K > 0, und nach Archimedes
gibt es ein n € N mit 1/n < 1/K, also a, =n > K, ein Widerspruch.

Satz 1.2 (konvergent = beschrinkt) Jede konvergente Folge ist beschinkt.

BEWEIS: Sei lim;,_oc @, = a. Wéhle zu ¢ = 1 ein N € R mit |a, —a| < 1 fir n > N. Wir
konnen N € N annehmen, andernfalls ersetzen wir N durch die néchstgrofiere natiirliche
Zahl. Es gilt dann

n>N = |a,| =l|an —a+a| <lap, —al+|a] <1+ |a
n<N = |ap] <max(lail,...,|an]).

Wir haben also |a,| < K fiir alle n, wobei K = max(|a1],...,|an]|,1+ |a]). O

Satz 1.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) FEs gelte a,, — a,b, — b mit n — oo.
a)  Fir alle \,u € R ist (Aay, + pbp)nen konvergent mit Grenzwert
limy, o0 (Aay, + pby) = Aa + ub.
b) Die Folge (ay, - by)nen ist konvergent mit Grenzwert lim, oo (ay, - by) = a - b.

c) Fallsb#0, so gibt es ein Ny € R mit b, # 0 fiir n > Ny und die Folge (an/bn)n>nN,
ist konvergent mit Grenzwert lim, o a,/b, = a/b.

BEWEIS: Wir beginnen mit dem Beweis von b). Nach Satz 1.2 gibt es ein K > 0 mit |a,| < K
fiir alle n € N, und auflerdem mit |b] < K. Dann gilt fiir alle n € N

|anby, —abl = |apby — anb + apb — abl
< lanl| - |bp = b + |an —a - [b]
< K(lan —a| + b, —b|).

Zu e > 0 gibt es nun ein N € R mit |a,, — a| < ¢/(2K) sowie |b, —a| < ¢/(2K) fiir n > N.
Also folgt fiir n > N

& &
by, — ab K(— 7>= .
la ab| < 2K+2K €

Fiir a) reicht es wegen b), den Fall A = 1 = 1 zu betrachten. Zu € > 0 gibt es ein N € R mit
lan, —a| < /2 und |b, — b| < ¢/2 fiir n > N. Es folgt fir n > N

(@ +bn) = (@ +B)] = |(an = ) + (bn = b)| < lan —al +[bu = b < S+ = =&,
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Fiir ¢) kénnen wir uns auf den Fall a,, = b = 1 beschrinken, denn sonst schreiben wir

und wenden b) an. Es gibt nun ein Ny € R mit |b, — 1| < 3 fiir n > N, also
1
bl = 11— (1= b)| > 1= 1= b, > 2 >0

Damit ist die erste Aussage gezeigt. Zu ¢ > 0 wihle weiter N > Ny mit |1 — b,| < &/2 fur
n > N, und somit

O

Bemerkung: Fiir jede Menge X ist die Menge der Funktionen f : X — R ein R-Vektorraum,
mit der Addition (f + ¢)(z) = f(x) + g(z) und der Skalarmultiplikation (\f)(z) = Af(x).
Dies gilt auch fir X = N, das heifit die Menge der reellen Zahlenfolgen (a,)nen ist ein
R-Vektorrraum, wobei die Addition von a = (ap)neny und b = (by)nen sowie die Skalarmulti-
plikation mit A € R wie folgt gegeben sind:

(a+b)p=an+b, und (Aa), =Aa, firalleneN.

Uberlegen Sie, dass die nachstehenden Mengen Untervektorraume bilden, die der Reihe nach
ineinander enthalten sind:
Nullfolgen Die Menge aller (a,)nen mit limg, o an = 0;
Konvergente Folgen Die Menge aller (ay)nen, so dass lim,_, a,, existiert;
Beschrinkte Folgen Die Menge aller (a,)nen, fiir die ein K > 0 existiert mit |a,| < K
fiir alle n € N.

Hier zwei Anwendungen der Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Beispiel 1.6 (Grenzwerte rationaler Funktionen) Seien p,q : R — R Polynome vom
Grad m,n € Ny, das heif3t fiir alle z € R gilt

1

p(z) = ama™ + am_1z™ 1V + . 4ag und  g(x) = by + bp_1x™ ..+ by,

wobei a;,b; € R mit a,, b, # 0. Wir bestimmen im Fall m < n das Verhalten von p(k)/q(k)
fiir k — oo, und zwar liefert mehrfache Anwendung der Konvergenzregeln in Satz 1.3

q(k) bp +bp_1k=+ ...+ bok ™

p(k) jom—n 0m +am1k '+ .. Fagk™™ ap /by, falls m = n,
_ N
0 falls m < n.

Beispiel 1.7 (geometrische Reihe) Fiir —1 < g < 1 betrachten wir die Folge
n
an:1+q+...+q”:qu.
k=0
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Dann ergibt sich aus Beispiel 2.2, Beispiel 1.3 und Satz 1.3

- 1— gt 1
lim a, = lim E ¢" = lim = .
n—oo n—o0 n—oo 1 —gq 1—¢q
k=0

Wir schreiben hierfiir auch Y72, ¢* = 1/(1 — g). Folgen, deren Folgenglieder Summen sind,
heiflen Reihen. Sie spielen eine grofie Rolle in der Analysis und werden in Kiirze ausfiihrlicher
untersucht.

Satz 1.4 (Grenzwerte und Ungleichungen) Seien (ay,)nen und (by)nen konvergent, mit
Grenzwerten lim,, o a, = a und lim,_.., b, = b. Dann gelten folgende Aussagen:

a) Ist a, < by, fir alle n, so folgt a < b.
b) Gilt ¢ < a, < d fiir alle n mit c,d € R, so folgt ¢ < a < d.
c) Ist ap < ¢, < b, und gilt a = b, so konvergiert auch die Folge (¢p)nen gegen a = b.

BeEwEIs: Nach Voraussetzung gibt es zu jedem € > O ein N € Rmit a, > a—cund b, < b+¢
fiir alle n > N. Die Voraussetzung in a) liefert dann a —e < b+e¢ beziehungsweis (a—b)/2 < ¢
fiir jedes € > 0, also a < b. Aussage b) folgt unmittelbar aus a), indem wir ¢, d als konstante
Folgen auffassen. Unter den Voraussetzungen in ¢) folgt fiir n > N die Ungleichungskette

a—e<ap<c,<b,<b+e=a+se,

also lim,, . ¢, = a nach Definition des Grenzwerts. O

Achtung: aus a, < b, folgt nicht a < b, sondern nur a < b. Die Striktheit von Ungleichungen
geht beim Ubergang zu Grenzwerten im allgemeinen verloren. Zum Beispiel gilt 1/n > 0 fiir
alle n € N, aber lim,, . 1/n = 0.

Beispiel 1.8 (n-te Wurzel) Hier betrachten wir fiir a > 0 und n € N die Gleichung 2" = a.
Es gibt hochstens eine Losung « > 0, denn fiir z,y > 0 mit « > y folgt ™ > y", oder

z,y>0und 2" <y" = z<y.

Die Existenz der Losung wird im nichsten Kapitel aus dem Vollstdndigkeitsaxiom hergeleitet.
Damit gibt es genau eine Losung z > 0, die mit a'/" oder {/a bezeichnet wird, und es gilt

a,b>0unda<bdb = alt/m < pt/m, (1.2)
Wir behaupten nun

lim o'/" = 1.
n—oo

Fiir @ > 1 ist a’/™ > 1 nach (1.2). Wir setzen &, = a'/™ — 1 > 0 und schliefen aus der
Bernoulli-Ungleichung, Satz 2.2,

a=(1+&)">14+n8 = 0<& <(a—1)/n.

Also folgt lim,, o0 &, = 0 bzw. lim,, at/™ =1 mit Satz 1.4 c). Fiir a < 1 gilt

(al/n-(a_l)l/n>n:a'a_1:1 = al/n_(_11)1/7
a n

und die Behauptung folgt aus dem vorigen Fall mit Satz 1.3 ¢). O

17



Definition 1.5 (Uneigentliche Konvergenz) Die Folge (a,)nen konvergiert uneigentlich
(oder divergiert bestimmt) gegen 400, falls gilt:

Zu jedem K >0 gibt es ein N € R, so dass ay, > K fiir allen > N.

Wir schreiben lim,, .o a, = +o0o oder a, — +oo mit n — oco. Uneigentliche Konvergenz
gegen —oo ist analog definiert.

Beispiel 1.9 Fiir ¢ > 1 gilt limy, o ¢" = 400. Denn zu gegebenem K > 0 gibt es nach
Beispiel 1.3 ein N € R mit (1/¢)" < 1/K fir n > N, also ¢" > K fiir n > N. Insgesamt
haben wir fiir das Verhalten der Folge ¢” mit n — oo folgende Tabelle:

qg>1 = lim, s ¢" = +00,
qg=1 = lim, o0 q" =1,
1<g<l = lim, .oq” =0,

g<-1 = (¢") nicht konvergent.

Der Fall —1 < g < 1 wurde in Beispiel 1.3 behandelt, und der Fall ¢ < —1 folgt mit etwas
Uberlegung aus Beispiel 1.4 (Ubungsaufgabe).

Fiir eine Folge mit a, > 0 fiir alle n ist lim, .~ a, = 400 dquivalent zu lim,, - 1/a, = 0
(Ubungsaufgabe). Zum Schluss dieses Kapitels fithren wir noch folgende Bezeichnungen fiir
Teilmengen von R ein:

(a,b) ={x € R:a<xz<b} offenes Intervall

[a,b] ={x e R:a <z < b} abgeschlossenes Intervall

[a,b) ={z € R:a<x <b}  rechtsseitig offen, linksseitig abgeschlossen
(a,b) ={r € R:a <z <b} linksseitig offen, rechtsseitig abgeschlossen

|I| = b — a fiir ein Intervall I Intervalllinge

Hierbei sind +o0o und —oo als offene Intervallgrenzen zugelassen, zum Beispiel ist (—oo, 1] =
{z € R: —00 < & < 1}. Den e-Umgebungen bei der Definition der Konvergenz entsprechen
bei uneigentlicher Konvergenz gegen +oo die Intervalle (K, +00): ab einem gewissen Index
miissen alle Folgenglieder in (K, 4+00) liegen, egal wie gro K gew#hlt ist.

Satz 1.5 (Konvergenz von Kehrwerten) Fir eine Folge (an)nen gilt:
(1) Aus a, — +00 (bzw. a, — —ox) folgt 1/a, — 0.
(2) Aus a, — 0 und a, >0 (bzw. a, < 0) folgt 1/a, — +o00 (bzw. 1/a, — —o0).

BEWEIS: Der Beweis wird in den Anwesenheitsiibungen besprochen. O

2 Vollstandigkeit der reellen Zahlen
Die bisher eingefiithrten Axiome (K) sowie (A1) bis (A3) gelten selbstverstédndlich auch fiir

die rationalen Zahlen. Dennoch sind die rationalen Zahlen fiir die Analysis ungeeignet. Wir
beginnen mit folgender Beobachtung der Pythagorier.
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Satz 2.1 (Irrationalitit von /2) Die Gleichung z% = 2 ist in Q nicht losbar.

BewEIS: (durch Widerspruch) Angenommen, die Gleichung 22 = 2 hat eine rationale Losung,
also z = p/q mit p, g € N. Durch fortgesetztes Kiirzen kénnen wir annehmen, dass héchstens
eine der Zahlen p und ¢ gerade ist. Nun gilt

pP=2¢ = p’gerade = pgerade = p=2p mitp €N
Daraus folgt weiter
2¢* = 4p% = ¢?gerade = ¢ gerade.

Also sind doch p, ¢ beide gerade, ein Widerspuch. O

In R ist die Gleichung 2> = 2 und allgemeiner die Gleichung 2" = a fiir beliebige n € N,
a > 0 1osbar. Dies kénnte man als Grund fiir die Erweiterung Q C R anfiithren, dhnlich wie
die Erweiterungen N C Z beziehungsweise Z C Q durch die Losbarkeit von Gleichungen
motiviert waren. Dies geht aber am Kern der Sache vorbei: einerseits bleibt die Gleichung
2? = —1 unlésbar, andererseits bilden die reellen Nullstellen von beliebigen Polynomen mit

rationalen Koeffizienten nur eine relativ kleine Teilmenge von R, wie wir noch zeigen werden.

Das Ziel der Analysis ist es, neue Objekte — Zahlen, Funktionen, Operationen — durch
Grenzprozesse zu konstruieren. Unsere Definition des Grenzwerts setzt voraus, dass wir
den Grenzwert der Folge bereits kennen. Das Vollstdndigkeitsaxiom muss die Existenz von
Grenzwerten in Situationen garantieren, in denen der Grenzwert a priori nicht bekannt ist.
Wir betrachten hierzu zwei Beispiele.

Beispiel 2.1 (Zinseszinsrechnung) Wird ein Euro fiir ein Jahr mit einem Zinssatz x ange-
legt, so betréigt die Ausszahlung F(z) = 1+ . Die Idee des Zinseszinses ist es, den Zeitraum
in kiirzere Abschnitte zu unterteilen und den Zins anteilig pro Abschnitt anzurechenen mit
dem Effekt, dass der schon angerechnete Teil des Zinses seinerseits Zinsen produziert. Zum
Beispiel ergibt das bei monatlicher Verzinsung nach einem Monat 1+ {5, nach zwei Monaten
(14 5)(14+ %) = (1+ %)% und nach zwélf Monaten Eya(z) = (1 + 55)'2. Allgemein ergibt
sich nach einem Jahr bei Unterteilung in n Zeiteinheiten

En(x) = (1+ %)” fir r € R, n € N, (2.1)

Es stellt sich ganz natiirlich die Frage nach einer kontinuierlichen Verzinsung, also nach dem
Grenzwert lim,, o Ey, ().

Beispiel 2.2 (Dezimalbruchdarstellung) Fiir a € R gibt es kg € Z und k; € {0,1,...,9}
fir j € N, so dass folgende Darstellung als unendlicher Dezimalbruch gilt:

n—oo

n
a= lim a, mit a,=Y kj-107 =ko,kiky... k.
=0

Um das zu zeigen, definieren wir induktiv a, = an—1 + kp - 107" mit a, < a < a, + 107",
Fiir n = 0 setzen wir kg = max{k € Z : k < a} und haben wie gewiinscht

a0:k0§a<ko—|—1:ao+10_0.
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Sind ko, k1, ..., kn—1 bereits gefunden fiir ein n € N, so definieren wir k, = max{k € Z :
an—1+ k107" < a}. Nach Induktionsannahme gilt a,,—1 < a < a—1 +10- 107" und folglich
kn, € {0,1,...,9}. Weiter liefert die Wahl von &,

ap =ap-1+kp-100"<a<ap1+ (ky+1)-107" =a, + 107"
Die Darstellung als unendlicher Dezimalbruch gilt wegen
la —ap| < 107" — 0 mit n — oo.

Umgekehrt stellt sich aber nun die Frage, ob jede Dezimalbruchfolge a, = ko, kiks...kn
gegen eine gewisse, reelle Zahl konvergiert.

In beiden Beispielen brauchen wir wie gesagt eine Charakterisierung konvergenter Folgen, die
ohne die Kenntnis des Grenzwerts auskommt. Die Idee von Augustin Louis Cauchy (1789-
1857) besteht darin, die Glieder der Folge nicht mit dem unbekannten Grenzwert, sondern
untereinander zu vergleichen.

Definition 2.1 (Cauchyfolge) Eine Folge (an)nen heifft Cauchyfolge, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein N € R, so dass |a, — an| < € fir alle n,m > N.

Beim Nachweis dieser Eigenschaft reicht es aus, die Zahlen n, m > 0 mit n < m zu betrachten,
denn die Definition ist symmetrisch in n und m und fiir n = m ist nichts zu tun.

(V) Vollsténdigkeitsaxiom: Jede Cauchyfolge ist konvergent.

Damit sind die Axiome (KAV) der reellen Zahlen komplett. Je nach Autor werden auch andere
Aussagen als Vollstandigkeitsaxiom zugrunde gelegt, die aber natiirlich dquivalent sind und
sich bei uns als Folgerungen ergeben werden.

Satz 2.2 Fine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

BeEweis: Eine Cauchyfolge ist konvergent nach dem Vollsténdigkeitsaxiom. Sei umgekehrt
lim,, o0 @, = a. Zu € > 0 gibt es dann ein N € N mit |a, — a| < ¢/2 fiir n > N, und fiir
n,m > N folgt

e €
\an—am\:]an—a+a—am|§|an—a|+|am—a\<§+§:a

O

Als erste Anwendung der Vollstédndigkeit betrachten wir die Dezimaldarstellung und zeigen

Satz 2.3 (Konvergenz von Dezimalbriichen) Seien ky € Z und k; € {0,1,...,9} fir
J € N. Dann konvergiert der Dezimalbruch a, = Z?:o kj - 1077 gegen eine reelle Zahl.

BEWEIS: Fiir n < m schitzen wir wie folgt ab, wobei wir die Formel fiir die geometrische
Reihe, Beispiel 1.7, und Beispiel 1.3 verwenden:

m oo
|am — an| = D k1077 <107V Y 79,1077 < 107" <& fiir n > N.
j=n+1 j=0
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O

Als zweite Anwendung definieren wir die Eulersche Zahl e, und betrachten dazu die Folge
n
1
Ay = Z H
k=0

Fir n € N und m > n berechnen wir

1 1 1 1
—ay = — (1
m = @ (n—|—1)!<+n—|—2+(n—|—2)(n—|—3)+ +(n—|—2)-...-(n—|—m—n)>
1
< ——— (1427t 272y gomThy,
< (n+1)!( +27 42774+ )

Mit der Formel fiir die geometrische Reihe, siehe Beispiel 1.7, folgt die Abschétzung

fiir m > n. (2.2)

<ap—a, <
(Dl == )
Dal/(n+1)!<1/(n+1) — 0 mit n — oo, gibt es zu e > 0 ein N € R mit

2
|am—an|§m<€ fiir n,m > N.

Aus dem Vollstandigkeitsaxiom folgt die Existenz des Grenzwerts lim,, .., a,, so dass folgende
Definition sinnvoll ist.

Definition 2.2 (Eulersche Zahl)

oo

1
e = Z H

k=0
Satz 2.4 (Irrationalitit der Eulerschen Zahl) e =Y 2 1/k! ist nicht rational.
BEWEIS: Aus Abschétzung (2.2) folgt mit m — oo

2 N,

' <e—a, < — firalleneN.

(n+1) (n+1)!

Nach Multiplikation mit n! ergibt sich hieraus fiir n > 2

0< < 1.

n
<nle— n—!< 2
n+1l7= " kT (nt1)

Wiére e rational, so wire der mittlere Term eine ganze Zahl fiir n hinreichend grof}, ein
Widerspruch. O

Das nun folgende Konvergenzkriterium ist iiberaus niitzlich. Es ist ein hinreichendes Kriteri-
um fiir Konvergenz, ist aber nicht notwendig fiir die Konvergenz einer Folge (ay,)nen.

Definition 2.3 (Monotone Folge) Fine Folge (ay)nen heifst monoton wachsend, wenn

Gpy1 > Gn  fiir alle n € N.
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Manche Autoren bezeichnen diese Eigenschaft auch als nichtfallend, und reservieren den
Begriff wachsend fiir eine Folge mit a,11 > a,. Das bezeichnen wir als streng monoton
wachsend.

Satz 2.5 (Konvergenzkriterium der Monotonie und Beschrinktheit) Jede mono-
ton wachsende, nach oben beschrinkte Folge ist eine Cauchyfolge und damit konvergent.

BEWEIS: Sei (ay)neny monoton wachsend und a,, < K < oo fiir alle n € N. Fiir ¢ > 0 betrachte
M ={j € Ny : es gibt ein n € N mit a,, > a1 + je}.

Offenbar ist 0 € M, und fiir j € M gilt j < (K — a1)/e. Sei k € M maximal. Dann gibt es
ein N € N mit ay > a1 + ke, und fiir alle n > N folgt

a1+ ke <any <a,<a+ (k+ 1e.

Damit gilt |an — ap| < € fiir n,m > N, das heifit (a,) ist eine Cauchyfolge. O

Beispiel 2.3 (Die Zahl e und Zinsrechnung) Zu diesem Zeitpunkt ist nicht einsichtig,
warum zur Definition der Eulerschen Zahl die Formel e = >"77 / 1/k! gew#hlt wurde. Darum
zeigen wir nun die alternative und vielleicht aus der Schule bekannte Darstellung

1 n
e= lim <1 + > . (2.3)
n—oo n
Mit anderen Worten: wenn ein Euro fiir ein Jahr mit Zinssatz = 1 bzw. 100 Prozent kon-
tinuierlich verzinst wird, ist das Endkapital e ~ 2, 71828 ... Euro, statt 2 Euro bei jahrlicher
Verzinsung, vergleiche Beispiel 2.1. Zum Beweis von (2.3) bemerken wir zunéchst, dass die

Folge b,, = (1 + %)1/ " monoton wachsend und nach oben beschrinkt ist; dies wurde in Auf-
gabe 4, Serie 3, gezeigt. Nach Satz 2.5 existiert der Grenzwert b = lim, o b,. Mit dem
Binomischen Lehrsatz erhalten wir

n

n\ 1 1 nn—l n—k:—|—1 1

by, = — = — e ————— — .

" Z<k‘>nk B n n n < k! — n
k=0 k=0

Mit n — oo folgt b < e nach Satz 1.4. Die umgekehrte Abschéitzung ist etwas subtiler: fiir
beliebiges m € N und n > m gilt, da die Summanden grofler gleich Null sind,

=3

k=0

n—l n—k+1

3\3

Indem wir hier n — oo gehen lassen, folgt mit Satz 1.4
m
1
Z Z Ea
k=0

und m — oo liefert b > e und damit b = e wie gewiinscht. Tatséchlich liefert das Argument
limy, 0 by, = e, ohne dass die Konvergenz der Folge b,, vorausgesetzt wird.

Als nichste Anwendung des Vollsténdigkeitsaxioms diskutieren wir nun das Intervallschach-
telungsprinzip.



Definition 2.4 (Intervallschachtelung) Fine Intervallschachtelung ist eine Folge von ab-
geschlossenen Intervallen I, = [an,b,] C R mit I,,11 C I, fir alle n und |I,,| = by, — an — 0
mit n — oQ.

Satz 2.6 (Intervallschachtelungsprinzip) Zu jeder Intervallschachtelung (Ip)nen gibt es
genau ein x € R mit x € ﬂneN I,. Es qilt x = limy,— 00 @y, = limy o0 by
BEWwWEIS: Nach Voraussetzung haben wir

a1§a2§...§an§... Sbnggbngl

Aus Satz 2.5 folgt die Existenz der Grenzwerte a = lim,_,o a, bzw. b = lim,_, b,. Dann
gilt nach den Satz 1.3 und Satz 1.4

0<b—a= lim b, — lim a, = lim (b, —a,) =0.
n—oo n—oo n—oo

Setze x :=a=05. Dann ist a,, <a=x=0b<1b,, also x € I, fir alle n. Sei y € R mit y € I,
fiir alle n, das heifit a,, < y < b,. Durch Grenziibergang ergibt sich nach Satz 1.4 a <y < b,
also y = x. O

Satz 2.7 (Existenz der n-ten Wurzel) Zu jedem a > 0 und n € N gibt es genau ein
x>0 mit 2" = a. Bezeichnung: © = {/a = a*/™.

BEwEIs: Die Eindeutigkeit wurde schon in Beispiel 1.8 aus den Anordnungsaxiomen gefolgert.

Wir konstruieren die Losung mit dem Verfahren der fortgesetzten Intervallhalbierung:

Bestimme I}, = [ag, by] fiir £ =1,2,..., so dass mit my = @ gilt:

I = a1, b1] mit a} < a < bY;
Lpyy = lag, my] falls mi > a
[my, b)) falls m}! < a.

Es folgt Iy 1 C Iy fiir alle k und || = 2'7%|I;| — 0 mit k& — co. Sei z € R wie in Satz 2.6
gegeben. Per Induktion ergibt sich aus der Definition von Iy die Ungleichung aj < a < b}
fiir alle £ € N, und hieraus mit den S&tzen 1.3 und 1.4

2" = lim af <a < lim b} = 2".
n—oo n—oo

O

Fiir rationale Exponenten r = p/q mit p € Z und ¢ € N wird die Potenz erklirt durch
a” = (aP)'/4. Dies ist wohldefiniert, denn aus p1/q = p2/q2 folgt

((apl)l/ql)thtn _ (((ap1)1/q1)q1>‘12 _ (ap1)42 — P12 — P20 — ((apz)l/%)qm,

also (aP)Y/® = (aP?)Y/%, Weiter zeigt man leicht die Potenzgesetze (fiir ganzzahlige Expo-
nenten sind diese Regeln klar und wurden schon benutzt)

(i) a®a” = a"**  (i1) (a")° =a"* (iid) a"b" = (ab)".
Zum Beispiel gilt mit r = k/m und s = p/q

(a"a®)™e = (ak/m)mq (ap/q)mq — (((ak)l/m)m>q . <((ap)1/q)q>m — (ak)q - (aP)™ = akatrm
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Dies bedeutet

1/m
a'a® = (aqurpm) /mq — a(kq+pm)/mq — ak/erp/q — arJrs'

Die anderen beiden Potenzgesetze werden #dhnlich verifiziert.

Beispiel 2.4 (Verfahren von Heron) Hier wollen wir kurz das Verfahren von Heron be-
sprechen, das die Quadratwurzel von a > 0 numerisch effizienter berechnet als das Inter-
vallhalbierungsverfahren. Zur Motivation der Iterationsformel: die gesuchte Zahl y/a ist die
Nullstelle z, der Parabel y = 22 — a. Nehmen wir an, es ist schon eine n-te Naherung x,
fiir v/a berechnet, wobei xo der Startwert sei. Dann betrachten wir die Tangente an die Pa-
rabel im Punkt (z,,22 — a), und wihlen als niichste Niherung deren Nullstelle z,,.1. Wie
lautet der zugehorige Algorithmus? Beschreiben wir die gesuchte Tangente mit der Gleichung
y =p-x+ q, wobei p die Steigung und ¢ der y-Achsenabschnitt ist. Dann muss die quadra-
tische Funktion (22 — a) — (px + ¢) genau in x,, ihre einzige Nullstelle haben (heuristische

Begriindung am Bild), also

(2 —a) = (pr+q) = (xr—2,)> = p=2z,und ¢= —(a+2z2).

Die Iterationsvorschrift, gegeben durch die Nullstelle der Tangente in (z,,72 — a), lautet
demzufolge
1
Tnt1 = f(zp) = 5(1’” + i), mit Startwert z¢ > 0. (2.4)
Tn

Die Frage ist nun, ob dieses Verfahren konvergiert und, wenn ja, wie gut. Zunéchst gilt fiir

alle x > 0
f@) =% (S + ) 2 va

mit Gleichheit genau fiir x = /a. Also gilt z,, > y/a fiir n > 1, und es folgt weiter

1
xn+1—xn—§(a/xn Zp ) <0 fiirn > 1.
<Va  2Va

Ab n = 1 ist die Folge somit monoton fallend und durch y/a nach unten beschrinkt, also
konvergiert sie wegen Satz 2.5 gegen eine Zahl ¢& > 0. Um zu sehen, dass ¢ die gesuchte
Waurzel ist, lassen wir in (2.4) n — oo gehen und erhalten ¢2 = a wie gewiinscht. Wie schnell
verkleinert sich nun der Néherungsfehler ¢,, = |z, — /a| > 07 Fiir n > 1 ist

2 2

1 a 1
5n+1:$n+1_\/azﬁ(fn‘}'xi)_\/gz2'r ( _Qfxn+a) 2$ _Q\f
n n n
1

Sei zum Beispiel @ > ; und die Ndherung x, schon auf k > 1 Dezimalstellen hinter dem
Komma genau, also €, < 107%, so ist der Fehler der nichsten Niherung nur mehr

ent1 < 5=(107 )2 <1072,

4

Die Anzahl der giiltigen Stellen hat sich also in einem Schritt verdoppelt. Man spricht hier
von quadratischer Konvergenz. Beim Intervallhalbierungsverfahren wird die Zahl der giiltigen
Stellen jeweils hochstens um Eins verbessert, was als lineare Konvergenz bezeichnet wird.
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Definition 2.5 (Teilfolge) Sei (ay)nen eine Folge und (ny)ken eine Folge natiirlicher Zah-
len mit ny < ng < ng... Dann heifit die Folge (an, )ren Teilfolge von (apn)nen.

Durch Induktion ergibt sich sofort ny > k: es ist ny > 1 und ngy1 > np +1 > k 4+ 1. Die
Teilfolge entsteht aus der urspriinglichen Folge durch Auswahl der Nummern ny. Da Folgen
Abbildungen von N nach R sind, ist eine Teilfolge formal als Verkettung von zwei Abbildungen
definiert: der Ausgangsfolge a : N — R, n —— a, und der Folge N — N, k —— ny, die die
Indizes auswihlt. Am Beispiel a,, = (—1)"/n3 und nj = 2k — 1 sieht das wie folgt aus:

N N an=Y"/e’
k — np=2k-1 — an, = —1/(2k —1)3

Definition 2.6 (Hiufungspunkt von Folgen) a € R heifit Hiufungspunkt der Folge
(an)nen, wenn eine Teilfolge (an, )ken gibt, die mit k — oo gegen a konvergiert.

Beispielsweise hat die Folge a, = (—1)" + 1/n? den Haufungspunkt +1, denn mit nj = 2k
gilt a,, = agr = 1+ 1/(2k)? — 1 mit kK — oo. Auch —1 ist ein Hiufungspunkt der Folge,
denn fiir ng = 2k — 1 ist a,, = agg_1 = —1 +1/(2k — 1)? — —1 mit k — oo.

Lemma 2.1 Die Zahl a € R ist genau dann Héiufungspunkt der Folge (ap)nen, wenn fir
jedes € > 0 die Menge {n € N: a,, € U.(a)} unendlich viele Elemente hat.

BEWEIS: Wenn a € R Haufungspunkt von (ay,)nen ist, so gilt nach Definition a,, — a mit
k — oo fiir eine Teilfolge ng. Zu jedem ¢ > 0 gibt es dann ein K € R mit a,, € Us(a) fiir
alle k > K. Die Abbildung k& — n; ist injektiv wegen ny < no < ..., also ist die Menge
{ng : k > K} nicht endlich nach dem Schubfachprinzip. Dies beweist die eine Richtung der

Aquivalenz. Umgekehrt wihlen wir induktiv ny mit n; < ne < ..., so dass a,, € U; /k(a).
Die Induktion bricht nicht ab, da a, € Uj/(a) fiir unendlich viele n gilt. Es folgt dann
lan, —al <1/k — 0 mit k — oo. O

Satz 2.8 (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen hat eine konvergen-
te Teilfolge, also mindestens einen Haufungspunkt.

BeEwEis: Konstruktion durch fortgesetzte Intervallhalbierung: wéhle eine obere Schranke by
und eine untere Schranke ay fiir (z,)nen, also x,, € [a1,b;] fiir alle n € N. Wir nehmen nun
induktiv an, dass I = [ag, bg] schon gefunden ist mit der Eigenschaft

(%) x, € I fiir unendlich viele n.
Setze my, = %(ak + by) und definiere

Tess = [ags, boss] = { [mg, bg], falls z,, € [myg, by| fiir unendlich viele n,

+1 k+15 Ok+1 lag,mx]  sonst.
Es ist offensichtlich, dass (%) auch fiir das Intervall Ij,; gilt. Nach dem Intervallschachte-
lungsprinzip aus Satz 2.6 gibt es ein z € R mit « € I, fiir alle £ € N. Zu ¢ > 0 gibt es nun ein
K € Rmit |I;] < e fiir k> K, also I, C Us(z) fiir K > K. Damit gilt auch z,, € Uz(z) fiir
unendlich viele n. Aus Lemma 2.1 schlieflen wir, dass x ein Haufungspunkt der Folge (2, )nen
ist. O
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Definition 2.7 (Limes superior/inferior) Fir eine reelle Folge (zp)neny und z* € R U
{xo0} gilt limsup,,_, ., x, = z*, falls folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

(i) es gibt eine Teilfolge xp, mit x,, — z* fir k — oo,

(ii)  fir alle x > z* ist die Menge {n € N: z, > x} endlich.
Entsprechend bedeutet liminf,, o x, = z, mit z, € RU {do0}:

(i)  es gibt eine Teilfolge xp, mit x,, — x, fir k — oo,

(ii)  fir alle x < x4 ist die Menge {n € N: z, < x} endlich.

Der Limes superior ist nicht notwendig obere Schranke der Folge, zum Beispiel gilt
limsup,, ., 1/n = 0. Er kann auch —oo sein, zum Beispiel fiur x,, = —n. Wihrend wir den
Grenzwert lim, o, , nur dann bilden kénnen, wenn die Folge konvergiert, ist der grofite
Haufungspunkt z* = limsup,,_, ., #, und der kleinste Haufungspunkt x, = liminf, .. z, =
x, immer definiert, wenn wir jeweils die Moglichkeit z* = 400 bzw. x, = oo zulassen. Dies
soll nun bewiesen werden, wobei wir uns 0.B.d.A. auf den Limes superior beschréinken.

Lemma 2.2 Sei limsup,,_,., z, = 2" < co. Dann gilt

x>z =z ist kein Hiufungspunkt von (x,).
BEWEIS: Setze ¢ = 3(z —2*) > 0. Fiir y € Us(z) folgt y—2* =2z —2*— (z —y) > 2 —c =¢,
mit anderen Worten U.(x) C {y € R:y > a* 4+ ¢}. Nach Definition 2.7(ii) ist x,, € U.(x) nur
fiir endlich viele n € N, das heifit x ist kein Hiufungspunkt nach Lemma 2.1. O

Satz 2.9 (Existenz des Limes superior) Fiir jede Folge (zy)ncr gibt es genau ein z* €
R U {£o0} mit limsup,, ., xn, = x*.

BEWEIS:

Fall 1: (z,,) ist nicht nach oben beschrankt.
Dann ist {n : x, > b} unendlich fiir alle b € R. Bestimme induktiv n; < ny < ... mit
Zn, > k. Es folgt limsup,, ., x, = +o0.

Fall 2: Es gibt ein b; € R mit z,, < by fiir alle n € N.

Fall 2.1: {n: z,, > a} ist endlich fiir alle a € R.
Dann gilt x,, — —oo und es folgt limsup,, ., n = —00.

Fall 2.2: Es gibt ein a1 € R, so dass {n : x,, € [a1,b1]} unendlich ist.
In diesem Fall wenden wir das Intervallhalbierungsverfahren aus dem Beweis von Satz 2.8 an
und behaupten

{n : x, > by} ist endlich fiir alle k.

Fiir k£ = 1 ist das richtig, da b; obere Schranke. Sei die Behauptung schon fiir k € N gezeigt.
brr1 =br = Die Behauptung gilt nach Induktionsannahme.

be+1 =my = Die Menge {n:xy, > bpy1} ={n:x, € (mg,bi]} U{n:x, > by}
ist endlich nach Fallunterscheidung sowie Induktionsannahme.
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Sei nun z* := limg_, oo by. Fiir z > 2* ist (z, +00) C (bg, +00) fiir k hinreichend gro8, also ist
{n : x, > 2} endlich und es folgt limsup,, ., = *. Damit ist die Existenz bewiesen.

Angenommen es gibt z] < 3 mit den Eigenschaften (i) und (ii). Wiahle z € (x7, z5). We-
gen (ii) fiir 7 ist dann {n : =, > 2} endlich. Dann kann aber (i) fiir =3 nicht gelten, ein
Widerspruch. O

Die Begriffe Haufungspunkt, Limes superior und Limes inferior sind gewthnungsbediirftig,
und wir werden bei Gelegenheit mehr Beispiele betrachten. Die logische Abfolge der zentralen
theoretischen Aussagen in diesem Abschnitt war folgende:

Vollstandigkeitsaxiom:
Cauchyfolgen sind konvergent
)
Konvergenzkriterium der
Monotonie und Beschranktheit

4

Intervallschachtelungsprinzip

4

Bolzano-Weierstrafl: Auswahlsatz

4

Cauchyfolgen sind konvergent

Die Implikationen sind so zu verstehen, dass jeweils nur die jeweils vorangehende Eigenschaft
von R im Beweis des darauf folgenden Resultats benutzt wurde. Die letzte Implikation
werden wir dabei gleich noch zeigen. Es folgt, dass jede der vier Eigenschaften als Axiom fiir
R benutzt werden kénnte - die anderen Eigenschaften wiirden als Sétze folgen. Im néchsten
Abschnitt werden wir eine weitere, dquivalente Eigenschaft kennenlernen, ndmlich den Satz
vom Supremum (Satz 3.1). In dieser Vorlesung wird die Konvergenz der Cauchyfolgen als
grundlegendes Axiom gewihlt.

BEWEIS: Auswahlsatz von Bolzano-Weierstrafs = Cauchyfolgen sind konvergent
Wir zeigen zuniichst, dass eine Cauchyfolge (ay,)nen beschriankt ist. Sei ng € N mit |a, —ap,| <
1 fiir n,m > ngy. Dann folgt

n > ng = ’an’ < |an - ano‘ +|an0"
—

<1

Also gilt |ay,| < max(|ai|,|az2], ..., |ang-1], |an| +1) = K. Sei nun N € R mit |ay, — am| < §
fiir n,m > N. Wir wenden den Auswahlsatz von Bolzano-Weierstrafl an: es gibt eine Teilfolge
(@ny )ken mit ay, — a mit k — co. Wihle kg € N mit [ay, —al < § und ng, > N. Firn > N
folgt

|an —al < lan — apy, |+ lan,, —al <e.

< <

[SI)
|

Somit konvergiert die ganze Folge gegen a. O
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3 Teilmengen von R und von R”
Definition 3.1 Die Menge M C R heifst

nach oben beschrinkt < JK € R mit x < K fir alle x € M,
nach unten beschrinkt < JK € R mit x > K fir alle x € M.

Die Zahl K heifit dann obere bzw. untere Schranke. Weiter heifit M
beschrinkt < 3K >0 mit |x| < K fir alle x € M.

Eine Menge ist genau dann beschriankt, wenn sie nach oben und unten beschrankt ist. Denn
aus |z| < K folgt —K < x < K, und aus K; < x < K> folgt umgekehrt |z| < max(|K;|, |K2|).

Beispiel 3.1 Die Menge [0, 1) ist nach oben beschrénkt, eine obere Schranke ist zum Beispiel
K =2006. Es gibt in [0, 1) kein grofites Element, denn es gilt der Schluss

1
zel0,1) = x<%6[0,1).

Unter den oberen Schranken von [0, 1) gibt es aber eine kleinste, ndmlich die Zahl 1.

Definition 3.2 (Supremum/Infimum) Die Zahl a € R U {+oo} heifst Supremum (bzw.
Infimum) der Menge M C R, wenn folgendes gilt:

(1) z <a fir allex € M (bzw. x > a fir alle x € M),
(2) Fiir alle d’ < a (bzw. ' > a) gibt es ein x € M mit © > d' (bzw. © < d’).

Notation: a = sup M (bzw. a = inf M ). Ist M nach oben (bzw. unten) beschrinkt, so bezeich-
nen wir sup M auch als kleinste obere Schranke (bzw. inf M als grofite untere Schranke).

Satz 3.1 Jede Menge M C R hat genau ein Supremum S € RU {£o0}.

BEwEIs: Wir zeigen als erstes die Eindeutigkeit. Angenommen es gibt S;2 € RU {£o0}, die
beide die Definition 3.2 erfiillen. Wir kénnen S; < S annehmen. Nach Eigenschaft (2) bzgl.
Sy gibt es ein x € M mit x > S, im Widerspruch zur Eigenschaft (1) beziiglich Sj.

Man sieht leicht supf) = —oo, und sup M = +oo falls M nicht nach oben beschrinkt
ist. Im verbleibenden Fall wihlen wir ein Element a; von M und eine obere Schranke b;
von M, und konstruieren wie folgt eine Intervallschachtelung I,, = [ay, by,] fiir n > 1, wobei
My, = (an + by)/2:

[, by), falls [my,, b ) N M # 0

[, by], sonst.

In+1 = [an+17bn+1] = {

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip, Satz 2.6, gibt es genau ein S € R mit S € I, fiir alle
n, und genauer gilt a,, — S sowie b, — S. Fiir x € M sieht man durch Induktion x < b,, fiir
alle n, also x < lim,, .o b, = S. Andererseits gilt, ebenfalls induktiv, M N I, # 0 fiir alle n,
das heift es gibt z, € M mit a, < z, < b,. Ist S’ < S, so gilt also z,, > S’ fiir hinreichend
grofle n. Damit ist sup M = S gezeigt. O
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Folgerung 3.1 Sei M C R nichtleer. Dann gibt es eine Folge x, € M (bzw. x], € M) mit
xp — sup M (bzw. x}, — inf M ).

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage fiir das Supremum. Ist M nach oben beschrinkt, so wurde
eine solche Folge im Beweis des vorangehenden Satzes konstruiert. Ist M nicht nach oben
beschrankt, so gibt es zu n € N ein z,, € M mit xz,, > n, also x, — +o0 =sup M. O

Jetzt wollen wir uns einer neuen Frage zuwenden: wie kann man die unendlichen Mengen
N Cc Z ¢ Q C R der Grofle nach vergleichen? Gibt es wirklich mehr rationale Zahlen als
natiirliche? Mehr reelle als rationale? Die Antwort lautet witzigerweise, dass es gleich viele
natiirliche, ganze und rationale Zahlen gibt, aber mehr reelle Zahlen. Alle genannten Mengen
enthalten unendlich viele Elemente. Die Prézisierung der Begriffe gleichviele und mehr geht
auf Georg Cantor (1872) zurtick.

Definition 3.3 Fine Menge A heifit gleichmdichtig zur Menge B (Notation: A ~ B), wenn
es eine bijektive Abbildung (Bijektion) ¢ : A — B gibt.

Lemma 3.1 Die Relation A ~ B (A ist gleichmichtig zu B) ist eine Aquivalenzrelation, das
heifit fir alle Mengen A, B,C' gilt:

i) A~A

(i) A~B =B~A

(ii) A~Bund B~C = A~C.

BEWEIS:
(i)  Wahle als Bijektion die Identitét ids : A — A, a — a.
(ii) Sei ¢ : A — B Bijektion. Wiihle dann =1 : B — A.
(iii) Seien ¢ : A — B und ¢ : B — C bijektiv. Wéhle dann 9o : A — C.

Definition 3.4 FEine Menge A heifst

- endlich, wenn sie gleichmdichtig zu einer Menge {1,2,...,k} mit k € N ist;
- abzdhlbar unendlich, wenn sie gleichmdchtig zu N ist;

- abzdhlbar, wenn sie endlich oder abzdhlbar unendlich ist;

- dberabzdhlbar, wenn sie nicht abzdihlbar ist.

Die Menge der natiirlichen Zahlen ist nicht endlich, denn andernfalls gibt es ein n € N und
eine Bijektion f: N — {1,...,n} im Widerspruch zum Schubfachprinzip (Satz 2.3).

Lemma 3.2 Fulls eine surjektive Abbildung ¢ : N — A existiert, so ist A abzdhlbar.

BEWEIS: Sei a, = ¢(n). Die naheliegende Idee ist, bei der Abzdhlung induktiv diejenigen
a, auszulassen, die bereits vorher auftraten, und die restlichen entsprechend neu zu num-
merieren. Dazu setzen wir n; = 1 und konstruieren induktiv eine Teilfolge a,, durch die
Vorschrift

Niy1 = min{n > ny : ap # ap; fir j=1,... k}.

Falls die Rekursion nach einem nj abbricht, ist die Abbildung f: {1,...,k} — A, k — ay,
bijektiv und damit ist A endlich. Andernfalls ist die Abbildung f: N — A, k — a,, bijektiv
und A ist abzihlbar undendlich. O
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Satz 3.2 Die Mengen Z und Q sind abzdihlbar.

BEwEIs: Fiir Z wéhle die surjektive (sogar bijektive!) Abbildung

(n—1)/2 n ungerade
¢:N—1Z, @(n)Z{
—n/2 n gerade.

Das Argument zeigt, dass wir uns beim Beweis der Abziéhlbarkeit von Q auf die Menge
Q" = {p/q : p,q € N} beschriinken kénnen. Die Idee ist dann, diagonal nach folgendem
Schema abzuzéihlen:

p= 1 2 3 4 5 6

q:
1 1/1 2/1 3/1 4/1 5/1 6/1
O A A A
2 1/2 2/2 3/2 4/2 -
S S S
3 1/3 2/3 3/3
aurd
4 1/4 2/4
/
5 1/5

Die k-te Diagonale enthélt £ Elemente, also enthalten die Diagonalen mit kleinerer Nummer
insgesamt 1+ ...+ (k—1) = (k — 1)k/2 Eintrdge. Wir behaupten, dass jedes n € N in genau
einem k-Abschnitt {(k — 1)k/2+¢:4i=1,...,k} liegt. Zur Existenz sei k € N maximal mit
(k—1)k/2 < n. Dann gilt

(k—1)k/2 <n < k(k+1)/2 = (k- 1)k/2 + k.

Firl > kist (1—1)l/24+1 > k(k+1)/2 = (k—1)k/2+k, das heifit die beiden Abschnitte sind
disjunkt, womit die Eindeutigkeit gezeigt ist. Somit ist folgende Abbildung wohldefiniert:

k—i+1 (k- 1)k

firn=-——"—+4+1 (keN,1<i<k).

¢:N—Q, p(n) = 5

Die Abbildung ist surjektiv, und zwar gilt ¢(n) = p/q fiir i = ¢ und k = p + g — 1. Die
Abzahlbarkeit von @Q folgt nun mit Lemma 3.2. O
Durch Anordnung in einem quadratischen Schema und analoge Abzdhlung 148t sich ganz
analog zeigen, daf} eine abz#éhlbare Vereinigung von jeweils abzédhlbaren Mengen abermals
abzéhlbar ist.

Satz 3.3 (R ist nicht abzihlbar) Es gibt keine surjektive Abbildung ¢ : N — R.

BEWEIS: Sei ¢ : N — R eine beliebige Abbildung und ¢(n) = x,. Wir konstruieren eine
Intervallschachtelung (I, )nen mit x,, ¢ I, fiir jedes n. Ist I,, schon bestimmt, so zerlege I, in
drei abgeschlossene Teilintervalle gleicher Lénge und wihle fiir 1,41 ein Teilintervall, das x,,41
nicht enthélt (im Zweifelsfall das rechte). Um I; zu definieren, wenden wir dieses Argument

an auf Iy = [0, 1]. Nach Satz 2.6 gibt es ein x € [,y In € R, also z # z, fiir allen € N. O
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In Zukunft brauchen wir den Begriff der Konvergenz auch fiir Punkte im R™. Fiir n = 1 haben
wir als Modell die Zahlengerade benutzt, entsprechend betrachten wir fiir n = 2 die Ebene
mit kartesischen Koordinaten z = (z,y) und fiir n = 3 den dreidimensionalen Raum mit
Koordinaten p = (z,y, z); dabei finde ich den zweidimensionalen Fall besonders anschaulich.
Der R"™ ist eine mathematische Verallgemeinerung:

R"={x=(x1,...,2p) :2; ER} =R x ... xR.
n mal

Fiir x € R ist |z| der Abstand zum Nullpunkt. Die entsprechende Verallgemeinerung im R™
ist die Euklidische Lange oder Norm.

Definition 3.5 Die Euklidische Norm eines Vektors x = (z1,...,x,) € R™ ist

lz] = (/22 + ...+ 22.

Der Euklidische Abstand von zwei Punkten z,y € R™ ist |z — y|.

Das Argument der Wurzel ist als Summe von Quadraten nichtnegativ, also ist |z| wohldefi-
niert. Der folgende Satz fasst wesentliche Eigenschaften der Euklidischen Norm zusammen.

Satz 3.4 Fir die Euklidische Norm |z| gilt:
(1) Positivitdt: |z| > 0 mit Gleichheit genau wenn x = 0.
(2) Halblinearitét: |Az|=|A|-|z| fir alle A € R, z € R™.
(3) Dreiecksungleichung: |z +y| < |z|+ |y| fir alle x,y € R™.
Gleichheit in der Dreiecksungleichung gilt genau wenn x und y gleichsinnig parallel sind.

BEWEIS: Nach Definition der Wurzel ist |#| > 0. Im Gleichheitsfall ist 22 + ... + 22 = 0,
also x; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n und damit x = 0. Die Skalarmultiplikation im R" ist
komponentenweise definiert durch A(x1,...,x,) = (Az1,...,Az,), also folgt

n 1/2 n 1/2 n 1/2
|Ax|:(z<m>2) :(vzxz) =M<Zw?> - Jel
=1 =1

i=1

Beachten Sie, dass hier das Symbol | - | in zwei Bedeutungen vorkommt: einmal als Betrag
der reellen Zahl )\, und einmal als Euklidische Norm des Vektors x € R™. Um die Dreiecksun-
gleichung zu beweisen, holen wir etwas weiter aus und fithren das Skalarprodukt ein. Vorher
erkldren wir noch die Bezeichnung: Fiir drei Punkte x, y, z ergibt sich aus der Dreiecksunglei-
chung
[z —zl=lz—y+y—z[<|z—yl+]y—zl

das heifit im Dreeick mit den Eckpunkten x,y,z ist jede Seite kiirzer als die Summe der
beiden anderen Seiten. Im Gleichheitsfall sind x — y und y — z parallel, das heifit die Punkte
x,y, z liegen auf einer Geraden.

Definition 3.6 Das Standardskalarprodukt von x,y € R™ ist

(z,y) =191+ ... + TnYn.
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Offenbar gilt (z,z) = |z|? fiir z € R™.

Lemma 3.3 Fir das Standardskalarprodukt (z,y) gilt:
(1) Positivitdt: (x,z) > 0 mit Gleichheit genau wenn x = 0.
(2) Symmetrie: (x,y) = (y,z) fir alle x,y € R".
(3) Bilinearitdt: Fir alle z,y,z € R™ und A\, u € R gilt

(A + py, z) = Mz, 2) + u(y,z)  und (2, Ay + pz) = Mz, y) + plz, 2).

BEWEIS: Die Positivitédt folgt aus der Positivitdt der Norm, und die Symmetrie ist offensicht-
lich. Auch die Bilinearitéit ergibt sich leicht aus der Definition:

n

Mo+ py,2) =) s+ py)ze = A mizi+ 1Y yiz = Ma, 2) + p(y, 2).

i=1 i=1 i=1
[
Es kommt nun eine fundamentale Ungleichung:
Satz 3.5 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz) Fir x,y € R" gilt
(2, 9)| <[] [yl. (3.1)

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

Bewers: Fiir a,b € R™ mit |a| = |b] =1 gilt [{(a,b)| < 1, denn die Bilinearitét ergibt
1 1
L (a,b) = 5 (Jaf® + > £ 2(a, b)) = Sla b> > 0.

Ist nun z = 0 oder y = 0, so gilt (z,y) = |z| |y| = 0. Andernfalls betrachten wir die Vektoren
a = x/|x| sowie b = y/|y|. Diese haben Lénge Eins, denn nach Halblinearitit der Norm gilt

1 1
R P
[ ] |l

° 2| = 1.

]

Anwendung der gezeigten Ungleichung fiir a, b liefert

s ) e

2| [y

11
|| [yl

(z,y)| =

was zu zeigen war. Fiir x,y # 0 kann Gleichheit kann nur dann eintreten, wenn a + b = 0,
also wenn x und y parallel sind. O

Damit kénnen wir nun leicht den Beweis der Dreiecksungleichung fithren:
&+ yl? = 2 + 20z, y) + [y < |2 + 2|zly| + |y* = (2] + [y)*.

Mit der Monotonie der Wurzel folgt |z + y| < || + |y| wie behauptet. Im Gleichheitsfall
miissen zundchst = und y parallel sein, aulerdem muss aber (z,y) > 0 sein, also sind z,y
gleichsinnig parallel.
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Im Gegensatz zu R haben wir im R"™ keine Anordnung zur Verfiigung. Deshalb ver-
wenden wir die Ungleichungszeichen <, >, <, >, Formulierungen wie "nach oben bzw. unten
beschrankt” und den Begriff der Monotonie ausschliefslich fiir reelle Zahlen und niemals fiir
Punkte im R"™. Eine Ungleichung a < b ist nur fiir reelle Zahlen sinnvoll (spiter auch mal
fiir gewisse Matrizen, aber das tut jetzt nichts zur Sache). Ein Check zeigt jedoch, dass die
Begriffe Konvergenz, e-Umgebung, Beschrianktheit, Cauchyfolge und Vollsténdigkeit mit der
Betragsfunktion formuliert werden kénnen. Sie lassen sich dann auf den R™ verallgemeinern,
indem wir statt der Betragsfunktion die Euklidische Norm einsetzen.

Definition 3.7 (Konvergenz im R™) Die Folge x;, € R™ konvergiert gegen a € R"™, falls
gilt:

Fiir alle e > 0 gibt es ein N € R, so dass fiir alle k > N gilt: |z — a| < €.
Definition 3.8 (s-Umgebung in R") Die e-Umgebung von a € R" ist die Menge
B.(a) ={z e R" : |z — a] < e}.

Sie wird auch als offene Kugel (fir n > 3) bzw. offene Kreisscheibe (fir n = 2) um a mit
Radius € > 0 bezeichnet. Die abgeschlossene Kugel ist

K. (a)={x eR": |z —a|] <e}.

Definition 3.9 (Beschrinkte Teilmengen von R"™) Eine Menge M C R™ heifit be-
schrinkt, wenn gilt:

Es gibt ein K > 0 mit |x| < K fir alle x € M.

Zum Gliick miissen wir nun nicht die ganze Theorie von vorne beginnen, sondern wir kénnen
alles zuriickspielen auf die Resultate fiir R, indem wir die einzelnen Koordinaten der Punkte
x € R™ betrachten. Wesentlich dafiir sind die folgenden Ungleichungen:

Lemma 3.4 Fiir x € R" gilt

max |z;] < |z] < v/n max |z
i=1 i=1,..n

EEAt]

BEWEIS: Die Ungleichungen folgen mit der Monotonie der Wurzel aus

(max fzil)* <o+ ad = o < ( max |wi])”

i=1,....,n =1,...,,

Uberlegen Sie, was die Ungleichungen geometrisch bedeuten. O

Satz 3.6 (Eigenschaften bzgl. Norm ~ Eigenschaften bzgl. der Koordinaten)
Eine Folge x), = ((xk)l, el (:nk)n) € R™ ist genau dann beziiglich der Euklidischen Norm
konvergent (beschrinkt, Cauchyfolge), wenn fir alle i = 1,...,n die Koordinatenfolgen
((mk)i)keN konvergent (beschrinkt, Cauchyfolgen) sind.
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BEwEIs: Fiir die Beschranktheit folgt die Aussage sofort aus Lemma 3.4. Das Argument fiir
die Konvergenz geht wie folgt:

zpy—a & |rp—al—0

& max |(z1)i — a;] — 0 (wegen Lemma (3.4))

< |(zk)i —ail =0 firallei=1,...,n

& (zr)i —a; firallei=1,...,n.

Sind schliefflich die einzelnen ((mk)l) kEN Cauchyfolgen, so gibt es zu € > 0 Zahlen N; € R
mit [(xy); — (21)i| < e/+/n fiir alle k,1 > N;. Es folgt fiir k,! > max;—1,_, N; mit Lemma 3.4

lop — @il < Vno max |(z); — (z1)i| < Vne/vn=e.

Die umgekehrte Richtung ist den Lesern iiberlassen. O

Folgerung 3.2 Mit der Euklidischen Norm ist R™ vollstindig: zu jeder Cauchyfolge (xy)reN
gibt es ein a € R"™, so dass xi — a mit k — oo.

BEWEIS: Nach Satz 3.6 sind die Folgen ((zx);) wey Cauchyfolgen in R. Nach dem
Vollsténdigkeitsaxiom gibt es a; € R mit limg_,oo(zx); = a; fiir alle ¢ € {1,...,n}. Wie-
der nach Satz 3.6 folgt limg_ .., z = a. O

Beispiel 3.2 Um die Problematik der néchsten Folgerung zu verdeutlichen, betrachten wir
hier die Folge z; = ((xk)l, (a:k)Q) von Punkten in R? mit

0 fiir £ = 0 mod 3,
(xg)2 =< 1fur k=1 mod 3,

(w1 = { 1 fiir k£ gerade,
2 fiir £ = 2 mod 3.

—1 fiir k£ ungerade,

Wir wollen eine konvergente Teilfolge finden. Die Koordinatenfolge ((xk)l)k N hat die kon-

stante Teilfolge (z2;)1 = 1 fiir j € N, und die Koordinatenfolge ((xk)g)k oy hat die konstante
Teilfolge (x35)2 = 0 fiir j € N. Damit haben wir aber noch keine konvergente Teilfolge fiir
die Punkte z), € R? gefunden, denn weder (z2;)2 noch (x3;); sind konvergent. Stattdessen
wihlen wir aus der Folge (x2;)jen die weitere Teilfolge (x2.3:)ien, also j = 3i, aus. Diese

konvergiert in R?, denn es ist sogar zg; = (1,0) fiir alle s € N.

Folgerung 3.3 (Bolzano-Weierstraf3 im R") Jede beschrinkte Folge (zx)ken in R™ be-
sitzt eine konvergente Teilfolge.

BEWwWEIS: Wir konstruieren sukzessive Teilfolgen, so dass schliesslich alle n Koordinatenfolgen
konvergieren. Aus Satz 3.6 folgt dann die Behauptung. Angenommen, fiir ein j € {1,...,n}
sei schon eine Teilfolge k1 < ko < ... gefunden, so dass

lim (xy,);i =a; furallei=1,...,j—1.
l—o0

Der Fall j = 1 ist dabei der Induktionsanfang. Da die Folge (zy,);, | € N, beschrénkt ist
nach Satz 3.6, gibt es nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl in R, Satz 2.8, eine Teilfolge
l1 <ly <...und ein a; € R, so dass zusitzlich

Jim (2, ); = aj.
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Nach dem n-ten Schritt ist eine Teilfolge bestimmt, fiir die alle Koordinatenfolgen konvergie-
ren. O

Definition 3.10 (Hiufungspunkt von Mengen) Ein Punkta € R" heifst Haufungspunkt
der Menge M C R"™, falls fiir jedes € > 0 die Menge B.(a) N M unendlich viele Elemente hat.

Ein Haufungspunkt von M ist nicht notwendig Element von M, zum Beispiel ist 0 € R
Héufungspunkt von M = {1/n:n € N}.

Lemma 3.5 FEin Punkt a € R" ist genau dann Hdufungspunkt der Menge M, wenn es eine
Folge von Punkten x € M\{a} gibt mit limy_ o xx = a.

BEWEIS: Sei a Haufungspunkt gemif Definition 3.10. Zu e, = 1/k gibt es dann ein
Ty € Byp(a) N M\{a}. Die Folge (x1)ren ist wie verlangt.

Sei umgekehrt eine Folge zp € M\{a} gegeben mit limy . zr = a. Angenommen,
fiir ein € > 0 ist die Menge B.(a) N M endlich, also Bc(a) N M\{a} = {a1,...,an} fur
ein m € Ny. Dann ist ¢ := minj<j<,, |a; —a| > 0. Wegen limy_. |z — a| = 0 folgt fir k
hinreichend grof3
zy € By(a) N M\{a} =0,

ein Widerspruch. O
Beispiel 3.3 Die Menge M = {1/n: n € N} hat 0 € R als einzigen Haufungspunkt. Dagegen
ist die Menge der Haufungspunkte von Q gleich R, denn in jeder Umgebung einer reellen Zahl
gibt es eine rationale Zahl, sieche Satz 2.8. Es gibt eine kleine Differenz zwischen dem Begriff
des Haufungspunkts fiir Folgen und fiir Mengen: die konstante Folge x;, = a, k € N, hat den
Héufungspunkt a, dagegen hat die einelementige Menge {a} C R™ keinen Haufungspunkt.
Uberlegen Sie, dass fiir eine beliebige Folge (r3)ren im R™ die Haufungspunkte des Wertebe-

reichs M = {z}, : k € N} eine Teilmenge der Hiufungspunkte der Folge bilden, die aber eine
echte Teilmenge sein kann, wie das Beispiel der konstanten Folge zeigt.

Definition 3.11 FEine Menge
(i) U C R™ heifst offen, falls es zu jedem a € U ein & > 0 gibt mit B:(a) C U,
(ii) A C R™ heift abgeschlossen, wenn folgende Implikation stets gilt:

a= lim z, mitz, €A = acA.

n—oo

Nach Lemma 3.5 ist eine Menge A genau dann abgeschlossen, wenn jeder Hiufungspunkt von
A schon Element von A ist.

Beispiel 3.4 Die Kugel By(a) = {z € R" : |z — a| < o} ist offen. Denn sei € B,(a). Fiir
g:=p— |z —al>0und y € B.(x) folgt aus der Dreiecksungleichung

ly—al<ly—zl+|z—al <e+lr—af =0
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Also gilt B.(x) C By(a), das heifit By(a) ist offen. Die Kugel K,(a) = {z € R" : |z —a| < o}
ist dagegen abgeschlossen: ist z}, € K,y(a) und x — = € R", so folgt

n n

|z —al? = Z(acl —a;)? = lim Z ((g)i — a;)? < o°,

: k—o0 <
=1 =1

das heifit € K,(a).

Satz 3.7 Eine Menge M C R™ ist genau dann offen, wenn R™\M abgeschlossen ist.

BEWEIS: Sei M offen und z; € R™"\M mit limy_.ocxp = a € R". Wire a € M, so folgt
B.(a) C M fiir ein € > 0, und somit xz; € M fiir hinreichend grofe k, ein Widerspruch. Also
ist a € R"\ M, das heifit R™\ M ist abgeschlossen.

Sei nun R™\ M abgeschlossen. Wire M nicht offen, so gibt es ein a € M mit B.(a)\M # 0 fiir
alle ¢ > 0. Finde induktiv z3 € By/,(a) mit 7 € R"\M. Es folgt a = limy,_.o, v € R"\M,
ein Widerspruch. O

Satz 3.8 Die offenen Teilmengen des R™ bilden eine Topologie, das heifit es gelten folgende
Aussagen:

(1) 0 und R™ sind offen.
(2) Jede Vereinigung | Jycp Ux von offenen Mengen Uy C R™ ist offen.

(3) Der Durchschnitt ﬂle U; von endlich vielen offenen Mengen U; C R™ ist offen.

BEWEIS: Aussage (1) ist evident. Ist € (Jycp Un, so gilt € U, fiir ein u € A. Da U, offen,
gibt es ein € > 0 mit B.(x) C U, C Uycp Un, was zu zeigen war.

Sei nun z € ﬂle U; wie in (3). Da U; offen, gibt es ein ¢; > 0 mit B, (z) C U; fiir
i=1,...,k. Esfolgt € := min;—; _e; > 0 und B.(x) C B, (x) C U; fiir allei = 1,...k,
also B.(z) ¢ N, Us. O
Wir betonen, dass im Gegensatz zur Vereinigung der Durchschnitt von unendlich vielen of-
fenen Mengen in der Regel nicht offen ist, zum Beispiel gilt

{a} = () Bim(a)-

neN

Eine Menge M C R™ muss weder offen noch abgeschlossen sein; dies trifft zum Beispiel auf
ein halboffenes Intervall [a,b) zu. Die Mengen R und @ sind die einzigen Teilmengen von
R, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind. Dies soll in den Ubungen gezeigt werden.
Durch Ubergang zu den Komplementen sieht man, dass beleibige Durchschnitte und endliche
Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen abermals abgeschlossen sind.

Fiir uns hat der Fall n = 2 der Euklidischen Ebene eine besondere Bedeutung, denn aus dem

Vektorraum (R?, +) wird mit einer geeigneten Multiplikation der Kérper C = (R?, +,-) der
komplexen Zahlen. Die Verkniipfungen sind dabei wie folgt definiert:
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Die Addition ist die Vektorraumaddition von R?. Die Standardbasis wird mit (1,0) = 1 und
(0,1) = i bezeichnet, das heiit jedes z = (x,y) € R? besitzt die Basisdarstellung z = x + iy.
Damit lautet die Addition von xy + iy, k = 1,2,

(x1 4+ 1y1) + (22 +iy2) = (x1,91) + (22, ¥2) = (X1 + 22, y1 + ¥2) = (21 + x2) + i(y1 + y2)-

Mit diesen Vereinbarungen gilt x = = +i0 = (z,0) fiir € R, das heifit R wird mit der
x-Achse in R? identifiziert. Fiir z = x + iy heiBt  =: Rez € R der Realteil und y = Imz € R
der Imaginérteil von z.

Die Multiplikation ergibt sich durch die Forderung i> = —1 und Ausmultiplizieren

nach den Korpergesetzen:
(21 +iy1) (22 + iy2) = 2122 + 2Y1ye + i(T1Y2 + Tay1) = T172 — Y12 + i(T1Y2 + T201).

Fir A € Rist Mz + 1y) = (A +1i0)(x + iy) = Az + iy = (Az,\y) = A(z,y), das heifit
Multiplikation mit A € R C C ist einfach Skalarmultiplikation im R-Vektorraum R?. Dagegen
liefert die Multiplikation mit ¢ fiir (z,y) =2 + iy € C

i(z,y) =i(z +iy) = —y +ix = (—y,x).

Der Vektor (—y,z) entsteht anschaulich aus (z,y) durch Drehung um 90° im mathematisch
positiven Sinn, das heifit gegen den Uhrzeigersinn.

Die Korpergesetze in C folgen leicht aus den Definitionen, nur die Bestétigung des
Assoziativgesetzes der Multiplikation erfordert etwas Rechenarbeit. Um das inverse Element
der Multiplikation anzugeben, ist ein weiterer Begriff niitzlich: fir z = = 4+ iy € C heifit
zZ =z — iy € C die zu z konjugiert komplexe Zahl. Anschaulich ergibt sich Z aus z durch
Spiegelung an der z-Achse, insbesondere gilt z = 2.

Lemma 3.6 Fir die kompleze Konjugation gelten folgende Regeln:
(1) 21 F 22 =71 + 72, Zi22 = 71 22,
2)z=2z & z€R,
(3 Fiirz=xz+1iy ist Rez = (2 +2) und Imz = (2 — 2).

BEWEIS: Die Beweise erfolgen alle durch Nachrechnen, zum Beispiel gilt

172 = (x1 —iy1) (22 — iy2) = 122 — Y1y2 — i(T1Yy2 + Y122) = Z122.

O

Die komplexen Zahlen entstehen aus R? durch Hinzunahme der Multiplikation als zusitzliche
Struktur. Man nennt die Euklidische Norm

|z|] = V22 +y2  fiir z =2+ iy
auch den Betrag der komplexen Zahl z.

Lemma 3.7 Fir den Betrag einer komplexen Zahl gelten folgende Regeln:
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(1) 2> = zz.
(2) |z122] = |z1]22]-
(3) [Rez| < |2, [Im (2)] < [2].
Bewers: Fiir Aussage (1) berechnen wir mit z = x + iy
72 = (v +iy)(z —iy) = 2° + v = [2*.
Die Formel (2) folgt aus (1), Lemma 3.6(1) und den Kérpergesetzen:

12122|2 = (2122)(Z172) = 21 21 2272 = |Z1\2 \Zzlz-

Die Ungleichungen (3) sind offensichtlich. O

Damit kénnen wir nun das inverse Element der Multiplikation leicht hinschreiben, und zwar
folgt aus Lemma 3.7(1) fir z =x 4+ iy # 0

z 2z 24y

1 z T —1y

Wir wollen jetzt einige Grundtatsachen iiber Nullstellen von Polynomen erarbeiten. Im fol-
genden sei stets K =R oder K = C.

Definition 3.12 Fine Funktion p : K — K heifst (reelles oder komplexes) Polynom vom

Grad n € Ny, wenn es ag, a1, .- .,a, € K mit a, # 0 gibt, so dass gilt:
n
p(z) = Z arz®  fir alle z € K. (3.2)
k=0

Aus der Definition ist nicht unmittelbar ersichtlich, dafl der Grad n und die Koeffizienten a;
eindeutig durch die Funktion p : K — K bestimmt sind. Dies wird in Satz 3.9 gezeigt.

Lemma 3.8 (Abspaltung von Linearfaktoren) Seip : K — K ein Polynom vom Grad
n € N mit Koeffizienten ag, ..., an, an # 0. Ist p(A) = 0 fiir ein X\ € K, so gibt es ein Polynom
q: K — K vom Grad n — 1 mit Koeffizienten by, . ..,by,_1, wobei b,_1 = a,, so dass gilt:

p(2) = (z—=A)q(z) fir alle z € K. (3.3)

BEWEIS: Mit dem Teleskopsummentrick folgt fiir z € K

k k
D G Ao e B SRV D P U P
=1 i=1

Wegen p(A) = 0 folgt fiir alle z € K

n n

k
p(z) =p(2) —p(N) =Y _ar(ZF = M) = (2= 0 Y ) apAbI

k=0 k=0 j=1

Die rechte Seite hat die gewiinschte Form mit b; = ZZZZ 11 ap\F~i=1 insbesondere b,,_1 = ay,.
L]
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Lemma 3.9 Sei p : K — K ein Polynom vom Grad n € Ng. Dann hat p hdochstens n
verschiedene Nullstellen.

BeweIs: Wir fiithren Induktion iiber n € Ny. Fiir n = 0 gilt p(2) = ao fiir alle z € K, wobei
ag # 0, also hat p keine Nullstelle. Ist p Polynom vom Grad n € N, so hat entweder p keine
Nullstelle oder es gilt nach Lemma 3.8 p(z) = (2 — A)q(2) fiir alle z € K, mit einem Polynom
q vom Grad n — 1. Nach Induktion hat ¢ h6chstens n — 1 Nullstellen, also p hochstens n
Nullstellen. O

Satz 3.9 (Koeffizientenvergleich) Seien p,q: K — K Polynome vom Grad m bzw. n, das
heifit es gilt mit G, by # 0

p(z) = Zaizi und  q(z) = Zbizi fir alle z € K.
1=0 i=0

Ist p(A\;) = q(X;) fir paarweise verschiedene \i,..., A\, € K mit k > max(n,m), so folgt
m=mn und a; =b; firi=20,...,n.

BEWEIS: Wére m # n oder a; # b; fiir ein 4, so wire p — ¢ Polynom vom Grad hochstens
max(n, m) mit k£ > max(n,m) Nullstellen, im Widerspruch zu Lemma 3.9. O

Lemma 3.10 Seip: K — K Polynom vom Grad n. Dann besitzt p eine eindeutig bestimmte
Zerlegung
p(z)=(z=A)"...-(z=\)"q(z) fir alle z € K. (3.4)

Dabei sind {A1,...,\r} C K die Nullstellen von p in K (eventuell r = 0), und ¢ : K — K
ist ein Polynom vom Grad n — (v1 + ... +1,) € {0,...,n} mit q(z) # 0 fir alle z € K. Die
Zahlen v; > 1 heiffen Vielfachheiten der Nullstellen.

BeEwEis: Die Existenz der Zerlegung folgt induktiv aus Lemma 3.8. Fiir die Eindeutigkeit be-
trachte eine zweite solche Zerlegung p(z) = (z—A1)"*-...-(z— A, )#"h(z), ohne Einschrankung
mit v; > pp. Indem wir durch (z — A\1)# teilen, folgt fiir alle z # Ay

(z=A)""H (=) (2= A)7" o q(z) = (2= X)2 o (2= A)F - h(2).

Beide Seiten sind Polynome, haben nach Satz 3.9 also dieselben Koeffizienten. Deshalb stim-
men sie auch in z = \j iiberein; es folgt 1 = p; und analog v; = p; fiir alle ¢ € {1,...,r}.
Nach Division haben wir schlieBlich ¢(z) = h(z) fir alle z € K\{Ay,..., A}, und Satz 3.9
liefert ¢ = h. O

Das vorangegangene Lemma sagt natiirlich gar nichts aus, wenn das gegebene Polynom keine
Nullstelle hat, wie zum Beispiel p : R — R, p(z) = 1 + 22. Im Gegensatz zur Situation fiir
K = R hat im Fall K = C jedes Polynom eine Nullstelle. Fiir Polynome vom Grad n = 2
kann dies leicht mit quadratischer Ergdnzung gezeigt werden, fiir Polynome héheren Grades
besagt dies der

Satz 3.10 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes kompleze Polynom vom Grad n > 1
hat mindestens eine Nullstelle A € C.

Diesen Satz werden wir in Analysis IT beweisen. Als Konsequenz ergibt sich jedenfalls
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Folgerung 3.4 Jedes Polynom p : C — C vom Grad n mit Koeffizienten ag,a1,...,a, € C
zerfallt iber C in Linearfaktoren, das heif§t es gilt

p(z) =an(z— A1) ... (2= X)™ fiir alle z € C. (3.5)

Dabei sind A1, ..., A, € C die Nullstellen von p, und die v; > 1 sind die Vielfachheiten dieser
Nullstellen mit v1 + ... + vy = n.

BEWEIS: Das Restpolynom ¢ in (3.4) hat keine Nullstelle in C, also hat ¢ nach dem Funda-
mentalsatz der Algebra den Grad n = 0, das heifit ¢(z) = a,, fiir alle z € C. O
Mithilfe des Fundamentalsatzes der Algebra kénnen wir auch die Situation in R analysieren.
Jedes reelle Polynom p(z) = ap + a1z + ... + a,2™, das heifit a; € R, kann némlich als
komplexes Polynom aufgefasst werden, indem wir fiir x auch komplexe Zahlen z einsetzen.
Damit wird die reelle Funktion p : R — R zu einer komplexen Funktion p : C — C fortgesetzt.

Lemma 3.11 Sei p(x) = a9 + a1x + ... + apx™ mit ag,aq,...,a, € R ein reelles Polynom
vom Gradn. Dann besitzt p, aufgefasst als komplexes Polynom, eine Faktorisierung der Form

r k
p(z) = an H(Z —ag)l H(Z — X)) (2= Xj)¥ fiir alle z € C.

i=1 j=1

DabeLsmd {041,7.. ., ar} C R die reellen Nullstellen von p mit Vielfachheiten p; > li,und
{AL AL Ak A} € C\R die nichtreellen Nullstellen. Diese treten also in Paaren \j, \; mit
gleicher Vielfachheit v; auf. Es gilt pi + ...+ pp +2 (1 + ... + 1) =n.

BEWwEIS: Es gilt fir z € C, da a; € R, wegen Lemma 3.6(i)

p(z) =ao T a1z + .. ap2" = ap+ a1z + ...+ ayz" = p(2).

Insbesondere folgt aus p(z) = 0, dass auch p(Z) = 0. Ist daher A € C\R eine nichtreelle
Nullstelle, so erhalten wir nach Lemma 3.8 die Zerlegung

p(2) = (2 = N)(z = N a(z) = (2 = 2(Re M)z + [AP) ¢(2), (3.6)

mit ¢(z) = bo+b1z+...+b,_22""2 Beachten Sie, dass wir Lemma 3.8 hier iiber C anwenden,
das heif3t die b; sind zunéchst komplexe Zahlen. Um zu sehen, dass die b; doch reell sind, setzen
wir z := 2z € R in (3.6) ein und bilden die Imaginérteile beider Seiten:

0 = Imp(xz) (da p reelle Koeffizienten hat)
= Im ((x2 —2(Re M)z + |A]?) q(x))
= (22 —2(Re Nz + [A*) Im ¢(z)

n—2
= (2 —2(ReN)z +|\?) Z(Im b))z’
i=0
Da der linke Faktor in der letzten Zeile fiir x € R niemals Null ist, folgt
n—2 '
> (Imb)z' =0 fiir alle z € R.
i=0
Nach Satz 3.9 muss Im b; = 0 fiir alle ¢ gelten, das heifit b; € R. Das Polynom ¢ ist also wieder
ein reelles Polynom, und durch Induktion erhalten wir nun die gewiinschte Zerlegung. O
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Folgerung 3.5 Jedes Polynom p : R — R vom Grad n mit Koeffizienten ag,a1,...,a, € R
zerfallt dber R in lineare und quadratische Faktoren. Genauer gilt

p(:c):aon—az Hx —2(Re )z + [N;|2)  fir alle x € R, (3.7)
i=1 j=1

wobei die o; € R die reellen und die \;, /\j C C\R die nichtreellen Nullstellen von p sind.

Komplexe Zahlen traten zuerst in der italienischen Renaissance in der ersten Hélfte des 16.
Jahrhunderts auf, bei der Losung von quadratischen und kubischen Gleichungen . Besonders
interessant war der Fall kubischer Polynome mit reellen Nullstellen, fiir die der Losungsweg
aber ins Komplexe fiihrt (casus irreducibilis). Die Bezeichnung i = /—1 stammt von Euler
(1777), die Bezeichnung komplexe Zahl von Gauf} (1831). Der Fundamentalsatz der Algebra
ist zuerst von Gauf in seiner Dissertation (Helmstedt 1799) bewiesen worden; wir werden
den Satz im zweiten Semester zeigen. Trotz des Namens erfordert der Beweis Methoden der
zweidimensionalen Analysis oder Topologie. Fiir Gleichungen fiinften oder hcheren Grades
fithren algebraische Auflosungsverfahren namlich aus systematischen Griinden nicht zum Ziel,
wie der norwegische Mathematiker Niels Henrik Abel 1825 erkannte.

4 Reihen

Viele Funktionen in der Analysis konnen als unendliche Reihen definiert beziehungsweise
dargestellt werden. Darum ist es wichtig, die Konvergenzfrage fiir Reihen zu untersuchen.
Als erste Anwendung der Konvergenzaussagen definieren wir die Exponentialfunktion. Um
spéater den Zusammenhang zu den trigonometrischen Funktionen zu sehen, arbeiten wir direkt
in C statt nur in R, zumal sich die Argumente nur wenig unterscheiden.

Definition 4.1 Eine Folge (Sy)nen, heifst Reihe mit Gliedern a,, € C, falls gilt:

M=

Sp = ay  fir alle n € Ny.

il

0

Die Reihe heifst konvergent mit Wert S € C, wenn die Folge (Sp)nen, gegen S konvergiert:
[e.e] n
Zak = nan;OZan = nh—>Holo Sn, = S.
k=0 k=0
Die Zahl S,, wird auch als n-te Partialsumme der Reihe bezeichnet. Oft wird die Reihe in
der Form ag + a; + a2 + ... durch ihre ersten Glieder angegeben. Leider ist es auch iiblich,
die Reihe selbst - unabhingig von der Frage der Konvergenz - ebenfalls mit dem Symbol
> re o ak zu bezeichnen.

1 1 1 =1
Beispiel 4.1 Die Reihe 1.2 + 5.3 + 3.4 + ... wird auch mit Z: m bezeichnet.

Gemeint ist jeweils die Folge (.S, )nen mit den Gliedern

1 1 1 1 2 1 1 1 3
T2 92 Tr2723 3 PTr2T23 34 1
'Hellmuth Gericke: Mathematik im Abendland, pp. 236-241, 3. Auflage, Fourier Verlag Wiesbaden 1994

S1 =
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Fiir die betrachtete Reihe gilt, fiir alle n € N,

" /1 1 "1
= (5 511) =20

k=1

Also ist die Reihe konvergent mit Wert

> 1

Sy -

— kE(k+1)

Die Regeln fiir die Addition von konvergenten Reihen sowie die Multiplikation von konver-
genten Reihen mit reellen oder komplexen Zahlen ergeben sich direkt aus den entsprechenden
Regeln fiir konvergente Folgen, siche Satz 1.3 a) in Kapitel 1. So ist fiir konvergente Reihen
Y opeoar und > 72 o by und A, 1 € R auch die Reihe )77 (Aag + pby) konvergent und es gilt

Z(Aak + Mbk) = )\Z ap + ’U'Zbk'
k=0 k=0 k=0

Durch Abénderung, Hinzufiigen oder Weglassen von endlich vielen Gliedern in einer Reihe
> repar wird die Konvergenz oder Divergenz nicht beeinflusst, sondern nur der Wert der
Reihe. Zum Beispiel haben wir fiir n € Ng und m > n

m m
E ak:E ap — G,

k=n =0 0

i
L

il

und mit m — oo folgt, falls die Reihe Y, ay konvergiert,

[e%¢) o0 n—1
Z ap — Z ap — Z ag. (4.8)
k=n k=0 k=0

Wie bei Folgen kann der Anfangsindex einer Reihe statt £ = 0 auch eine andere Zahl sein,
zum Beispiel £k = 1 wie in Beispiel 4.1 Allgemein ist eine Reihe nichts anderes als eine Folge
(Sn)nen,, die gegeben ist durch die Differenzen a,, = S,4+1 — S, und das erste Folgenglied
So = ag. Es stellen sich nun zwei Fragen:

e Wie kann ich den Gliedern a,, der Reihe ansehen, ob die Reihe konvergiert bzw. diver-
giert?

e Im Fall der Konvergenz: welchen Wert hat die Reihe?

Bei der zweiten Frage ist zum Beispiel gemeint, ob eine bereits definierte Zahl wie v/2, e,
7, ... als Grenzwert einer Reihe dargestellt werden kann. Im Folgenden steht aber die erste
Frage im Zentrum des Interesses. Dabei ist das néchste Beispiel fundamental.

Beispiel 4.2 (Geometrische Reihe) Die geometrische Reihe Y 72 2F mit 2z € C konver-
giert genau fiir |z| < 1. Der Konvergenzbeweis ist derselbe wie in Beispiel 1.7, und zwar folgt

aus Beispiel 2.2
1L 1= 1 _
Z z" = — mit n — oo.
k=0

1—=z2 1—=2
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Dagegen gilt fiir |2| > 1 mit S, = > p_, 2"
|Sn41 — S| = ‘Zn—i_l’ = ’Z’m_l > 1,
so dass (Sp)nen keine Cauchyfolge sein kann.

Beispiel 4.3 (Unendliche Dezimalbriiche) Ist (k;);cn, eine Folge von Ziffern k; €
{0,1,...,9}, so ist die Reihe Z;io k; 1077 konvergent, vgl. Satz 2.3.

Beispiel 4.4 (Harmonische Reihe) Die harmonische Reihe Y 72| 1/k ist bestimmt diver-
gent gegen +o00. Dies zeigen wir, indem wir in den Partialsummen wie folgt Klammern setzen:

N e T o I
1 23 47567 89 T has) T
——

>1/2 >1/2 >1/2 >1/2

Die Summe der 1/k mit 2™ < k < 2"+ ist nach unten abgeschiitzt durch 27 .2-(m+1) = 1/2,

Nach diesen ersten Beispielen kommen nun zur allgemeinen Konvergenzfrage fiir Reihen, und
beginnen mit einem notwendigen Kriterium.

Satz 4.1 (Nullfolgentest) Ist die Rethe Y .-, ay konvergent, so folgt limy_,o ap = 0.

BEWEIS: Nach Voraussetzung ist die Folge der Partialsummen S, = Y}, a;, konvergent mit
Grenzwert S € C, also folgt a, = S, — Spn1 — S — S =0. O

Als néchstes formulieren wir unsere Konvergenzkriterien fiir Folgen neu in der Situation von
Reihen. Die Cauchyfolgeneigenschaft sieht wie folgt aus.

Satz 4.2 (Konvergenzkriterium von Cauchy) FEine Reihe Y ;> ap konvergiert dann
und nur dann, wenn es zu jedem € > 0 ein N € R gibt, so dass gilt:

m
D a

k=n

< e  fir alle n,m € Ngmitm > n > N.

BEWEIS: Satz 2.2. O

Satz 4.3 (Reihen mit Gliedern a; > 0) FEine reelle Reihe Y ;- ar mit ap > 0 fir alle
k konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen S, = Y ,_,ar nach oben
beschrdnkt ist.

BEWEIS: Da ay > 0, ist die Folge (S,,) der Partialsummen monoton wachsend. Die Behaup-
tung folgt aus Kapitel 1, Satz 2.5 und Satz 1.2. O

Beispiel 4.5 Fiir s > 1 ist die Reihe Y ;- ; k~° konvergent. Wie summieren wie in Beispiel
4.4 iiber 2™ < k < 2™*! und erhalten pro Abschnitt

Z k=S < om (2m)75 — (2lfs)m'

2m<fk<2mtl
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Es folgt fiir n < 2M*! mit der geometrischen Reihe, Beispiel 1.7,

n M M . 1
>iesS (3 k) sSerrs s

m=0 2m§k<2m+1

Die Behauptung folgt nun aus Satz 4.3. Wir haben damit eine wohldefinierte Funktion
C:(loo) =R ((s) =Y k7,
k=1

die sogenannte Riemannsche Zetafunktion. Sie spielt bei der Untersuchung von Primzahlen
eine fundamentale Rolle.

Die Reihe >7° (=1)*1/k = 1 —1/2 4+ 1/3 — +... ist ein Beispiel fiir eine sogenannte
alternierende Reihe. Wihrend die entsprechende Reihe mit nur positiven Vorzeichen nicht
konvergiert — es ist die harmonische Reihe aus Beispiel 4.4 — ist die Reihe mit dem Vorzei-
chenwechsel konvergent. Dies ergibt sich aus dem néchsten Satz, bei dessen Beweis wieder
Monotonieargumente eine wesentliche Rolle spielen.

Satz 4.4 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Sei ai, k € Ny, eine reelle,
monoton fallende Nullfolge (also insbesondere a, > 0). Dann ist die Reihe Y o o(—1)%ay
konvergent. Auflerdem gilt fir alle n € Ny die Abschdtzung

oo

0< (=1)"> (-1)Fay, < apn.

k=n
BEWEIS: Wir betrachten die Partialsummen S,, = Y7_,(—1)*ay. Fiir alle n € Ny gelten die
Ungleichungen

In+2 I+l
Sonio —Son = (=1)*" a9, 0+ (1" ag, 1 = aspio — asni1 <0,
M43 Mm+2
Soniz — Sopi1 = (=1 ag, 3+ (=1)* ag,10 = agnio — aznys >0,
In+1
Sont1 — Son = (=1)""ag,i1 = —agni1 <0.

Also ist die Folge (S2n)nen, monoton fallend, die Folge (S2n+1)nen, monoton wachsend.
Wegen Sy, > So,11 ist die Folge S, nach unten beschréankt durch Sy, die Folge So,11 nach
oben beschrankt durch Sy. Nach Satz 2.5 sind die Folgen Sy, sowie So,41 konvergent. Aber
Sont+1 — Son, — 0, das heifit beide Folgen, und damit die gesamte Folge, konvergieren gegen
denselben Grenzwert S € R. Nun ist S € [S1,Sg] mit Sy = ap und S; = a3 — ag > 0, also
gilt die Abschétzung im Fall n = 0. Anwendung auf die Folge by = a,1; liefert nun die
Abschétzung fiir beliebige n € Ny. O

Bei der alternierenden Reihe 1 —1/2 4 1/3 — 4 ... stofit man auf Merkwiirdigkeiten, wenn
man die Summationsreihenfolge dndert. Wahrend die Ausgangsreihe konvergent ist, ist die
durch Umordnung entstehende Reihe

2) " \375 1 79T 13 6)

bestimmt divergent gegen +o0o, denn die Summe der positiven Zahlen in der m-ten Klammer
ist mindestens 2~1 . 2-(m+1) — /4. Dies ist ein interessantes Phénomen, jedoch sind wir
in erster Linie an Reihen interessiert, deren Konvergenz stabiler ist. Dabei ist der folgende
Begriff zentral.
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Definition 4.2 Die Rethe Y ;> jar mit ar, € C heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
Y reo lax| konvergiert, das heif$t Y 72 o |ax| < oo.

Satz 4.5 (absolut konvergent = konvergent) Wenn die Reihe Y - ai absolut konver-
giert, so ist sie konvergent und es gilt

o
>
k=0
BEWEIS: Die Dreiecksungleichung besagt
m
>
k=n

Aus dem Cauchykriterium fiir > 72 |ag| folgt deshalb das Cauchykriterium fir > 72 ax,
das heifit die Reihe konvergiert nach Satz 4.2. Die Abschitzung folgt, indem wir in der
Dreiecksungleichung n = 0 setzen und m — oo gehen lassen. O

o
< D laxl.
k=0

m
§Z|ak| fiir m >n > 0.
k=n

Der folgende Satz fasst die wesentlichen Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen
zusammen.

Satz 4.6 (Tests fiir absolute Konvergenz) Sei Y ;- ,ay eine Reihe mit ay, € C. Ist eine
der drei folgenden Bedingungen erfillt, so ist Y-, ar absolut konvergent:

(a) Majorantenkriterium (M-Test): Es gilt |ag| < ¢ € [0,00) mit Y oo cp < 0.
(b) Quotientenkriterium: Es gibt ein 6 € [0,1) und ein n € N mit

|ak+1|
|ag]

<0 fir alle k >n (wobei a # 0 fir k > n).

(c) Wurzelkriterium: FEs gibt ein 6 € [0,1) und ein n € N mit {/|ax| < 0 fiir alle k > n.

Umgekehrt ist die Reihe divergent, wenn fir ein n € N gilt:

lﬁ‘bk+‘1| >1  oder /|ag| > 1 fir alle k > n.
a

Fiir die Reihe Y 72 k~° mit s > 1 haben wir

k S
k] _ < ) <lfivalle# und  lim (9l
]ak] k+1 k—oo \ak\

Fiir s = 1 gilt Divergenz nach Beispiel 4.4; also reicht es in (b) nicht, nur die Abschéitzung
lag+1|/|ak| < 1 vorauszusetzen. Andererseits konvergiert die Reihe fiir s > 1 nach Beispiel
4.5, also kann aus limg_,o |ak+1|/|ax| = 1 auch nicht auf Divergenz geschlossen werden. Eine
ganz analoge Diskussion gilt fiir das Wurzelkriterium. Die Bedingungen (b) beziehungsweise
(¢) sind dquivalent zu den folgenden Voraussetzungen:

lim sup 1] <1 bzw. limsup ¢/]ax| < 1.
k—o0 |ak| k—o0
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BEWEIS DES SATZES: (a) folgt aus Satz 4.3, denn fiir alle n € N hat man die obere Schranke

n n oo
D larl <) e <D er < oo
k=0 k=0 k=0

Voraussetzung (b) liefert per Induktion
lap| < 05 "a,|  fiir k> n.

Da die geometrische Reihe wegen 0 < # < 1 nach Beispiel 1.7 konvergiert, folgt die Behaup-
tung aus (a) und wir erhalten aulerdem die Abschétzung

S |an|
< . .
glak!_l_e (4.9)

Unter der Voraussetzung (c) gilt
lap| < 6% fiir k > n.

Wieder folgt die Behauptung durch durch M-Test mit der geometrischen Reihe. Die
Abschitzung lautet hier

oo 977/
< —. .
> lar < 7 (4.10)
k=n
Die Divergenzaussagen folgen unmittelbar aus dem Nullfolgentest, Satz 4.1. O

Als Anwendung kommt nun endlich die

Satz 4.7 (Definition der Exponentialfunktion) Die Reihe Y 5o, 2" /k! ist fiir alle z € C
absolut konvergent; damit ist die Exponentialfunktion

x  _k
exp: C — C, exp(z) = ZE

n=0

wohldefiniert. Fir jedes n € N und |z| < (n+1)/2 gilt die Abschitzung

n—1 p
z 2|z|"
ep() - 3 o<
k=0 )

BeEweIS: Fiir z = 0 ist nichts zu zeigen. Seien z € C\{0} und n» € N mit |z| < (n + 1)/2.
Dann gilt fiir k > n mit ax = 2 /k!

a2
|ak] k+1

1
< —.
-2
Aus dem Quotientenkriterium, Satz 4.6(b), folgt die absolute Konvergenz. Aulerdem liefert
die Ungleichung (4.9), hier mit §# = 1/2 und a,, = 2"/n!,

o0

D

k=n

k

z 12" /nll 22|
k!

—1-1/2  al’
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das heif3t

exp(z Z Z—

k

z 2\2\"

n!

Z

Wegen R C C ist durch Satz 4.7 auch die reelle Exponentialfunktion
= b
R — R, g —
exp: R — R, exp(z 2 X

erkliart. Nach Definition 2.2 gilt exp(1) = e~ 2,7.... Aulerdem sieht man wie in Beispiel 2.3

n
exp(z) = lim (1 + E) fiir alle x € R.
n—o00 n
Eine charakteristische Eigenschaft der Exponentialfunktion ist die Funktionalgleichung
exp(z + w) = exp(z) exp(w). Um diese zu beweisen, brauchen wir einen Satz zur Multilpli-
kation von Reihen.

Bei der Multiplikation von zwei Reihen ) 72 ap und Y ;2 by treten die doppelt indi-
zierten Produkte apb; mit k,I € Ny auf. Es ist zunéchst nicht klar, in welcher Reihenfolge
diese summiert werden sollen. Schreiben wir die Produkte in einem Schema auf, so dass axb;
in der k-ten Zeile und [-ten Spalte steht, so ist folgendes Summationsverfahren naheliegend:
erst werden die n + 1 Produkte axb; in jeder Diagonale k + | = n addiert, dann wird die
Konvergenz der resultierenden Reihe studiert. Im folgenden sind stets k,I € Ny und wir
schreiben zum Beispiel kurz ), ., fiir die Summe iiber alle Paare &, € No mit & + [ = n.

Satz 4.8 (Cauchyprodukt) Die Reihen Y ar und > oo by seien absolut konvergent.
Dann ist auch die Reihe

i cp, mit ¢, = Z arpb; = iakbn,k
k=0 k+l=n k=0
absolut konvergent, und es gilt
e Em)- (6 ()
k+l=n k=0 k=0

BEwWEIS: Wir setzen fiir N € Ny

N 00 N o)
An ::Z]ak]—>2|ak|::/l und By ::Z]bk|—>2]bk|:: B,
k=0 k=0 k=0 k=0
wobei nach Voraussetzung A, B < co. Es folgt
N
D leal € D7 larllbl < > lawl bl = AvBy < AB < oc.
n=0 k+HI<N k<N
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Nach Satz 4.3 ist Y, ¢, absolut konvergent und insbesondere konvergent (Satz 4.5). Um den
Grenzwert zu identifizieren, reicht es also die geraden Partialsummen Ziﬁo cn, zu betrachten.
Wir berechnen

(&50) (520)

n=0

= Z apb; — Z agby| < Z ‘akHblL

kI<2N k+I<2N k,I<2N,max(k,[)>N

Die rechte Seite ist gleich Asy Bay — An By, konvergiert also gegen Null fiir N — oo. Fiir
die letzte Abschétzung ist es hilfreich, die Indexbereiche zu skizzieren. Jedenfalls ist damit
die gewiinschte Formel fiir das Cauchyprodukt bewiesen. O

Wir wenden nun den Produktsatz auf die Exponentialfunktion an.
Satz 4.9 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion) Fir alle z,w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

BEwEIS: Da die Reihen absolut konvergieren, erhalten wir mit Satz 4.8 und der Binomischen
Formel, Satz 2.6,

(o) n ’Vl
exp(z) exp(w szin—
n=0 k=0

‘ ;}n,z< ) Furt =3 EE ),

n=0

O

Wir wollen daraus direkt einige Eigenschaften der Exponentialfunktion herleiten. Dazu brau-
chen wir noch eine einfache Tatsache.

Lemma 4.1 Fiira; € C sei die Reihe ZZ":O ar, konvergent. Dann ist auch die Rethe ZZ‘;O ag
konvergent und mit S =32, ax gilt

o
-Sa
k=0
BEWEIS: Mit S, = Y p_gak gilt S;, = > re @k und (wie fiir jede Folge)

1S — S, =1S—5,=1S—-5, —0 mitn— co.

Folgerung 4.1 Die Exponentialfunktion hat folgende Figenschaften:
(1) exp(z)exp(—z) =1 fiir alle z € C, insbesondere exp(z) # 0.
(2) exp(z) > 0 fir alle x € R.
(3) lexp(iy)| =1 fir alle y € R.
)

(4) exp(pz) = (exp(z))P fir alle z € C, p € Z.
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BEWEIS: Behauptung (1) folgt sofort aus Satz 4.9, denn
exp(z) exp(—2) = exp (z + (—2)) = exp(0) = 1.

Fiir z > 0 ist trivialerweise exp(z) € (1, 00), und fiir < 0 folgt exp(z) = 1/ exp(—=x) € (0,1)
aus Gleichung (1). Aus Lemma 4.1 folgt

5] - (i;) -3 (5) =X 5 = ewia)

k=0

Gleichung (3) ergibt sich nun mit Lemma 3.7:

| exp(iy)|* = exp(iy)exp(iy) = exp(iy) exp(iy) = exp(iy) exp(—iy) = 1.

Fiir p € Ny folgt Behauptung (4) mit der Funktionalgleichung durch Induktion, und ebenfalls
mit der Funktionalgleichung gilt fiir p € N

1 = exp(pz) exp(—pz) = (exp(2))? exp(—pz)), also exp(—pz) = (exp(2)?) ™" = exp(z) "

Damit sind alle Aussagen bewiesen. O

In der Sprache der Algebra besagt die Funktionalgleichung, in Verbindung mit Folgerung
4.1(1), dass die Exponentialfunktion ein Gruppenhomomorphismus von der Gruppe (C,+)
in die Gruppe (C\{0},) ist. Die reelle Exponentialabbildung ist analog ein Gruppenhomo-
morphismus von (R, +) nach (RT,-), wobei RT die positiven reellen Zahlen bezeichnet.

Bislang haben wir aufler neuerdings der Exponentialfunktion nur Polynome beziehungsweise
stiickweise Polynome als Funktionen zur Verfiigung. Es ist naheliegend, weitere neue
Funktionen ebenfalls als Grenzwerte von Folgen bzw. Reihen von Polynomen zu suchen.
Dies fithrt auf den Begriff der Potenzreihe.

Definition 4.3 (Potenzreihen) FEine komplexe Potenzreihe ist eine Reihe der Form

oo
P(z) = Z apz®  mit aj, € C.
k=0

Allgemeiner betrachtet man auch Potenzreihen mit Entwicklungspunkt zg € C, das heifit
Reihen der Form P(z) = Y32, ar(z — 20)". Der Einfachheit halber beschréinken wir uns
jedoch hier auf den Fall z5 = 0.

Definition 4.3 lasst offen, ob beziehungsweise fiir welche z € C die Reihe tatséchlich
konvergiert. Natiirlich ist P(0) = ag, es kann aber sein, dass die Reihe fiir alle z # 0
divergiert, dann ist sie natiirlich nicht von Interesse. Ein Beispiel ist > o2 n"™z", wie der
Nullfolgentest sofort ergibt. Bei interessanten Reihen (was immer das ist) erwarten wir
aber Konvergenz zumindest fiir manche z € C. Auf dem Konvergenzgebiet erhalten wir
dann eine Funktion, und genau daran sind wir interessiert. Zum Beispiel konvergiert die
Exponentialreihe sogar fiir alle z € C, und definiert die Exponentialfunktion. Erstaunlicher-
weise kann iiber das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe eine allgemeine Aussage getroffen
werden. Dazu benétigen wir das folgende technische Lemma, dessen Abschétzung (4.12)
noch mehrfach benutzt wird.
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Lemma 4.2 Sei P(z) = Y 72, axz® eine Potenzreihe mit ay, € C, die fiir ein zy # 0 konver-
giert. Dann gibt es ein M € [0, 00) mit

lag| |z0|¥ < M fiir alle k € Ny. (4.11)

Aus (4.11) folgt weiter, dass P(z) fiir |z| < |zo| absolut konvergiert und dass fiir n € Ny gilt:

s M 2]\
|P(z) = Pa(z)] < D IcucHZI’“S1 B <|ZO> : (4.12)

Hier ist Py(z) = > p_oarz" die n-te Partialsumme.

BewEis: Fiir |z| < |20] gilt |anz®| = |ax||20/%(12]/]20))F < M(|2]/|20])*. Wegen |z|/|z0| < 1
folgt die absolute Konvergenz aus dem Majorantenkriterium durch Vergleich mit der geome-
trischen Reihe. Genauer gilt

o] [e%s) k n+1
M |z
P(2) — Po(2)] < k< M Y o 2l .
Po-ROIE Y wlten Y (E) <A (2
k=n+1 k=n+1 |20]

Satz 4.10 (vom Konvergenzradius) Zu jeder Potenzreihe P(z) = > oo, arz® gibt es ge-
nau ein R € [0, 00], den Konvergenzradius, mit folgender Eigenschaft:

, absolut konvergent  fir |z| < R,
P(z) ist ‘
divergent fir |z| > R.

BeEweis: Die Eindeutigkeit von R ist klar. Zur Existenz definieren wir
R = sup{|z| : P(z) konvergiert} € [0, o0].

Ist |z| < R, so gibt es nach Definition ein zy € C mit |z| < |29| < R, so dass P(zg) konvergiert.
Also konvergiert P(z) absolut wegen Lemma 4.2. Andererseits ist die Reihe divergent fiir
|z| > R nach Definition von R. O

Beispiel 4.6 Als weiteres Beispiel einer Potenzreihe betrachten wir fiir beliebiges o € C die
Binomialreihe

Ba(z):i<z>zk:1+az—l—a(a_l)22+...

2
k=0

Fiir a € Ny bricht die Reihe nach k = a ab, und die Binomische Formel aus Satz 2.6 liefert
Ba(z) = (1 + 2)*. Im folgenden sei nun a ¢ Ny. Fiir z # 0 ist dann a; = (§)z" # 0 fiir alle
k € Ny, und es gilt

o — K|

=i |z| = |z| mit k — oo.

ak+1
aj

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z] > 1,
das heift der Konvergenzradius ist R = 1.
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Fiir eine gegebene reelle Funktion f : (—R, R) — R stellt sich die Frage, ob die Funktion
durch eine Potenzreihe dargestellt werden kann: gibt es ay € R mit f(z) = Y 72, aprk fiir
x € (—R, R), oder zumindest auf einem kleineren Intervall z € (—r,7)? Wenn ja, sind die
ay, eindeutig bestimmt? Natiirlich kann diese Frage auch iiber C gestellt werden, anstelle der
Intervalle treten dann Kreisscheiben Br(0) = {z € C : |z| < R}. Das folgende Ergebnis
zeigt, dass bei weitem nicht jede Funktion als Potenzreihe darstellbar ist. Zu der Folgerung
vergleiche auch die entsprechende Aussage fiir Polynome, Satz 3.9.

Satz 4.11 (Identitétssatz fiir Potenzreihen) Sei P(z) = Y 3% axz" eine Potenzreihe,
die fiir ein zo # 0 konvergiert. Ist 0 € C Hdiufungspunkt der Menge {z € C : P(z) = 0}, so
folgt ap, = 0 fiir alle k € Np.

BEWEIS: Wir nehmen induktiv an, dass schon ap = a; = ... = a,—1 = 0 gezeigt ist, wobei
der Fall n = 0 den Induktionsanfang liefert. Fiir |z| < |z9|/2 folgt aus (4.12) die Abschétzung

|P(2) — an2"| = |P(2) — Po(2)| < Clz|"™ wobei C = 2M|z|~ "D,

Nach Voraussetzung gilt P(z;) = 0 fiir eine Folge z; # 0 mit z; — 0, und Einsetzen von z = z;
ergibt |a,| |z|" < C|z|"t, also |a,| < Clzi| — 0 mit i — oo, das heiit a,, = 0. O

Folgerung 4.2 (Koeffizientenvergleich) Seien P(z) = >0 arzd und Q(z) =
Yoreo bpz* Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius. Ist der Nullpunkt Héaufungspunkt
der Menge {z € C: P(z) = Q(z)}, so folgt a, = by, fiir alle k € Ny.

BEWEIS: Die Potenzreihe F/(z) = > "2, ci2® mit ¢, = aj,— by, hat positiven Konvergenzradius,
und der Nullpunkt ist Haufungspunkt der Menge {z € C : F(z) = 0}. Die Behauptung folgt
damit aus Satz 4.11. O

Zum Schluss dieses Kapitels kommen wir zu der Frage der Umordnung von Reihen zuriick
und zeigen, dass absolut konvergente Reihen beliebig umgeordnet werden kénnen.

Satz 4.12 (Umordnungssatz) Sei 7 : N — N bijektiv. Falls Y p-; ax absolut konvergent
1st, so konvergiert auch die Rethe Z;’il ar(j) absolut und hat denselben Grenzwert.

BEWEIS: Setze S =Y ;7 ai. Nach Voraussetzung gilt

oo o0 n
Z |ak|:Z|ak|—Z|ak|—>0 mit n — oo,
k=n+1 k=1 k=1

also gibt es zu € > 0 ein n € N mit > ;2 ., |ax| < £/2. Fiir m hinreichend grof gilt
= H1,...,n} c {1,...,m} beziehungsweise {1,...,n} C 7({1,...,m}), und es folgt

‘S—iam‘é(s— i argy| + i |a7<j>!§‘5—zn:ak‘+i|“k|'

i=1 j=17(j)<n j=1,r(j)>n k=1 k=n+1

<e/2 <e/2
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Kapitel 3

Stetige Funktionen

1 Grenzwerte und Stetigkeit
Eine Funktion auf einer Menge D C R™ mit Werten in R™ ist bekanntlich eine Abbildung
f:D—=R" zw— f(z).

Im Fall m = 1, also f : D — R, heif§it die Funktion reellwertig. D heifit Definitionsbereich
und f(D) heifit Bild von f. Der Graph von f ist die Menge

Graph (f) = {(z, f(z)) r2 € D} C D x R™ C R" x R™.
Beispiel 1.1 Die relativistische Masse als Funktion der Geschwindigkeit ist gegeben durch

m:[0,¢) — R, m(v) = 1_7(2)2;

dabei steht myg fiir die Ruhemasse und c¢ fiir die Lichtgeschwindigkeit. Der Definitionsbereich
der Relativititstheorie ist also das Geschwindigkeitsintervall [0, ¢).

Beispiel 1.2 Die Signumfunktion ist definiert durch

1 fir z > 0,
sign : R — R, sign(z) =< 0 fiir x = 0,
-1 firz<0O.

Beispiel 1.3 Die GauBklammerfunktion oder Grofite-Ganze-Funktion ist gegeben durch
P R—=R, f(z)=[z] =max{n e N:n <z}

Beispiel 1.4 Ist I C R ein Intervall, so bezeichnet man Funktionen ¢ : I — R™ auch als
(parametrisierte) Kurven (curva). Oft wird die unabhéngige Variable mit ¢ € I (statt « € I)
bezeichnet. Diese Notation folgt Newton, der sich fiir Bahnkurven von Massenpunkten in
Abhéngigkeit von der Zeit (tempus) interessiert hat und c(t) = (x(t), y(t), z(t)) schreibt. Ein
explizites Beispiel ist der horizontale Wurf aus der Hohe h mit Geschwindigkeit v:

c:R—R3 c(t) = (vt,0,h — gt?/2) (g = Erdbeschleunigung).
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Beispiel 1.5 Die charakteristische Funktion (Indikatorfunktion) einer Menge E C R™ ist

1 firz€ekFE,

:R® — R, T) =
XE — R xp(@) {O fir x ¢ E.

Beispiel 1.6 Die Euklidische Norm auf R™ ist die Funktion

| 'R >R,z |z = /2t + ... +22.

In R sowie in C sprechen wir auch von der Betragsfunktion.

Beispiel 1.7 Die Abstandsfunktion einer Menge F C R" ist
distg : R" — R, distg(z) = inf{|ly — z| : y € E}.

Definition 1.1 (Stetigkeit) Die Funktion f: D — R™ heifit stetig im Punkt o € D, falls
es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass gilt:

|f(x) — f(zo)| <e  fiir allex € D mit |x — xo| <. (1.1)
f heifst stetig, falls f in allen xqg € D stetig ist.
Mithilfe von Umgebungen lasst sich die Stetigkeit in xg auch so fassen:
Fiir alle e > 0 gibt es ein 6 > 0 mit f(D N Bs(xo)) C Be(f(xo)).-

Wir wollen einige Beispiele betrachten.

Beispiel 1.8 Konstante Funktionen sind stetig: sei f(x) = ¢ fiir alle x € D und ein ¢ € R™.
Dann folgt

|f(x) = f(zo)| =0 fiir alle x € D,

also konnen wir zu gegebenem & > 0 jedes § > 0 wihlen.

Beispiel 1.9 Affinlineare Funktionen f : R — R sind stetig: sei f(x) = az + b mit a,b € R,
a # 0. Dann gilt

|[f(z) = f(x0)| = [(az + ) = (azo + )| = |a| |& — xol,
das heifit wir konnen § = ¢/|a| wéhlen.

Beispiel 1.10 Die Euklidische Norm f : R™ — R, f(z) = |z|, ist ebenfalls stetig auf ganz
R™, denn aus der Dreiecksungleichung folgt

[f (@) = f@o)| = [[x] = [xol| < |2 — ol

Wir konnen also § = € nehmen.
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Beispiel 1.11 Die charakteristische Funktion von Q (oder Dirichlet-Funktion)

1 firx € Q,
xo(z) =
0 sonst.

ist nirgends stetig. Denn wére g stetig in z¢ € R, so gibt es zu e = 1 ein ¢ > 0 mit
Ixo(x) — xo(zo)| <e fiir alle x € R mit |z — 29| < 0.

Ist zp € R\Q, so kénnen wir z € Q wihlen, da Q dicht in R ist nach Satz 2.8, und erhalten 1 =
Ixo(z) — xo(zo)| < € =1, ein Widerspruch. Ist zp € Q, so kénnen wir analog argumentieren,
da R\Q ebenfalls dicht ist nach Aufgabe 1, Serie 6.

Ein sehr niitzliches, hinreichendes Kriterium fiir die Stetigkeit ist das folgende.
Definition 1.2 f: D — R™ heifit Lipschitzstetig mit Konstante L € [0, 00), falls gilt:

|f(x) = f(y)| < Llz —y| fir alle x,y € D.

Die Euklidische Norm ist Lipschitzstetig mit Konstante L = 1, vgl. Beispiel 1.10.

Lemma 1.1 Jede Lipschitzstetige Funktion f: D — R™ ist stetig.

BEWEIS: Sei f Lipschitzstetig mit Konstante L > 0. Zu zg € D und gegebenem ¢ > 0 wihlen
wir § =¢/L > 0, und erhalten fiir |z — 29| < 6

|f(z) — f(zo)] < Llz — x| < Lé =&.

O

Beispiel 1.12 Die Abstandsfunktion distg : R — R einer Menge E C R" ist Lipschitzstetig
mit Konstante Eins. Denn es gilt nach der Dreiecksungleichung

ly —xo| < |y —x1| + |21 — 22| furallez12€R", y € E.
Bilden wir auf beiden Seiten das Infimum iiber alle y € E, so folgt
distp(z2) < distg(z1) + |21 — 22|
Durch Vertauschen von x; mit xo ergibt sich
|distg(z1) — distp(ze)| < |21 — 22|

Beispiel 1.13 Lineare Abbildungen A : R® — R™ sind Lipschitzstetig. Um dies zu zeigen,
verwenden wir die Matrixdarstellung beziiglich der Standardbasen. Es gilt fiir x € R™

A(x)z = Zaija:j wobei A(m) = ZA<37)zez
J=1 i=1
Die Euklidische Norm der Matrix A = (aij) € R™Xn igt
non 1/2
A= (3 a) "
i=1 j=1
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Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt

AP = i (fjlaijxj)z < fj (iafj) ( 4n1w?) = |4Paf?
=1 j= =1 j= Jj=

das heif3t es gilt die Abschitzung
|A(z)| < |A]|x| fiir alle x € R™.
Insbesondere folgt fiir x,y € R”
[A(z) — A(y)| = |A(z —y)| < |Al |z —y],
d.h. A ist Lipschitzstetig mit Konstante |A|.

Satz 1.1 (Folgenkriterium der Stetigkeit) Fir f: D — R™ und z¢g € D sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f ist stetig in xg.
(2) Fiir jede Folge (x)keny mit i € D und limg_, o 2 = xo gilt: limg_,o f(zr) = f(x0).

Bewers: Fiir die Implikation (1) = (2) sei xx € D mit z; — x¢ fiir & — co. Wahle zu € > 0
ein 6 > 0 mit |f(x) — f(zo)| < € fiir alle x € D mit |x — x9| < 0. Es gibt ein N € R mit
|z — x| < 0 fiir k > N, also folgt |f(xx) — f(xo)| < e fiir k > N.

Wir iiberlegen nun was es bedeutet, wenn f nicht stetig in x( ist. Es gibt dann ein
e > 0, so dass (1.1) fiir kein § > 0 erfiillt ist. Wahlen wir 6 = 1/k fiir k = 1,2,..., so gibt
es xp € D mit |z — xo| < 1/k, aber |f(zx) — f(xo)| > €. Dies zeigt indirekt die Implikation
(2) = (1), womit der Satz bewiesen ist. O

Lemma 1.2 FEine Funktion f: D — R™ ist genau dann stetig in xg € D, wenn jede Koor-
dinatenfunktion f; : D — R in xq stetig ist.

BEWEIS: Mit dem vorangegangenen Satz folgt dies aus der Aquivalenz von Konvergenz und
Konvergenz der Koordinatenfolgen im R™, siehe Satz 3.6. O

Lemma 1.3 Sei g : D — R stetig in xo mit g(xg) # 0. Dann gibt es ein 6 > 0 mit
lg(x)| > |g(x0)|/2 >0  fir alle x € D N Us(xo).

BEWEIS: Zu e = |g(z0)|/2 > 0 gibt es aufgrund der Stetigkeit ein § > 0 mit |g(x) —g(z0)| < €
fiir alle x € D N Us(xg), also folgt mit der Dreiecksungleichung fiir diese x

l9(x)| = lg(wo) = (g(x0) — g(x))] = [g(xo)| = |g(x) — g(w0)| = 26 —c =e.

Satz 1.2 (Stetigkeitsregeln) Seien f,g: D — R stetig in xo € D. Dann gilt:

(1) Fiir beliebige o, 8 € R ist die Funktion of + g stetig in xg.
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(2) Die Funktion fg ist stetig in xg.

(3) Ist g(xo) # 0, so ist die Funktion f/g : D N Us(xg) — R fiir 6 > 0 hinreichend klein
definiert und stetig in xg.

BEWEIS: Die Funktionen sind grundsétzlich punktweise erklart, das heif3t fiir alle x € D gilt

(af +Bg)(x) = af(x) + Bg(x), (f9)(z) = f(x)g(x) und (f/g)(z) = f(z)/g9(z).

Wir fiihren die Aussagen auf die entsprechenden Konvergenzregeln fiir Folgen zuriick: sei
(Zn)nen eine beliebige Folge mit x, € D und lim,_,o x, = xo. Nach Satz 1.1 gilt f(z,) —
f(zo) und g(x,) — g(xo) mit n — co. Aus Kapitel I, Satz 1.3 folgt

af(zn) + Bg(wn) — af(xo) + Bg(xo)  sowie  f(xn)g(xn) — f(z0)g(x0).

Mit Satz 1.1 ergeben sich die Behauptungen (1) und (2). In der Situation von (3) gibt es nach
Lemma 1.3 ein § > 0 mit g(z) # 0 auf DN Us(zo), so dass f/g dort definiert ist. Weiter folgt
f(xn)/g(xn) — f(x0)/9(x0), und mit Satz 1.1 ist auch f/g stetig in . O

Folgerung 1.1 Die Menge CY(D) der stetigen Funktionen auf D C R" ist ein R-
Vektorraum. Allgemeiner ist die Menge CO(D,RF) der stetigen Abbildungen f : D — RF
ein R-Vektorraum.

BEWEIS: Das ist offensichtlich nach Satz 1.2(1) und Lemma 1.2. O

Satz 1.3 (Verkettung stetiger Funktionen) Seien f: D — R™, g: E — R* mit f(D) C
E C R™. Ist f stetig in xo und g stetig in yo = f(xq), so ist go f : D — R¥ stetig in x.

BEWEIS: Wir verwenden wieder Satz 1.1. Ist x,, € D eine beliebige Folge mit lim,, .o x, = xo,
so folgt f(xy) — f(xo) aus der Stetigkeit von f in xg, und weiter g(f(x,)) — g(f(x0)) wegen
der Stetigkeit von g in yo = f(z¢). Nach Satz 1.1 ist damit die Stetigkeit von go f in x( schon
gezeigt. O

Beispiel 1.14 Seien f,g: D — R stetig. Dann ist auch die Funktion |f| : D — R stetig, und
ebenso die Funktionen max(f,g) = (f+ g+ |f —g|)/2 und min(f,g) = (f +9—|f — g|)/2.

Schliefllich wollen wir in diesem Abschnitt noch den Grenzwertbegriff fiir Funktionen disku-
tieren; allerdings fassen wir uns dabei kurz, weil die Angelegenheit fiir Folgen ja ausfiihrlich
behandelt wurde.

Definition 1.3 (Grenzwert fiir Funktionen) Sei D C R" und x¢ ein Héiufungspunkt von
D. Die Funktion f : D — R™ konvergiert fiir xt — xg gegen a € R™, falls es zu jedem & > 0
ein § > 0 gibt, so dass gilt:

|f(z) —al <e firallex e D mit 0< |z — x| <.

Notation: limg_.4, f(z) = a oder f(x) — a fir z — xg.

Fiir die Existenz und den Wert von lim,_., f(x) ist es egal, ob die Funktion in xy definiert ist
bzw. welchen Funktionswert sie dort hat. Die Beziehung zwischen Grenzwert und Stetigkeit
ist wie folgt:
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Lemma 1.4 (Stetigkeit und Grenzwert) Seixo € D ein Haufungspunkt von D. Fir die
Funktion f: D — R™ sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) limg ., f(z) = f(z0)-
(2) f ist stetig in xg.

BEWEIS: Das folgt direkt aus den gegebenen Definitionen. O

Fiir reellwertige Funktionen kénnen wir den Konvergenzbegriff ausdehnen, indem wir (unei-
gentliche) Konvergenz gegen +o00 zulassen.

Definition 1.4 (Uneigentlicher Grenzwert) Sei xg € R ein Hiufungspunkt von D, und
f:D — R. Dann gilt lim,_.,, f(x) = +00, wenn es zu jedem K > 0 ein § > 0 gibt mit

f(z) > K fir allex € D mit 0 < |x — xo| <.

Entsprechend wird limg_, 4, f(z) = —oo erkldrt.

Im Fall D C R besteht die Moglichkeit, Grenzwerte von f(z) fir £ — fo0o zu betrachten.

Definition 1.5 (Grenzwert bei +o00) Sei f : D — R™ mit D C R nicht nach oben be-
schrankt. Dann gilt im0 f(x) = a € R™, wenn es zu e > 0 ein K € R gibt mit

|f(z) —a| <e firallex € D mit x > K.

Analog wird der Grenzwert fiir x — —oo erkldrt.

Sowohl bei der Stetigkeit als auch beim Grenzwert spielt der zugrundeliegende Definitionsbe-
reich eine Rolle. Wir schreiben lim, ., zep f(2), wenn wir den gewéhlten Definitionsbereich
hervorheben mochten. In R werden oft einseitige Grenzwerte gebraucht:

lim f(z)= lim f(z) und lim f(z)= lim f(x).

\\To T—T0,T>T0 x /o T—x0,r<T0

Zum Beispiel ist limg\ gsign(z) = +1 und lim, ~gsign(z) = —1, wihrend der Grenzwert
lim,_,o sign(z) nicht existiert. Wir formulieren jetzt die wichtigsten Regeln fiir Grenzwerte
von Funktionen. Diese sind fiir Folgen bzw. aus der Diskussion der Stetigkeit schon bekannt,
deshalb verzichten wir auf die Beweise und formulieren die Aussagen der Einfachheit halber
nur fiir n = m = 1, also reellwertige Funktionen einer Variablen.

Satz 1.4 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) FEs gelten folgende Aussagen:
(1) Seien a,b € R und xyp € RU{£o0}. Aus f(x) — a, g(z) — b fir v — xo folgt
af(z) +PBg(z) — aa+pb (o, f€R),

f(x)g(z) —  ab,
f(z)/g(x) — a/b, fallsb#0.

(2) Seien f: D — R, g: E— Rmit f(D) C E. Gilt f(z) — yo mit x — o und ist g stetig
in yo, so folgt (g0 f)(x) — g(yo) mit x — xo.

(3) Sei f(x) — a, g(x) — b fir x — xzo. Ist f(z) < g(x) fiir 0 < |x—x0| < 9§, so folgt a <b.
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1
(4) Ist f >0 auf D, so ist limy_.z, f(z) = 0 dquivalent zu lim ) = +o0.
z—wzo f(x
Beispiel 1.15 (Rationale Funktionen) Seien p, ¢ reelle Polynome vom Grad m bzw. n,
also p(z) = ap + a1z + ... + apa™ bzw. ¢(x) = by + biz + ... + byz™ mit a;,0; € R und
A, by, # 0. Setze N = {z € R: ¢(x) = 0} und definiere

p(x)
:R\N — R, f(z) =—+=.
fERAN <R, (@)= 20
Wann hat f eine stetige Fortsetzung bei o € N7 Sei dazu xg eine v-fache Nullstelle von ¢
mit v > 1, und eine p-fache Nullstelle von p, evtl. u = 0 falls p(xg) # 0. Also gilt

p(e) = (@ — 20} (&) baw.  a(z) = (@ — 70)"d(x)
fiir Polynome p, ¢ mit p(xo), G(xo) # 0. Es folgt
)
flx)=(x —xo)* V== fiir alle z € R\,
(@) = (o = a0 B \
und wir erhalten aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte lim; .., f(z) = 0 im Fall p > v
und limg_.,, f(x) = p(xo)/q(xo) # 0 im Fall g = v. In diesen Féllen ist die Funktion stetig

fortsetzbar nach Lemma 1.4, dagegen hat f im Fall p < v in z( eine Polstelle. Sei zum Beispiel
p(x0)/G(xo) > 0, dann ergibt sich fiir die einseitigen Grenzwerte bei xg

Nz z/ o
v — u gerade ~+00 400
v — p ungerade +o00 —00

Das Verhalten von f fiir  — oo wurde bereits in Kapitel 1, Beispiel 1.6 untersucht.

2 Zwischenwertsatz und klassische Funktionen

In diesem Abschnitt haben wir es mit Funktionen zu tun, die auf einem Intervall definiert
sind. Eine Menge I C R ist genau dann ein Intervall, wenn (a,b) C I mit ¢ = inf ] und
b = sup I. Hier sind also unendliche Intervallgrenzen zugelassen, aber das Intervall soll stets
Teilmenge von R sein, das heifit unendliche Intervallgrenzen sind offen. Der Durchschnitt
von zwei Intervallen /; 2 mit den Grenzen a;2 und by 2 ist wieder ein Intervall mit Grenzen
a = max(aj,az) und b = min(by, be). Nach unserer Definition ist die leere Menge auch ein
Intervall.

Satz 2.1 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem yo zwischen
f(a) und f(b) ein xo € [a,b] mit f(xo) = yo.

Bemerkung. Die Gleichung f(z) = yo kann mehrere Losungen in [a, b] besitzen, das heifit xg
ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

BEWEIS: Sei oBdA f(a) < yo < f(b). Dann ist die Menge M = {z € [a,b] : f(z) < yo}
nichtleer, da a € M. Wir behaupten f(xg) = yo fiir 29 = sup M. Fiir n € Nist g — 1/n
keine obere Schranke von M, also gibt es x,, € M mit xg — 1/n < z, < x¢. Da f stetig, folgt
f(xo) = limy, 00 f(25) < yo. Andererseits ist zy obere Schranke von M, also gilt f(x) > o
fir xog <o <b. Ist 29 < b, so folgt f(xo) = limg\ 4, f(x) > yo. Im Fall 29 = b gilt f(x0) > yo
sowieso nach Voraussetzung. O
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Folgerung 2.1 Sei I C R ein Intervall und f : I — R stetig. Dann ist f(I) ein Intervall
mit Endpunkten o = infer f(x) und B = sup,c; f(2).

BEWEIS: Zu y € (a, 3) gibt es 1,22 € I mit f(z1) <y < f(x2). Dann gibt es nach Satz 2.1
ein x € [x1,x9] (bzw. z € [x9,x1]) mit f(z) = y. Es folgt (o, B) C f(I). O

Jede streng monotone Funktion f : I — R ist injektiv und hat damit eine Umkehrfunktion
g : f(I) — R. Es stellt sich die Frage nach der Stetigkeit von g. Zum n#chsten Lemma vgl.
das entsprechende Resultat fiir Folgen, Satz 2.5 in Kapitel 1.

Lemma 2.1 (Einseitige Grenzwerte monotoner Funktionen) Sei f : [ = (a,b) — R
monoton wachsend. Dann gilt

ii{r;f(x):inf{f(x):xef} und glci;r%)f(x):sup{f(:n):xef}.

BEWEIS: Mit o = inf{f(z) : © € I} € [—00,00) gilt f(z) > « fiir alle z € I. Andererseits
gibt es zu jedem o/ > « ein 2’ € I mit f(z') < o/, und somit f(z) < & fiir alle z < 2’. Die
Behauptung fiir den rechtsseitigen Grenzwert folgt analog. O

Satz 2.2 (Monotonie und Umkehrfunktion) Sei I ein Intervall mit Endpunkten a < b,
und f: I — R sei streng monoton wachsend und stetig. Dann gilt:

(1) Die Umkehrfunktion g : f(I) — R ist ebenfalls streng monoton wachsend und stetig.
(2) I* = f(I) ist ein Intervall mit Endpunkten o = lim,\ o f(x) < lim, ~, f(z) = 5.
(3) limy\ o g(y) = a und lim, -5 g(y) = b.

BEWEIS: Wire g nicht streng monoton wachsend, so gibt es y1,y2 € f(I) mit y1 < ya, aber
9(y2) < g(y1). Aus der Monotonie von f folgt

ya = f(9(y2)) < fl9(y1)) = w1,

im Widerspruch zur Annahme. Um die Stetigkeit von g im Punkt yo = f(x¢) zu zeigen, sei
e > 0 gegeben. Nach Folgerung 2.1 ist dann f(U(z¢) N I) ein Intervall mit den Grenzen

o =inf{f(x):x € U.(zo) NI} und B = sup{f(z): z € Uc(xo) N I}.

Im Fall a < 29 < b gilt o < f(x0) =yo < ', da f streng monoton wachsend, also gibt es ein
0 > 0 mit Us(yo) C f(Ue(xo) N 1). Es folgt

9(Us(yo)) C (g0 [)(Us(wo) N 1) C Ue(wo),
was zu zeigen war. Fiir zg = a ist o = f(x0) = yo < [, also gilt fiir hinreichend kleines § > 0

Us(yo) N f(I) C [yo,yo +6) C f(Uc(wo) NI),

und es folgt g(Us(yo)Nf(I)) C Us(zo). Aussage (2) folgt direkt aus Folgerung 2.1 und Lemma
2.1, und (3) ergibt sich aus (1) und (2), angewandt auf die Funktion g statt f. O

Als Ergéanzung zu Satz 2.2 bemerken wir noch

acl & acl* und bel & pgel” (2.1)
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Denn fiir a € I ist f(a) = inf{f(z) : x € I} = a, also a € f(I). Sei umgekehrt o = f(x) fiir
ein x € I. Wire = > a, so gibt es 2’ € (a,2) mit f(2') < f(z) = o, Widerspruch. Also folgt
a=xzc¢€l.

Wir wollen nun den Satz anwenden, um die Umkehrfunktion der reellen Exponential-
funktion zu konstruieren. Als erstes miissen wir dafiir die Stetigkeit zeigen; das tun wir
natiirlich gleich in C.

Satz 2.3 Die FExponentialfunktion exp : C — C ist stetig.

BEWwEIS: Fiir die Stetigkeit in z5 = 0 verwenden wir die Abschitzung aus Kapitel 1, Satz 4.7,
und zwar ergibt der Fall n =1 fiir alle |2| <1

|exp(2) — exp(0)] = |exp(z) — 1] < 2|z].

Es folgt | exp(z) — exp(0)| < ¢ fiir |2| < § = min(1,¢/2). Fiir die Stetigkeit in zp # 0 setzen
wir die Funktionalgleichung ein: es gilt exp(z — z9) — 1 mit z — zp, also

exp(z) = exp(zo) exp(z — 29) — exp(zp) mit z — 2p.
O
Satz 2.4 (Definition des Logarithmus) Die Funktion exp : (—o0,00) — (0,00) ist streng
monoton wachsend, stetig und bijektiv, und es gilt
lim exp(x) =0 wund lim exp(z) = oco. (2.2)

Die Umkehrfunktion log : (0,00) — (—o0,00) heifit (natiirlicher) Logarithmus. Die Funktion
ist ebenfalls streng monoton wachsend, stetig und bijektiv, und es gilt

limlog(y) = —co  wund  lim log(y) = co. (2.3)
YN0 y—00
Weiter ist log(1) = 0 und log(e) = 1, und log erfillt die Funktionalgleichung
log(y1y2) = log(y1) +log(y2)  fiir alle y1,y2 > 0. (2.4)
BEWEIS: Nach Definition der Exponentialfunktion gilt
exp(z) :Zﬁ >14+z firz>0.

k=0
Es folgt lim,_,o exp(z) = oo, sowie fiir > 0 mit der Funktionalgleichung

1
exp(—z) = p(@) — 0 mit z— oo.

Weiter liefert die Funktionalgleichung fiir x1 < 9

exp(z2)

exp(z1)
das heifit exp ist streng monoton wachsend und stetig nach Satz 2.3. Nach Satz 2.2 ist nun
exp : (—00,00) — (0,00) bijektiv, und die Umkehrfunktion log : (0,00) — (—o00,00) erfiillt
(2.3). AuBerdem gilt log(1) = log(exp(0)) = 0, log(e) = log(exp(1)) = 1. Die Funktionalglei-
chung (2.4) ergibt sich aus exp(z1) exp(z2) = exp(z1 + z2), indem wir z3, = log(yx) einsetzen
und den Logarithmus nehmen. O

=exp(xy —x1) > 1,
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Definition 2.1 (Potenz mit reellen Exponenten) Fira >0, x € R definieren wir

a” = exp (zlog(a)) .

Fiir rationale Exponenten r = p/q mit p € Z und g € N ist diese Definition konsistent mit
der bereits gegebenen Definition als eindeutig bestimmte Losung y der Gleichung y? = aP,
denn exp(zlog(a)) > 0 und nach Folgerung 4.1 gilt

exp (rlog(a))? = exp (¢ - rlog(a)) = exp (plog(a)) = exp (log(a))” = a”.

Insbesondere kénnen wir also exp(z) = e® schreiben. Durch die klassische Definition der
Potenz ist die Funktion z +— a” fiir alle x € Q und damit auf einer dichten Teilmenge von
R schon definiert. Die Exponentialfunktion setzt diese Funktion auf alle z € R fort, genauer
ist es die eindeutig bestimmte Fortsetzung, die stetig ist (Ubungsaufgabe). Die Regeln der
Potenzrechnung fiir a,b > 0

a®a¥ = aery (ax)y — a:}cy

(Y=o anvr =y

a

ergeben sich leicht aus den Definitionen und den Funktionalgleichungen von exp bzw. log.
Weiter sind nun auch die Potenzfunktionen fiir beliebige reelle Exponenten erklért:

f:(0,00) = R, f(z) =2 = exp (alog(x)) .

Folgerung 2.2 (Charakterisierung von exp durch die Funktionalgleichung) Die
Funktion f: R — R habe folgenden beiden Figenschaften:

(1) flx+y) = f(2) fly) firallez,y €R,
(2) limg_o f(z) = f(0) (Stetigkeit bei zo = 0).
Dann ist entweder a := f(1) > 0 und f(x) = a® fir alle x, oder f ist identisch Null.
BEWEIS: Es ist £(1) = £ (4)% > 0. Im Fall f(1) = 0 folgt fiir alle z € R
f@)=f(@-1)+1) =f=-1) f1) =0.

Im Fall @ > 0 kann wie oben argumentiert werden, das heiffit man zeigt mit der Funktional-
gleichung f(z) = a” fiir alle z € Q, und folgert f(x) = a” fiir alle x € R aus der Stetigkeit.
O

Nachdem die Diskussion der reellen Exponentialfunktion so ergiebig war, wollen wir nun
auch die komplexe Exponentialfunktion anschauen; das wird sogar noch interessanter. Wir
betrachten mit S' = {z € C : |z| = 1} die Abbildung

c:R—S'CC,c(t) =exp(it) = e, wobeii=+/—1. (2.5)

In Folgerung 4.1 hatten wir schon gezeigt, dass ¢ tatsédchlich in den Einheitskreis abbildet,
und zwar gilt

lc(t))? = c(t)c(t) = efleit = e = 1.
Das Ziel ist nun zu verstehen, wie sich der Punkt ¢(¢) in Anhéngigkeit von ¢ auf dem Ein-
heitskreis bewegt, genauer wollen wir sehen, dass ¢(¢) periodisch ist und in jeder Periode
den Einheitskreis einmal im mathematisch positiven Sinn (also gegen den Uhrzeigersinn)
durchliuft. Erstmal geben wir den Komponenten von c(t) = e einen Namen.
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Definition 2.2 Die Funktionen Cosinus und Sinus cos,sin : R — R sind definiert durch

, it | it , it _ it
cost = Ree' = % und  sint = Ime" = %. (2.6)
i
Es gilt also die Eulersche Formel

e =cost+isint fir allet € R. (2.7)

Aus der Definition folgen die Potenzreihendarstellungen der Funktionen Sinus und Cosinus.

Satz 2.5 Fiir allet € R gelten die absolut konvergenten Potenzreihendarstellungen

o0 L 12 2
cost = kz_o(—l) 8! :l—ai... und
o0 L 12 43
int = 1) =1t =%....
S kzo( N CTEw 3!

BEWEIS: Die absolute Konvergenz ergibt sich mit Satz 4.3 aus der Abschétzung

‘t‘Qk ’t’2k+1

N
|t]"
kzzo(%)!JrZ 2]<:+1|—Z =ell < 0.

Mit 2% = (—1)* sowie i?**1 = i (—1)* berechnen wir

2N+1( N k t2k N L 12k
' —1) .

Fiir N — oo ist die rechte Seite konvergent, die linke Seite geht gegen e = cost + isint. [

Lemma 2.2 Die Funktionen cos,sin : R — R sind stetig.

BEWEIS: ¢ : R — R? = C, ¢(t) = €%, ist stetig als Verkettung der stetigen Abbildungen
¢ : R — C, p(t) = it, und exp : C — C, vergleiche Satz 2.3. Dann sind auch cos,sin als
Koordinatenfunktionen von c(t) stetig. O

Lemma 2.3 Die Funktionen Cosinus und Sinus haben folgende Figenschaften:
(1) cos®t +sin?t =1 fir allet € R.
(2) Cosinus ist eine gerade und Sinus eine ungerade Funktion:

cos(—t) =cost und sin(—t) = —sint.

(3) Fiir alle a, 8 € R gelten die Additionstheoreme

cos(a + ) = cosacos —sinasinf,

sin(a + 3) = sinacos + cosasin 3.
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BEWEIS: Behauptung (1) folgt direkt aus |e¥| = 1, Behaupung (2) gilt nach Definition und
(3) ergibt sich aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und Vergleich der Real-
und Imaginérteile:

cos(a + ) + isin(a + 8) = @F) = ¢ ¥ — (cosa + isina) (cos f + i sin 3).

O
Ersetzen wir in den Additionstheoremen «, § durch (a + 3)/2, (o — 3)/2, so erhalten wir

a+ﬁcosa_ﬁ—sina+ﬂsina_ﬂ
2 2 2 2

. . a+ g oa— 0 a+0 . a—p
sino¢ = sin cos + cos sin .

2 2 2 2

coOsax = COSs

Durch Vertauschen von « und  und Subtraktion ergibt sich mit Lemma 2.3(2)

cosa—cosf = —2sin sin (2.8)

sina —sinf = 2cos sin

Wir benétigen den folgenden Grenzwert.

int
Lemma 2.4 FEs gilt lim;_g Sl% =1.

BEWEIS: Wir verwenden die Abschitzung der Exponentialfunktion aus Satz 4.7 mit z = it
und n = 2. Wegen |Im z| < |z| gilt danach fiir |¢t| < 3/2

|sint —t| < |eit —(14at)| < .

Nach Division durch [¢| > 0 folgt mit ¢t — 0 die Behauptung. O

Satz 2.6 (Definition von 7) FEs gibt eine eindeutig bestimmte Zahl T € (0,00) mit folgen-
den Figenschaften:

(1) Auf (0,7) gilt cost,sint > 0.
(2) Auf[0,7) ist cos streng monoton fallend und sin streng monoton wachsend.
(3) cosT =0 und sinT =1, also €™ = 1.

Wir definieren m = 2.

BEWEIS: Als erstes zeigen wir, dass die Funktionen cos und sin auf einem hinreichend kleinen
Intervall (0,¢) strikt positiv sind. Wegen cos0 = 1 folgt das fiir den Cosinus sofort aus der
Stetigkeit. Fiir den Sinus gibt es wegen Lemma 2.4 ein t > 0, so dass fiir 0 < t’ < t gilt:

o
P >12 = st >t/2>0.

t
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Also ist die Menge M = {t > 0: cost/,sint’ > 0 fiir alle ¢ € (0,¢)} nichtleer und wir setzen
7 = sup M. Behauptung (1) gilt dann nach Definition. Fiir 0 < t; < ty < 7 folgt mit den
Formeln (2.8), Lemma 2.3(2) und Aussage (1), da 0 < (to —1)/2 < (te +t1)/2 < 7,

o+t . ta—11
Ssin
2 2
Stz-i—tl SintQ -1
2 2

costy —cost; = —2sin < 0,

> 0.

sintg —sinty = 2co

Dies zeigt Behauptung (2), insbesondere existieren die Grenzwerte £ = lim; ~- cost € [0,1)
und 1 = lim; ~rsint € (0,1], vgl. Lemma 2.1. Um zu zeigen, dass 7 endlich ist, betrachten
wir fiir ein o € (0,7) die Folge (e0)* k € N. Wire 7 = +o00, so folgt aus dem Bewiesenen

(eit0)F = ¢ikto — cos kto + isinktg — € +4n  mit k — oo.

Aber |(efto)k+l — (¢ito)k| = |(eit0)k(eito — 1)| = |eo — 1| > 0, das heiBt die Folge ist keine
Cauchyfolge, ein Widerspruch. Also ist 7 < oo, und mit der Stetigkeit folgt cos7 = & und
sinT = n. Nun ist n > 0, also muss £ = 0 gelten, denn sonst wéren cos und sin beide strikt
positiv nahe bei 7, also 7 keine obere Schranke fiir M. Wegen &2 + 7% = 1 und n > 0 ist
n = +1. SchlieBlich ist klar, dass 7 durch (1) und (3) eindeutig festgelegt ist. O

Mit Satz 2.6 erhalten wir
QItHT/2) w2 it _ it (2.9)

bzw. wegen e!t7/2) = cos(t + 7/2) + isin(t + 7/2) und ie® = —sint + icost
cos(t +7/2) = —sint  und  sin(t 4+ 7/2) = cost. (2.10)

Damit konnen wir eine Wertetabelle der Funktionen erstellen. Die Ziffern I bis IV bedeuten
die gegen den Uhrzeiger nummerierten Quadranten.

t 0 /2 ™ 3r/2 27
e 1 1 i II -1 III —i IV 1
cos 1 N, 0 \, -1 0 1
sim 0 7 1 X, 0 \, -1 7 0

t

Folgerung 2.3 Die Funktionen e, cost und sint sind 2w-periodisch, und 27 ist die kleinste

Periode fiir jede der Funktionen.

BEWEIS: Es gilt 2™ = 1 und damit e!(*727) = ¢ite2m — ¢t fiir alle ¢, also sind die Funktionen
27-periodisch. Wire e periodisch mit Periode p € (0,27), so folgt e = € = 1, was der
Wertetabelle widerspricht. Weiter ist eine Periode von Cosinus oder Sinus auch Periode von
e’ wegen (2.10). Damit ist die Folgerung bewiesen. O

Wir kénnen zum Beispiel nun die Nullstellen der trigonometrischen Funktionen angeben.

el=1 & t=2kr mitkcZ, (2.11)
cost=0 & t=n/2+kr mitkceZ, (2.12)
sint=0 < t=kr mitkelZ. (2.13)
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Satz 2.7 (Arcusfunktionen) Die Funktionen cos : [0, 7] — [—1,1] und sin : [-7/2,7/2] —
[—1,1] sind streng monoton fallend bzw. wachsend und bijektiv. Ihre Umkehrfunktionen
arccos : [—1,1] — [0,7] bzw. arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] sind gleichfalls stetig, streng
monoton fallend bzw. wachsend und es gilt

lim arccosx =m wund lim arccosz = 0,

z\—1 z,/'1
lim arcsiny = —7w/2 wund lim arcsiny = /2.
y\—1 Y / y/1 Y /
BEWEISs: Alle Aussagen folgen aus Satz 2.2 und unserer Wertetabelle. O

Satz 2.8 (Polarkoordinaten) Zu jedem z € C\{0} gibt es eindeutig bestimmte r > 0,
9 € [0,27) mit z = re'.

BewEIS: Wir behaupten, dass die Abbildung c : [0,27) — S, c(t) = €%, bijektiv ist. Denn
aus et = "2 folgt eilti—t2) — 1, also t; — tg = 2kw mit k € Z. Fiir t,t2 € (0,27) folgt dann
t1 = to. Fiir die Surjektivitéit definieren wir fiir « + iy € S!

9 — {arccosx fir y >0
2m —arccosz  fiir y < 0.
Wegen arccos z € [0, 7] und sin® = v/1 — cos? ¥ fiir ¥ € [0, «1] folgt fiir y > 0
e = cos(arccos ) + i sin(arccos ) = z + i V-2 =z+iy=z
Aus cos(2m — arccosx) = cosx und sin(27 — z) = —sinx folgt fiir y < 0
e = cos(arccos z) — isin(arccosz) = & —i /1 — 22 =z + iy = 2.

Fiir allgemeines z € C\{0} setzen wir 7 = |z| > 0 und wihlen ¥ € [0,27) mit "’ = 2/|2|. Es
folgt z = re™
Die durch den Satz definierte Funktion arg : C\{0} — [0,27), die jedem z den Polarwinkel
¥ = arg(z) zuordnet, hat langs der positiven x-Achse einen Sprung:

wie gewiinscht. O

limarg(xz +4y) =0 und limarg(z +iy) =27 fiir alle z > 0.
lim g(r +1y) lin g(x +1y)

Ansonsten ist die Funktion stetig. In der Schule werden die Funktionen Cosinus, Sinus und
Tangens durch die Langenverhéltnisse am rechtwinkligen Dreieck eingefiihrt. Um dies jedoch
zu einer exakten Definition zu machen, muss ein Konzept zur Messung von Winkeln zur
Verfiigung stehen, es muss also die Lénge eines Einheitskreisbogens definiert werden. An
dieser Stelle wollen dies nur ad hoc betrachten. Um die Linge eines Bogens

c:[0,a] = S ¢(t) = e,

zu bestimmen, wéhlen wir ¢, = ka/n mit k =0,1,...,n und erhalten die Néherung

L= lelty) — elti)] = 3 [ Dom(&/m 1) = et/ — 1]
k=1 k=1

Nach Satz 4.7 gilt fiir |z| < 3/2 die Abschitzung |e* — (1 4 2)| < |2|?, also ergibt sich
|L, — o] = nHemm — 1| = |ia/n|| <n e’ /™ — 1 —ia/n| <n(a/n)? =0 mitn— oco.

Die Lange von ¢ auf [0, o] ist also gleich «, das heift ¢ bildet ldngentreu ab und insbesondere
ist die Liange des Vollkreises 27. wie es sein sollte.
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Kapitel 4

Differentialrechnung fiir Funktionen
einer Variablen

1 Die Ableitung: Definition und Regeln

Im diesem Abschnitt betrachten wir stets reellwertige oder vektorwertige Funktionen einer
Variablen, die auf einem offenen Intervall I C R definiert sind.

Definition 1.1 (Ableitung) Die Funktion f : I — R" hat in xo € I die Ableitung a € R"
(Notation: f'(xo) = a), falls gilt:
lim {@ = f@) _ (1.1)
z—z0 T — X
Wir nennen f differenzierbar in xq, falls es ein a € R™ mit (1.1) gibt, falls also der in (1.1)
betrachtete Grenzwert existiert.

Eine alternative Formulierung ergibt sich durch die Substitution x = xg + h:

Pan=a ot EEHZI@)_,

Leibniz interessierte sich fiir die Definition der Ableitung im Zusammenhang mit dem Pro-
blem, die Tangente an eine ebene Kurve in einem gegebenen Punkt zu definieren. Nehmen
wir dazu an, dass die Kurve als Graph einer Funktion f : I — R gegeben ist, und dass die
Tangente im Punkt (xo, f(x0)) gesucht ist. Der Differenzenquotient

f(@) = f(@o)

(I‘O,CUEI,.Z'#Q?U)
r — X

ist geometrisch die Steigung der Sekante durch die Punkte (zo, f(x0)) und (z, f(z)). Die
Existenz der Ableitung bedeutet, dass die Sekantensteigungen fiir x — zy gegen den Wert
f'(x¢) konvergieren. Die Tangente wird nun definiert als die Gerade, die durch den Punkt
(x0, f(z0)) geht und die Steigung f’(z¢) hat. Daraus ergibt sich ihre Gleichung

y = f(zo) + f'(x0)(x —x0) fiir alle x € R.

Im Fall von vektorwertigen Funktionen, also n > 2, ist der Grenzwert in (1.1) wie {iblich
beziiglich der Euklidischen Norm aufzufassen. Der in Kapitel 2 bewiesene Satz 3.6 iiber die
Aquivalenz von Normkonvergenz und Konvergenz der Koordinaten besagt hier Folgendes:
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Lemma 1.1 Die Funktion f : I — R™ ist genau dann in xg € I differenzierbar, wenn alle
Koordinatenfunktionen f; : I — R, i = 1,...,n, in xqg differenzierbar sind. Die Ableitung
kann dann koordinatenweise berechnet werden, das heifst es gilt:

F(@o) = ((f1) (o) -, (fa) (z0)) € R™

Newton entwickelte den Differentialkalkiil (Englisch: Calculus) unter anderem um die Kep-
lerschen Gesetze fiir die Planetenbewegung zu begriinden, genauer konnte er diese Gesetze
alle aus dem Gravitationsgesetz ableiten. Dazu wird die Bewegung eines Planeten durch eine
Abbildung

Frl—R, f(t) = (2(t),y(t), (1)),
beschrieben, also durch dessen Koordinaten zur Zeit ¢ € I beziiglich eines Euklidischen Koor-
dinatensystems. Erstes Ziel ist dann die Definition der Momentangeschwindigkeit als Vektor
in R3. Die vektorielle Durchschnittsgeschwindigkeit auf dem Zeitintervall [tg,] ist der Quo-
tient von Weg und Zeit, also gleich

f(t) = f(to)
t—to

€ R3.

Die Momentangeschwindigkeit v(tg) zum Zeitpunkt ¢ = ¢ ist deshalb als vektorielle Ableitung
zu definieren, wobei Newton einen Punkt statt eines Strichs benutzt hat:

v(to) = f'(to) = (2/(to),y' (o), 2 (to)) € R®.

Definition 1.2 (Ableitungsfunktion) Die Funktion f : I — R™ heifst differenzierbar auf I
(oder einfach differenzierbar), falls f in jedem Punkt xo € I differenzierbar ist. Die hierdurch
gegebene Funktion

ffiI—=R" x9— f(19) = lim f(@) = f(zo)

T—T0 T — X

e R"
heifit Ableitungsfunktion oder schlicht Ableitung von f.

Beispiel 1.1 Fiir eine konstante Funktion, also f(z) = ¢ € R” fiir alle x € I, gilt fiir = # x¢:

f@) = eo) _ €= o piag) = 0 baw. £ =0,
xr — g T — o

Beispiel 1.2 Fiir f: R — R, f(z) = z, gilt

f(@) = f(zo) _rT% _y fiir alle x # xq,
xr — Xg T — To

also folgt f'(xz¢) = 1.
Beispiel 1.3 Die Funktion f: R — R, f(z) = ||, ist nicht differenzierbar in xg = 0:

limwzhm§:1 und hmw LT
\,0 x—0 z\0 T z /0 z—0 20 x

Die rechts- und linksseitige Ableitung existieren in xg = 0, sie sind aber verschieden.
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Fiir die Ableitung der Exponentialfunktion gehen wir dhnlich wie bei der Stetigkeit vor,
indem wir erst den Fall x = 0 mit einer expliziten Abschéitzung behandeln und dann die
Funktionalgleichung einsetzen.

Satz 1.1 Die Funktion exp : R — R ist differenzierbar mit Ableitung exp’ = exp.

BEweEIs: Fiir x = 0 folgt die Aussage aus Satz 4.7 in Kapitel 2, und zwar mit n = 2:

e —e

z—0

<l|z|] -0 mitzx—0.

e’ —1 ’_|e’“"—(1—|—x)|

x |z

Fiir « # 0 schliefen wir weiter mit der Funktionalgleichung

=e — e mit h — 0.

O

Satz 1.2 Die Abbildung ¢ : R — C, c(t) = €%, ist differenzierbar mit Ableitung ¢’ = ic.
Insbesondere sind auch cos und sin differenzierbar und es gilt

cos’ = —sin  und sin’ = cos.
BEWEIS: Fiir die Ableitung in t = 0 verwenden wir wieder Satz 4.7 in Kapitel 2, mit n = 2,

c(t) — ¢(0)
t—0

—ic(())‘: <|t| -0 mitt— 0.

et —1 e left — (1 +it)|
t - t]

Fiir beliebige ¢ ergibt sich mit der Funktionalgleichung

c(t + h) — c(t) B etlt+h) _ git i eth _ 1

. = - =e T ie' =ic(t) fir h — 0.
Lemma 1.1 besagt nun, dass cos und sin als Koordinatenfunktionen von ¢ ebenfalls diffe-
renzierbar sind mit Ableitung ¢/(¢t) = cos/(t) + isin’(t). Wegen ic(t) = —sint + icost folgt
cos’ = — sin und sin’ = cos wie behauptet. O

Der Satz besagt anschaulich, dass der Punkt c(t) = e den Einheitskreis mit konstanter
Absolutgeschwindigkeit |¢/(¢)] = 1 durchlduft. Der Umlaufsinn ist dabei positiv, das heit
der Vektor ic’ weist ins Innere des Kreises.

Das folgende Lemma gibt eine geringfiigige Umformulierung des Begriffs der Differen-
zierbarkeit. Danach ist f genau dann in zg differenzierbar, wenn f mit einer affinlinearen
Funktion iibereinstimmt bis auf einen Fehler, der schneller als linear verschwindet.

Lemma 1.2 Genau dann hat f : I — R™ in xg € I die Ableitung a € R", wenn fir die
Differenzfunktion r(h) = f(xo + h) — (f(z0) + ah) gilt:

lim r(h)

_o 1.2
h—0 h 0 ( )
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BEWwEIS: Fir h # 0 gilt
f(zo+h) — f(zo) - flxo+h)—(f(xo) +ah) r(h)

h h h
Hieraus ergibt sich die Behauptung. O
Satz 1.3 Ist f : I — R" differenzierbar in xg € I, so ist f auch stetig in xg.
Bewels: Nach Lemma 1.4 in Kapitel 3 reicht es zu zeigen, dass limy,—o f(xo + h) = f(z0)-
Aber fiir h # 0 gilt nach Lemma 1.2
r(h) :
f(zo+ h) = f(xo) +ah + hT — f(zp) mit h — 0.
O
Satz 1.4 (Differentiationsregeln) Seien f,g: I — R differenzierbar in xo € I. Dann sind

auch die Funktionen af + g (o, 8 € R), fg und f/g (im Fall g(x¢) # 0) in xo differenzierbar
mit folgenden Ableitungen:

(1) Linearitit:
(f + B9)'(z0) = af'(x0) + By (x0)

(2) Produktregel:
(f9)'(w0) = f'(x0)g(w0) + f(x0)g'(x0)

(3) Quotientenregel:

N (@o)g(wo) — f(z0)g'(z0)

- ($0) - P)

9 9(z0)
BEWEIS: Wir miissen jeweils fiir x # x( die Differenzenquotienten bilden und zeigen, dass
diese mit x — xg gegen das gewiinschte konvergieren. Fiir (1) haben wir

(af(z) + Bg(@)) — (af(xo) + Fg(z0)) _ Flz) = flao) 3 9(x) — g(zo)
T — Zg T — o T — Zo
= af'(zo) + By’ (o).
Natiirlich gilt die Aussage mit demselben Argument auch fiir vektorwertige Funktionen. Die
Produktregel folgt durch ,,Mischen der Terme“:

f(@)g(x) = fxo)g(wo) _  flx) = f(x0) o) + f(0) 9(x) — g(xo)

T — I T — I T — I
= f'(w0)g(x0) + f(x0)g'(x0),
wobei die Stetigkeit von g in z¢ benutzt wurde (Satz 1.3). Wir zeigen die Quotientenregel

zunéichst fiir die Funktion 1/g, also f = 1. Es gibt ein § > 0 mit g(z) # 0 fiir |x — 29| < ¢
nach Kapitel 3, Lemma 1.3. Fiir diese x € I gilt

1 < 11 ) 1 g@) —glxo)
z—xz0 \g(x) g(z0) g(x)g(z0) & — 20
1 ,

— t .

T g ) it
1

Fiir beliebiges f schreiben wir f/g = f - — und verwenden die Produktregel. O

g
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Beispiel 1.4 Fiir f,(x) = 2™ folgt aus Beispiel 1.2, also f{ = 1, und der Produktregel

ful@) = (fufa—1)'(2) = fi(@) faor(2) + fi(@) froa (@) = 2" 2 fry (@),

und damit per Induktion f/,(x) = na" 1. Allgemeiner ergibt sich mit Satz 1.4(1) fiir Polynome
p(x) =Y 7_, ara® die Formel

n n—1
p(z) = Z kapzt—1 = Z(] + 1)ajq12’.
k=1 j=0

Beispiel 1.5 Fiir f(z) =27, n € N, gilt f/(z) = —n2z~""! nach der Quotientenregel:

Satz 1.5 (Kettenregel) Seien f : I — R, g : J — R mit f(I) C J. Ist f inxg €
differenzierbar und g in yo = f(xo) € J differenzierbar, so ist auch go f : I — R in xg
differenzierbar und hat die Ableitung

(g0 f) (z0) = g'(f(z0)) f' (o).
BEWEIS: Wir betrachten wieder fiir x # zg den Differenzenquotienten:

9(f(2)) = g(f(x0)) f(x) = f(z0)

o @) —g(flan)) _ [ E T T s f() # (o)
T 0 falls f(z) = f(xo).
Wir definieren die Funktion
9(y) — g(f(z0)) ..
a:J—R,a(y) = y — f(xo) fiir y 7 /(o)
g'(f(x0)) fiir y = f(wo).

Es ist a stetig in f(x¢) nach Kapitel 3, Lemma 1.4. Mit x — x¢ folgt, da f(z) — f(z0),

o) =g @) _ o S0) = F ()

r — X0 T — X0

— a(f(x0)) f'(x0) = ¢'(f(x0)) [ (w0)-

O

Satz 1.6 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion) Sei f : I — R streng monoton
und stetig auf dem offenen Intervall I, und differenzierbar in xo mit f'(xg) # 0. Dann ist
I* = f(I) ein offenes Intervall, und die Umkehrfunktion g : I* — I ist differenzierbar in
yo = f(xo) mit Ableitung

1

g (v0) = f(9(yo))
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BeEwEIS: Nach Satz 2.2 in Kapitel 3 mit Zusatz (2.1) ist I* ein offenes Intervallund g : I* — R
streng monoton und stetig, insbesondere g(y) — g(yo) = xo mit y — yo. Fiir y # yo folgt
9(y) — 9(»o) 9(y) = 9(wo) 1 1

= = —

Y=Y flaw) — fla(wo))  fle(w) = Flg(wo))  f'(wo)

O

Seien I,I* offene Intervalle, f : I — I* bijektiv und in zg differenzierbar. Ist die Umkehr-
funktion g : I* — I in yo = f(x0) auch differenzierbar, so folgt schon aus der Kettenregel

g(f(x)) =z = g (f(x0))f (x0) = 1.

Insbesondere muss f/(zp) # 0 sein, und es gilt die Formel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion. Die Funktion f : R — R, f(z) = 23, ist streng monoton wachsend und stetig; ihre
Umkehrfunktion lautet

) ury =
g: R — R, =
g(y) { ’y|1/3 fiir u < 0.

Die Umkehrfunktion ist nicht differenzierbar in y = 0, denn es gilt

9(y) — 9(0)

|72/3
y—0

=y — 400 mit y — 0.

Die Voraussetzung des Satzes ist hier verletzt, es ist f/(0) = 0.

Die beiden vorangegangengen Regeln sind in der von Leibniz eingefithrten Notation
besonders suggestiv. Leibniz schreibt Funktionen in der Form y = y(z) und bezeichnet die
Ableitung mit dem Symbol %, das auch als Differentialquotient bezeichnet wird. Formal
ergeben sich die Kettenregel und die Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion dann aus
der Bruchrechnung:

dz dz dy
y=y(r), z=2(y) = %—@%,

dx dy\—1
y=yx), r=2(y) = dy (@) :

Bei der Anwendung dieser saloppen Notation ist jedoch darauf zu achten, wo die jeweiligen
Funktionen definiert sind.

Satz 1.7 Die Funktion log : (0,00) — R ist differennzierbar mit Ableitung

1
log'(y) = ~.
y

BEWEIS: Dies folgt aus Satz 1.1 und Satz 1.6, genauer ist

) ,( ) 1 1 1
O = = = —.
BT aplogy)  expllogy) ¥
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Beispiel 1.6 Die Funktion f : (0,00) — R, f(z) = z® mit a € R ist Verkettung der
Funktionen exp : R — R und h: R — R, h(xz) = alog(z). Mit der Kettenregel berechnen wir

f'(@) = exp (h())H () = explalog(x)) = = aa”~".

Beispiel 1.7 Die Funktion f : R — R, f(z) = ¢® mit a > 0, ist Verkettung von exp und
h(z) = log(a)x, deshalb folgt

f'(z) = exp(h(z))W () = exp(log(a)x) log(a) = log(a)a”

Beispiel 1.8 Die Differenzierbarkeit der Arcusfunktionen auf dem offenen Intervall (—1,1)
folgt aus den Siitzen 1.2 und 1.6. Beachtet man cos? +sin? = 1 sowie arccosx € (0,7) bzw.
arcsinz € (—m/2,7/2), so erhélt man

1 1 1
/ _ _ _
arceos () = cos’ (arccos ) sin(arccos x) m
arcsin’(z) = L = 1
~ sin’(arcsinz)  cos(arcsin ) m

2 Mittelwertsatz und Anwendungen

Es ist eine zentrales Problem der Analysis, aus Eigenschaften der Ableitung auf Eigenschaften
der Funktion selbst zu schlieen. Der Mittelwertsatz ist dafiir ein einfaches und effektives
Hilfsmittel. Fiir seinen Beweis miissen wir allerdings erst iiber Extremwerte — Maxima und
Minima — von stetigen Funktionen sprechen. Da sich keine Unterschiede ergeben, betrachten
wir dabei gleich reellwertige Funktionen auf einer Teilmenge des R".

Wir benétigen einen Satz, der die Existenz von Extremalstellen fiir eine stetige Funk-
tion f: D — R allgemein garantiert. Ohne Voraussetzungen an D kann das nicht gehen, wie
etwa das folgende Beispiel zeigt:

1

f:D=(0,00) =R, f(z) = 5z

Hier wird weder das Supremum sup,cp f(z) = 1 noch das Infimum inf,cp f(z) = 0 durch
die Funktion angenommen.

Satz 2.1 (Existenz von Extremalstellen) Sei D C R" nichtleer, abgeschlossen und be-
schrinkt, und sei f : D — R stetig. Dann ist f beschrdinkt und nimmt sein Infimum und
Supremum an, das heif$t es gibt xg,x1 € D mit

f(wo) = nf f(z) und  f(x1) = sup f(z).

zeD z€D

BEWEIS: Setze o = inf,ep f(z) € [—00,00). Wir zeigen die Existenz eines z¢p € D mit
f(zo) = «, daraus folgt insbesondere @ > —o0, das heifit f ist nach unten beschriankt. Fiir
das Supremum kann analog argumentiert werden.

Nach Definition des Infimums gibt es eine Folge zp € D mit f(zy) — «. Da D be-
schrankt, ist die Folge xj beschrinkt. Nach Bolzano-Weierstraf3, sieche Satz 2.8 bzw.
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Folgerung 3.3 in Kapitel 2, gibt es eine Teilfolge xj, und ein zo € R" mit x, — =zo fiir
j — oo. Aus D abgeschlossen, siehe Definition 3.11 in Kapitel 2, folgt 29 € D. Aber dann
gilt wegen der Stetigkeit von f

—o0 < f(zo) = jlggo flay,) =a.

Im Beweis spielte die folgende Eigenschaft von D eine Rolle:

Definition 2.1 (Folgenkompaktheit) Fine Menge D C R™ heifst folgenkompakt, wenn es
zu jeder Folge xy, € D eine Teilfolge xy; gibt, die konvergiert und deren Grenzwert in D liegt:

lim x,. = x9 € D.
j—oo

Wir halten aus dem Beweis von Satz 2.1 folgende Beobachtung fest:

Satz 2.2 Fir D C R" sind dquivalent:
(1) D ist folgenkompakt.
(2) D ist abgeschlossen und beschrinkt.

BeEwers: Die Implikation (2) = (1) wurde im Beweis von Satz 2.1 gezeigt. Jetzt setzen wir
(1) voraus. Um die Abgeschlossenheit von D zu zeigen, sei zj € D eine beliebige Folge mit
xp — x9 € R". Da D folgenkompakt, gibt es eine Teilfolge xy;, die gegen ein 2( € D kon-
vergiert. Aus der Eindeutigkeit des Grenzwerts folgt zo = x(, € D, also ist D abgeschlossen.
Wire D nicht beschrinkt, so gibt es zu k € N ein z; € D mit |z > k. Da D kompakt,
existiert eine konvergente Teilfolge zx;, und diese ist nach Satz 1.2 in Kapitel 2 beschrénkt,
ein Widerspruch. O

Wir kommen jetzt wieder zuriick zur eindimensionalen Situation.

Definition 2.2 (Lokale Extrema) Die Funktion f : (a,b) — R hat in xo € (a,b) ein
lokales Minimum, falls es ein § > 0 gibt, so dass gilt:

f(zo) < f(x) fir alle x € Us(xo) = (x0 — 6,20 + 0).

Ist sogar f(xo) < f(z) fir x € Us(zo), © # o, so heif§t das lokale Minimum isoliert. Fin
(isoliertes) lokales Mazimum ist entsprechend definiert.

Satz 2.3 (notwendige Bedingung fiir Extrema) Die Funktion f : (a,b) — R habe in
xg € (a,b) ein lokales Extremum. Ist f in xo differenzierbar, so gilt f'(xz¢) = 0.

BEWEIS: Sei zg lokales Minimum von f. Dann gibt es ein § > 0 mit f(z) > f(zo) fiir
x € Us(xp), also gilt

f(z) — f(wo) >0 fiir x € (w0, 70 + 9),
T — X <0 fiir z € (xg — 9, x0).

Mit z \, z¢ folgt f'(xg) >0, mit z / x folgt f'(zg) < 0. O
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Die Funktion f(z) = 23 erfiillt f/(0) = 0, aber in z = 0 liegt kein lokales Extremum vor.
Die Bedingung f’(z) = 0 ist notwendig fiir eine lokale Extremalstelle einer differenzierbaren
Funktion, aber sie ist nicht hinreichend.

Satz 2.4 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei f : [a,b] — R stetig und diffe-
renzierbar auf (a,b). Dann gibt es ein § € (a,b) mit

f(b) = f(a)

b—a
BEWEIS: Wir zeigen die Behauptung zuerst im Fall f(a) = f(b) = 0 (Satz von Rolle). Wir
brauchen dann ein & € (a,b) mit f/'(§) = 0. Nach Satz 2.1 gibt es &, &2 € [a, b] mit mit

f(&) = inf f(z) und f(&)= sup f(x).

z€la,b] z€la,b]

f1(€) =

Ist & € (a,b), so folgt f'(&1) = 0 nach Satz 2.3 und wir kénnen & = &; wiihlen. Analog, wenn
& € (a,b). Im verbleibenden Fall &1,&2 € {a,b} folgt inf f = sup f = 0 bzw. f(x) = 0 fiir
alle z € [a,b], und damit auch f’(z) = 0 fiir alle z. Seien nun f(a), f(b) beliebig. Definiere
h: [a,b] — R durch Abziehen der Sekante:

o) = fa) - (5t + 1O =10 )

Es gilt h(a) = h(b) = 0. Also existiert ein £ € (a,b) mit

1) fla)

0=H(©) = 1'©) - "2

O

Folgerung 2.1 (Monotoniekriterium) Sei f differenzierbar auf (a,b), stetig auf [a,b].
Dann gelten folgende Aussagen:

f'(z) >0 fir alle x € (a,b) = f ist wachsend auf [a,b]
f'(z) <0 fir alle x € (a,b) = f ist fallend auf [a,b]
f'(z) =0 fiir alle x € (a,b) = f ist konstant.

Bei strikter Ungleichung folgt strenge Monotonie auf [a,b].

BEWEIS: Sei a < 21 < 22 < b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein & € (z1, x2), so dass gilt:

>0 wenn /() >0
>0 wenn f/(§) >0
Flas) — Fax) = F(6) (22— 12) { <0 wemm £(€) < 0.
>0 <0 wenn () <0
=0 wenn f(§) =0
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Folgerung 2.2 (Schrankensatz) Ist f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b), so
gilt fiira < xp < a9 < b:

flaz) = fla1)

f'(x) > m fiir alle x € (a,b) =

Tro — T
f'(z) < M fiir alle x € (a,b) = MSM.
ro — I

BEWwEIS: Wir zeigen die erste Aussage. Mit g(x) =maz gilt (f—g) =f —¢ >m—m =0.
Nach Folgerung 2.1 ist f — g wachsend, ds heifit f(z2) —mxo > f(x1)—mz;. Die Behauptung
folgt. O
Der Mittelwertsatz gilt nicht fiir vektorwertige Funktionen f : [a,b] — R™, n > 2. Technisch
liegt das daran, dass die Stelle £ aus dem Satz fiir die einzelnen Koordinatenfunktionen im
allgemeinen verschieden ist. Ein konkretes Gegenbeispiel ist ¢ : [0,27] — C, ¢(t) = e':

c(2m) — ¢(0)

27 —0

Dennoch kénnen wir auch im vektorwertigen Fall eine Version des Schrankensatzes beweisen.

=0, aber |(t)]=1 fiir alle t € [0,27].

Folgerung 2.3 (f’ beschrinkt = f Lipschitz) Sei f : [a,b] — R" stetig und auf (a,b)
differenzierbar. Falls |f'(z)| < L fiir alle x € (a,b), so folgt

|f(z1) — f(z2)| < Llz1 — x2|  fir alle x1,z2 € [a,b].

BEWwEIS: Um die Aussage auf den reellwertigen Fall zu reduzieren, betrachten wir fiir einen
beliebigen Vektor v € R™ mit |v| = 1 die Funktion

n

p:[a,b] = R, p(x) = (v, f(2)) = Y _vifi(x).

i=1
Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz, siehe Satz 3.5 in Kapitel 2, folgt
¢'(z) = (v, f'(z)) < [l [f ()] < L.
Fiir x1,x9 € [a,b] mit x1 > x4 erhalten wir aus Folgerung 2.2
(v, f(@1) = fx2)) = p(@1) — p(@2) < L(z1 — 22) = Llw1 — 22].

Wir kénnen f(x1) # f(x2) annehmen, denn sonst ist nichts zu zeigen. Nun wéhlen wir
v=(f(z1) = f(z2))/|f(x1) — f(z2)]|, insbesondere |v| = 1, und erhalten

|f(x1) = f(x2)| = (f(z1) — f(®2),v) < Llzy — 2].

Wir kommen jetzt zu hoheren Ableitungen.
Definition 2.3 Die k-te Ableitung von f : (a,b) — R in xg ist induktiv definiert durch
f(k)(afo) - (f(kfl))/(xo)'

Damit f*) (x0) definiert ist, miissen also die Ableitungen bis Ordnung k—1 in einer Umgebung
von xq definiert sein, und f*V muss in xy differenzierbar sein.
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Natiirlich schreiben wir f/ und f” statt f) bzw. f). Mit der zweiten Ableitung gewinnen
wir genauere Informationen iiber lokale Extrema.

Satz 2.5 Sei f : (a,b) — R differenzierbar. In xo € (a,b) gelte f'(xo) = 0, und f"(xo) sei
definiert. Dann gilt:

(1) Ist f"(x0) >0, so hat f in xo ein isoliertes, lokales Minimum.
(2) Hat f in xg ein lokales Minimum, so folgt f"(xg) > 0.
Analoge Aussagen gelten mit umgekehrten Ungleichungen fir Maxima.

BeEWEIS: Da f/(z¢) = 0 nach Voraussetzung, gilt

P (R (CONM )

) T — X0 T—To T — X(

Unter der Voraussetzung (1) gibt es ein 6 > 0 mit f'(z) < 0 auf (xg — §,z0) und f'(z) > 0
auf (xg,zo + J). Nach Folgerung 2.1 ist f dann streng monoton fallend auf (zo — 6§, xg) und
und streng monoton wachsend auf (zg, zg+ 0), hat also in xq ein isoliertes, lokales Minimum.
Wiire f”(z0) < 01in (2), so hitte f in zo ein isoliertes lokales Maximum im Widerspruch zur
Voraussetzung. O

Die Funktion f(z) = z* zeigt, dass in einem isolierten Minimum f”(zo) = 0 gelten kann.
Héufig ist man nicht wirklich an den lokalen Minima, sondern am globalen Minimum inter-
essiert. Dafiir ist der Begriff der Konvexitéit relevant.

Definition 2.4 Sei I C R ein Intervall. f: 1 — R heifst konvex, falls gilt:
f((l — t)af() + tl’l) < (1 — t)f(l'o) -+ tf(l‘l) Vag,z1 € 1,t € [0, 1]. (2.1)

Gilt dies mit > statt mit <, so heifst f konkav.

Die Sekante durch (zg, f(xo)) und (1, f(z1)) hat die Geradengleichung

flz1) = f(zo)

— (x — o) =: g(x).
I Io

y = f(zo) +

An der Stelle z(t) = (1 — t)zo + tz1 gilt

f@1) = f(=0)

1 — Xo

g(x(t)) = f(x0) + b1 —wo) = (1 = ) f(wo) + £ (21).

Die Konvexitéit bedeutet also, dass der Graph von f stets unterhalb der Sekanten liegt,

Satz 2.6 (Konvexitétskriterien) Sei f : (a,b) — R differenzierbar. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f" ist monoton wachsend auf (a,b).

(2) f ist konvez.

(3) f(x1) > f(wo) + f(wo)(x1 — o)  fiir alle xg,z1 € (a,b).
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Ist f zweimal differenzierbar auf (a,b), so ist auferdem dquivalent:

(4) f"=0.
BEWEIS: Wir zeigen (1) = (2) = (3) = (1). Sei also (1) erfiillt. Wére f nicht konvex, so gibt
es xo,x1 € I mit der Eigenschaft, dass die stetige Funktion

g:10,1] = R, g(t) = f((1 = t)zo + tw1) — ((1 — ) f(z0) + tf (1))

fiir gewisse ¢ € [0, 1] strikt positiv ist. Da ¢(0) = g(1) = 0, nimmt ¢ ein strikt positives
Maximum in ¢y € (a,b) an, siche Satz 2.1, und es gilt ¢'(tp) = 0 wegen Satz 2.3. Aber ¢'(t)
ist monoton wachsend, denn es gilt

g'(t) = f'(zo + t(x1 — m0)) — (f(z1) — f(z0)).
Also ist ¢'(t) > 0 fiir ¢ > tp, und mit Folgerung 2.1 folgt g(1) > g(t¢) > 0, Widerspruch.

Sei jetzt f konvex, das heifit fiir ¢ € (0,1) und zg, 1 € (a,b) mit xg # x1 gilt
f(zo + t(z1 — 20)) — f(20)
t(z1 — z0)

Mit ¢ N\, 0 folgt (z1 — z0)f'(x0) < f(x1) — f(x0), dies ist die behauptete Ungleichung (3).
Schlieflich setzen wir (3) voraus. Indem wir dort zp und z; vertauschen und addieren, folgt

(f"(z1) = f'(0)) (x1 — 20) > 0,

womit (1) gezeigt ist. Ist f zweimal differenzierbar, so impliziert f” > 0 Bedingung (1)
nach Folgerung 2.1, und umgekehrt folgt f” > 0 aus (1) einfach durch Betrachtung des
Differenzenquotienten. O

< f(z1) = (o).

(z1 — 20)

Beispiel 2.1 (Youngsche Ungleichung) Fiir z,y > 0 gilt die Ungleichung
p q 11
lBnyf—i-yf falls p,q € (1,00) mit — + - = 1.
p q P q

Dazu betrachten wir fiir festes y > 0 die Funktion
xp

f:(0,00) = R, fla) =y — =

Es gilt f/(x) =y —2P L und f’(z) = —(p—1)2P~2 < 0, das heifit f ist konkav nach Satz 2.6.
Aber f'(zq) = 0 fiir 2o = y*/ =1 also folgt mit Satz 2.6(3) wegen p/(p — 1) = ¢
xp yp/(p_l) yq

A f(x) < fzo) + f'(20) (2 — o) =y P~y T, T

Definition 2.5 Sei I C R ein offenes Intervall und k € No. Wir bezeichnen mit C*(I) den
R-Vektorraum der k mal stetig differenzierbaren Funktionen f : 1 — R, das heifit

CPI)y={f:T—R:f9D: I =R sind definiert und stetig fir i =0,1,...,k}.

Weiter definieren wir C°°(I) als den R-Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen, also ist

Ce(I) = [ C* (D).

k>0
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Der Umgang mit C'°°-Funktionen ist besonders angenehm, weil die Klasse im Gegensatz zu
den Rdumen C*(I) unter der Bildung von Ableitungen abgeschlossen ist. Es ist klar, dass
Polynome unendlich oft differenzierbar sind, ebenso die Exponentialfunktion sowie Cosinus
und Sinus. Diese Funktionen sind alle durch konvergente Potenzreihen dargestellt. Wir wollen
nun eine Funktion f € C°°(R) konstruieren, die fiir x > 0 strikt positiv und fiir z < 0 gleich
Null ist. Eine solche Funktion kann in keiner Umgebung von x = 0 durch eine Potenzreihe
dargestellt werden, denn ihre Nullstellenmenge hat in = 0 einen Haufungspunkt; nach dem
Identitatssatz fiir Potenzreihen, siehe Satz 4.11 in Kapitel 2, miisste f dann die Nullfunktion
sein. Wir brauchen zur Konstruktion folgende Aussagen zum Verhalten von e® fiir x — +oo.

Satz 2.7 (Wachstum von exp und log) Es gelten folgende Aussagen:

lim 27 %" =00 wund lim z°¢™* =0 fiir jedes s > 0, (2.2)
T— 00 Tr— 00
lim y *logy =0 wund lim y’logy =0 fiir jedes s > 0. (2.3)
y—00 y\0

BEWEIS: Wir wihlen n € N mit n > s und erhalten fiir z > 0

o0 k n—s
—S T —S z x :
r e’ =x E—Z — 00 mit x — oo.
k! n!
k=0

Die zweite Aussage in (2.2) ergibt sich durch Ubergang zum Kehrwert. Mit der Substitution
x = —slogy folgt weiter fiir y \, 0

0= lim e %z = limy®’(—slogy).
lim y (—slogy)

T—00

Setzen wir y = 1/z mit z — oo, so folgt auch der linke Grenzwert in (2.3). O

Folgerung 2.4 Die Funktion
e Ve fiire >0
flx) = )
0 firxz <0
ist unendlich oft differenzierbar.
BeEwEgis: Wir zeigen durch Induktion, dass es Polynome p,, gibt mit
RV (C Tl e
0 fir x <0.
Fiir n = 0 ist das richtig mit po(s) = 1. Ist die Aussage fiir ein n € Ny gezeigt, so folgt:

fo) gy = { FPa@) = FPu(3) e fra >0,
0 fir z < 0.
Fiir 2 # 0 gilt der Induktionsschluss also mit p,1(s) = 5% (pn(s) — pl,(s)). Zu zeigen bleibt

f+1(0) = 0. Fiir den linksseitigen Differenzenquotienten ist das klar, fiir > 0 berechnen
wir mit (2.2)

f™ (@) — M) 1 (1

= —Dn *) e™/T 50 mit z\,0.
x x x
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Kapitel 5

Integralrechnung

1 Das Riemannsche Integral

Das Integral einer nichtnegativen Funktion f : I = [a,b] — R ist anschaulich der
Fliacheninhalt des Gebiets {(z,y) : # € I,0 < y < f(x)}. Allerdings haben wir den
Flicheninhalt von Teilmengen des R? noch gar nicht definiert, auer vielleicht von einfachen
Gebieten wie Rechtecken, so dass die gegebene Beschreibung nicht zur Definition taugen kann.
Dennoch lassen wir uns im Folgenden von dieser geometrischen Vorstellung leiten.

Definition 1.1 (Zerlegung) FEine Zerlegung Z des Intervalls I = [a,b] ist eine geordnete
Menge von Punkten a = xzy < x1 < ... < ay = b. Wir setzen I, = [xg_1,xk] sowie
Axy =x —xp_q fiirk=1,...,N, und definieren die Feinheit von Z durch

AZ) = 1g}€a§xNA;vk. (1.1)

Definition 1.2 (Riemannsche Summe) Sei f : I = [a,b] — R. Die Riemannsche Summe
von f zur Zerlequng Z und den Stitzstellen &, € I, ist

N
Sze(f) =D f(&) Az, € R

k=1

Die Riemannsche Summe sollte einen Naherungswert fiir das noch zu definierende Inte-
gral darstellen. Eine konkrete Wahl der Zerlegung und der Stiitzstellen, zum Beispiel die
dquidistante Zerlegung mit Intervallmittelpunkten als Stiitzstellen, fithrt auf ein numerisches
Verfahren zur Approximation des Integrals. Im allgemeinen ist aber nicht gefordert, dass die
Zerlegung #quidistant ist, auch konnen die Stiitzstellen beliebig in den [ gew&hlt werden.
Um zu einer sinnvollen Definition zu gelangen, sollte bei Verfeinerung der Zerlegung der
Approximationsfehler kleiner werden. Dies fiihrt auf folgenden Begriff der Integrierbarkeit.

Definition 1.3 (Riemann-Integral) Fine beschrdinkte Funktion f : I = [a,b] — R heifit
(Riemann- )integrierbar mit Integral S € R, falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir
jede Zerlegung Z und jede Wahl & der Stiitzstellen gilt:

AZ) <6 = [Sze(f) -S| <e.
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Wir nennen dann S das (bestimmte) Integral von f auf [a,b] und schreiben

S—/abfeR.

Beispiel 1.1 Die konstante Funktion f : I = [a,b] — R, f(z) = ¢, ist integrierbar mit

/abf:c(b—a).

Denn fiir jede Zerlegung Z und jede Wahl der &, € I gilt

N N
Sze(f) = ZcAwk =c Z(xk —x—1) =c(b—a).
k=1 k=1

Beispiel 1.2 Die Dirichletfunktion

1 firz € Q,

xq : [0,1] = R, xq(z) = {() fiir z ¢ Q

ist nicht (Riemann-) integrierbar. In jedem I mit Az > 0 gibt es rationale und irrationale
Punkte. Fiir rationale Stiitzstellen ist Sy ¢(xq) = 1, fiir irrationale dagegen Sz ¢(xq) = 0.

Definition 1.4 (Supremumsnorm) Fir f: I — R setzen wir

[fllr = sup{[f ()] : = € T}.

Die Menge der beschrinkten Funktionen auf I, also ||f||1 < oo, bezeichnen wir mit B(I).

Die Supremumsnorm hat folgende Eigenschaften, analog zur Euklidischen Norm:

Positivitit: || f||r > 0 mit Gleichheit genau wenn f = 0,
Halblinearitit: — ||\f||r = |\ || f]|r fiir A € R.
Dreiecksungleichung: || f + gllr < ||fllr + |lgllz-

Satz 1.1 (Linearitit des Integrals) Die Menge R(I) der Riemann-integrierbaren Funk-

tionen f: I — R ist ein Untervektorraum von B(I) und das Integral R(I) — R, f +— f: f,
ist ein lineares Funktional. Es gilt also fir \,p € R

/ab(/\erug):A/aberu/abg.

BEWwEIS: Es gilt Sz ¢(Af + png) = ASze(f) + 1Sz e(g), also folgt fiir A(Z) hinreichend klein

Sze(Mf + ng) — (A/:eru/abg)’ <Al ’SZ,f(f) —/:f‘ + |ul ‘Sz,s(g) —/abg‘ <e.

Um zu zeigen, dass stetige Funktionen integrierbar sind, gehen wir in drei Schritten vor:
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a) Stiickweise konstante Funktionen (Treppenfunktionen) sind integrierbar.

b) L&Bt sich eine Funktion gut durch integrierbare Funktionen approximieren, so ist sie
integrierbar.

c) Stetige Funktionen lassen sich gut durch Treppenfunktionen approximieren, und sind
damit integrierbar.

Natiirlich ist unter anderem noch zu kliren, was die gute Approximation eigentlich sein soll.
Wir beginnen unser Programm, indem wir zunéichst zwei Eigenschaften des Integrals zeigen.

Lemma 1.1 Seien f, f : I — R mit f(x) = f(z) fir alle x € I\{p1,...,p}. Mit f € R(I)
ist dann auch f € R(I) und es gilt f;f = fabf.

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage im Fall eines Ausnahmepunkts p € I; der allgemeine Fall
folgt daraus per Induktion. Es gilt fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen &

N

Szelf) = Sze(f) =D (F(&) — (&) Aue = Y (F(p) — f(p) Awy.

k=1 {k:€x=a}

Es ist & = p hochstens fiir zwei k& mit Az > 0. Damit schitzen wir ab

‘Sz,g(f) - /abf’ < ‘Sz,g(f) - Sz,g(f)‘ + ‘SZ,é(f) - /abf’
< 2|70 - 10|82 + [szetr) - [ 1]
und die rechte Seite geht gegen Null mit A(Z) — 0. O

Wie Beispiel 1.2 zeigt, ist Lemma 1.1 nicht richtig fiir eine abzéhlbare Ausnahmemenge.

Lemma 1.2 Sei [ =1, U...UI, eine Zerlegung von I = [a,b] in Intervalle I, = [ak_1,ay].
Ist f: 1 — R auf jedem der Teilintervalle I}, integrierbar, so folgt f € R(I) und

b n_ e
[

BEWEIS: Es reicht den Fall n = 2 zu betrachten. Sei I = I'UI” mit I’ = [a,p] und I"” = [p, b],
und sei f : I — R integrierbar auf I’ und I”, insbesondere ||f|; = max(||f|r, || f|l») < oo.
Ist Z eine Zerlegung von I mit Punkten a = zg < ... <z = b sowie Stiitzstellen &1,..., &N,
so gilt z,—1 < p < z, fiir ein r € {1,..., N}, und wir definieren Zerlegungen Z’',Z" von I', I"
mit Stiitzstellen &', &” wie folgt:

Z/:{(IZZL'QS...SSUT_l Sp} 5,:{515”'757“—1517}7
Z'={p<az.<...<azy=0b} & ={p,&1,...,EN}

Offenbar gilt A(Z'), A(Z") < A(Z). Die Bilanz der Riemannschen Summen lautet
1S26(f) = (Sz1e(f) + Szren (D) = [(f(&) = f(p) Azy| < 2] fIl; A(Z).
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Es folgt mit der Dreiecksungleichung

szctrr- ([ 1+ [ 1) <2018+ [szetn) - [ 1]+ |sznent - [ 1]
Die rechte Seite geht mit A(Z) — 0 gegen Null. O

Folgerung 1.1 Sei f : I — R eine Treppenfunktion, d. h. es gibt eine Unterteilung a = ag <
@ <...<ap=bundc eR (i=1,...,n) mit f(z) = ¢; fir alle x € (aj—1,a;). Dann ist f

integrierbar und es gilt
b n
/ = (ai—ai_1)e
a i=1

BewEIs: Nach Lemma 1.1 ist f : [a;—1, a;] — R integrierbar fiir alle : = 1,...,n. Aus Lemma
1.2 folgt die Behauptung. O

Damit ist der erste Schritt unseres Programms erledigt. Der zweite Schritt besteht darin, fiir
einen geeigneten Begriff von Konvergenz fi — f folgende Aussage zu zeigen:

b b
fr — f mit f; integrierbar = f integrierbar und / f= lim Sr-
a

k—oo J,

Welcher Konvergenzbegriff ist dabei zu wéhlen? Zweifellos ist es naheliegend, es mit der
punktweisen Konvergenz zu probieren:

fr — f punktweise & fi(z) — f(x) firallex €l
Aber wie die folgenden Beispiele zeigen, ist die punktweise Konvergenz zu schwach.

Beispiel 1.3 Sei ¢, g2, . .. eine Abzidhlung der rationalen Zahlen in [0, 1]. Definiere

1 firze{q,...,q
Yn: 0,1] = B, xa(2) :{ bk
0 sonst.

Die Folge x, konvergiert punktweise gegen die Funktion xg, die nach Beispiel 1.2 nicht
integrierbar ist.

Beispiel 1.4 Betrachte die Treppenfunktionen

k fir0<az<g

0 sonst.

fre:[0,1] = R, fi(x) = {

Dann gilt limg_,o fr(x) = 0 fiir alle z € [0, 1], denn

fir alle k, fallsz =0
z)=0 ’
fu(@) {mwzi,mmx>0

Also konvergiert f; punktweise gegen f = 0. Aber es ist
1 1 1
O:/f#lim fio=lim —-k=1.
0 k—oo Jo k—o0
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Satz 1.2 Fir f € R(I) gilt die Ungleichung

[ 1] <toalisi

BEWEIS: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt mit der Dreiecksungleichung

N N
1Sze(N) < D IF € Az < I f; D Azy = [b—al[|f];- (1.2)
k=1 k=1
Die Abschitzung fiir das Integral folgt. O

Fir f, f € R(I) haben wir nun

\/:fk/abe \/ab<fkf>\ <o~ al i — flIr

so dass aus ||fr — f|lr — 0 auch die Konvergenz der Integrale folgt. Dies motiviert den
folgenden Konvergenzbegriff.

Definition 1.5 (GleichméBige Konvergenz) Die Folge von Funktionen fy : I — R kon-
vergiert gleichmdafig f : I — R, falls gilt:

lfe — fll; =0 mit k— oo.
In Quantorensprache sieht punktweise bzw. gleichméflige Konvergenz wie folgt aus:

Ve>0 VzxeD AN Vk>N: |fe(z)— f(z)|<e (punktweise),
Ve >0 N VeeD Vk>N: |fi(z)— f(z)] <e (gleichmiBig).

Der Unterschied ist, dass bei punktweiser Konvergenz die Schranke N von x € I abhéngen
darf, also N = N(e,x), wihrend bei gleichméBiger Konvergenz die Schranke N fiir alle z
gleich gew#hlt werden kann. Im Beispiel 1.4 gilt etwa, falls ¢ < 1 und = > 0,

[fe(z) = flz) <e = k=

)

8=

so dass N(g,x) > 1/x sein muss, also nicht unabhéingig von = gewihlt werden kann. Klar ist,
dass gleichméfBige Konvergenz punktweise Konvergenz impliziert. Deshalb kann man in zwei
Schritten vorgehen, um eine Funktionenfolge fi auf gleichméflige Konvergenz zu priifen:

(1) Konvergiert die Folge punktweise? Wenn nicht, so erst recht nicht gleichméfiig. Wenn
ja, so ist die punktweise Grenzfunktion die einzig mogliche Kandidatin fiir den
gleichméfigen Grenzwert.

(2) Nun bestimme || fx — f||; bzw. schétze diese Norm ab. Gilt || fx — f|l; — 0 mit & — oo,
so ist fi gleichméfig konvergent gegen f. Wenn nicht, so ist fr zwar punktweise, aber
nicht gleichméBig konvergent.

Im Beispiel 1.4 gilt fr — f mit f = 0 punktweise auf [0, 1], aber nicht gleichmé&Big, denn

sup |fr(z) — f(x)] =k — 00 mit k — oo.
z€[0,1]
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Satz 1.3 (Integral und gleichmilige Konvergenz) Konvergiert die Folge fi € R(I)
gleichmdfig gegen f: I — R, also ||fr — f|l; = 0, so ist f € R(I) und es gilt

b b
/f:klim .

BEWEIS: Die Funktion f ist beschrinkt wegen || f||1 < [|f — frllr + 1 fxllr < co. Mit Si, = ff T
gilt fiir k,[ hinreichend grofl nach Satz 1.2

1Sk = Sil < [b—alllfe = filly <10 —al (Ifx = fll; + If = fill}) <&

Wir setzen S = limg .o, S und zeigen, dass f integrierbar ist mit fff = S. Fiir jede
Zerlegung Z mit Stiitzstellen &; und jedes k € N haben wir mit (1.2)

1Sz¢(f) — S| 1Sz6(f) = Sze(fi)l +Sze(fr) — Skl + Sk — S

<
< (b—a)lf— fillr +1Sze(fx) — Skl + Sk — S|

Zu gegbenem ¢ > 0 wéhlen wir erst £ € N mit (b —a) ||f — fx|lr < &/3 und |S; — S| < ¢/3.
Fir A(Z) < ¢ ist dann auch |Sz¢(fx) — Sk| < €/3, da fj, integrierbar ist. Damit ist der Satz
bewiesen. O

Damit ist auch der zweite Schritt unseres Programms abgeschlossen. Es bleibt jetzt nach-
zuweisen, dass stetige Funktionen f : I = [a,b] — R gleichméfig durch Treppenfunktionen
approximiert werden kénnen.

Satz 1.4 Sei D C R"™ folgenkompakt und f : D — R stetig. Dann ist f gleichmdf$ig stetig,
das heifit zu € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit

v, o' €D, |lzx—2|<d = |f(x)-f@)<e. (1.3)
Beweis. Andernfalls gibt es fiir ein € > 0 Punkte z,,, 2], € D, so dass gilt:
|70 — a,| — 0, aber |f(zn) — f(a3,)] > €.

Da D kompakt, konvergiert die Folge z,, nach Ubergang zu einer Teilfolge gegen ein xg € D.
Offenbar gilt dann auch lim,, .~ 2}, = xg. Da f stetig, ergibt sich der Widerspruch

£ < lim [ f(a) — F(&])] = |f(w0) = fla0)] =0

O

Beispiel 1.5 Ist f : D — R stetig, aber D nicht kompakt, so muss f nicht gleichméfig stetig
sein. Betrachte zum Beispiel f : (0,1] — R, f(z) = sin 1. Mit 2, = (nm) ™1, 2], = (nm+m/2)7!
gilt zp,, z!, — 0, aber |f(x,) — f(z),)| = 1 fiir alle n.

Satz 1.5 Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. Dann ist jede stetige Funktion f : I — R
Riemann-integrierbar.
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BEwEIS: Wir konstruieren zu € > 0 eine Treppenfunktion ¢ : I — R mit ||¢ — f||; < e. Die
Behauptung ergibt sich dann aus Folgerung 1.1 und Satz 1.3. Nach Satz 1.4 gibt es ein § > 0,
so dass gilt:

v’ el, |[r—2'|<d = |f(z)-f(@)] <e.

Wihle eine beliebige Zerlegung Z mit Feinheit A(Z) < § und den Unterteilungspunkten
a=x9<...<zy =>, und setze

o(z) = {f(xk) fl}r x € (p—1,xk) mit k € {1,..., N},
f(zo) fiir z = xo.

Ist © € (xp_1,2x], so gilt |x — x| < 0 und somit |p(x) — f(x)| = |f(zx) — f(x)| < & nach

Wahl von §. Da ¢(xg) = f(z0), folgt insgesamt ||¢ — f||1 < e. O
Es ist niitzlich, die Integrierbarkeit auch fiir stiickweise stetige Funktionen f : [a,b] — R
zu haben, das heifit es gibt eine Zerlegung a = a9 < ... < ay = b, so dass f auf jedem

Teilintervall [a;_1,ar] nach eventueller Abdnderung in den Endpunkten a;_; und ay stetig
ist. Diese Verallgemeinerung folgt natiirlich sofort aus Satz 1.5 und Lemma 1.2.

Wihrend die bisherige Darstellung des Riemannintegrals ohne Anderungen im vektor-
wertigen Fall zutrifft, spielt bei den folgenden Aussagen die Anordnung von R eine

Rolle.

Satz 1.6 (Monotonie des Integrals) Sind f,g € R(I), so gilt:

f<g = /abfﬁ/abg-

Insbesondere gilt fff < ff |fl, falls £, |f] € R(I).

BEWwWEIS: Fiir jede Zerlegung Z mit Stiitzstellen & gilt
N N
Sze(f) =) f&)Az, <> g(&)Azy = Sze(g).
k=1 k=1

O

Folgerung 1.2 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f,o : [a,b] — R stetig
und ¢ > 0. Dann gibt es ein £ € [a,b] mit

/abfs0=f(£)/ab<p~

Im Spezialfall ¢ = 1 folgt f; f=r1&0-a).

BEWEIS: Wir kénnen annehmen, dass f: ¢ = 1. Setze m = inf,¢c; f(x) und M = sup,¢; f(x).
Dann gilt me < fo < M, also

b b b
m:/mgog/fcpg/Mgc):M.
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Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein £ € [a,b] mit f(&) = ff fo. O

Der Vollstédndigkeit halber wollen wir noch eine alternative Definition des Riemann-Integrals
erkléren. Sei f : [a,b] — R beschrénkt und Z eine Zerlegung von [a, b] in Teilintervalle I, der
Lénge Azy. Dann sind Ober- und Untersumme von f bzgl. Z definiert durch

N N

Sz(f)=> (sup f) Az und §Z(f):Z(iﬁf f) Azy.

=1 1k =1

Nach Definition gilt S, (f) < Sz(f). Nehmen wir zu Z den Unterteilungspunkt £ € [zx_1, k]
hinzu, so folgt mit I}, = [xx_1,§] und I} = [£, x]

Sasteh(N) = S2()) = (00 1) (€~ x0) + G ) (2~ &) — Gnf ) (e — 25 )
= nf £~ £) (€~ i) + O F — g ) (o= ).
Mit infy, f, infry f, —infy, f <|[[f|1 sowie 0 < 2 — 241 < A(Z) erhalten wir

0 < Szue(f) = S2(f) < 2|Ifllr A(Z),

und analog fiir die Obersummen

0> Szuey(f) = Sz(f) = =2(lfllr A(Z).
Fiir beliebige Zerlegungen Z, Z’' ergibt sich per Induktion

Sz(f) < Sz02(f) < Szuz/(f) < Sz (f). (1.4)
Bezeichnet N die Zahl der Teilintervalle von Z’, so folgt ebenfalls induktiv
Spuz(f) = 2N |[fll1 A(Z) < 87(f) < S2(f) < Szuz () + 2N fll1 A(Z). (1.5)
Wir definieren nun das Ober- bzw. Unterintegral von f durch
S(f) = inf{Sz(f): Z ist Zerlegung von [a, b},
S(f) = sup{Sy(f): Z ist Zerlegung von [a, b]}.

Aus (1.4) folgt S(f) < S(f).

Satz 1.7 Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann (Riemann-) integrierbar,
wenn thr Ober- und Unterintegral tibereinstimmen, und es gilt dann

b
/ f=5(f)=3(f).

BEWEIS: Ist f Riemannintegrierbar, so folgt fiir A(Z) < 6

b b
/ e S Su(f) = S2(0) < S(7) < 5() < 5a(f) = s () < / fte.

Umgekehrt sei Z’ eine Zerlegung mit S,/ (f) > S(f)—e/2, und N sei die Zahl der Teilintervalle
von Z'. Fiir jede Zerlegung Z gilt S, ,,/(f) > S,(f), also folgt mit (1.5)

Sze(f) = Sz(f) = Szu2(f) = 2N flls A(Z) > S(f) — /2 = 2N|fl1 A(Z).
Fir A(Z) < § folgt Sz¢(f) > S(f) — €. Die Abschitzung nach oben ist analog. O
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2 Ableitung und Integral

Wir kommen nun zu dem zentralen, von Newton und Leibniz studierten Zusammenhang
zwischen Differentiation und Integration.

Definition 2.1 Sei f : (a,b) — R. Eine differenzierbare Funktion F : (a,b) — R heifit
Stammfunktion von f, wenn gilt:

F'=f & Fl(x)=f(x) firallexé€ (a,b).
Satz 2.1 Ist F' eine Stammfunktion von f auf (a,b), so ist jede Stammfunktion von f auf
(a,b) von der Form F + ¢, fiir eine Konstante ¢ € R.
BEWEIS: Sei G auch Stammfunktion von f auf (a,b). Es folgt
(G-F)=G-F=f-f=0.

Nach Folgerung 2.1 in Kapitel 4 gibt es eine Konstante ¢ € R mit G— F = ¢, also G = F +c.
O

Die Gleichung F’ = f ist ein elementares Beispiel fiir eine Differentialgleichung. Folgerung
2.1 sagt aus, dass eine Losung der Gleichung bis auf eine additive Konstante ¢ € R eindeutig
bestimmt ist. Es schlieit sich hier unmittelbar die Frage nach der Existenz an:

Fiir welche f ist die Differentialgleichung F’ = f auf dem Intervall (a,b) lésbar?

Um die Frage zu beantworten, miissen wir die Definition des Integrals noch etwas erweitern,
indem wir fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R setzen:

/baf:z—/abf und /aaf:o.

Es folgt dann fiir beliebige a, b, c € R, sofern f auf allen Intervallen Riemann-integrierbar ist,

/aber/bcf:/:f. (2.1)

Fiir a < b < ¢ gilt dies nach Lemma 1.2, und allgemein folgt (2.1) dann durch Vertauschung
von a, b und c. Weiter verwenden wir im Folgenden die Notation

/abfz/abﬂx)dx.

Dies ist unter anderem dann niitzlich, wenn die Funktion f aufler von x noch von weiteren
Variablen v, z, . . . abhéngt, es wird namlich spezifiziert, beziiglich welcher Variablen integriert
werden soll. Auflerdem erionnert die Notation an die Riemannschen Summen, mit denen das
Integral definiert wurde.

Satz 2.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f : I = [a,b] — R
stetig. Dann ist fiir jedes xg € 1 die Funktion

F:I—R, F(:z:):/xf(f)df

eine Stammfunktion von f, das heifit es gilt F'(x) = f(x) fiir alle z € I.
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Bemerkung. In den Endpunkten des Intervalls ist dies im Sinne der einseitigen Ableitungen
F' (a) = f(a) bzw. F' (b) = f(b) zu verstehen.
BEWEIS: Die Funktion F' ist wohldefiniert nach Satz 1.5. Wir berechnen

F(z+ h) — F(z) 1
A —f(a:)‘ = m

x+h x
/ £(6) de - / F(€) dé — hf(x)

1 x+h
= | [ ve-s@) e
1
< oo lB sup |F(€) ~ f@)] (Sats 1.2)
Pl eal<in
Da f im Punkt x stetig ist, geht die rechte Seite mit h — 0 gegen Null. O

Folgerung 2.1 Sei f € C%(I) mit I = [a,b], und F : [a,b] — R sei eine Stammfunktion von
f auf I, das heifit F'(z) = f(z) fir alle x € [a,b]'. Dann gilt fiir jedes o € I

F(o) = Flao) + [ £ (22)
o
BEWEIS: Nach Satz 2.1 und Satz 2.2 gibt es ein ¢ € R mit
F(x) = c+/ f(&)d¢ fur alle x € (a,b).
Zo

Weiter ist jede Stammfunktion F' von f auf [a,b] stetig in a und b nach Kapitel 4, Satz 1.3.
Durch Grenziibergang = \, a bzw. = ' b folgt die Gleichung fiir alle x € [a,b]. Setze nun
x = xo und erhalte F(zg) = c. O

Folgerung 2.2 (Berechnung von bestimmten Integralen mit einer Stammfunktion)
Die Funktion F : I = [a,b] — R sei Stammfunktion von f € C°(I) auf I. Dann gilt

b
/ f(z)dz = F(b) - F(a) = [F()]"="

Beweis: Folgt aus (2.2) mit 29 = a, z = b. O
Uber den Hauptsatz bzw. Folgerung 2.2 lassen sich Differentiationsregeln aus Kapitel 4.1 in
Integrationsregeln iibersetzen. Dies wird im Folgenden durchgefiihrt.

Satz 2.3 (Partielle Integration) Seien f,g € C*(I) mit I = [a,b]. Dann gilt

/ab e = [f@) 9], - /ab f'g-

BEWEIS: Es gilt nach der Produktregel

(f9) =fg+fg aufI=la,b]

Folgerung 2.2 liefert die Behauptung. O

'In den Intervallgrenzen bedeutet das F!(a) = f(a) baw. F_(b) = f(b).
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Satz 2.4 (Substitutions- oder Transformationsregel) Sei I = [a,b], [* = [, ] und
o € CY(I) mit o(I) C I*. Dann gilt fir f € C°(I*)

/W’)f( )d =/bf( ()¢ (x) da
@) y)ay i 2 2 .

BewEis: Wihle nach Satz 2.2 eine Stammfunktion F' € C1(I*) von f. Dann gilt

©(b) = (B)
/( : fy)dy = [F(y)]x:w(a) (Folgerung 2.2)
pla

= [Fle@)]):

b

= /(Fogp)’(x)dac (Folgerung 2.2)
b

= /F’(cp(a:))go’(:n) dx  (Kettenregel)

b
— / f(p(@)) ¢ () dar

O

Fiir die Anwendung der Substitutionsregel ist folgendes Kochrezept niitzlich: bei einem gege-
benen Integral f: f(y) dy méchten wir y = y(x) substituieren. Dazu berechnen wir

y=ylx) = dy=1y(z)da.

Fiir die Intervallgrenzen bestimmen wir durch Auflésen nach x die Umkehrfunktion

Damit gilt
8 b
[ twas= [ @)y @ s
(e a
Im folgenden zeigen wir an einigen Beispielen, wie die Integrationsregeln angewandt werden.

Zunéchst erhalten wir direkte Integrationsformeln immer dann, wenn die Stammfunktion
bekannt ist. Hier sind einige Beispiele.

Beispiel 2.1

b potl z=b
Ydx = R\{-1 b>0
[ = 25| @eri-an>o),

" dr

- = [logaz]zzz (a,b>0),

a

b
dx . z=b
/ ———— = |arcesinz] _, (-1<a,b<1).
o V1—2x2 r=a

Ein Beispiel fiir die Anwendung der partiellen Integration ist
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Beispiel 2.2

T x T
— 1
/ logudu:/ 1-logudu = [ulogu]z:f—/ u—du = zxlogz — (x —1).
1 1 - 1 u
FEine schone Anwendung von Satz 2.3 ist das

Beispiel 2.3 (Wallis-Produkt) Wir berechnen hier 4,, = fow/ ®sin™ x da. Offenbar gilt

r=m/2

Ag=7/2 und A = [—cosm] o0

=1.

Fiir n > 1 leiten wir durch partielle Integration eine Rekursionsformel her:

/2
Any1 = / sinz sin” x dx
0

/2 /2

T=T . —

= [—cosx sin l‘] _ +n/ cos? z sin" ! zdx
— 0

/2 /2
= n/ sin" !z dx — n/ sin"t z dz,
0 0

2

wobei wir cos?z = 1 — sin? z benutzt haben. Es folgt

n

An+1 = mAnfl (n Z 1)
Durch Induktion erhalten wir
n—1 2n—3 1 “ok—1\ 7
Aoy = . = A= -
2n on 2n—2 9 0 (,}1 2% ) 2’
on  2n—2 2 “ 2k
A = . S A= 1.
2ntl m+1 2n—1 3 (g2k+1>
Es folgt weiter
Asy ﬁ 4k — 1
Agapr 2 1L 4k2

Nun gilt A, = fOW/Q sin"t 2 dx < foﬂ/2 sin” x dx = A,, und es folgt

p< A A _m¥l
Apt1 7 At n

Daraus ergibt sich die Produktdarstellung von Wallis

o)

H 4k2 2.2 4.4
42—-1 1-3 3.5

Als nichstes behandeln wir Beispiele zur Substitutionsregel.
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Beispiel 2.4 (Lineare Parameterwechsel) Mit der Substitution y = (z — x¢)/m haben
wir dy = 1/mdz und x = xy + my, also als neue Grenzen a = xo + ma und b = zo + mp. Es

folgt
B 1 zo+mfB . o
| rway = (22 de.

To+mao m

Beispiel 2.5 (Integration von Ableitungen)

b /:L‘ b .
[ = [ tog @ e = g S (7> 0)

b b 3., 3 u=b
[wivdae = g [aedh a=ara)l]

b
[ Pu@r@a = [FE)

a

Beispiel 2.6 (Flicheninhalt unter Hyperbel) Zu berechnen ist das Integral
T
Az) = / Vu?—1du firz > 1.
1
Wir substituieren u = cosht und erhalten du = sinh ¢ dt, t = Arcosh u, also
Arcosh z
Alz) = / sinh? t dt
0

1 Arcosh z
_ / (2 4 =2 — 2) dt
0

4
1 o » t = Arcosh z
= {8 (e e )} » 2Arcosh x
1 el et el ot t = Arcosh x
= 3 ([ 5 5 ] — Arcosh a:)
t=0

= %(m\/ 22 — 1 — Arcosh :n)

Fiir rationale Funktionen, also Quotienten von Polynomen, hat man ein spezielles Integrati-
onsverfahren, die Partialbruchzerlegung, die wir hier nur an einem Beispiel vorfiihren:
Beispiel 2.7 (Partialbruchzerlegung) Um das Integral fi{% lﬁ > zu berechnen, machen
wir den Ansatz

1 1 A B (A-B)x+ (A+ B)

1—x2_(1+m)(1—x)_1—m+1+x_ 1—a?

Der Koeffizientenvergleich ergibt A = B = 1/2, also folgt

2 gy 12 71/ 1/2 1 1+zx =3 1
/ :/ < + ) dx:{log } :§(log3—log1/3):log3.
1
T=—73

,1/21*1}2 71/2 1—2x 1+$ 2 1—2x
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Bei der Definition des Riemannschen Integrals ist das Definitionsintervall I = [a,b] nach
Voraussetzung kompakt. Wir wollen ganz kurz erldutern, wie auch unendliche Integrationsin-
tervalle —oo < a < b < co und in den Intervallgrenzen unbeschriankte Funktionen im Rahmen
des Riemann-Integrals behandelt werden kénnen.

Definition 2.2 (uneigentliches Riemann-Integral) Sei I = [a,b) mit a < b < co. Die
Funktion f : I — R sei Riemann-integrierbar auf [a, V] fiir alle b’ < b. Falls lim, s, [ f(£) d€

existiert, so heifit das Integral ff f(&) d¢ konvergent (oder existent) und wir setzen

[ rerie= [ si@ac

Die Konvergenzaussagen fiir das uneigentliche Integral sind analog zu den Konvergenzkrite-
rien fiir Reihen. Das folgende Lemma entspricht dabei dem Cauchykriterium.

Lemma 2.1 In der Situation von Definition 2.2 ist f: f genau dann konvergent, wenn es zu
jedem € > 0 ein b’ < b gibt mit

T2
’/ f‘<z—: fiir alle x1, 20 > b'.
1

BEWEIS: Setze F(z) = [7 f fiir 2 € [a,b). Existiert das uneigentliche Integral, das heifit
F(z) — S mit = /b, so gibt es ein b’ < b mit |F(z) — S| < &/2 fiir x > b’ und es folgt
|F(z1) — F(x2)| < |F(z1) = S|+ |F(z2) — S| <e fiir z12 > V.

Umgekehrt wéhlen wir eine Folge x3, ' b. Nach Voraussetzung ist dann F'(zj) Cauchyfolge,
das heift S = limg o F'(z) existiert. Aber dann folgt sogar lim, ~, F(x) = S. O

Hier sind einige Beispiele von uneigentlichen Riemann-Integralen.

Beispiel 2.8

l’a+1 z=R 1
00 . o . B
/ e — limp /o0 [a+1]x:1 = a1 fir a < —1,
! divergent fir o > —1.
1 divergent flir a < —1,
/ dxr = got1 o=l 1
li —_— = fii > —1.
0 im o [a+1]x:5 ] ir «
1 T
dx d€
——— = lim ———=— = lim arcsinz = 7/2.
/0 1 — 22 z/1)g \J/1—-€2 =/ /

In den vorangegangenen Beispielen sind die Integranden positiv. Das uneigentliche Integral
f: f heifit absolut konvergent, wenn ff | f| konvergiert. Aus Lemma 2.1 folgt sofort, dass ein
absolut konvergentes Integral konvergiert. Wie bei Reihen impliziert die Konvergenz aber
nicht umgekehrt die absolute Konvergenz. Ein simples Beispiel ist das uneigentliche Integral

[7° f(z) dz, wobei .
f(z) = (1]2 fir k = [z].
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Fiir die Existenz des uneigentlichen Integrals auf einem beidseitig offenen Intervall (a, b) wihlt
man einen Zwischenpunkt ¢ € (a,b) und verlangt die Existenz der Integrale auf (a,c] und
[c,b). Das Integral iiber (a,b) ergibt sich dann als Summe. Es ist leicht zu sehen, dass diese
Definition nicht von der Wahl des Zwischenpunkts ¢ abhéngt. Ein Beispiel ist

/OO dx
=T.
oo L+ 22

3 Vertauschungssitze fiir konvergente Folgen von Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Folgen f,, : I — R von Funktionen, die punktweise gegen
eine Grenzfunktion f : I — R konvergieren, das heifit

f(x) = lim f,(z) firallex € I.

n—oo

Wir interessieren uns dafiir, unter welchen Voraussetzungen sich die Stetigkeit bzw. Diffe-
renzierbarkeit der Funktionen f, auf die Grenzfunktion f iibertrdgt. Ein wichtiger Fall ist
die Frage, ob eine reelle Potenzreihe P(z) = Y %2, axx® innerhalb des Konvergenzintervalls
(=R, R) eine differenzierbare Funktion darstellt. Hier ist klar, dass die approximierenden
Polynome P, (z) = > 1_, axz” differenzierbar sind mit Ableitung

n n—1
Pl (z) = Zkakxk_l = Z(k + Dagr1z”.
k=1 k=0
Wir werden zeigen, dass P(x) auf (—R, R) differenzierbar ist und dass gilt
Pl(z) =) kapa" ' = (k+ Dagpz".
k=1 k=0

Dies bedeutet, dass die Potenzreihe gliedweise differenziert werden kann, das heifit die
Ableitung kann mit dem Grenzwert n — oo der Reihe vertauscht werden. Bei der Exponen-
tialfunktion konnten wir die Frage der Stetigkeit und Differenzierbarkeit in x € R mithilfe
der Funktionalgleichung auf den Fall z = 0 reduzieren, wo wir dann die Abschétzung aus
Satz 4.7 zur Verfiigung hatten. Fiir eine allgemeine Potenzreihe haben wir kein Aquivalent
der Funktionalgleichung und brauchen deshalb allgemeinere Resultate.

Die punktweise Konvergenz ist im allgemeinen nicht ausreichend fiir die Stetigkeit der
Grenzfunktion — hier zwei typische Beispiele.

Beispiel 3.1 Die Folge f, : [0,1] — R, f,(x) = z™, konvergiert mit n — oo punktweise
gegen die Funktion
0 firo<z<l,
xTr) =
/(@) {1 fir x = 1.

Die Folge f,, : R — R, f,(x) = arctan(nx), konvergiert punktweise gegen

/2 fiir x > 0
flz)=4q—-7/2 firz<0
0 fiir x = 0.
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Satz 3.1 (Gleichmiflige Konvergenz und Stetigkeit) Seien f,, : D — RP, n € N, ste-
tige Funktionen auf D C R™, die gleichmdfig gegen f: D — RP konvergieren, das heifst

| fn — fllp = sup |fu(z) — f(z)] = 0 mit n — oo.
xeD

Dann ist f ebenfalls stetig auf D.

BEWEIS: Sei xg € D gegeben. Fiir beliebige x € D, n € N gilt die Abschitzung

|f (@) = f(o)] [f (@) = fa(@)] + | fn(z) = frlzo)| + [fa(zo) — f(z0)]

2 Hf - anD + |fn(x) - fn(x0)|

Zu € > 0 wéhlen wir erst n € N mit ||f — fu||p < /3, dann 6 > 0 mit |f,,(z) — fn(z0)| < /3
fir |z — xo| < 6. Es folgt | f(z) — f(zo)| < 2¢/3 4+ ¢/3 = ¢ fur | — zo| < 9. O

<
<

Folgerung 3.1 Sei P(z) = > 72, ax2”® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und
n-ten Partialsummen Pn(z) = > }_, apz®. Dann konvergiert P, gleichmiflig gegen P auf
jeder Kreisscheibe B,(0) = {z € C: |z| < o} mit o < R, und P ist stetig auf Br(0).

BewEIs: Wihle 7 € (o, R). Nach Satz 4.10 konvergiert P(z) fiir z = r, also ist azr* eine
Nullfolge und es gibt ein M € [0, 00) mit |az|r* < M. In dieser Situation liefert Lemma 4.2
die Abschitzung

M 0 n+1 .
- <7) — 0 mitn— oo.

1P = Pullg,(0) = sup [P(z) — Pa(2)| < "

|z|<e

3

Dies beweist die gleichméBige Konvergenz auf B,(0). Nach Satz 3.1 ist P somit stetig auf
B,(0) fur alle o < R, also auf ganz Br(0). O

Jetzt kommen wir zur Frage der Differenzierbarkeit der Grenzfunktion.

Satz 3.2 (Vertauschung von Konvergenz und Ableitung) Sei f, € C'(I) eine Folge
von Funktionen auf I = (a,b), die punktweise gegen f : I — R konvergiert. Falls die Folge
I gleichmdgfig gegen g : I — R konvergiert, so ist f € CY(I) und f' = g.

BEWEIS: Fiir zg € I gilt nach Satz 2.2, dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
x
Fule) = fulao) + [ ful€)de firallew € 1
Zo

Da f] gleichmiiBig gegen g konvergiert, folgt nach Satz 1.3 mit n — oo

xT

f(w)—f(a:o)—i—/ g(&)d¢  fiir alle z € I.

o
Die Funktion g ist stetig nach Satz 3.1, also folgt aus dem Hauptsatz f € C1(I) und f' = g.
O

Fiir Funktionen f : I — RP oder f: I — C gilt der Satz entsprechend. Dies ergibt sich sofort
durch Anwendung auf die einzelnen Koordinatenfunktionen, vgl. Lemma 1.1 in Kapitel 4.
Um den Satz auf Potenzreihen anzuwenden, brauchen wir folgende Hilfsaussage.
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Lemma 3.1 Sei P(z) = Y 32, arz" eine kompleze Potenzreihe mit Konvergenzradius R €
[0,00]. Dann hat die formal differenzierte Reihe

(0.0 (o @]
= Z kagz*~ Z kE+1) ak+1z
k=1 k=0

denselben Konvergenzradius R.

BEwWEIS: Es gilt |ap2®| < |kapz"~1| - |2| fiir k > 1, also hat Q(z) hochstens den Konvergenz-
radius R. Zu r € (0, R) gibt es ein M € [0, 00) mit |ag|r¥ < M, da P(r) konvergiert. Es folgt
fir alle z € B,(0)

Z‘k_l - k‘M|Z’k_1

- |
\kakzk 1| = k\ak\rk Tk = V“k

Die rechte Reihe konvergiert aber nach dem Quotientenkriterium, denn

(k + 1)M|z|F (kM|z|k—1>‘1 G E]

<1 mitk— oo.
rht+l rk

kr r

Also ist Q(z) fiir z € Br(0) absolut konvergent. O

Satz 3.3 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen) Die Potenzreihe P(z) = Y oo, apz”
mit ar € C habe den Konvergenzradius R > 0. Dann ist die Funktion

P:(-R,R) — C, P(z Zakx

differenzierbar, und ihre Ableitung ergibt sich durch gliedweise Differentiation:
o

'(z) = Z kapa*~1 = Z(k + Dagpz®  fir alle x € (R, R). (3.1)
k=0

Bewers: Die Funktionen P,(z) = Y 7_,axz"® konvergieren auf (—R, R) punktweise gegen
P(z), und nach Lemma 3.1 und Folgerung 3.1 konvergieren die P; lokal gleichmiBig, das
heifit gleichméfig auf jedem Teilintervall (—p, ) C (—R, R) mit 0 < ¢ < R, gegen die stetige
Funktion Q : (=R, R) — R, Q(z) = Y32, kaxz*~!. Die Behauptung folgt nun aus Satz 3.2.

O
Jetzt stehen alle Hilfsmittel zur Verfiigung, um einige interessante Potenzreihenentwicklungen
herzuleiten.

Beispiel 3.2 Fiir z € (—1,1) C R gilt die Reihendarstellung
- 2 o3

oo
log1+x:Z x—x—?+§—+
k=1

Denn die Reihe P(z) = >"p2, (G 1 x* konvergiert fiir € (—1,1) nach dem Quotientenkri-
terium, also folgt aus Satz 3.3 und der Formel fiir die geometrische Reihe

ad 1
Pl(z) =) (-1)fab = oy frze(-1).
k=0

Wegen P(0) = 0 = log1 ergibt sich P(z) = log(1 + ).
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Beispiel 3.3 Ahnlich zeigen wir fiir z € (—1,1) C R die Reihenentwicklung

(e.9]
(=1)* 2k+1 a  ad
tanz =y ~—— T L
arctanx Z2k+1x x 3+5 +
k=0
Denn P(z) = > 32, %x%“ konvergiert fiir z € (—1,1) nach dem Quotientenkriterium,
und Satz 3.3 liefert

- 1
P'(z) = Z(—l)km% =112 fir z € (—1,1).
k=0

Wegen P(0) = 0 = arctan 0 ergibt sich P(z) = arctan z.

Beispiel 3.4 Die Binomialreihe mit Parameter o € R ist definiert durch

Ba(2) = i (Z) o,

k=0
Die Reihe hat Konvergenzradius R = 1, siehe Beispiel 4.6 in Kapitel 2. Fir € (—1,1)
berechnen wir mit Satz 3.3

B (z) = i(k +1) (k j‘_ 1>xk - i(k: o=k <‘;>xk = aB,(z) — 2B (),

k+1
k=0 k=0
das heifit B/, (z) = 1 ixBa(x). Es folgt mit f(z) = (1+2)™®
(FBa) @) = J/(2)Bale) + [@)BL) = [@)Bale)( ~ ot 70} =0

Wegen B, (0) =1 = f(0) ergibt sich die folgende Darstellung (Newton 1665)

(14 2)* = Ba(z) = i <:>azk fir alle z € (—1,1).
k=0

In der Physik wird oft die Ndherung (1 + x)® = 1 4 o benutzt, fir |z| << 1.
Satz 3.4 (Abelscher Grenzwertsatz) Ist die Potenzreihe P(x) = Y >  ana™ fir x =1

konvergent, so gilt

lim P(x) = P(1).

BEWEIS: Nach Voraussetzung hat P Konvergenzradius R > 1. Wir berechnen mit P, (z) =
> ro apzk fir0 <z <1

Po(1) = Po(x) = Y ag(l—2F)
k=0

n

k-1
= (1 —x)Zakaj

k=0  j=0
n—1 n

= (1—-2x) Z bl Z ay
j=0  k=j+1

n—1
= (1-2)Y & (Pu(1) - P(1)).
j=0
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Zu e > 0 gibt es ein N € N mit |P,(1) — Pj(1)| < /2 fiir j,n > N, also gilt

n—1 [e'e]
. € . €
_ J _p. <(1_p)< J< &
(1-2) ¥ @P0)-POI<0-25 > d<;.
j=N+1 j=N+1
Es folgt
N €
|[Pa(1) = Po(@)] < (1—2) > [Pa(1) — Pi(1)] + 3
=0
und schlieBlich mit n — oo
N €
|P(1) = P(z)] < (1)) |P(1) — P(1)| + 5 <¢
§=0
fiir  hinreichend nahe bei Eins. O

Beispiel 3.5 Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die Reihe x — %a:Q + %x?’ =+ ... auch fir
x =1, also folgt aus Satz 3.4 (Mercator 1668)

1 1
log2:ii/mllog(1+x):1—§+§—+....
Ebenso konvergiert die Reihe des arctan auch fiir x = 1, und es ergibt sich die Darstellung
(Gregory 1671, Leibniz 1674)

T . 1 1
— =arctanl = limarctanz =1 — -+ - — +....
4 z,/1 3 5
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