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Einleitung

Das Thema dieser Vorlesung ist die Lineare Funktionalanalysis. Generell geht es dabei um
die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen linearer Gleichungen

Lz =y,
das heifit L : X — Y ist eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen:
L(/\ml + )\2.%'2) = A\ Lx1 + N Lzoy fiir alle T2 € X, )\172 € R bzw. C.

Fiir endlichdimensionale Vektorrdaume ist dieses Problem in der Linearen Algebra vollstéindig
behandelt worden; das Interesse gilt nun dem Fall dim X = oo. In diesem Zusammenhang
nennt man L auch einen linearen Operator. Ein wichtiges Beispiel ist das Dirichletproblem
fiir die Poissongleichung auf einer beschréinkten offenen Menge (2 C R™:

—Au = fin Q, wu =0 auf 99Q.

Setze X = {u € C°(Q) NC%(Q) : ulpn = 0} und Y = C(2). Dann ist das Dirichletproblem
gleichbedeutend mit der Losung der Gleichung Lu = f fir L = —A : X — Y. Die folgenden
Beispiel zeigen, dass die Losungsmethoden der Linearen Algebra nicht oder jedenfalls nicht
unmittelbar anwendbar sind.

Beispiel 0.1 Betrachte den Raum
X = {X = (:ci)ieN = (371,:1,’2, .. ) 1 T; € R}

mit der komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation (Ax+py); = Az;+py;. Definiere
die linearen Abbildungen, genauer Endomorphismen,

A: X =X, Axy,ze,...)=(0,21,22,...),
B:X—>X, B(zy,x9,...) = (z2,z3,...).

A ist injektiv, aber nicht surjektiv; B ist surjektiv, aber nicht injektiv. Im Endlichdimensio-
nalen wire das nicht moglich.

Beispiel 0.2 Betrachte auf dem Raum X = C%([—n, 7], C) die lineare Abbildung
L:X — X, (Lu)(t) = (sint) u(t).

Angenommen, L hat einen Eigenwert A € C. Dann gibt es eine Funktion v € X, nicht die
Nullfunktion, mit Lu = Au bzw.

(sint) u(t) = Au(t) fir alle t € [—m, 7]

Es folgt {t € [—m, 7] : u(t) # 0} C {t : sint = A}. Die rechte Menge ist aber endlich, somit
ist u identisch Null, Widerspruch.

Auch zentrale Aussagen der Analysis lassen sich nicht einfach in unendlichdimensionale
Réume iibertragen.



Beispiel 0.3 Betrachte den Raum

(P(R) ={x = (zi)ien : Ti € R, [|X]|0o = sug |z;| < oo}
1€

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass ((*°(R), || - ||oo) ein Banachraum ist. Nun gilt fir £k € N

k " K o0
|[x¥)lcc =1  fiir x*=(0,...,0,1,0,...) € £(R)..
Aber x* hat keine konvergente Teilfolge beziiglich || - ||o0, denn ||x* — x!||o = 1 fiir k # 1.

Grundsétzlich miissen zu den Methoden der Linearen Algebra geeignete topologische Kon-
zepte hinzukommen, um unendlichdimensionale Probleme zu behandeln. Im R”™ fiihrt jede
Norm auf die gleiche Topologie, wie wir jetzt zeigen.

Satz 0.1 (Aquivalenz der Normen auf R") Auf einem endlichdimensionalen Vektor-
raum X sind alle Normen dquivalent: zu || - ||1, || - [|2 gibt es 0 < A < A < oo mit

AMzllz < ||lz|l1 < Allzll2 fir alle x € X.

Insbesondere fiihren alle Normen zur gleichen Topologie bzw. Konvergenzbegriff.

BeweEls: Wir kéonnen X = R"™ annehmen, denn sonst wéhlen wir eine Basis vy, ..., v, und
betrachten auf R™ die Normen ||z][1,2 = |l¢(z)|/1,2 mit () = >, z;v;. Weiter reicht es zu
zeigen, dass eine gegebene Norm || - || dquivalent zur Maximumsnorm || - || ist. Nun gilt
n n n
lzll = 1) wieill < Y lailllesll < llzlloo D lleill
i=1 i=1 i=1
A

Die Funktion f : R™ — R, f(x) = ||z||, erfiillt wegen der Dreiecksungleichung

[f(@) = f@)l = [zl = Iyl < llz =yl < Allz =yl
d.h. f ist Lipschitzstetig mit Konstante A beziiglich || - ||o0. Setze
A=inf{f(z) :z € R", ||z||cc = 1}.

Die Menge der x € R™ mit ||z||c = 1 ist abgeschlossen und beschréankt. Da f stetig, wird das
Infimum angenommen und es folgt A > 0. Fiir z # 0 gilt dann

X

[l

ol = |

([ES=PY s

O

Zur Erginzung sei bemerkt, dass zwei Metriken auf R™ nicht notwendig dieselbe Topologie
liefern. Ein triviales Beispiel ist die diskrete Metrik d(z,y) = 1 fiir x # y, beziiglich der alle
Mengen offen sind. Fiir die Fuklidische Metrik ist das natdurlich nicht der Fall. Wichtiger
ist hier allerdings die Tatsache, dass die Aquivalenz der Normen auf unendlichdimensionalen
R&umen nicht notwendig gilt.



Beispiel 0.4 Auf X = C°(I), I =0, 1], haben wir die beiden Normen(!)

1 ) 1/2
oo = maxfuta)| und Julgoqny = ([ uta)ds)

Die Standardabschétzung liefert |[ul|z2(r) < |lul/co(r), die Normen sind aber nicht &dquivalent.
Betrachte die Folge

{1—nx falls 0 < x < l,
up(x) = n

0 sonst.

Es gilt dann [[uy|[cory = 1 und [Jun||p2(r) = \/% — 0 mit n — oo.

1 Metrische und normierte Riaume

Definition 1.1 Sei X eine Menge. Dann heiffit d : X x X — [0,00) Metrik und (X,d)
metrischer Raum, falls Folgendes gilt:

(1) d(z,y) =0 genau wenn x =y  (Positivitdt),
(2) d(z,y) = d(y,z) fir allex,y € X  (Symmetrie),

(3) d(x,2) < d(x,y)+d(y, =) fir alle x,y,z € X  (Dreiecksungleichung).

Definition 1.2 U C (X, d) heifit offen, falls es zu jedem x € U einr > 0 gibt mit B.(x) C U,
wobei By(z) ={y € X :d(z,y) <r}.

Beispiel 1.1 B,(x) ist offen, denn fiir y € B,.(z) gilt By(y) C By(z) mit o = r —d(z,y) > 0.
Fir z € B,(y) liefert ndmlich die Dreiecksungleichung

d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) <d(z,y) +r—d(z,y) =r.
Lemma 1.1 (Topologie auf metrischen Riumen) Sei (X, d) metrischer Raum.
(1) Ist Uy, A € A, Familie von offenen Mengen in X, so ist | Jycp U offen.
(2) Ist U;, i € 1, endliche Familie von offenen Mengen in X, so ist ();c; U offen.
(3) Zuxy,x9 € X mit x1 # o gibt es offene Uy, Uy mit x; € U; fiiri = 1,2 und UyNUy = 0.

Bemerkungen. Sei X eine Menge. Ein System 7T von Teilmengen von X heifit Topologie,
wenn 7 abgeschlossen ist unter beliebigen Vereinigungen und endlichen Durchschnitten,
und auBerdem (), X € T gilt. Die Mengen in 7 nennt man dann offen, ihre Komplemente
abgeschlossen. Jedes U € T mit x € U heifit (offene) Umgebung von z. Eine Folge =, € X
konvergiert gegen x beziiglich 7, falls jede Umgebung von X alle bis auf endlich viele
Folgenglieder enthilt. Wenn die Eigenschaft (3) aus dem Lemma erfiillt ist, heifit die
Topologie Hausdorffsch und (X, 7)) Hausdorffraum.!

'Felix Hausdorff, 1868-1942



Fiir Mengen A C (X, d) sind folgende weitere Bezeichnungen iiblich:

int A = {x € X: esgibt einr > 0 mit B,(x) C A},
A = {reX:B.(x)NA#D0 fiir alle r > 0},
9A = A\int A,

diam A = sup d(z,y).
r,yeA

Eine Menge A heifit beschréinkt, falls diam A < co. Weiter heifit eine Folge xy in (X, d)
konvergent < es gibt ein x € X mit lim d(zg,z) =0,
k—o00

Cauchyfolge < zu jedem € > 0 gibt es ein K € N mit d(zg, z;) < ¢ fur alle k, [l > K.

Definition 1.3 (Vollstidndigkeit) FEin metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede
Cauchyfolge in X konvergiert.

Satz 1.1 (Vervollstandigung nach Cantor) 2 Zu jedem metrischen Raum (X,d) gibt es
einen vollstandigen metrischen Raum (X d) und eine isometrische (abstandstreue) Abbildung

J:(X,d) = (X,d) mit J(X) dicht in X.

Eindeutigkeit: ist (X, d) vollstindig und J : X — X isometrisch mit J( ) dicht in X, so gibt
es genau eine Isometrie (abstandstreue Bijektion) ® : X > X mitJ=doJ.

(X.d)
J J
e pY

X = (X

BEWEIS: Zur Konstruktion definieren wir X = CF(X)/ ~, wobei

CF(X) = {x=(2")en: x ist Cauchyfolge in X},
x~y & limd(z'y") =0.
1—00

Der Grenzwert existiert, denn fiir 4, j hinreichend gro8 ist d(z*,27),d(y%,y’) < 5, also folgt
aus der Dreiecksungleichung

d(z',y") <d(z',2%) +d(2?,y7) + d(y’,y") < d(27,y7) +e,

bzw. aus Symmetriegriinden |d(z?,y*) — d(2?, y?)| < ¢, das heifit d(z?,y*) ist eine Cauchyfolge
in R. Ist (2%);en eine Cauchyfolge und (2 )ren eine Teilfolge, so definieren beide dasselbe
Element von X, denn es gilt

lim d(z*, z%) = 0.

k—o0

Wir machen X zu einem metrischen Raum durch

~

d([x], [y]) = lim d(z',3/").

i—00

2Georg Cantor, 1845-1918



Der Grenzwert héngt nicht von der Wahl der reprisentierenden Folgen ab. Die Eigenschaften
einer Metrik sind leicht nachzupriifen, insbesondere

dix,y]) =0 & limd@'y)=0 & x~y & KK=[y
Definiere weiter A
J: X=X, J(x) =[(z,z,...)]
Es gilt d(J(x),J(y)) = d(x,y), also ist J isometrisch. Fiir [x] € X gilt
d([x], J(«*)) = lim d(2*,2") < fiir k hinreichend gro8.

1— 00

Also ist J(X) dicht in X. Wir zeigen nun dass (X, d) vollstéindig ist. Sei [x] eine Cauchyfolge
in X, das heifit

(1.1) lim d(zl,z}) <e  fiir k,1 > k(e).

1—00

Durch Weglassen von endlich vielen Gliedern in jeder Folge x; kénnen wir annehmen, dass
o 1
d(zy, x7) < z fiir alle ¢, € N.

Jetzt betrachte die Diagonalfolge (y*)ren, also y* = :ci Fir k,1 > k(e) gilt

; P : 1 1
d(y*,y") < d(af.a}) + d(wi,af) + d(af,a]) < o +e+ .

Somit ist y eine Cauchyfolge. Wir zeigen, dass [xx| gegen [y] konvergiert, und zwar ist
daty) < (g, o)) +d(al,al) + d(a], @)

1 P 1
< E+d(1‘i,mg)+;.

Mit j — oo folgt d(zf,y’) < + + ¢+ 1 fiir i, k > k() nach (1.1), also gilt

~

d([xx], [y]) = lim d(z%,y") < %+a fiir k > k(e),

1—00

das heiBt d([xx],[y]) — 0 mit k — oo wie behauptet. Damit ist die Konstruktion von (X, d)
fertig; wir kommen zur Eindeutigkeit. Die Abbildung J : X — X ist isometrisch und insbe-
sondere injektiv. Wir haben also eine wohldefinierte Abbildung

d:J(X)—= X, d(J(x)) = J(z),
und es gilt
d(®(J(2)), 2(J(y) = d(J(x),](y))

= d(z,y) (da J isometrisch)

= d(J(x),J(y)) (da J isometrisch).
Somit ist @ auf J(X) isometrisch, insbesondere gleichméfig stetig. Da J(X) dicht in X und X
vollstdndig, existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung P: X X (Serie 1, Aufgabe 1), und
® ist isometrisch. Wegen ®(J(X)) = J(X) ist ®(X) dicht in X, und auf)erdem vollsténdig

beziiglich g. Somit ist ®(X) abgeschlossen (Serie 1, Aufgabe 2) und @ : X = X ist surjektiv,
also eine Isometrie. O



Beispiel 1.2 Im Beweis wurden die reellen Zahlen als bekannt vorausgesetzt. Cantor hat
das Verfahren benutzt, um R als Quotient CF(Q)/ ~ zu konstruieren, dies erfordert nur
geringfiigige Anderungen.

Der folgende Begriff diirfte wohlbekannt sein, er wurde in der Einleitung schon benutzt.
Definition 1.4 (Norm) Sei X ein Vektorraum iber K = R,C. Eine Funktion | -] : X —
[0,00) heifit Norm, falls gilt:

(1) |lz]l=0 < x=0 (Positivitdit),

(2) [ Ax|| = || ||z|| fir allex € X, X € K (Halblinearitdt),

3) llz+yl < |zl + llyl| fir alle x,y € X  (Dreiecksungleichung).

Wir haben dann auf X die induzierte Metrik d(x,y) = ||z — y||. Ist X mit dieser Metrik
vollstindig, so heift (X, || -||) Banachraum.?

Ein normierter Raum ist stets ein Vektorraum, wiahrend ein metrischer Raum auf irgendeiner
Menge gegeben sein kann.

Beispiel 1.3 Sei (2 C R" offen und 1 < p < oo. Fiir £™-messbare f,g: Q@ — R sei

f~g < E"({mEQ:f(x)#g(x)}):().

Fiir f : Q — R messbar setzen wir

1

(folsPacr)” fiir 1 < p < oo,

Ifll e () =
inf {s > 0: L"({|f| > s}) =0} fiir p=oo.

Damit kann der Raum der LP-Funktionen wie folgt definiert werden:
LP(Q) = {f : Q@ — R messbar : || f| r@) < o0}/ ~.

Nach dem Satz von Fischer-Riesz ist (LP(Q), ]| - [[1r(q)) ein Banachraum. Nun haben wir die
offensichtliche isometrische Abbildung

T (G2, - lzri@) = (L), - e (@))-

Man beachte, dass || - ||1s(q) auf C2(Q) tatséichlich eine Norm ist. CO(Q) ist dicht in LP(Q2)
im Fall p < oo (siehe Skript Kuwert Analysis 3, Satz 6.10). Fiir p < oo kénnen wir LP(2) als
(konkrete Realisierung der) Vervollsténdigung von (C2(Q), || - || z»(q)) ansehen.

Die Konstruktion als Aquivalenzklassen von Q-Cauchyfolgen beweist die Existenz der reellen
Zahlen, man greift aber in der Analysis nie auf sie zuriick, weil die Charakterisierung durch
Axiome einfacher und effizienter ist. Auch im Fall der Vervollstindigung eines metrischen
Raums ist es ebenfalls giinstig, eine moglichst konkrete Realiserung zu haben. Zum Beispiel
ist es wiinschenswert, die Elemente von LP(£2) durch (fast iiberall definierte) Funktionen zu
beschreiben, und nicht nur als Aquivalenzklassen von LP-Cauchyfolgen in CY%(9). Genau das
leistet der Satz von Fischer-Riesz.

3Stefan Banach, 1892-1945



Definition 1.5 Seien (X, ||]|), (Y, ||-||) normierte Ridume. Eine lineare Abbildung A : X —'Y
heifit beschrankt, falls gilt:

[All = sup [|Az| < oo
[zl <1

Die Zahl || A|| heifst Operatornorm von A. Der Raum
L(X,)Y)={A: X =Y : A linear, ||A|| < co}
ist mit || - || ein normierter Raum.

Lemma 1.2 (Stetigkeitskriterien fiir lineare Abbildungen) Fir eine lineare Abbil-
dung A : (X, | -|) = (Y, - ||) sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) A ist beschrinkt.
(2) A ist stetige Abbildung.
(3) A ist stetig im Punkt 0 € X.
BeEweEls: Aus (1) folgt
Az — Ayl = Az — )]l < 1Al e — o,

das heifit die Abbildung ist sogar Lipschitzstetig mit Konstante || Al|. Sei umgekehrt A stetig
in 0 € X. Dann gibt es zu ¢ = 1 ein § > 0 mit

|Az|| = ||[A(z) — A(0)]| <1 firallez € X mit |z|| = ||z — 0] <.
Fiir x # 0 folgt daraus die Abschéitzung

|x

~ Jlzl x 1
Az] = 5 ”A(‘W> | < 3l
~———

<1

O

Satz 1.2 (Vollstindigkeit von L(X,Y)) Sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum.
Dann ist L(X,Y), versehen mit der Operatornorm, ein Banachraum.

BEWEIS: Sei A; Cauchyfolge in L(X,Y), also
[Aiz — Aja|| < [|A;i = Azl l=]| < el fiir 4,5 > I(e).

Somit ist A;x Cauchyfolge, und Ax := lim;_,, A;x existiert. Es ist klar dass A linear ist,
weiter gilt
AN = 145 < 1 As = Ayl <& fiwr 5 > I(e).

Also existiert A := lim;_, || 4;]|, und es folgt
[Az]| = lim [[Az] < Allz],
1—00
das heifit A € L(X,Y"). SchlieBlich haben wir
|Ax — Ajz|| = lim ||A;z — Ajz|| < ellz| fur j > I(e),
71— 00

also ||A — Aj|| < e fur j > I(e). O



Definition 1.6 (Dualraum) Sei X ein normierter Raum. Dann heifit der Banachraum
X'=L(X,K) (K=R oder C), versechen mit der Operatornorm, Dualraum von X .

Satz 1.3 (Quotientenrdume) Sei X ein Banachraum und V ein abgeschlossener Unter-
raum. Dann wird der Quotient X/V ein Banachraum mit der Norm

= inf :
Izl = inf o+ o]
Die Projektion p : X — X/V ist offen und hat Operatornorm ||p|| =1 (aufer wenn V = X ).

BEWEIS: Wir beginnen mit den Normeigenschaften. Ist ||[z]|] = 0, so gibt es vy € V mit
|z + vi|| = 0, also vy — —z. Da V' abgeschlossen, folgt x € V' bzw. [z] = 0. Weiter gilt fiir
A # 0 (der Fall A = 0 ist klar)
1
= = ] f = 1 f — = .
Ml = el = inf A+l = M ing e+ Soll = |3 iz])

Fiir die Dreiecksungleichung berechnen wir

[[z1] + [z2]ll = [[[z1 + z2]||
= inf ||z1 + z2 + v1 + vo|
v1,V2€
< inf ([l + ol + [lez + e
v1,v2€V
= [fzalll + [[[z2]]]-

Jetzt zeigen wir, dass X/V mit dieser Norm ein Banachraum ist. Es gilt wegen ||[y] — [z]|| =
Iy — ]| = infoey [ly — 2 + o

(1.2) Iyl —[ell <e <+ esgibt g e fy] mit [§—al| <=

Sei [z;] Cauchyfolge in X/V. Durch Ubergang zu einer Teilfolge konnen wir annehmen, dass
|[wis1] — [w4]]] < 27 fiir i € N. Wir bestimmen nun induktiv #; € [x;] mit

(1.3) |Zig1 — 3| <27 fiiri € N,
Setze 1 = x1. Ist &; € [x;] schon gefunden fiir ein i € N, so ist
lzisa] = [Zl = llzira] =[] <277,
also gibt es Z;+1 € [zi+1] mit (1.3). Da X Banachraum, existiert & = lim;_,~ Z; und es gilt
i) = (2]l = W[[#:) = [2]] = [ — 7]l] < |2 — &[] = 0.

Damit ist die Vollstédndigkeit von X/V bewiesen. Ist nun ||[y] — [z]|| < r, so gibt es nach (1.2)
ein g € [y] mit § € B,(x), das heiit es gilt B, (p(x)) C p(By(x)). Ist U C X offen und x € U,
so gilt By(z) C U fur ein » > 0 und damit B,(p(x)) C p(U), das heifit p(U) ist offen. Die
Ungleichung ||[z]|| < ||z||, also ||p|| < 1, wurde schon oben benutzt. Sei schliefllich V' echter
Unterraum, das heiit es gibt ein z € X mit ||[z]|| = infyey ||z + v]| > 0. Dann existiert zu
jedem € > 0 ein ¥ € [x] mit

12l < X+ e)ll[z]l = L+ a)lllZll = (1 +&)llp(@)]] < (1 +&)lpl [1Z]-
Dies zeigt ||p|| > 1. O

Wir kommen schliellich zu Normen, die von einem Skalarprodukt induziert sind.



Definition 1.7 (Skalarprodukt) Sei X ein K-Vektorraum. (-,-) : V- x V — K heifit Ska-
larprodukt, wenn folgende Regeln erfillt sind:

(1) (-,-) ist Sesquilinearform: Aoty z) = Mo z}j_—,u(y, 2)

g+ pz) = Ma,y)+ e, 2)

(2) () ist symmetrisch: (z,y) = (y,x).
(3) (-,-) ist positiv definit: (x,x) > 0, Gleichheit genau wenn x = 0.

Die Euklidische Norm von x € X st ||z| = /(x,x).

Satz 1.4 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Sei X, (-,-) ein Skalarproduktraum. Dann gilt
fir alle x,y € X:

(1) Kz, y)| < |zl llyll  (Ungleichung von Cauchy-Schwarz).
(2) llz+yll <zl + lyll  (Dreiecksungleichung).
Insbesondere ist die Euklidische Norm eine Norm.

BeEwEIS: Ersetzen wir x durch Az (bzw. y durch \y), so werden beide Seiten von (1) mit
demselben Faktor |A| multipliziert. Wir kénnen daher ||z|| = |ly|| = 1 annehmen. Weiter
konnen wir (z,y) € R erreichen, indem wir = mit geeignetem A = e multiplizieren. Mit
diesen Normierungen folgt

1 1
Wyl = (v} = 5 (I21” + lvl* = 2z, 9)) = Slle = y]* > 0.
Daraus folgt weiter, nun fiir beliebige =,y € X,
lz +ylI* = ll2l* + (2, y) + (2. y) +lyI* < N2+ 2lllllyll + 1yl = (2] + ly])>.

Damit erfiillt || - || die Dreiecksungleichung. Die weiteren Eigenschaften einer Norm ergeben
sich direkt aus der Definition. 0O

Es stellt sich die Frage, wann eine Norm || - || von einem Skalarprodukt induziert ist.

Bemerkung 1.1 Ist ||- || eine Skalarproduktnorm auf einem K-Vektorraum X, so ergibt sich
durch Ausmultiplizieren die Parallelogrammgleichung

(1.4) lz +ylI? + llz = ylI* = 2(lll* + |y|*)  fiir alle 2,y € X.

Umgekehrt ist eine Norm || - || mit (1.4) eine Skalarproduktnorm, und zwar ist das zugehorige
Skalarprodukt durch folgende Polarisationsformel gegeben:

(@y) = ~(lz+yl?> =z -y|?) imFall K=R,

i

) = e+ ol? = e —ol?) + (o + iyl — o —igll?) im Fall K =C,

Mithilfe der Parallelogrammgleichung kann man zeigen, dass (-, -) tatséchlich alle Regeln fiir
ein Skalarprodukt erfiillt.



Definition 1.8 Ein Hilbertraum? ist ein Skalarproduktraum (X, (-,-)), der beziiglich der Ska-
larproduktnorm ||x|| = \/{(x, z) vollstindig ist.

Beispiel 1.4 Fiir  C R" ist der Raum L?(Q) der quadratintegrierbaren Funktionen mit

(f.9) = /Q f(2)g(x) dx

ein Hilbertraum nach dem Satz von Fischer-Riesz.

2 Kompaktheit in metrischen Ridumen

Definition 2.1 Fine Teilmenge K eines metrischen Raums (X, d) heifit kompakt, falls gilt:
jede Familie (Ux)xen von offenen Mengen mit K C |Jycp Ux besitzt eine Teilfamilie (Uy)xenr
mit A" endlich und K C |Jycpr Ua.

Satz 2.1 (Aquivalenz der Kompaktheitsbegriffe) Sei (X,d) metrischer Raum. Fiir
K C X sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) K ist kompakt.

(2) K ist vollstindig (mit der induzierten Metrik) und prikompakt, das heifit fir jedes 0 > 0
lasst sich K durch endlich viele Kugeln By(x), x € K, tberdecken.

(3) K ist folgenkompakt: jede Folge (xk)ren in K besitzt eine Teilfolge, die gegen ein x € K
konvergiert.

BEWEIS: (3) = (2): Die Vollsténdigkeit ist klar, denn mit einer Teilfolge konvergiert schon
die ganze Folge. Wire K nicht prikompakt, so wihle induktiv z; € K mit z, ¢ Uf:_ll By(z;).
Fiir k # [ gilt dann d(xg, ;) > o, also kann die Folge zj keine konvergente Teilfolge haben,
Widerpruch zu (3).

(2) = (1): Angenommen K C [Jycp Uy, aber K wird nicht durch endlich viele der
U, iiberdeckt. Konstruiere sukzessive Kugeln By, = By« (x)) mit 2 € K und ByNBy_1 # 0,
so dass By N K nicht durch endlich viele der U, iiberdeckt wird. Ist By_1 schon gefunden,
so iiberdecke By_1 N K durch endlich viele Kugeln By (y;), 1 < i < N, mit y; € K und
By (y;) N Bi_1 # (). Fiir wenigstens ein i wird By« (y;) N K nicht durch endlich viele der Uy
iiberdeckt. Im Induktionsanfang wende dieses Argument an mit By := K. Nach Konstruktion
ist xp eine Cauchyfolge, also zp — = € K. Es ist © € U, fiir ein A, also By C Uy fur k
hinreichend grof3, im Widerspruch zur Konstruktion.

(1) = (3): Angenommen (xj)reny hat keinen Hiufungspunkt in K. Zu jedem z € K

gibt es dann ein p > 0 mit x; € B,(x) hochstens fiir endlich viele k. Denn sonst finden

wir induktiv k1 < k2 < ... mit 7, € Bi(z), also xx; — z im Widerspruch zur Annahme.
J

Wahle nun eine endliche Teiliiberdeckung von K mit solchen Kugeln. Es folgt z € K nur
fiir endlich viele k, ein Widerspruch. O

4David Hilbert, 1862-1943
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Beispiel 2.1 Sei X, (-, -) ein unendlichdimensionaler Skalarproduktraum. Mit dem Verfahren
von Gram-Schmidt findet man dann eine Folge ey, ez, ... in X mit (e;, e;) = §;;5. Es folgt

le; —ejl| = V2 fiir i # j.

Es gibt damit keine Teilfolge, die beziiglich der Norm || - || konvergiert. Das bedeutet auch:
abgeschlossene und beschrinkte Mengen sind nicht notwendig kompakt.

Das Verfahren von Gram-Schmidt ist auf Skalarproduktrdume beschréinkt, man hat aber in
beliebigen normierten Raumen den folgenden Ersatz.

Lemma 2.1 (fast orthogonales Element) Sei (X, ||-||) normierter Raum und V C X ein
abgeschlossener, echter Teilraum. Dann gibt es zu 0 < 1 ein xg € X mit

dist (zg, V) >0 und |zg|| = 1.

BEwEIs: Wihle x € X\V. Da V abgeschlossen, gilt dist (z, V) > 0 und es gibt ein vy € V
mit ||z — v|| < § dist (2, V). Setze

x — vp
Tp= —.
[l — vl
Es folgt fiir alle v € V
1 dist (z,V
g — v]| = ——— ||z —vo — |z — vgllv || > dist (@, V) .
[l — voll — [l — voll
€

Satz 2.2 (Heine-Borel) Fiir einen normierten Raum X gilt:

B1(0) kompakt <  dim X < oo.

BrwEis: Die Implikation < folgt aus der Aquivalenz der Normen, Satz 0.1, und dam Satz
von Bolzano-Weierstrafl. Fiir = wihle induktiv mit Lemma 2.1 eine Folge x; € X mit

N

|zl =1 wund  dist (zg, Span{z1,...,xx_1}) >

Diese Folge kann keine konvergente Teilfolge besitzen. O

Fiir die Existenz von Losungen von Gleichungen ist die Kompaktheit ein zentraler Begriff
der Analysis. In der Funktionalanalysis spielen Kompaktheitskriterien fiir Teilmengen von
Banachrdumen (oder metrischen Rdumen) eine bedeutende Rolle. Ein bekanntes Beispiel ist
der Satz von Arzela-Ascoli, den wir nun behandeln wollen.

Definition 2.2 Secien X,Y metrische Riume. Wir setzen

B(X,)Y) = {f: X =Y : f(X) ist beschrinkt},
CUX,Y) = {f:X =Y :f ist stetig}.

Satz 2.3 Seien X,Y metrische Riume, Y wvollstindig.
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(1) B(X,Y) ist vollstindiger metrischer Raum mit dg(f, g) = sup,cx d(f(z), g(z)).

(2) (C° N B)(X,Y) ist abgeschlossen in (B(X,Y),dg), insbesondere ist (C° N B)(X,Y)
vollstindiger metrischer Raum mit dp.

BewEIs: Es ist klar, dass dp(f,g) eine Metrik auf B(X,Y) ist. Sei f; eine Cauchyfolge in
B(X,Y), also
d(fe(z), filz)) <e firallez € X, k,1 > k(e).

Da Y vollsténdig, existiert f(x) := limg_ o0 fr(x). Mit [ — oo erhalten wir
d(fe(z), f(z)) <e firallexz e X, k> k(e),
also dp(fx, f) — 0 mit k — oo. AuBerdem ist f beschrinkt, denn fiir k = k(e) ist

d(f (), f(zo)) < d(f(x), fr(x)) + d(f(x), fr(x0)) + d(fx(w0), f(z0)) -

<e <diam f(X)<oo <e

Ist f stetig fiir k = k(e), so gibt es zue > 0 ein § > 0 mit d( fr(x), fr(wo)) < € fiir d(z, zo) < 4,
und die Abschitzung liefert
d(f(x), f(zo)) < d(f (@), fr(x)) +d(fi(), fr(x0)) + d(fr(x0), f(20)) < 3e.

~~ ~~

<e <e <e

Also ist C° N B(X,Y) abgeschlossene Teilmenge. O

Definition 2.3 Die Oszillation von f : (X,d) — (Y,d) ist die Funktion

Wy - (0,00) - [0’ OO], wf((;) = o Sup)<6d(f($1)a f($2))

Gilt wg(6) — 0 mit § — 0, so heifit f gleichmafig stetig. Fine Familie F von Abbildungen
[ X =Y heifit gleichgradig stetig, falls sup e rwys(6) — 0 mit § — 0.

Alternativ kann die gleichgradige Stetigkeit wie folgt formuliert werden:

fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0 mit d(f(x1), f(z2)) < € fur alle f € F und alle
x1, T2 € X mit d(x1,x9) < 0.

Beispiel 2.2 Sei 0 < a < 1. Die a-Hoélderkonstante von f: (X,d) — (Y, d) ist

d(f(x),
= s A1)
TH£Y (x, y)

f heiBBt a-Holderstetig wenn [f], < co. Offenbar gilt

d(f(x), f(y))

d(f(z), f(y)) = d(z,y)* < [flad® falls d(z,y) < 0.

d(z, y)
Die Oszillation erfiillt also die Abschétzung
(2.5) wy(8) < [fla 6%

Eine Holderstetige Funktion ist also gleichméBig stetig, und fiir jedes A < oo ist die Familie
F=A{f:X =Y :[fla <A} gleichgradig stetig.

12



Satz 2.4 (Arzela-Ascoli) ° Seien X, Z metrische Riume, X kompakt und Z wvollstindig.
Fiir F € C%(X, Z) sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) F ist gleichgradig stetig und {f(x) : f € F} ist relativ kompakt in Z fiir jedes x € X.

(2) Jede Folge fy. in F hat eine Teilfolge fy,, die gleichmifig gegen ein f € CYX,2)
gleichmdflig konvergiert.

(3) F ist relativ kompakt in (C°(X,Z),dp).

Zur Erinnerung: eine Teilmenge eines metrischen (oder topologischen) Raums heifit relativ
kompakt, wenn ihr Abschluss kompakt ist. Die wesentliche Aussage des Satzes ist die Impli-
kation (1) = (2), ndmlich ein Kriterium fiir die Existenz gleichm#8ig konvergenter Teilfolgen.

BeEweIs: (1) = (2) : Da X kompakt, gibt es eine abzdhlbare dichte Teilmenge D C X.
Zum Beispiel kann man dafiir X mit endlich vielen Kugeln vom Radius % iiberdecken fiir
v =1,2,...; die Menge der Mittelpunkte ist dann dicht. Fiir jedes x € X hat die Folge fi(z)
eine konvergente Teilfolge, also folgt mit einem Diagonalfolgenargument

f(z) == limg_ o fr(z) existiert fiur alle x € D.
Fiir z1, 22 € D mit d(z1, x2) < 6 folgt d(f(21), f(22)) = limp—ec d(fi(21), fr(22)), also

wr(d) < sggwﬂé) = w(d) -0 mitd—0.
%)

Somit ist f : D — Z gleichméBig stetig, und es existiert eine eindeutig bestimmte Fortsetzung
f € C%(X, Z). Es bleibt zu zeigen, dass die Folge gleichmiiflig gegen f konvergiert. Fiir § > 0
ist {B;s(x) : x € D} offene Uberdeckung von X, also gibt es eine endliche Teilitberdeckung
{Bs(z) : x € Ds}. Zu x € X gibt es ein y € Ds mit d(x,y) < 0, und es folgt

d(fe(z), f(z)) < d(fi(@), fe(y) +d(fe(y), f(v) +d(f(y), f(z))
< mnax d(fx(y), f(y)) + 2w(0).

Das Supremum iiber x € X liefert

dp(fi, f) < max d(fe(y), f(y)) + 2w(9),

und schliellich folgt wie behauptet

limsupdp(fk, f) <2w(d) =0 mit d — 0.

k—o0

(2) = (3) : Nach (2) ist F folgenkompakt, also folgt (3) aus Satz 2.1.

(3) = (1) : Wir zeigen als erstes, dass F gleichgradig stetig ist. Nach Satz 2.1 ist F
prikompakt, das heifit zu e > 0 gibt es {f1,..., fv} C F mit

o N
Fc | B:(f),
j=1

5C. Arzela, 1847-1912 und G. Ascoli, 1843-1896



das heifit zu f € F gibt es ein j € {1,..., N} mit dg(f, f;) < e. Es folgt fir d(z,y) < 0

d(f(x), f(y)) d(f(x), fj(x)) + d(fi(x), fi(y)) + d(f;(y), f ()

. 2¢.
123%}%wf7(5)+ 5

<
<

Bilde das Supremum iiber alle z,y € X, d(x,y) < §, und alle f € F:

0) < (0 2e.
super(6) < i, 0 (5)+ 2

Lass nun § — 0. Da f; € F stetig und damit gleichméBig stetig ist wegen X kompakt, gilt
wy;(6) = 0 mit § — 0, also
limsup (sup wy(8)) < 2e.
6—0 feF
Damit ist die gleichgradige Stetigkeit von JF bewiesen. Betrachte schlieilich eine Folge
2 = fe(x) mit f, € F. Nach Wahl einer Teilfolge gilt fr — f € C°(X,Z) gleichmifig,
insbesondere z; = fi(z) — f(x). Damit sind beide Aussagen in (1) gezeigt. O

Als Anwendung zeigen wir einen Kompaktheitssatz fiir Holderstetige Funktionen. Sei X me-
trischer Raum. Fiir v : X — R setzen wir

U|| 00, = ||u||-o + |u = sup |u(x)| +  sup
e (x) lule (X) []a’X a:EX’ @)l z,y€X, z#Y d(z, y)*

Dabei ist 0 < o < 1. Es gilt der

Satz 2.5 C**(X) = {u € C°(X) : ||lul|co.a(x) < 00} ist ein Banachraum.

BewWEIS: Sei up € C%*(X) eine Cauchyfolge beziiglich der Norm || - [[co.a(x). Dann ist
ur € (C° N B)(X), und uy, ist Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm. Nach Satz 2.3
konvergiert wuy, beziiglich der Supremumsnorm gegen ein v € (C° N B)(X). Nun gilt fiir
z,y € X mit z # vy

‘U(-T) —u(y)| . ]uk(x) — uk(y)‘ _
T Az — < . .
d(x,y)~ Jim, dze = Jm [uk | co.a gy < 00

Somit ist u € C%¥(X), und weiter

[(u—ug)(x) — (u—up)(y)) .
< 1 - @ .
d(x,y)~ =00 d(z,y) < limsup |ur — ugllco.e(x)

Es folgt [u—ug]a,x < € fiir k > k(e), das heifit die Folge konvergiert gegen u in der C%*-Norm.
O

Satz 2.6 (Einbettung von Hélderrdumen) Sei X kompakter metrischer Raum, und
up € C**(X), 0 < a < 1, eine Folge mit |lugl|coaxy < A < oo fiir alle k. Dann gibt
es ein u € CO*(X), so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt:

up — u in COP(X)  fiir jedes 0 < § < .
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BeEweIs: Nach (2.5) gilt fiir die Oszillation die Abschétzung

Wayy, ((5) < [uk]mxéa < Ao“.
Damit ist die Folge uy, gleichgradig stetig. Aulerdem ist die reelle Folge uy(z) beschrinkt fiir
jedes x, also relativ kompakt in R. Nach Arzela-Ascoli gibt es ein u € CY(X), so dass ux — u

in C°(X) nach Ubergang zu einer Teilfolge. Es gilt u € C%%(X), denn

lug () — ur(y)|

il <A .
dzy)*  kbee  d(zge %

Fiir d(z,y) < gilt die Abschéitzung

|(u — ug) (@) — (v — ug)(y)| = d(z, y)afﬁl

(=) () — (u — ug) (y)] a—8
lim < 2A9 .
d(z,y)? a

00 d(z,y)>
Andererseits gilt fiir d(z,y) > 0

[(u = ug) (@) = (u — k) (y)]

< 2677 ||u — k| co(x).-

d(z,y)”
Also folgt
limsup[u — ug)g,x < 2067 50 mit 5 — 0,
k—o00
das heifit u, — u in C%3(X) wie behauptet. O

Holderstetige Funktionen spielen eine wichtige Rolle bei der Analysis von elliptischen Dif-
ferentialgleichungen. Im Folgenden skizzieren wir das am Beispiel eines Randwertproblems.
Wir brauchen dafiir eine Verallgemeinerung von Satz 2.6 auf die Situation, wenn Ableitungen
Holderstetig sind. Sei  C R™ offen und beschrinkt, k¥ € Ny und 0 < a < 1. Fiir u € C*(Q)
setzen wir

lullery = D IDullco@),
0<|y|<k
[ulloray = lulerg + Y [DTulaq.
IvI=k

Dabei bezeichnet |y| = 71 + ... + 7, die Ableitungsordnung von D7 = 9]'...9,". Wir
definieren die Funktionenrdume

C*@Q) = {ueCkQ): Dy ist auf Q stetig fortsetzbar fiir alle |y| < k},
Q

CH@Q) = {ue Q) |ullprag) < oo}
Satz 2.7 Sei Q) C R" offen und beschrinkt. Dann gilt:
(1) (C*(Q), |ullck(qy) ist ein Banachraum.

(2) (CFe(Q), [ullor.ay) ist ein Banachraum.
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BEWEIS: (1) gilt fiir K = 0 nach Satz 2.3(2). Betrachte fiir k = 1 eine Cauchyfolge u; € C1(Q)
beziiglich [|ulc1(q). Dann gilt u; — u € C%(Q) sowie du; — v; € CO(Q) gleichmiiBig mit
j — oo. Fiir g € Q und s € R hinreichend klein gilt

uj(zo + se;) = uj(xo) + /OS Oiuj(xo + te;) dt.
Mit j — oo erhalten wir
u(zo + se;) = u(zo) + /OS vi(xo + te;) dt,
also durch Differentiation d;u(z) = v;(x0). Somit ist v € C1(Q) und |ju — uillcrq) — 0. Im
Fall k > 2 konvergiert eine Cauchyfolge u; beziiglich || - || @) gegen u € C1(Q), und nach

Induktion konvergiert d;u; gegen v; € C*¥~1(Q) beziiglich || - |er-1(q)- Es folgt v; = dju und
hieraus Behauptung (1).

Sei jetzt u; € CK(Q) eine Cauchyfolge beziiglich || - || cra(q)- Dann gilt zunéchst
uj — u in CF(Q) wie gerade gezeigt. Fiir || = k gilt weiter D7u; — v7 in C%*(Q) nach Satz
2.5. Es folgt v7 = D7u und u; — u beziiglich [| - [|ox.0q)- O

Wir brauchen nun folgenden technischen Begriff.

Definition 2.4 Q C R"™ hat Sehnenbogenkonstante k € [1,00), wenn es zu je zwei Punkten
z,y € Q einen C*-Weg vy von x nach y gibt mit L(y) < k|z — yl.

Satz 2.8 Sei & C R" offen und beschrdinkt mit Sehnenbogenkonstante k < oo, und seien
k,l € No, o, 3 € [0,1] mit k+a > 1+ 3. Istuj € CH%(Q) eine Folge mit [uller.o@) < A < oo,
so konvergiert eine Teilfolge in C%P ().

BEWEIS: Wir gehen in vier Schritten vor.
Schritt 1 Der Fall k =1=0 (also 1 > a > § > 0) gilt nach Satz 2.6.

Schritt 2: Es gilt [|ul|corq) < C'lluller(q):
Fiir 2,y € Q sei v € C([0,1],Q) mit v(0) = z, v(1) = y und L(y) < k|x — y|. Es folgt

1 1
u(x) —u(y)] < \/0 Du(v(t))y'(t) dt| < HDUHCO(Q)/O V' ()] dt < k]| Dullcoggy|2 = yl-

Schritt 3: Der Fallk=1>1,1>a> 8> 0:

Nach Schritt 2 und Schritt 1 gilt induktiv u; — u in C*~(Q), Ferner nach Schritt 1
DVuj — vY in C%P(Q) fiir |y| = k. Wie in Satz 2.7 folgt v? = D7u fiir |y| = k, also u; — u
in C*8(Q).

Schritt 4: Der Fall £k > 1> 0:

Nach Schritt 2 gilt [|u;l|cit1(q) < Cllujllor.a@) < A. Fiir a > 0 haben wir u; — u in Ck(Q)
mit Schritt 3, also u; — u in CH1(Q) nach Schritt 2. Fiir « = 0,8 = 1 ist k > [ + 2. Es gilt
dann mit Schritt 2

[uller-1.1¢0) < Clluller) < CA.
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Nach Schritt 3 folgt u; — u in C*~1(€2). Damit ist der Satz bewiesen. O

Jetzt kommen wir (endlich) zu der Anwendung. Im folgenden sei 2 C R™ ein beschrinktes
C*°-Gebiet. Betrachte das Randwertproblem

Z aija?ju + sz@iu +cu=fin Q, wu=0 auf Q.
ij=1 i=1

Im Fall a;; = d;5, b; = ¢ = 0 handelt es sich um die klassische Poissongleichung Au = f,
allgemein sind die Koeffizienten a;;, b;, ¢ beliebige Funktionen auf 2. Wir setzen aber voraus,
dass fiir gewisse Konstanten 0 < A < A < oo folgende Bedingungen gelten:

(2.6) max ;]| co.e(g), m:

max masx [billcoe @y Iellooao) < A

(2.7) D ai(x)&Gs = Mgl fiir alle z € Q, § € R™.
ij=1

Die Voraussetzung (2.7) heifit Elliptizitéitsbedingung, salopp gesagt bedeutet sie, dass die
Gleichung vom Typ der Poissongleichung ist. Um das Problem funktionalanalytisch zu for-
mulieren, betrachten wir den linearen Operator

L:C3(Q) = C°Q), Lu = Z aijﬁfju + Z bi0;u + cu,
ij=1 i=1
wobei C3(Q) = {u € C*(Q) : u|gn = 0}. Das Randwertproblem hat somit die Kurzfassung
Lu=f.
Die Regularititsbedingung (2.6) impliziert, dass L ein beschriankter Operator ist:
|Lulleo@) < A( Y 102 ulleo@) + D I0ullco@) + lullooey ) = Allulle2(a).
ij=1 i=1

Fiir die Operatornorm gilt also ||L|] < A. Wir verwenden ohne Beweis die folgenden a prio-
ri Abschitzungen von Schauder®. Sie sind ein fundamentales Resultat aus der Theorie der
elliptischen Differentialgleichungen, siehe [2, Theorem 6.19].

Satz 2.9 (Regularitédtssatz von Schauder) Seien Q und L wie oben, und u € C2(Q) sei
Lésung von Lu = f. Ist f € C%*(Q), so ist u € C**(Q) und es gilt die Abschitzung

[ul|c2.a) < C ([ fllcogy + llullcoy),

wobei C' nur von den Daten n,a, \, A und 0 abhdingt.

6J. Schauder, 1899-1943
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Die Aussage des Satzes ist grob gesprochen, dass die Losung v maximal regulér ist, das heifit
u ist so gut wie es die Daten €2, a;j, b;, ¢, f erlauben. Im Fall von C*°-Daten wire die Losung
beispielsweise ebenfalls von der Klasse C'°. Ein anderes, wohlbekanntes Beispiel fiir eine el-
liptische Differentialgleichung ist die Cauchy-Riemann Gleichung aus der Funktionentheorie,
und man hat dort eine analoge Verbesserung der Regularitéit: differenzierbare Lésungen sind
automatisch unendlich oft differenzierbar. Auch in der Funktionentheorie ist es wichtig, dass
nicht nur die Regularitéit verbessert wird, sondern durch Abschitzungen quantitativ kontrol-
liert werden kann. Wir interessieren uns nun fiir die Losungen des homogenen Problems, also
zur rechten Seite f = 0.

Folgerung 2.1 Der Kern von L : C3(Q) — C°(Q) ist endlichdimensional.

Bewers: Wihle auf ker L die Norm |ul[co(q)- Sei up € ker L eine beliebige Folge mit
ukllco@) < 1 fiir alle k. Aus Satz 2.9 (mit f = 0) folgt, dass die Folge u in C2e(Q)

beschréankt ist. Nach Satz 2.8 gilt fiir eine Teilfolge
up — v in C?(Q), insbesondere u € ker L.

Die Einheitskugel in ker L ist somit beziiglich der C°-Norm kompakt, das heifit ker L ist
endlichdimensional nach dem Satz von Heine-Borel, Satz 2.2. O

3 Existenz linearer Funktionale

In einem endlichdimensionalen, normierten Vektorraum X kann man Funktionale ¢ € X'
durch ihre Werte auf einer Basis ey, ..., e, definieren. Fiir z = )" | z;e; ist die gegebene
Norm ||z|| dquivalent zu ||z|; = >, |z;| nach Satz 0.1, damit ist ¢ automatisch stetig:

n

@) < Y leed) ol < (max [e(ed]) Y lail < Clall.

i=1 i=1

Fiir dim X = oo konnten Linearformen zwar ebenfalls iiber eine Basis definiert werden,
aber die Stetigkeit bzw. Beschranktheit wére unklar. Der folgende Satz erlaubt induktiv die
Konstruktion von linearen Funktionalen, bei Beibehaltung der Norm. Statt einer Norm wird
etwas allgemeiner eine Abschétzung durch eine sublineare Funktion betrachtet.

Satz 3.1 (Hahn-Banach) 7 Sei X ein R-Vektorraum und p : X — R sublinear, das heifit

p(Ax) = Ap(z) firalle A>0,2€ X,
plx+y) < plx)+ply) firallex,yc X.

Sei V. C X ein Unterraum und ¢ : V — R linear mit
pw) <p(v) firaleveV.

Dann gibt es eine Linearform ¢ : X — R mit ¢|y = ¢ und ¢(z) < p(x) fir alle x € X.

"H. Hahn, 1879-1934
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BEWEIS:

Schritt 1: Fir x ¢ V konstruieren wir eine Fortsetzung ¢ : V @& Rz — R mit ¢ < p.
Definiere ¢(v + ax) = ¢(v) + as, wobei s = ¢(x) noch zu bestimmen ist. Damit ist ¢
wohldefiniert, linear, und es gilt ¢|y = ¢. Wir brauchen

(3.8) p(v+ax) > pv)+as firalleaeR, veV.

Nach Voraussetzung gilt das fiir « = 0. Es reicht dann o = £1, denn fiir a > 0 folgt

p(v+azx) = ozp(g +x) > a(gp(%) +s5) = ¢(v) + as.

Wir kénnen also s € R mit (3.8) wihlen, falls

inf (p(v +2) = ¢(v)) = sup (p(v) = p(v' - ).
ve v'eVv

Aber nach Voraussetzung gilt
p(v+2) +p(v —2) = p(v+0) > (v +') = ¢(v) + (V).
Damit ist Schritt 1 gezeigt.

Schritt 2: X hat eine abzdhlbare Basis {z1, x2, ...}

Definiere induktiv i1 < iy < ... kleinstmdglich mit z;, ¢ V & span{x;,,...,z;,_,}. Es folgt
X = V @ span{z;,, z,,...}. Mit Schritt 1 erhalten wir die verlangte Fortsetzung induktiv
auf ganz X.

Schritt 3: Konstruktion fiir X beliebig

Wir fiithren die Behauptung auf das Lemma von Zorn zuriick®. Dieses ist kein Lemma,
sondern in unserem Rahmen ein Axiom, das gleichwertig mit dem Auswahlaxiom oder dem
Wohlordnungsprinzip ist. Es stellt eine Art verallgemeinerte Induktion dar.

Definition 3.1 (induktive Ordnung) Eine Menge A mit einer Relation < heif$t teilweise
geordnet, wenn fiir alle a,b,c € A Folgendes gilt:

a<a

a<bb<a = a=b,

a<bb<c = a<ec
(1) M C A heifit total geordnet < fiir a,b € M gilt stets a < b oder b < a.
(2) m € A heifst mazimales Element < aus m < a € A folgt a = m.

(3) b e A heifit obere Schranke von M < a <b fir alle a € M.

(4) A heifit induktiv geordnet < jede total geordnete Menge M C A hat eine obere Schranke.

8M. Zorn, 1906-1993
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Zum Beispiel kann man auf einem Baum die Relation ¢ < b betrachten, bei der b ein
Wachstums-Nachfolger von a ist. Dann sind nicht alle Punkte des Baums vergleichbar, eine
gewachsene Folge von Asten ist aber total geordnet. Jede Zweigspitze ist ein maximales
Element.

Lemma von Zorn Ist (A, <) induktiv geordnet, so hat A (mindestens) ein
maximales Element.

Wir zeigen jetzt Satz 3.1 mit dem Lemma von Zorn. Sei A die Menge aller Paare (W, 1)),
wobei W O V Unterraum, ¢ : W — R linear mit |y = ¢ und ¢ (w) < p(w) fir alle w € W.
Definiere die teilweise Ordnung

(W1,91) < (Wa,aho) & Wi C Wa, Yo|w, = ¥1.

Die Regeln der teilweisen Ordnung sind leicht zu priifen. Wir zeigen nun, dass A induktiv
geordnet ist. Sei dazu M = (W;,1;)cr eine total geordnete Teilmenge von A. Setze

W=JW: und ¢:W =R, lw, =
i€l

Fir 4,5 € I gilt W; C W; und 9;|w, = 14, oder umgekehrt. Damit sieht man:
e W ist linearer Unterraum,
e 1) ist wohldefiniert, linear und |y = ¢,
o (w) < p(w) fur alle w € W.

Somit ist (W, 1) eine obere Schranke von M, also A induktiv geordnet. Sei nun nach Zorn
(W, ¢) maximales Element von A. Wére W ein echter Unterraum von X, so kénnten wir
mit Schritt 1 eine Fortsetzung von (W, ¢) bestimmen, im Widerspruch zur Maximalitit. Die
gewiinschte Fortsetzung (X, ¢) ist also gefunden, der Satz von Hahn-Banach bewiesen. O

Satz 3.2 (Hahn-Banach fiir lineare Funktionale) Sei X normierter K-Vektorraum,
V C X Unterraum mit der induzierten Norm. Dann gibt es zu ¢ € V' ein ¢ € X' mit

o=y auf V. und |¢]x = llllv
BeEwEIs: Im Fall K = R wéhle p: X — R, p(x) = ||¢||v/||z|. Dann ist p sublinear, und
() < llellve o]l = p(v)  fiir alle v € V.

Die Fortsetzung ¢ : X — R nach Satz 3.1 erfillt ¢(z) < p(z) = ||¢llv|z], also gilt
llollx: = llelly: wie verlangt.

Im Fall K = C betrachte ¢1 = Rep : V. — R, also |p1(v)] < |o(v)] < |l¢llv ||| fiir
alle v € V. Wihle ein R-lineares Funktional ¢; : X — R mit

¢1=wprauf V. und [g1]lx = lleaflv.
Definiere ¢(z) = ¢1(x) — i¢1(iz). Dann ist ¢ linear iiber C, denn

$(iz) = p1(iz) —ig1(—z) = i(¢1(2) —id1(ix)) = id().
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Weiter folgt fiir alle v € V'
¢(v) = ¢1(v) —ip1(iv) = Rep(v) —iRep(iv) = Rep(v) +iImp(v) = ¢(v).
SchlieBlich gilt mit geeignetem 6 € [0, 27)

[6(2)] = ed(z) = $(e”'z) = ¢1(ex) < [lpnllv e’z < [l@llv .
~—
S
O

Der Satz von Hahn-Banach ist ein grundlegendes Resultat der Funktionalanalysis. Es ist etwas
unbefriedigend, dass es auf das nichtkonstruktive Lemma von Zorn zuriickgreifen muss. In
vielen Fillen ist das tatsédchlich unnétig, was wir kurz erlautern wollen. Ein metrischer Raum
(und allgemeiner ein topologischer Raum) heifit separabel, wenn er eine abzihlbare dichte
Teilmenge enthélt. Fiir einen normierten Raum X ist das gleichbedeutend damit, dass eine
linear unabhéngige Menge B = {1, 2, ...} existiert mit

X = Span (B).

Eine solche Menge B wird manchmal eine Basis von X genannt (zur Unterscheidung
bezeichnet man eine Basis im Sinne der Linearen Algebra als Hamel-Basis’; in der
Funktional-Analysis spielen Hamel-Basen in aller Regel keine Rolle). Die Aquivalenz ergibt
sich wie folgt: hat man eine abzihlbare dichte Teilmenge, so kann man wie in Satz 3.1 induktiv
Elemente weglassen und gelangt zu einer Basis B. Hat man umgekehrt eine abzdhlbare Ba-
sis B, so sind die Linearkombinationen mit rationalen Koeffizienten abzihlbar und dicht in X.

Sei nun X separabel und B = {z1,z9,...} eine Basis von X. Ein gegebenes Funktio-
nal ¢ : V — R kénnen wir mit Induktion nach Satz 3.1, Schritt 2, fortsetzen zu

¢:V@&SpanB =R, ¢ly = ¢,  wobei [|¢]| < ||¢].
Da ¢ Lipschitzstetig ist, existiert dann eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung
¢: X =VaSpanB - R mit [|¢] < [lel|.

Wir koénnen also hier auf das Lemma von Zorn verzichten und stattdessen die Fortsetzung
per Stetigkeit verwenden. Ein konkretes Beispiel sind die Rdume LP(Q), die fir 1 < p <
oo separabel sind. Wir kommen nun zu Anwendungen. Im Folgenden sind die Normen von
linearen Funktionalen auf den jeweiligen Definitionsbereichen zu nehmen.

Folgerung 3.1 Sei (X, | -||) normierter Vektorraum. Ist V- C X ein Unterraum und xo € X
mit dist (xg, V') > 010, so gibt es ein ¢ € X' mit

dlv=0,|oll=1 wund ¢(xg) = dist (zg, V).

BEWEIS: Definiere das lineare Funktional ¢ € (V @ Rxzg)’ durch ¢(v + azg) = adist (zg, V).
Es gilt 9]y =0 und fiir a #0, v € V

v :
lv +azol| = laf ||~ + zo|| = |a] dist (20, V) = | (v + azo)|.

9G. Hamel, 1877-1954
0¢.g. V abgeschlossen und zo ¢ V
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Also gilt ||| < 1. Wegen dist (zg, V) > 0 gibt es andererseits ein v, € V mit ||v. — x| <
(14 ¢)dist (xo, V), also folgt

|p(ve — xg)| = dist (xg, V) > lve — xo]|.

1+¢
Mit € N\, 0 folgt ||¢|| > 1. Setze nun ¢ mit gleicher Norm fort nach Satz 3.2. O

Folgerung 3.2 In einem normierten Vektorraum X gelten folgende Aussagen:
(1) Zu jedem xo € X gibt es ein ¢ € X' mit ||¢|| = 1 und ¢(xq) = ||zo]|-
(2) Aus ¢(x) =0 fiir alle ¢ € X' folgt x = 0.

BeEwers: (1) ist der Spezialfall V' = {0} in Folgerung 3.1, es ist dann dist (zg, V) = ||zo].
Behauptung (2) folgt unmittelbar. O

Wir kommen nun zu Anwendungen des Satzes von Hahn-Banach auf die Trennung von kon-
vexen Mengen. Dazu folgendes Lemma.

Lemma 3.1 Sei X normierter Raum. Ist K C X offen konvexr mit 0 € K, so ist
p:X = [0,00), p(z) = inf{t > 0 % € K},
sublinear und es gilt K = {z € X : p(z) < 1}.

BeEwEIS: Es gilt p(0) = 0 und p(z) < oo fiir alle z € X, da K eine Kugel um den Nullpunkt
enthélt. Wir behaupten fiir x € X, ¢ > 0 beliebig

(3.9) %GK & pla) <t

Sei § € K. Da K offen, gilt £ € K fiir s < ¢ nahe bei ¢, also p(z) < s < t. Ist umgekehrt
p(r) < t,so wihle s € (p(r),t) mit £ € K. Da K sternférmig beziiglich des Nullpunkts, folgt
t t

S

Also ist (3.9) gezeigt, insbesondere K = {z € X : p(z) < 1}. Fiir A > 0 gilt mit s = &

p(A\z) = inf{t > 0 Ati € K} = Ainf{s > 0 f € K} = \p().

Es bleibt die Subadditivitét. Fiir 2,y € X wihle A > p(z), g > p(y). Dann gilt

und es folgt

1>p( T Q): (x+y)_p(:v+y)
A+puX A+pp A+ p Ap

Mit A N\ p(x), p N\ p(y) folgt p(x +y) < p(z) + p(y). O
Bemerkung. Ist K beschrinkt, so gilt p(z) > 0 fiir alle  # 0. Ist auerdem K symmetrisch
beziiglich des Nullpunkts, so ist p(x) eine Norm auf X, die zu der gegebenen Norm dquivalent
ist.

Das folgende Lemma ist eine Vorstufe zur Trennung von zwei konvexen Mengen.
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Lemma 3.2 Sei K C (X, | -|) offen und konvex. Zu jedem xo ¢ K gibt es ein ¢ € X' mit
o(x) < ¢(xo)  fir alle z € K.

BeEwEIS: Durch Translation kénnen wir 0 € K annehmen. Sei p : X — [0, 00) wie in Lemma

3.1. Setze p(tzg) =t fiir t € R. Dann folgt

r=tromitt>0 = %:xogéK, also p(z) >t = p(z),

r=tromitt <0 = ¢x)=t<0<p(x).
Nach Satz 3.1 gibt es eine lineare Fortsetzung ¢ : X — R von ¢ mit ¢ < p. Fiir x € K gilt

¢(z) < p(z) < 1, aber ¢(z9) = ¢(zo) = 1. Es bleibt die Stetigkeit von ¢ zu zeigen. Wihle
dazu B,(0) C K und schétze ab

6@ < pla) =2 p(or ) < Slall

]

O

Satz 3.3 (Hahn-Banach fiir konvexe Mengen) Sei X normierter Raum und A, B C X
seien konvex mit AN B = (. Ist zusdtzlich A offen, so gibt es ein ¢ € X' mit

o(x) < d(y) firallex € A, y € B.
BeEWwEIS: Betrachte die Menge

K={r—-y:2€A yeB}= U{m—y:xeA}.
yeB

Da K Vereinigung von offenen Mengen, ist K offen und konvex wegen
A1 — 1) + plwe — y2) = Aoy + pas) — (Ay1 + py2) € K.
Ferner gilt 0 ¢ K wegen AN B = (). Nach Lemma 3.2 gibt es ein ¢ € X’ mit ¢(z) < ¢(0) =0

fiir alle z € K, also ¢(z) < ¢(y) fiir alle x € A, y € B. O

Die Aussage des Satzes bedeutet, dass A und B durch eine affine Hyperebene getrennt werden.
Genauer sei a € R mit

:telgcé(fﬂ) <ac< ;g£¢(y)-

A liegt dann im offenen Halbraum {¢ < a}, und B im abgeschlossenen Halbraum {¢ > a}.
Wir brauchen spéter folgende Variante von Satz 3.3.

Folgerung 3.3 Sei X normierter Raum und A, B C X seien konvexr mit AN B = (). Ist
zusdtzlich A abgeschlossen und B kompakt, so kénnen A, B strikt getrennt werden, das heifst

sup ¢(z) < inf ¢(y).
z€A yebB
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BEWEIS: Betrachte fiir o > 0 die Mengen
Ay = A+ B,(0)={x+z:x€ A,z By(0)},
B, = B+ B,0)={y+z:y€ B,z B,(0)}.

Man sieht leicht, dass A,, B, offen und konvex sind. Da A abgeschlossen und B kompakt,
ist A, N B, = 0 fiir o > 0 hinreichend klein. Nach Satz 3.3 werden A,, B, durch ein ¢ € X’
getrennt. Fiir alle x € A, y € B und z, 2’ € B,(0) folgt

$(2) + 09(2) = ¢z + 02) < By + 07') < d(y) + 0d(2").

Bilde links das Supremum iiber z € B,(0), rechts das Infimum iiber 2’ € B,(0):

o(z) + olloll < o(y) — ellol|-

Die Behauptung folgt, wenn wir das Supremum bzw. Infimum bzgl. z € A, y € B nehmen. O

Eine weitere Anwednung ist eine Verschirfung von Lemma 3.2.

Folgerung 3.4 Sei X normierter Raum, K C X abgeschlossen und konvez. Ist 0 ¢ K, so
gibt es ein ¢ € X' mit ||¢]| =1 und

¢(z) < —dist (0, K)  fiir alle z € K.

BEWEIS: Setze R = dist (0, K), also R > 0 nach Voraussetzung. Nach Satz 3.3 gibt es ein
¢ € X', so dass K und Br(0) getrennt werden. Nach Normierung gilt ||¢|| = 1. Es folgt

su z) < inf =R inf z)=—R = —R.
swpo(r) < nf 6(y) = R_int 0(z) = ~R|o]

O

Die letzte Folgerung dieses Abschnitts bringt das Prinzip zum Ausdruck, dass der Dualraum
X' mindestens so grof} ist wie der Raum X.

Folgerung 3.5 Sei X normierter Vektorraum. Ist X' separabel, so auch X.

BeEwEIs: Wihle eine dichte Folge ¢, in der Menge {¢ € X' : ||¢]| = 1}. Eine solche Folge
ergibt sich, indem wir eine beliebige dichte Folge in X’ normieren. Wihle z; € X mit ||zx|| = 1
und ¢x(zy) > 1. Angenommen es ist

V:Span{xk:keN}éX.

Nach Folgerung 3.1 gibt es dann ein ¢ € X’ mit ¢y = 0 und [|¢|| = 1. Nach Auswahl einer
Teilfolge gilt ¢ — ¢ in X’. Es folgt

0= ¢(xk) = dr(zr) + (0 — dn)(zx) > % — ¢ — k|| >0 fir k groB,

ein Widerspruch. O
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Beispiel 3.1 Beliebige disjunkte konvexe Mengen A, B kénnen im allgemeinen nicht getrennt
werden, das heifit die Voraussetzung A offen in Satz 3.3 kann nicht weggelassen werden. Sei
A dichter Unterraum eines Banachraums X, und B = {z(} mit 2o ¢ A. Angenommen es gibt
¢ € X' mit ¢p(z) < ¢(xo) fiir alle x € A. Da A dicht, folgt ¢(z) < ¢(z0) fiir alle z € X und
hieraus ¢ = 0, ein Widerspruch. Ein konkreter Fall wire A = C2(R") C L?(R").

Zum Ende des Abschnitts wollen wir unser Studium von elliptischen Operatoren fortsetzen.
Dazu brauchen wir noch eine Eigenschaft der Holderrdume.

Lemma 3.3 Sei 2 C R" offen und beschrdnkt mit einer Sehnenbogenbedingung. Fiir u,v €
Ck(Q) ist auch uv € CH*(Q) und es gilt

HUUHC’W’(Q) < C||“Hck»a(9)HUHckva(Q) mit C = C(k, Q).

BEWEIS: Durch Induktion iiber k. Fiir £k = 0 schitzen wir ab

[(wo)(z) = (o)) [(u(z) —u(y))v(z) + uly)(v(z) —v(y))|
|z —y|* |z —ylo
[ula,allv]lco@) + l[ulloo@)[v]a0

<
< 2lullco.e@llvllcoe(q)-

Sei jetzt die Aussage fiir [ < k — 1 gezeigt. Dann gilt fiir |[y| <k —1

10: D7 (wv) || co.a () IDY ((95u)v + w(@iv)) | co.e ()

< Ok = 1,9 (|0l orse@ Vot + lulloraq) 10l crraw))
< Ck, Q) uller.a@llvliereq)-
Die Konstante hiangt von der Sehnenbogenkonstante und vom Durchmesser von €2 ab. O

Wir betrachten den Operator L nun auf den Holderrdumen, also
(3.10) L:C2*Q) = C¥Q), Lu = Z a;05u + Zbﬁiu + cu.
ij=1 i=1

Wie in (2.6) und (2.7) sollen die Koeffizienten eine C%®-Schranke A < co haben und die
Elliptizitdtsbedingung mit A > 0 erfiillen. Aus Lemma 3.3 folgt dann eine Abschétzung

[ Lul| 0.0y < CA[Jul|c2.a(q),

das heiBt L ist stetiger linearer Operator. Der Grund fiir den Ubergang zu den Holderriumen
ist die a priori Abschiitzung von Schauder, Satz 2.9. In C2(2) gilt eine analoge a priori
Abschétzung nicht, und auch das folgende Resultat wire falsch (wie man zeigen kann).

Satz 3.4 Das Bild des Operators L aus (3.10) ist abgeschlossen in C%%(Q).

BEWEIS: Nach Folgerung 2.1 in Abschnitt 2 ist ker L endlichdimensional. Mit Hahn-Banach
gibt es dann einen abgeschlossenen Unterraum X C CS’Q(Q) mit

C’g’a () =ker L® X (als Banachriume),
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siehe Aufgabe 3, Serie 5. Wir behaupten, dass eine Konstante p > 0 existiert mit
(3.11) [ Lul| ooy > pllullczay — fiir alle u € X.

Andernfalls gibt es u; € X mit
1 "
||LUk||CO,a(Q) < %Huk‘HCZ’“(Q) fir £k € N.

Durch Normierung kénnen wir [ug|c2.e() = 1 annehmen, und haben nach Ubergang zu
einer Teilfolge ur — u in C°(Q) nach Satz 2.8. Mit Satz 2.9 folgt

Jug — will 2oy < O(||Lug — Lul|co.aiqy + lux — willco)) <& fiir k, 1 grof.
Nach Satz 2.7 gilt uy — u in C*%(Q), und u|gn = 0. Nun gilt
||Lu — LukHCo,a(Q) < AHU - uk”cz,a(ﬂ) — 0.

Wegen || Lug/||co.0 ) < £ — 0 folgt Lu = 0, also u € ker L. Da X abgeschlossen, gilt aber
u € X und somit u = 0, im Widerspruch zu [[u[|g2.a(q) = limg—co [[ukl/c2.a() = 1. Damit
ist (3.11) bewiesen. Sei nun f; € Bild L mit f;, — f in C%*(2). Es gibt dann u; € X mit
Luy, = fi, und mit (3.11) folgt

1 .
[ue — wlloze@) < ;ka — fillgoa(y = 0 mit &k, — oc.

Nach Satz 2.7 folgt up — w in C%%()) mit ulsgg = 0. Durch Grenziibergang ergibt sich
Lu = f, also ist das Bild von L abgeschlossen. O

4 Das Kategorieprinzip von Baire

Definition 4.1 FEine Teilmenge S eines metrischen Raums (X, d) heifst von zweiter Katego-
rie, falls S keine abzihlbare Vereinigung von Mengen ist, die nirgends dicht sind. Dabei heifst
A nirgends dicht genau wenn int A = ().

Satz 4.1 (Kategorieprinzip von Baire) ! In einem vollstindigen metrischen Raum X
gilt fiir abgeschlossene Mengen Ay, k € N, die Implikation

intUAk#@ = int Ay #0  fir ein k € N.
k=1

Offene Mengen in X sind also von zweiter Kategorie.

BEWEIS: Angenommen es ist int Ay = () fiir alle k, aber int (J;-; A # 0 enthilt eine offene
Kugel By. Wir bestimmen fiir k£ > 1 induktiv Kugeln By, = By, (zx) mit 0 < r < 150 dass

By, C Br—1\Ay.

Dies ist moglich, da By_1\ Ay offen und nichtleer ist. Nach Konstruktion gilt d(z, z;) <

fiir [ > k, also ist zj eine Cauchyfolge und konvergiert gegen ein z € X. Es folgt x € By, fii
alle kK > 1, also = ¢ Ay, fur alle k. Aber x € By C By, ein Widerspruch. O

1
k
r

MR.L. Baire, 1874-1932
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Lemma 4.1 Sei (X,d) wvollstindiger metrischer Raum, Y normiert und F C C°(X,Y)
punktweise gleichmdjig beschrinkt:

S(x) =sup || f(x)|]| <oo  fir allex € X.
ferF

Dann gibt es eine (nichtleere) offene Kugel B C X mit

sup S(z) < oo.
zeB

Beweis: Die Mengen Ay, = (\;cx{z € X : [[f(2)|| < k} sind abgeschlossen. Es gilt = € Ay
genau wenn S(z) < k, also X = |J;2; Aj. Nach Satz 4.1 enthilt ein Ay, eine offene Kugel B,
also gilt S(z) <k fiir alle x € B. O

Satz 4.2 (Banach-Steinhaus) 2 Sei X ein Banachraum, Y normierter Raum und F C
L(X,Y) sei punktweise gleichmdfig beschrinkt:

K(z) = ;1611])__||Tx|\ < oo fir alle x € X.

Dann ist F gleichmdfig beschrdnkt, also suppcr ||T]| < co.

BEWwEIS: Nach Lemma 4.1 gibt es ein g € X, o > 0 und C < oo mit [|[Tz| < C fir
lx — zo|| < . Fiir z € X beliebig folgt

X

20
| Ta]| = ”";”HT(xo +ort) = Tan)| < 2 al.

]

Also gilt ||| < %. O

Eine sehr wichtige Anwendung ist die

Folgerung 4.1 Sei X ein Banachraum. Die Folge ¢ € X' konvergiere schwach gegen ¢ €
X', das heifst
orp(x) — ¢(x)  fir alle x € X.

Dann ist die Folge ¢y in X' beschrinkt, also supyey ||ék| < oo.

BEWEIS: Schwache Konvergenz der ¢ bedeutet punktweise Konvergenz. Also ist fiir jedes
z € X die Folge ¢ (x) beschrénkt, und nach Satz 4.2 ist dann auch die Folge ||¢y || beschrénkt.

O
Wir werden uns mit der schwachen Konvergenz noch ausfiihrlich beschiftigen. Eine zweite
Anwendung ist

Beispiel 4.1 Sei B : Y x Y — Z eine bilineare Abbildung zwischen Banachridumen. Ist B
in jedem Argument stetig, so ist B insgesamt stetig.

Satz 4.3 (von der offenen Abbildung) Seien X,Y Banachriume. Ist T € L(X,Y) sur-
jektiv, so ist T offen, das heifst

QC X offetn = T(Q)CY offen.

12Englisch: uniform boundedness principle
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Bemerkung. Ist umgekehrt T offen, so folgt Bs(0) C T(B1(0)) bzw. Br(0) C T(B% (0), das
heiflt T ist surjektiv.

Bewels: Schritt 1 7'(B;(0)) D Bs(0) fiir ein § > 0.
Nach Voraussetzung gilt

Y = [J 7(Bw(0)).
k=1

Nach Baire, Satz 4.1, gibt es dann ein yp € Y, € > 0 und k£ € N mit T(Bx(0)) D B:(yo)-
Also gibt es zu jedem ) € B.(0) C Y eine Folge x; € By (0) mit T'(x;) — yo +n. Wihle noch
& € Bi(0) mit T'(§;) — yo. Dann folgt

(B8 = LTy - T(E) -
——
€B1(0)

%n mit j — oo.

Dies zeigt T'(B1(0)) D Bi (0) =: Bs(0).

Schritt 2 Bs(0) C T'(B2(0)) C T(B3(0)).

Es ist nur die erste Inklusion zu zeigen; sei dazu yo € Bs(0) gegeben. Setze xyp = 0 und kon-
struiere xg, 1, . . . durch folgende Iteration: ist o3 schon bestimmt mit ||yo — Twx|| < 2756, so
wihle &, € By (0) mit ||(yo — Txx) — Ték|| < 275716 und setze x4 = x3, + &. Nach Schritt
1 ist diese Wahl immer moglich. Wegen ||z341 — x| < 27% konvergiert die Folge x; gegen
ein x € By(0), und es folgt Tz = limy_oo Tz = yo. Es folgt nun T'(B,(z9)) O Bs- (T(x0)),
und die Offenheit von T ist bewiesen. ’ O

Der néchste Satz garantiert die Stetigkeit der inversen Abbildung. Dies ist eine wichtige
Eigenschaft, insofern liefert der Satz ein gutes Resultat. Am Beispiel des Dirichletproblems
sehen wir allerdings, dass die vorausgesetzte Bijektivitit schwer zu zeigen ist; es werden dazu
a priori Abschétzungen bendtigt, aus denen die Stetigkeit der Inversen dann sowieso folgt.

Satz 4.4 (Satz von der inversen Abbildung) Seien X,Y Banachrigume und T €
L(X,Y) bijektiv. Dann ist T invertierbar, das heifst T~ ist stetig.

BEWEIS: Mit Satz 4.3 gilt Bs(0) C T(B1(0)) fiir ein § > 0, also T~!(Bs(0)) € B1(0) oder
T~1(B1(0)) C B1(0), das heift |77 < % O

Beispiel 4.2 Seien || - ||; und || - ||2 vollstdndige Normen auf dem Vektorraum X. Dann gilt

sup ||zll2 <o = sup |[z|i < oo.
[lzfl1<1 lzlla<1

Betrachte dazu Id : (X, || - |l1) = (X, || - [|2) und wende Satz 4.4 an.

Satz 4.5 (vom abgeschlossenen Graphen) Seien X,Y Banachriume und T : X — Y
sei linear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Der Unterraum Gp = {(z,Tz) :x € X} C X @Y ist abgeschlossen.

(2) T ist stetig.
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BEWEISs: Ist T stetig und (zg, Tzx) — (2,y), so folgt y = limg_,oo Txy = Tx. Sei umgekehrt
G abgeschlossen, also Banachraum mit der induzierten Norm auf X & Y. Die Projektion
Px : Gr — X ist stetig und bijektiv. Nach Satz 4.4 ist dann auch P);l : X — G stetig, und
somit auch T = PyP)}1 X =Y. O

Satz 4.6 (von der direkten Summe) Der Banachraum Z sei algebraische direkte Summe
der Unterrdume X und Y. Sind X,Y abgeschlossene Unterrdume, so ist

T:X®Y = Z, T(z,y) =z +y,
stetig invertierbar, und die Projektionen Py : X —Y, Py : X — Z sind stetig.

BEwEIS: XY sind Banachrdume mit der induzierten Norm, also ist auch X @Y Banachraum.
T ist nach Voraussetzung bijektiv und es gilt

1T (z, y)llz = [l +yllz < 2max([lz]x, lylly) = 2[[(y, )| xez-

Nach Satz 4.4 ist dann auch 77! : Z -+ X @ Y stetig. O

5 Die Dualrdume der LP-Raume

Das Hauptziel dieses Abschnitts ist die Beschreibung der Dualrdume der LP-R&ume. Diese
konkrete Fragestellung spielt unter anderem in der Theorie partieller Differentialgleichungen
eine wichtige Rolle. Als erstes rekapitulieren wir einige Begriffe aus der Mafitheorie.

Definition 5.1 (0-Algebra) Sei X eine Menge. Ein Mengensystem €& C 2% heifit o-
Algebra, wenn gilt:

(1) X eé&,
(2) EecE = X\Eef,
(3) E, €€ firi=1,2,... = U;’ilEzGS

Eine o-Algebra ist auch unter abzéhlbaren Durchschnitten abgeschlossen. Fiir E; € £, 1 € N,
gilt ndmlich die Darstellung

) E=x\(|Jx\E).
i=1 i=1
AuBlerdem ist mit E, F € £ auch E\F = EN(X\F) € €.

Definition 5.2 (Maf}) Sei & C 2% eine o-Algebra. Eine Funktion p : & — [0,00] mit
w(0) = 0 heifst Maf auf €, falls fiir jede paarweise disjunkte Folge E; € £ gilt:

M( G Ez) = iM(Ei)-
i=1 i=1
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Zur Erinnerung: eine Funktion g : 2% — [0, 00] mit u(0)) = 0 heifit duferes MaB, falls
oo
Ec|JBE = wE) <) u(E) firaleE, E; C X.
' i=1

Fine Menge FE C X heifit dann p-messbar, wenn
p(SNE)+ u(S\E) < u(S) firalle S C X.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass das System der p-messbaren Teilmengen von X eine o-
Algebra ist, und dass die Einschrinkung von p auf die o-Algebra der py-messbaren Mengen ein
Maf} liefert. Das Lebesguemass einer beliebigen Menge E C R ist zum Beispiel als dufleres
Maf} gegeben durch

n o0
L"(E) = inf { Z |Qi| : Q; achsenparalleler Quader, E C U Ql}
i=1 =1

Dabei ist |Q| der elementargeometrische Inhalt von @, also das Produkt der Kantenléngen.
Die Einschrinkung von £" auf das System der £"”-messbaren Mengen ist dann ein Ma$.

Definition 5.3 Sei & C 2% eine o-Algebra. f: X — [—o00, 00| heifit £-messbar, wenn
{reX: f(x)<s} €& firallesecR.
Ist ein MaB p auf einer o-Algebra £ gegeben, so sagen wir kurz messbar statt £-messbar.

Definition 5.4 (LP-Raum) Sei p ein Maf. Fir f : X — [—o0,00] messbar und p € [1, 0]
setzen wir

1/p )
_ (fx‘f(l')’pdﬂ(ff)) fiir 1 < p < oo,
11l ze () =
inf{s > 0:|f(z)| <s p-fast-iberall}  firp= cc.
Wir bezeichnen mit LP(u) die Menge aller messbaren f mit || f||1r(,) < 00, und definieren

LP(u) = LP(n)/ ~  wobei f ~ g genau wenn p{x € X : f(x) # g(z)} = 0.

Fiir f € LP(u) ist || fllzr(u) € [0,00) wohldefiniert und gleich Null genau wenn f = 0. Ferner
haben wir [[Af | zo(u) = [MI[f]lzr(p) fiir alle p € [1, 00]. Um zu zeigen, dass LP(x) ein normierter
Vektorraum ist, fehlt noch die Dreiecksungleichung.

Satz 5.1 (Holdersche Ungleichung) Seien 1 < p,q < oo mit % + % = 1. Dann gilt

/X faduw < ||flleell fllaquy — fiir alle messbaren f, g > 0.

Satz 5.2 (Minkowski-Ungleichung) Sei p ein Maff und 1 < p < oo. Dann gilt

1f +alley < W fllzequ) + l9llrn  fir alle f,g € LP(p).

Insbesondere ist LP (1) ein normierter Vektorraum.
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Satz 5.3 (Fischer-Riesz) Fir 1 <p < oo ist (LP(u), || - [|1r(u) ein Banachraum.
Zusatz. Aus f,, — f in LP(u) folgt fr — f punktweise u-fast-iberall, nach Ubergang zu einer
geeigneten Teilfolge.

Definition 5.5 (signiertes Maf3) Ein signiertes Maf auf einer o-Algebra € C 2% ist eine
Funktion X : £ — [—o0,00] mit A(0) = 0, so dass fiir jede paarweise disjunkte Vereinigung

E= U;.il El gilt.‘
=> AE;
i=1

Diese Definition ist etwas subtil. Es ist Teil der Definition, dass die Reihe fiir jede disjunkte
Vereinigung wohldefiniert ist. Zum Beispiel ist der Fall, dass ein Summand gleich 400 und
ein anderer gleich —oo ist, a priori ausgeschlossen. Es folgt sogar, dass A tiberhaupt hochstens
einen der Werte 0o annehmen kann. Denn wiire A(E*) = 400, so hitten wir

AMET\E™) + AME™) = —o0,
MET\E') 4+ AMET) = +00.

METUE™) = {

Weiter folgt im Fall A(E;) € R fiir alle i € N, dass die Reihe sogar absolut konvergiert bzw.
bestimmt divergiert. Denn es gilt zum Beispiel

AE)<oo = Y ME
AE;)>0

Andernfalls koénnten wir die Reihe so umordnen, dass sie gegen +oo konvergiert
(Ubungsaufgabe). Nach Definition 5.5 muss aber auch jede Umordnung der Reihe ge-
gen A\(E) gehen, ein Widerspruch. Ist ein Summand \(E;) = oo, so sind von da ab alle
Partialsummen gleich +00, und auch A(F) = +oo.

Ist Funktion § : X — [—o00,00] messbar und ist wenigstens eines der beiden Integrale

von 6% endlich, so ist das Integral von § mit Wert in [—o00, oo] definiert. Wir erhalten dann
ein signiertes Mafl durch

A:E%[—oo,oo],A(E):/Gdu:/ OxE dpu.
E X

A heifft Mafi mit Dichte @ beziiglich . Um die o-Additivitit zu zeigen, sei E = |J;2, E; mit
E; messbar, paarweise disjunkt. Aus monotoner Konvergenz folgt

05 x5 dp = / 05> X du= / 0\, du.

Da mindestens eines der Integrale | 6* x g dp endlich ist, folgt

B)= [ 0 xpdu— [ 0xedn= Z/ ), dy = ZA

Unser Ziel ist es, jedes signierte Maf} als Integral gegen eine solche Dichtefunktion 6 darzu-
stellen. Dies besagt der Satz von Radon-Nikodym, auf den wir nach und nach zusteuern.
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Definition 5.6 Sei A ein signiertes Maf$ auf £. P € £ heifst positiv beziiglich X, falls gilt:
MNE) >0 fiir alle E € € mit E C P.
Entsprechend sind negativ, Nullmenge beziiglich \ definiert.

Satz 5.4 (Zerlegungssatz von Hahn) Sei \ signiertes Maf auf & C 2X. Dann gibt es
eine disjunkte Zerlegung X = PUQ mit P,Q € & positiv bzw. negativ beziiglich .

BeEweEIS: Alle im Beweis auftretenden Mengen liegen in der o-Algebra &, dies wird im

Folgenden nicht mehr erwahnt.

Schritt 1 P; positiv = P = U;’;l P; positiv
Sei E C P. Definiere E; = E N P; und induktiv E; = (E N P])\Ui;l1 E;. Die E; sind
paarweise disjunkt mit £ = J;2, E;. Es folgt

AE) = i AE;) > 0.
=1

Schritt 2 Ist 0 < A(E) < oo, so gibt es eine positive Menge P C E mit A(P) > 0.
Wir konstruieren induktiv £ =: Eg D Fy D ... wie folgt: ist Ej gegeben so betrachte

= inf F).
Ak zi?EkA( )

Im Fall Ay > 0 stoppen wir. Andernfalls sei u; = max(A;/2,—1), also pug € (Mg, 0). Wéhle
Fy, C Ej mit A\(F},) < g, und setze Ejq1 = Ep\Fj. Es gilt A\(F};) < p; <0 fiir j < k—1, also

k—1 k—1
0< ME) = ME) + S ME) < AED) + 3 1y < MB).
§=0 =0

Im Fall A;, > 0 gilt Schritt 2 mit P = Ej. Sonst wihle P = (;—, Ej, es folgt

0 < ME) = \(P) + i)\(Fk) < A\P) + i“k < A(P).
k=0 k=0

Insbesondere ist A(P) > 0. Aus A(E) < oo folgt mit Definition 5.5 auch A(P) < oo, und

oo [e.e]
z:rnax()\k/27 -1) = Zuk > —00.
k=0 k=0
Also ist A eine Nullfolge. Da P C Fj fiir alle &, folgt fiir alle FF C P

AMF) > A — 0 mit k— oo,

das heifit P ist positiv wie behauptet.

Schritt 3 Beweis des Satzes
Wir kénnen annehmen, dass A den Wert oo nicht annimmt, sonst betrachte —\. Setze

A = sup{A\(F) : E positiv beziiglich A}.
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Es gilt A > 0 wegen \()) = 0. Wihle Py positiv beziiglich A mit A\(P;) — A, und setze
P = Jg2; Pi. Nach Schritt 1 ist P positiv, folglich gilt A(P) < A. Andererseits ist

AMP) = AM(Px) + AP\ Px) > A Pg),

also A(P) = A, insbesondere A < co. Wir zeigen, dass ) = X\ P negativ ist. Angenommen
es gibt £ C @ mit A(E) > 0. Nach Schritt 2 gibt es dann ein P’ C E positiv mit A(P’) > 0,
und es folgt

A>XNPUP)=XP)+AP)=A+ NP,

also A(P") = 0, Widerspruch. Die gewiinschte Zerlegung X = P U @ ist gefunden. O

Definition 5.7 Seien \, u Mafe auf der o-Algebra € C 2X.

(1) X\ heifst absolutstetig beziiglich p (Notation: A < p), falls gilt:

WE)=0 = \E)=0.

(2) A\, p heiflen zueinander singuldr (Notation: X L ), falls ein A € & existiert mit
ACY\A) = p(4) = 0.
Folgerung 5.1 Sei \ signiertes Maf auf der o-Algebra £ C 2%X. Dann gilt eine eindeutige

Darstellung A = XT—=\", wobei A\t zueinander singulire Mafe auf £ sind. Das auf £ definierte
Maf |\ = AT + A\~ heifit Totalvariation von .

BeEwEis: Die Existenz folgt aus Satz 5.4, indem wir setzen
AM(E)=AENP) und M (E)=-ANENQ).

Die Eindeutigkeit soll als Ubungsaufgabe gezeigt werden. O

Lemma 5.1 Sei p ein Mafy auf £ C 2%. Gegeben seien Qn € E, o € Qar, mit Qo = 0 und
1(Qa\Qg) =0 fiir o < B. Dann gibt es eine messbare Funktion 6 : X — [0, oo] mit
0(x)
0(x)

B fir p-fast-alle z € Qg,
B fir p-fast-alle x ¢ Qg.

BEWEIS: Setze 0(z) = inf{8 € Qf : x € Qs}. Dann gilt

IV IA

O(z)<p < xGUQa-

a<f
Also ist 8 messbar. Auflerdem folgt

rdQp o) <B = ze |J Qa\Qs

aEQSr,oz<ﬁ

Die rechte Menge ist eine Nullmenge. O
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Satz 5.5 (Radon-Nikodym) Seien A, u Mafe auf der o-Algebra € C 2%, p sei o-endlich.
13 Ist \ absolutstetig beziiglich i, so existiert eine messbare Funktion 0 : X — [0, 00] mit

:/Hd,,u fiir alle B € €.
E

Die Funktion 6 ist eindeutig bis auf Abianderung in einer p-Nullmenge, sie heifst Radon-
Nikodym-Dichte von X\ beziiglich .

BEWEIS: Wir setzen zuerst p(X) < oo voraus.
Findeutigkeit. Seien 0 o zwei solche Funktionen. Angenommen es gibt € > 0 mit
w(E:) >0 fir B, ={z € X : 02(x) > 01(z) + ¢}.

Sei B, = {x € E; 91( ) < k} fir k € N. Da 6; < oo auf E., gibt es ein k& € N mit
p(Ez ) > 0. Es folgt )\ fE 01 dp < kp(Ee ) < oo, und nun

NE) = [

€,

02 dp > / Ordp+ep(Ee i) = ME:g) + em(Ee i) > M Ee k),
k Ee k

Widerspruch. Also ist #; = 0, p-fast-iiberall.

Ezxistenz. Wahle fiir das signierte Mafl A — ap, o € QE{, eine Hahn-Zerlegung X = P, U Qq,
wobei Qg := (. Fiir v < 3 gilt Qa\Qp C Qo N Pg, also

(A —ap)(Qa\@p) <0 und (A= Bu)(Qa\Qp) = 0

Insbesondere ist A(Q.\Qg) € R, und durch Subtraktion

(B—a)u(Qa\Qp) <0, also u(Q\Qs) =0.

Fiir £ € &€ beliebig und N € N, k € Ny setze
k o0
Ep = (ENQuu) U 4 sowie Eoo:E\UlQ]jv.
: j:
Die Vereinigung E = E5 U|Jp—, E) ist disjunkt, daher gilt

AE) = MEo) + Y M(E).
k=0

Sei nun 6 : X — [0,00] die Funktion aus Lemma 5.1. Wegen Ej, C Qrs1 N P gilt dann
N N
% <fg< % fir p-fast-alle x € Fy. Es folgt
k+1

k
2B < <Y E
Nu( k) < EkGdu N 1(Ey).

Balso X = ;2 Ex mit Ey € € und p(Ex) < o0
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Aber %,U(Ekz) < A\(Eg) < %M(Ek) nach Definition der Zerlegung. Somit gilt fiir k£ € Ny

1 1
NER) = (B < [ 0du < ME) + u(Er)
k

Auf Ey ist 0 = oo p-fast-iiberall. Ist 1u(Eo) > 0, so folgt A(Ew) = 00 wegen (A— £ 1)(Es) >
0 fiir alle k. Ist dagegen pu(Fo) = 0, so folgt A(Es) = 0 aus der Voraussetzung A\ < pu. In
beiden Féllen haben wir

AMEs) = [ 6dpu
Ex

Durch Summation iiber k& € Ny U {oco} folgt insgesamt

1 1
AME)— =u(E) < | 0du < \NFE)+ —=u(E
(B) = (B) < [ 0du < NE)+ u(B),
also mit N — oo die gewiinschte Darstellung.

Sei schlieBlich nur X = [Jp2, Xj mit X; € & und pu(Xy) < oo. Einschrinkung auf
& ={ENXg : E € &} liefert MaBe g, A\, wobel pup(Xi) < oo. Wie gezeigt hat A eine
Dichte 6 beziiglich uy, die eindeutig ist bis auf Ab&nderung in einer ug-Nullmenge. Ist 6
Dichte von A beziiglich p, so folgt 0|x, = ) bis auf eine p-Nullmenge in Xj,. Dies beweist
die Eindeutigkeit von 6. Fiir die Existenz setze

k—1
0=0, auf X;\|JX;.
j=1

Wegen der Eindeutigkeit ist 0;|X; = 60; fir £ > j, bis auf eine p-Nullmenge. Die Darstel-
lungsformel ergibt sich mit k& — oo. O

Satz 5.6 (Lebesgue-Zerlegung) Seien \, u zwei o-endliche Mafe auf & C 2%. Dann gibt
es eine eindeutige Zerleqgung A = Age + Asing, wobet

Aac(E) = / Odu  absolutstetig beziiglich p,
E
Xsing(E) = MENN), wobei N eine pu-Nullmenge ist.

BEWwWEIS: Nach Voraussetzung ist v = A + p ein o-endliches Maf}, und A, 4 sind absolutstetig
beziiglich v. Mit Satz 5.5 gibt es messbare Funktionen f,g: X — [0, 00], so dass

AME) = / fdv und p(FE)= / gdv.
E E
Wéhle N = {z € X : g(z) = 0}, also u(N) = 0. Setze nun
Aac(E) = fdv  und  Agng(E) = A(ENN).
E\N

Dann ist A = A\ge + Aging nach Definition. Aus p(E) = 0 folgt g = 0 fir v-fast-alle z € E, also
v(E\N) = 0 und damit \,.(F) = 0. Dies zeigt A\qe < 11, und die Existenz der Dichte 6 folgt

35



aus Satz 5.5. Zur Eindeutigkeit: ist A = AL + AL = A2 + )2, mit zugehorigen Nullmengen

sing sing
Ny 9, s0 gilt A(N1\Ng) = A2.(N7) = 0 und daraus
Mo (B)=AMENN) =MENN NNy) =\, (E).

sing sing

O

Beispiel 5.1 Im Satz von Radon-Nikodym kann die Voraussetzung, dass p o-endlich ist,
nicht weggelassen werden. Betrachte zum Beispiel auf dem System der Borelmengen in [0, 1]
das ZahlmaB card und das Lebesguemaf £!. Es gilt

card (E) =0 < FE=04.

Also ist £! absolutstetig beziiglich card. Wire aber 6 : [0,1] — [0, o] Dichtefunktion von £*
beziiglich card, so folgt fiir beliebiges z € [0, 1]

0=LY{x}) = 6 deard = 6(x),
{=}

also # = 0 und somit £' = 0, Widerspruch.

Beispiel 5.2 Im Zerlegungssatz von Lebesgue kann auf die Vorausssetzung der o-Endlichkeit
von A nicht verzichtet werden. Betrachte dazu A = card und p = £! auf dem System der
Borelmengen in [0, 1]. Angenommen es gibt eine Zerlegung card = card,. + cardging. Sei N
die zugehorige Nullmenge. Dann gilt fiir jedes = ¢ N

cardging({z} =0 und carde.({z}) = / gdct =o.
{z}

Es folgt N = [0, 1], aber das ist keine £'-Nullmenge, Widerspruch.

Wir kommen nun zuriick zum eigentlichen Thema, ndmlich den LP-Funktionen.

Lemma 5.2 Seien 1 < p,q < oo mit % —1—5 = 1. u sei MafS auf der o-Algebra £ iiber X,
o-endlich im Fall p = oco. Dann ist die Abbildung

(512 A0 = D) Af(9) = [ Fadn
etne isometrische Injektion.

BEwEIS: Nach der Holderschen Ungleichung, Satz 5.1, gilt

IAFO < ey ll9ll Ly,

also Af € L) mit Norm [[Af| < || fllzr(u)- Es ist zu zeigen, dass [[Af|| > [|f]lLr()-
Fall 1: 1 <p < o0
Betrachte die Funktion g = sign (f)|f[P~!. Im Fall p > 1 folgt wegen (p — 1)qg = p

Af(g) = /X P = ol g
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Fiir p =1 gilt [|g|| () = 1 nach Definition, somit

Af(g) = /X Fldi = 1 Fl o gl -

Fall 2: p = o0

Sei 0 < a < ||fllzeeu), also u({|f| > a}) > 0. Nach Voraussetzung ist X = (J;—; X} mit
Xj € & und p(Xy) < oo. Sei Xi o = X N{|f| > a}. Dann ist (X o) > 0 fiir £ hinreichend
grof}, und mit g = Xx, sign (f) folgt

Af(g) = / Fldu > au(Xea) = allglii .

s

Es folgt ||Af[| > , und somit [[Af[| > [|f[| zec(,)- O

Lemma 5.3 Sei p Maf auf der o-Algebra € iiber X, und % + % =1. Ist f € L*(p) mit

/ fodp < |[Yllpaqy  fiir alle endlichen Treppenfunktionen 1,
X

so folgt || fllze(uy < 1.

Vorbemerkung. Zu f > 0 messbar gibt es eine monoton wachsende Folge von Treppenfunk-
tionen fr > 0 mit fr ' f punktweise auf X. Zum Beispiel setze fo = 0 und fiir k£ > 1

fri—1(x) sonst.

Fi(z) = {fk—l(x) +% falls fr_1(z) _|_% < f(w)

Die Folge fi ist monoton wachsend mit fp(z) < f(z) fir alle k, insbesondere gilt
limgo0 fe(x) < f(2). Ist f(z) = oo, so folgt fe(x) = Y511 = oo Ist f(z) < oo,

i
so tritt fiir unendlich viele k die zweite Alternative fr_1(z) + + > f(z) ein, somit gilt

limg 00 fr(2) = f(2).

BEWEIS: (von Lemma 5.3) Sei ¢ > 0 eine Folge von Treppenfunktionen mit ¢r 7 |f]
punktweise auf X. Da ||pgllpiy < [[fllz1m < oo, haben die Niveaumengen {¢, = s}
endliches Ma8, und damit hat ¢ auch endliche LP-Norm fiir alle p € [1, o0].

Fall 1: 1 <p,q< o0
Die Funktion ) = cpiil sign (f) ist Treppenfunktion mit

||¢k|’m<u>=</x!s0k|”du)q und /qu/;dﬂz/xulwildu-

Aus der Definition der ¢; und der Voraussetzung ergibt sich

1
/@iduﬁ/ \flwi_ldué(/ soﬁdu>q,
X X X

und damit ||¢g||zr(,) < 1. Mit monotoner Konvergenz folgt fiir & — oo die Behauptung.
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Fall 2: p=1,g=
Wihle ¢ = sign (f). Dann gilt

[llpegy =1 und /X Fodu =11l o,

also || f|[z1(,) < 1 nach Voraussetzung.

Fall 3: p=o00,q¢=1
Sei s > 0 mit pu({[f] > s}) > 0. Mit ¢ = X554} sign (f) gilt

Il = w({f] > s})  und /X Fobdp = /{|f>}!f!du>su({f\>8})-

Es folgt su({|f| > s}) < u({|f| > s}), also s < 1, das heif3t || f||poc(u) < 1. O

Satz 5.7 (LP-L9-Dualitét) Seil < g < oo, und u sei Maf auf X, o-endlich im Fall g = 1.
Mit % + % =1 ist die Abbildung

Ax LP(u) = Li(n), Af(g) = /X fodu,

eine surjektive Isometrie.

Der wesentliche Punkt ist die Surjektivitéit: zu jedem ¢ € LI(u) gibt es ein f € LP(u) mit

blg) = /X fodu fiir alle g € L9(p).

BEWEIS: Zu zeigen ist nur nur noch die Surjektivitit, vgl. Lemma 5.2. Sei ¢ € L(u)" gegeben,
ohne Einschrankung mit ||¢|| = 1. Wir betrachten erst den Fall ;(X) < oco. Fiir E messbar
gilt dann [|x g La(u) = w(E)/1 < 0o, also kénnen wir setzen

AME) =¢(xg) fiir £ C X messbar.

Ist £ = U?il E; disjunkte Vereinigung, so berechnen wir mit monotoner Konvergenz

13w g = [ ISl = [ 3w =" (B,
=k X =k X j=k i=k

Wegen 372, u(Ej) = u(E) < oo konvergiert die Reihe 3772, xpg; in L(u), und aus der
Stetigkeit von ¢ folgt

o)

MU E) =03 xe) =3 6lx) = 3 AE)
j=1 Jj=1 ’

J=1 J=1

Nach dem Satz von Radon-Nikodym, Satz 5.5, existiert eine Funktion f € L!(u) mit
o(xg) = / fdu= / fxedyp fiir alle messbaren £ C X.
E X
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Die Integrierbarkeit von f folgt dabei mit £ = X. Fiir Treppenfunktionen ¢ gilt weiter

[;wwu=¢wosnwmqm

also gilt [|f[|zr(u) < 1 nach Lemma 5.3. Aber fiir ¢ < oo sind Treppenfunktionen dicht in
L%(p). Durch Approximation folgt nun

¢@=Amw fir alle g € L9(y).

Im Fall (X)) < oo ist der Satz damit bewiesen.

Sei nun X = [Jpo; X} mit X € £ und p(Xy) < oo fiir alle k. Betrachte die Mafle
pr(E) = p(E N Xy) auf €. Wir haben die isometrische Einbettung

L (pk) = LU (), 9 = Xx, 9-

Fiir die linearen Funktionale ¢y : LI(pur) — R, ¢r(g) = ‘Z’(Xxk g), gilt damit

19%(9)] < 01| lIxx, 9ll Loy = NgllLagur)-
=1

Wie bewiesen gibt es fi € LP(uy) mit || fi|lpr(y,) < 1 und

or(g) = /kagduk = /kagxxk dp  fiir alle g € L ().

Es folgt [|frllzr(ux,) = Ifkllor(u,) < 1. Fiir I > k gilt wegen Eindeutigkeit f; = fi, auf Xj
p-fast-iiberall. Wir definieren nun

fi=/fr auf Xx\Xx_1 (wobei Xy =0).
Dann ist || f|[zr(,) < 1, und fiir g € L9(p) folgt wegen x, g = g in L9(p)
¢(g) = lim ¢(xy, 9) = lim / Traxx, dp = / fgdp.

—00 k—oo Jx X

SchlieBlich zeigen wir, dass die Vorausssetzung der o-Endlichkeit im Fall 1 < ¢ < oo unnétig
ist. Fiir £ C X o-endlich sei fg € LP(u) mit fp =0 auf X\E, so dass gilt

o9) = [ frgdu i alle g € L1(y),

Die Existenz von fg folgt analog zu den f; oben. Fiir F C E’ gilt, wieder wegen der Eindeu-
tigkeit, fp = fp p-fast-iiberall auf E. Setze nun

NE) = [ 1fsl due.
X
Es folgt A(E) < 1 sowie A(E) < A\(E') fir E C E'. Wihle Ey C Ey C ... o-endlich mit

A Eg) — sup{A(F) : E o-endlich} =: L.
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Dann ist Y = (J,—; Ex ebenfalls o-endlich, und es folgt fiir jedes o-endliche E C X

L= lim AM(Ey) < X\Y)<L.
k—o00
Ist Y C E mit E o-endlich, so folgt frp = fy p-fast-iiberall auf Y, insbesondere

J el au=xE) <30 = [ A da= [ 1fe dn,

das heifit fr = fy p-fast-iiberall auf X. Wir zeigen nun, dass ¢ durch fy dargestellt wird.
Fiir g € L) gilt

o 1 . 1
{lg| >0} = kL_Jl {lg] > %} wobei p({|g] > %}) < kgl T,y < o0

Somit ist E = {|g| > 0} o-endlich, und damit auch Y U E. Wir erhalten

g)Z/Xngduz/Xfygdu-

Beispiel 5.3 Sei I = [0, 1]. Die Projektion auf die fast-iiberall Aquivalenzklasse

(€D N -lloory) = (L), Nz ),

ist isometrisch und identifiziert C°(I) mit einem abgeschlossenen, echten Unterraum von
L>®(I). Nach Hahn-Banach, Folgerung 3.1, gibt es ein ¢ € L>(I)' mit ¢ = 0 auf C°(I), aber
4|l = 1. Angenommen es gibt ein f € L'([0,1]) mit

= / fgdc'  fiir alle g € L°°(I),
I

also insbesondere

0= / fgdct  fir alle g € CO(I).
I

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung impliziert dann f = 0 fast iiberall auf I, also
¢ = 0, ein Widerspruch. Dies zeigt

L) z L>=(I).

6 Der Dualraum von CY(X)

Im vorigen Kapitel haben wir die Dualrdume von L?(u) bestimmt. Dabei ging es um Mafie auf
einem abstrakten Mafiraum, der Fall ¢ = oo war ausgeschlossen. Unser Hauptziel ist jetzt die
Charakterisierung des Dualraums von CY(X), wobei X ein kompakter metrischer Raum ist.
Als erstes ergibt sich die Frage, wie die metrische Struktur und die Mafitheorie zusammen-
gehen. Ein zentraler Begriff ist dabei das System der Borelmengen: dies ist der Durchschnitt
aller o-Algebren, die die offenen Mengen enthalten. Einige der folgenden Uberlegungen sind
im Fall des Lebesguemafles bereits wohlbekannt.
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Definition 6.1 Fin dufieres Maf p auf X heifst Borelreguldr, wenn gilt:
(1) Jede Borelmenge B C X st pi-messbar.
(2) Zu jedem S C X gibt es eine Borelmenge B D S mit u(B) = p(S).

Das Maf heifst Radonmaf, wenn zusditzlich p(K) < oo fiir alle kompakten K C X.

Lemma 6.1 Sei u Borelreguldres Maf$ auf X und E C X. Das MafS (u E)(S) = u(SNE)
st ebenfalls Borelregulir, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

(1) E ist Borelmenge
(2) E ist o-endlich, das heifit E = \J;2, E; fir p-messbare Ej mit p(Ej) < oo.

BeEwEIs: Wir zeigen erst, dass jede Borelmenge B messbar ist beziiglich p . Es gilt

(e E)(S) = wENS)

= p((ENnS)NB) +u((ENS)\B)
w(EN(SNB))+p(EN(S\B))

(L E)(SN B) + (pE)(S\B).

Eigenschaft (2) aus Definition 6.1 zeigen wir fiir . E' in drei Féllen:

Fall 1: Sei E Borelmenge. Wiahle zu S C X eine Borelmenge By D E N S mit
w(B1) = p(ENS). Dann ist B = By U (X\E) Borel mit B D S und es gilt

(n-E)(B) = u(E N B1) < u(B1) = (n-E)(S).

Fall 2: Sei E p-messbar mit pu(F) < co. Wahle B O E Borel mit p(B) = pu(E). Wir zeigen
uLE = p B, die Behauptung folgt dann aus Fall 1. Fir S C X gilt

(B)(S) = w(BNS) < p(ENS) + w(B\E) = p(ENS) + n(B) — p(E) = (uE)(S).
Fall 3: Sei E = (J;2, Fj mit Ej; p-messbar und u(E;) < oo. Wir kénnen By C By C .
annehmen. Wie gezelgt glbt es zu S C X Borelmengen B; D S mit u E;(Bj) = ,uLE](S).
Dann ist B = (;2; Bj Borel mit B 5 S, und es gilt

u E(B) = hm w(E; N B) < limsup u(E; N Bj) < limsup p(E; NS) < (ueE)(S).

]—)OO j—)OO

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Satz 6.1 (Caratheodory-Kriterium) Sei u dufleres MafS auf dem metrischen Raum
(X, d) mit folgender Eigenschaft:

ABCX,dist(4,B)>0 = pu(AUB)=pu(A)+ u(B).

Dann sind alle Borelmengen p-messbar.
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BEWEIS: Wir zeigen dass jede abgeschlossene Menge C' C X messbar ist, dass also gilt:
w(S) > u(SNC)+ p(S\C) firalle S C X.

Natiirlich kénnen wir dazu z(S) < co annehmen. Setze Cy, = {z € X : dist (z,C) < 4} fiir
k € N. Wegen dist (SN C, S\Cx) > 1 > 0 gilt nach Voraussetzung

u(S N C) -+ u(S\Cr) = u((S N O)U (S\Cr)) < u(S).
Es reicht also aus zu zeigen
(6.13) pS\C) = lim p(S\Cy).

Die Folge S\C}, ist aufsteigend mit S\C' = |Jy—; S\Ck. Allerdings folgt (6.13) daraus nicht
direkt, denn die Mengen sind eventuell nicht messbar. Betrachte

}.

Da C abgeschlossen, gilt fiir k£ € N die Darstellung S\C = S\C} U U;’ik Sj, und es folgt

1
— [ — 3 <
Sk_{a:GS A 1<dlst(x,C)

=

u(S\C) < u(S\Cr) + ) u(S;).
j=Fk

Also reicht es zu zeigen, dass die Reihe > 22, 1u(S;) konvergiert. Aber es gilt

1 1
- —=>0 firj>i+2.

] Q) >
dist (S;, S5) > 1]

Durch Induktion erhalten wir aus der Voraussetzung

N N
ZM(S%) = M( U SQi) < u(S) < o0,
i=1 i=1
N N
ZM(SQi—l) = M( U SQz‘—l) < u(S) < oo.
i1 i=1
Damit ist der Satz gezeigt. O

Die folgende Approximationseigenschaft ist fiir u = £™ wohlbekannt.

Satz 6.2 (Approximationssatz) Sei p ein Borelregulires MafS auf (X,d). Es gebe eine
Ausschopfung X = U;2, X;j mit Xj offen und u(X;) < oo. Dann gilt:

(1) u(A) = iancUoﬁen'u(U) fir alle A C X.

(2) u(A) = inf (C)  fiir alle messbaren A C X.

ccA abgeschlossen H
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BEWEIS: Wir zeigen (1) erst im Fall u(X) < oo, und zwar behaupten wir
A={AC X :ABorel, (1) gilt} ist die Borelalgebra.

Mit Definition 6.1(2) folgt daraus (1) fir alle Mengen A. Wir zeigen nun, dass A unter
abzdhlbaren Durchschnitten und Vereinigungen abgeschlossen ist. Seien A; € A. Dann gibt
es U; D A; offen mit

w(Uj\A;j) = w(Uj) — p(Aj) < 277e.

Links wurde A; messbar verwendet. Es folgt
n(VU) =n(()A4) =e((YUANA) <u(JUNA) <e
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

Nun gilt limkﬁoou(ﬂle Uj) = n( 52, Uj), wobei pu(X) < oo benutzt wird. Zu e > 0 gibt

=1
es also ein k£ € N mit
[oe)

Q<)o)

Das beweist (72, A; € A. Weiter folgt

[_j M(GUj\DAj)ZM(DUJ UU\A >M©

C8

u
1

J

Also ist auch [J32 —1 Aj € A. Es ist nicht direkt klar, dass A abgeschlossen unter der Bildung
von Komplementmengen ist. Wir kénnen uns aber mit einem Trick behelfen: das System A’ =
{A e A: X\A € A} ist abgeschlossen unter Komplementbildung, und auch abgeschlossen
unter abzihlbaren Vereingungen wegen X\ J;Z, A; = (\;2; X\A;. Ferner enthilt A" die
offenen Mengen, denn fiir C' C X abgeschlossen gilt

C= ﬂ{weX dist (z,C) > }EA
J=1
Somit ist A, und damit auch A, die Borelalgebra. Im Fall u(X) < oo ist (1) bewiesen.
Sei nun X = (J;Z; X; mit X; offen und p(X;) < oo. Nach Lemma 6.1 ist dann pX;
Borelregulér. Wie bewiesen gibt es zu ¢ > 0 demnach U; D A offen mit
(1 X;5)(U;) < (peX5) (A7) +277¢.
Wir kénnen wieder A Borel annehmen, insbesondere ist A messbar beziiglich . X; und
(1 X)) (UNA) = (X)) (U;) — (1 X,) (A) < 27,

Daraus folgt

o0

p(|JU;n X))

7j=1

p(JWynX)nA) +u(| U nX)\A)
j=1 j=1

= u(A) +p UX N (U\A))
7=1

IN

n(A) +e.
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Damit ist Behauptung (1) allgemein bewiesen.

Wir kommen nun zu (2), erst im Fall u(X) < oo. Nach (1) gibt es zu € > 0 ein
U D X\ A offen mit p(U) < u(X\A) +e. Dann ist C = X\U C A abgeschlossen, und es folgt

p(C) = p(X\U) = p(X) — p(U) > p(X) — p(X\A) —e = p(4) —e.

Im letzten Schritt wurde die Messbarkeit von A benutzt. Ist nur X = Ujoil X; mit X, offen,
pu(X;) < oo, so gibt es C; C A abgeschlossen mit pu X;(Cj) > pcX;(A) —e. Wir konnen
C7 C Cs C ... annehmen. Es folgt

p(A) = lim pu(X; NA) < lim p(C)) +e.

Jj—o0 Jj—ro0
Also gilt (2) auch in diesem Fall. O

AD jetzt setzen wir voraus, dass Abstandskugeln in (X, d) relativ kompakt sind:

(6.14) Fiir alle x € X, 0> 0 ist By(z) ={y € X : d(x,y) < o} kompakt.

Im Euklidischen Raum R ist das natiirlich erfiillt, ebenso in abgeschlossenen Teilmengen des
R”. Es gilt folgende Version von Satz 6.2.

Folgerung 6.1 Sei X metrischer Raum mit (6.14). Dann gilt fir ein Radonmafl p auf X
(1) u(A) =inf, oﬂen“(U) fir alle A C X.

(2) u(A) =supy 4, k:ompakt“(K) fiir alle A C X messbar.

Beweis: Da p RadonmaB, gilt u(By(7)) < 0o. Wegen X = (J32, B;(0) folgt Aussage (1) aus

Satz 6.2. Fiir C C X abgeschlossen ist C'N B;(0) kompakt und lim;_, #(C N B;(0)) = pu(C).
Aussage (2) folgt wieder mit Satz 6.2. O

Wir kommen jetzt zu dem Darstellungsproblem. Sei 1 ein Radonmaf} auf (X, d) und n: X —
R* sei p-messbar mit |n(z)| = 1 fiir p-fast-alle 2 € X. Betrachte die Linearform

(6.15) 61 CUXRY) >R 0(1) = [ (o dn
Die Standardabschétzung des Integrals durch das Supremum der Funktion ergibt

(6.16) [o(f)] < C(K) [ flloox) fiir spt f C K.

Die Abschitzung gilt hier mit C(K) = u(K) < co. Das bedeutet: fiir jedes kompakte K ist
die Linearform ¢ stetig auf dem Unterraum der Funktionen f € C%(X) mit Triger in K.
Ist zum Beispiel X selbst kompakt, so ist ¢ stetig auf ganz C°(X). Eine Linearform ¢ mit
(6.16) nennen wir ein lineares Funktional auf C%(X). Wir wollen beweisen, dass jedes lineare
Funktional ¢ auf CY(X) eine Darstellung wie in (6.15) hat. Das Maf§ x ist dabei wie folgt.

Definition 6.2 Sei ¢ : C?(X,RF) — R lineares Funktional, also mit (6.16). Definiere das
zugehorige Variationsmaf |¢| : 2% — [0, 00] in zwei Schritten:
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(1) [¢l(U) = sup{o(f) : |f| <1, spt f C U} fiir U offen,
(2) |¢|(F) =inf{|p|(U) : U D E, U offen} fiir E beliebig.
Die Schritte sind konsistent, denn in (1) hat man |p|(U) < |¢|(V) fir U C V.

Satz 6.3 (vom Variationsmafl) Das Variationsmaf |¢| ist ein Radonmaf.

BEWEIS:

Schritt 1: |¢| ist ein duferes Maps.

Fiir U = () ist nur die Nullfunktion in Definition 6.2(1) zuléssig, also ist |¢[(0)) = 0. Seien Uj,
j €N, offen und f € C9(X) mit |f| <1 und spt f C U(;il U;. Nach Heine-Borel gilt

N
spt f C UU]- fiir ein N € N.
j=1

Wiihle eine untergeordnete Teilung der Eins x; € CO(X):

N
spt x; CU; und ij =1 auf spt f.
j=1

Fiir f; = x;f € C2(X,R¥) ist spt f; C Uj, sowie |fj| <1 und f = Z;Vﬂ ;. Also folgt
N

N 00
O(f) =D o(F) <D 16lU;) <D 18l(U;).
i=1 j=1

J=1

Bilden wir das Supremum {iiber alle solche Funktionen f, so folgt

1L ) <D 1el(W)).
j=1 j=1

Sei nun £ C (J2, Ej mit E, E; beliebig. Wéhle zu e > 0 offene U; D Ej; mit [¢|(U;) <
|¢|(E;) + 27 7¢; dies geht nach Definition 6.2. Es folgt E C U721 Uj und weiter

o0

6(B) < Igl(|J U5) < D 161(U) <D 1¢1(E)) + e
i=1 i=1

j=1

Mit e N\ 0 folgt die Subadditivitit von |¢|.

Schritt 2: Borelmengen sind |¢|-messbar.
Das zeigen wir mit Caratheodory. Seien A, B C X mit dist (A4, B) > 0. Zu zeigen ist

|6|(W) > |9|(A) + |¢|(B) fiir alle offenen W D (AU B).

Fiir § > 0 hinreichend klein sind U = Bs(A) N W und V = Bs(B) N W disjunkt. Seien f,g €
CY(X,R¥) mit spt f C U, spt g C V und |f|,|g| < 1, so gilt spt (f +g) C (spt fUspt g) C W
und |f + g| <1 auf ganz X. Es folgt

o(f) + ¢(9) = o(f +9) < [o|(W).
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Durch Bilden des Supremums iiber alle f, g ergibt sich

91(A) +[6(B) < [¢](U) + [¢|(V) < |o|(W).

Schritt 3: Konstruktion der Borelhiille und Endlichkeit auf kompakten Mengen.
Fir E C X mit |¢|(E) < oo wihle offene U; D E mit [¢|(U;) < |¢|(E) + %, ohne Ein-
schrankung sei Uy D Uy D .... Dann ist B = ﬂ(;il U; D E Borelmenge mit

BI(B) < lim |9I(U)) = [¢](E)

Somit ist |¢| Borelregulér. Ist schliefllich K kompakt, so gibt es nach Voraussetzung U D K
offen mit U kompakt, also nach Voraussetzung (6.14)

|9|(K) < |¢|(U) < C(U) < oo.

O

Erginzung. Wir wollen noch die Teilung der Eins konstruieren. Sei K C X kompakt, K C
Uisea Ux mit Uy, offen. Zu x € K bestimme r(z) > 0 und A(z) € A mit

BQT([L’) (l‘) - U)\(m) .

Nach Heine-Borel ist K C Ujvzl B, () mit 7; = r(z;). Wahle x; € CJ(X) nichtnegativ mit

__J1 auf By (z))
X o auf X\Ba,, (z;).

Setze x = Zjvzl X;- Dann gilt x > 1 auf K, also x > % auf einer offenen Umgebung U von
K. Wihle n € C%(X) mit spt n C U und 7| = 1, und setze schlielich

Xj = nX;j/x € C(X).
Nach Konstruktion ist dann spt x; C Ba; (@) C Uy(g;), und Zjvzl x;j =1 auf K.
Unser Ziel ist folgendes Darstellungsresultat.

Satz 6.4 (Darstellungsatz von Riesz) Sei (X, d) metrischer Raum mit (6.14). Dann gibt
es zu jedem linearen Funktional ¢ auf CO(X,R¥) ein Radonmaf pn und eine u-messbare Funk-
tion 1 : X — RF mit |n(x)| = 1 fir p-fast-alle x € X, so dass gilt

(617 o) = [ (foydn for alle f € CCXRE)

X
Das Paar u,n ist eindeutig bestimmt, und es ist p = |¢| das Variationsmaf.
Wir brauchen zum Beweis folgendes Approximationsresultat.

Satz 6.5 (Lusin) Seiu ein Radonmaf$ auf (X, d), und A C X mit u(A) < co. Istg: X - R
messbar, so gibt es ein § € CO(X) mit

p{r € A:g(z) #g9(x)}) <e  und  [|gllcox)y < sup g()].
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Wir werden das spéter beweisen, und nun den Darstellungssatz angehen.

BEWEIS: (Eindeutigkeit) Sei A, ¢ auch mit mit der Darstellungseigenschaft, das heifit
o(f) =/<f,<> d\ fiir alle f € CO(X,R¥).
X

Ist spt f C U und |f| < 1, so folgt ¢(f) < A(U) und hieraus p(U) = |¢|(U) < A(U). Mit
Folgerung 6.1(1) haben wir p < A. Sei andererseits K C X kompakt. Zu U D K offen mit U
kompakt und zu € > 0 gibt es nach Lusin ein ¢ € C°(X,R¥), so dass gilt:

ME) <emit E={zeU:{(x) #{(x)} wd |[|{[cocx)< Slelgm <1

Satz 6.5 liefert ]@| < 1 fiir jede Komponente, man kann ¢ dann noch auf die Einheitskugel
projizieren. Withle y € C2(X), 0 < x < 1, mit spt x C U und x = 1 auf K. Schiitze dann ab

W) > ¢(x0) (Definition von u(U7) = |4](17))
- / (G C) dA
U
/dex—/Ux«c,o—l)dA

> MNK)—2)E)
> AMK) — 2e.

Mit € \, 0 und U N\, K folgt pu(K) > A(K), somit 4 = X auf Borelmengen nach Folgerung
6.1(2). Zu E C X gibt es B, B’ D E Borel mit u(B) = u(E) und A(B") = A(E). Wir kénnen
B = B’ annehmen, sonst gehe iiber zu BN B'. Es folgt u(E) = A\(E) allgemein.

Sei nun v € R¥ fest. Fiir alle f € C%(X) ist dann fv € CY(X,R¥), also gilt
[ tomdn= [ (po.ran g atie 1 € C2x).
b'e X
CY(X) ist dicht in L'(p)', und beide Seiten sind stetig unter L!(u)-Konvergenz. Es folgt
[ twmdn= [ fo.cran s alle € L),
X X
Die Funktionen (v,7), (v,¢) € L>(u) stellen also dasselbe lineare Funktional in L!(x)" dar,
und sind damit u-fast-iiberall gleich nach Lemma 5.2. ¢ muss dabei o-endlich sein, das ist

erfiillt wegen (6.14). Indem wir fiir v die Standardvektoren des R* wihlen, folgt ¢ = n u-fast-
iiberall auf X. O

BEWEIS: Ezistenz: Wir wihlen p = |¢|, das Variationsma$. Fiir v € R¥, |v| = 1, sei

¢y 1 CI(X) = R, ¢u(f) = ¢(fv).

1 Aufgabe 1, Serie 9
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Wir wollen zeigen, dass ¢, als stetiges lineares Funktional auf L'(p) fortgesetzt werden kann.
Dann erhalten wir die Komponente von 7 beziiglich v aus der Dualitit L(u)’ = L>(u). Um
¢, abzuschétzen, betrachten wir das Funktional

¢ CUX,RY) = Ry, o(f) = sup{o(g) : g € CIX,R¥), |g] < f}.
Es gilt
(6.18) u(U) = sup{eo(x) : x € C(X,R), spt x C U, x < 1}.
Denn ist g € C%(X,R*) mit spt g C U und |g| < 1, so folgt
#(9) < @(lgl) < sup{e(x) : x € CJ(X,R), spt x C U, x < 1}.
Ist andererseits y € CY(X, Rar ) gegeben mit x < 1, so folgt
p(x) = sup{g(9) : g € CL(X,R"), |g| < x} < (V).
Behauptung 1: ¢ ist halblineares Funktional auf C?(X), das heift

elaf) = ap(f) fir feCHX,R)), a>0,
o(fi+f2) = o(fi)+e(f) fir fize CUX,RY).

BEWEIS: Die erste Zeile gilt nach Definition. Fiir die zweite wihle g1o € CO(X,RF) mit
lg:| < fi und ¢(gi) > ¢(fi) — e. Es folgt, bei geigneter Wahl des Vorzeichens,

o(f1) + ¢(f2) — 2 < |d(g1)| + [6(92)] = [6(91 £ g2)| < (1 + fa)-

Fiir die umgekehrte Ungleichung sei g € C9(X, R¥) mit |g| < fi + fo. Betrachte dann

{f1ﬁf29 falls f1 + fo > 0,
gi =
0 sonst.

Es folgt |gi| < fi, insbesondere g; € C2(X,RF). Wegen g = g1 + go folgt
[9(9)] < lp(g1)] + [¢(g2)| < (f1) + @ (f2),
und hieraus ¢(f1 + f2) < @(f1) + ¢(f2).

Behauptung 2: Es gilt ¢(f) = [y fdpu fiir alle f € CO(X,R]).
BEwEIs: Wihle zu € > 0 Zwischenwerte 0 =ty < ... < ty < oo mit

ti—tiq| <e, ty>maxf und p(f{t;}) =0 fir i=1,...,N.

Dies ist moglich, denn die Menge der ¢ > 0 mit u( fHt}) > 0 ist abzihlbar wegen
p(spt f) < oo. Wir setzen U; = f~1(t;_1,t;) fiir i = 1,..., N; diese Mengen sind offen.

Abschitzung von ¢(f) nach unten:
Seien x; € C2(X,R}) mit spt x; C Us, x; < 1 fiir i = 1,..., N. Dann gilt Zfil i < f.

Nach Definition ist ¢ monoton, also haben wir

th 19(xi) = (th 1X1> < o(f)-

48



Bilde das Supremum iiber die x;. Mit (6.18) folgt Efil ti—1(U;) < o(f), und weiter

N N
[ Fan < Yt £ Y (tis + () < (1) + 2nlopt )
=1 =1

Abschitzung von ¢(f) nach oben:
Fiir i =1,..., N wihle V; D U; U f~1({t;}) offen mit (Vi) < u(U;)+ 5. Es gibt x; € C2(V;)
mit spt x; C V;, 0 < x; < 1lund x; = 1 auf U;Uf~1({;}). Es folgt f < Zf\;l t;x; und hieraus

N
p(f) < D tivlx)
i=1

N
< ) (ticr+e)u(Vi) (nach (6.18))
i=1
N
< )t + o) () + ;) +e(u() + %)
=2

< [ £duentopt 1)+ el fleos) + Ce.
Mit € N\, 0 in beiden Abschitzungen folgt Behauptung 2.

Beweis des Satzes: Fiir f € C?(X) haben wir ¢,(f) = ¢o(f1) — ¢ (f7), also

r¢vuv\sr¢vu*>r—|¢xf>\394f+>+«xf>::[;fdu.

Da C9(X) dicht in L'(u)'® hat ¢, eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung als lineares
Funktional auf L!(11). Nach Satz 5.7 gibt es eine Funktion 7, € L (u) mit

0u(£) = [ frdu firale £ € 1o

Wiihle fiir v die Standardvektoren e; € RF und setze

k
n:X >R = Zneiei.
i=1

Dann folgt fiir g € C9(X,RF)

k k
3(9) = be,lgi) = / GiMle; dpt = / (g,m) dp.
i=1 i=1 7% X
Wir zeigen noch |n| = 1 p-fast-tiberall: betrachte i = pc|n| und

o fn@)/In(z)] - falls n(z) # 0,
le) = {0 falls n(x) = 0.

15 Aufgabe 1, Serie 9
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Es folgt |77(z)| = 1 fiir ji-fast-alle z € X, und

¢@=A@mmzé@mwwzé@mm

Das Paar f1, 7 hat also die gewiinschte Darstellungseigenschaft, womit die Existenz bewiesen
ist. O

Jetzt tragen wir den Beweis des Satzes von Lusin nach. Dazu verwenden wir das

Lemma 6.2 (von Tietze) Sei (X,d) metrischer Raum. Ist C C X abgeschlossen und f :
C — R stetig, so gibt es eine Fortsetzung f € CO(X) mit || f]lco(x) = supec | f ()]

BEwEIS: OBdA 1 < f < 2, sonst betrachte 2 + %arctan f- Definiere die Fortsetzung durch

G d(z,y)
f(z) = ;ggf(y)d(% 0)

falls x € X\C, bzw. dquivalent d(z,C) > 0.

Dann ist inf f < f < sup f: die untere Abschitzung folgt aus d(z,y)/d(x,C) < 1, die obere
Abschétzung ergibt sich durch Wahl von y € C mit d(z,y) < (14 ¢)d(z,C). Wir zeigen die
Stetigkeit erst im Fall zg € C'. Sei z € Bs(x)\C und y € C mit d(x,y) < (1 + a)d(x,C);
dabei sei a € (0, 1]. Dann gilt

d(zo,y) < d(zo,x) +d(z,y) < d(zo,z) + (1 + a)d(z,C) < (24 a)d(xg, z) < 36.
Mit £(0) = supy,_z,(<s |f(y) — f(z0)| folgt die Abschitzung

d(z,y)
d(z,C)

(o) —e(38) < f(y) < (14 a)f(zo) + 26(39).

Fiir d(z,y) > 2d(xz,C) haben wir die triviale Abschitzung

d(z,y)
d(z,C)

/() > 2inf f > f(x).

Mit « = 1 ergibt sich insgesamt die untere Abschéitzung

f(x) > f(zo) —e(38) — f(zo) mit d 0.

Andererseits gibt es zu jedem o > 0 Punkte y € C mit d(z,y) < (1 + a)d(z,C), und mit
a N\, 0 folgt die obere Abschitzung

f(x) < f(zo) +2e(30) — f(xo) mit § 0.

Auf X\C folgt die Stetigkeit leicht mit der Dreiecksungleichung: Wegen 1 < f < 2 gilt

inf f(y)d(z1,y) < inf f(y)d(z2,y) + 2d(21, z2).
yeC yeC

Also ist inf,ec f(y)d(z,y) (Lipschitz-)stetig auf X\C. Dasselbe gilt fiir d(x,C), somit ist f
als Quotient von stetigen Funktionen stetig auf X\C. O
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BEWEIS: (von Satz 6.5) Betrachte die Mengen

k
Aj,k:{xEA:ESf(x)<

kE+1
7+ } firjeNkeZ

J
Da A Radonma$, gibt es zu € > 0 kompakte Mengen K, C Ajj mit u(A;x\Kjr) <
2-7-Iklg /3. Es folgt

N [e's)

]\}i_{noo,u< U i) = A\ G Kip) < > 27 ez —o7ie,

k=—N k=—o00 k=—00

Fiir hinreichend groies N; € N gilt dann mit K; = Ugi N, K auch pu(Kj) < 277¢. Fir
K= ﬂjoil K]' folgt
[e.e]

pAK) < (| AVK;) <D pANK;) <e.
j=1

Jj=1

Betrachte nun die Funktionen f; : A = R, fj(x) = % fur z € A; . Aus Kompaktheitsgriinden
haben die K C Ajj positiven Abstand, somit ist f; lokal konstant (insbesondere stetig)
auf K; O K. Aber |f(z) — fj(z)| < % — 0 mit j — oo. Als gleichméfiger Grenzwert ist damit
flx stetig. Mit der Fortsetzung nach Lemma 6.2 folgt nun die Behauptung. O

7 Schwache Konvergenz

Betrachte eine Folge (xj)reny im Folgenraum ¢P(R) mit ||z, < 1 fir alle k. Wie schon
festgestellt, existiert im allgemeinen keine Teilfolge, die beziiglich der Norm || ||, konvergiert.
Das bekannte Beispiel ist die Folge a% = &;z, mit ||z — x|, = 21/P fiir k # 1. Andererseits ist
jede Folge (z%)ren beschriinkt, genauer ist [2%| < 1. Mit einem Diagonalverfahren finden wir
dann eine Teilfolge, so dass nach Umnummerierung gilt: z% := limj_ o gr:}C existiert fiir alle
i € N. Es folgt dann

N ‘ 1 N ' 1
(Z |xz|p> P = klirn (Z \xﬂp)p < liminf ||z ||,
P —00 P k—ro0

Mit z = (2%);en gilt also [|z], < liminfy_,o [|zk|l, < 1, insbesondere ist x € ¢P(R). Obwohl

die Folge in /P(R) im allgemeinen nicht konvergiert, erhalten wir einen geeigneten Grenzwert
mittels koordinatenweise Konvergenz. Das Konzept des schwachen Grenzwerts verallgemei-
nert diese Situation.

Definition 7.1 (schwache Grenzwerte) Sei X ein Banachraum.

(1) Die Folge xy, € X konvergiert schwach gegen x € X (x — x), falls gilt:

d(zr) — ¢(x) fiir alle p € X'.

(2) Sei X Dualraum von'Y, also X =Y'. Die Folge p € X konvergiert schwach* gegen
0 e X (pr =), genau wenn (y) — @(y) fir alley €Y.
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Schwachx Konvergenz ist einfach punktweise Konvergenz der (linearen) Funktionen ¢y : Y —
R.

Beispiel 7.1 Sei 1 < p < oo und % + % = 1. Dann gilt:

(7.19) fr — f schwach in LP(p) < / frgdy — / fgdup  fiir alle g € LI(p).
X X

Dies folgt aus der LP-L?-Dualitét, siehe Satz 5.7. Im Fall p = 1 muss vorausgesetzt werden,
dass p o-endlich ist.

Beispiel 7.2 Sei 1 < p < oo und ]% + % = 1. Dann gilt:

(7.20) fr — f schwachx in LP(u) < / fegdp — / fgdup  fir alle g € Li(p).
b's X

Dies folgt wieder aus der LP-L?-Dualitét, siehe Satz 5.7. Im Fall p = co muss vorausgesetzt
werden, dass p o-endlich ist. Im Fall 1 < p < oo stimmen die schwache und die schwachx-
Konvergenz also iiberein.

Beispiel 7.3 Sei (X, d) metrischer Raum mit kompakten Abstandskugeln. Fiir lineare Funk-
tionale auf C?(X) ist dann die schwachx-Konvergenz definiert:

ér — ¢ schwachx in CY(X) < ¢n(f) = o(f) fiir alle f € CY(X).

Sind p, 4 RadonmaBe auf X, so kénnen sie als (nichtnegative) lineare Funktionale auf C2(X)
aufgefasst werden. Damit ergibt sich folgender Konvergenzbegriff:

(7.21) ue — b schwach < / fdug — / fdu fiir alle f € CO(X).
X X

Die Bezeichnungen sind nicht einheitlich, in der Wahrscheinlichkeitstheorie wird dies als vage
Konvergenz bezeichnet. Man spricht auch von Konvergenz im Sinne von Radonmaflen.

Satz 7.1 (schwache Konvergenz von Radonmaflen) Sei (X,d) metrischer Raum mit
(6.14). Fir Radonmafe py, 1 sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) pr — p schwach als Radonmafse

(2) w(U) <liminfy_, o pui(U) fiir alle U C X offen,
w(K) > limsupy,_, o, pr(K) fir alle K C X kompakt.

(3) w(B) = limg_00 ux(B) fiir jede beschrinkte Borelmenge B mit (0B) = 0.

BEWEIS: (1) =(2): Sei U offen. Fiir K C U kompakt und y € CO(X) mit 0 < x <1, x =1
auf K, spt x C U gilt

1K) S/ xdp = lim xdp, <liminf pug(U).
X k—oo k—o0

Das Supremum iiber K liefert p(U) < liminfy_,~ 11 (U) nach Folgerung 6.1. Sei K kompakt.
Fiir U D K offen und x € C2(X) mit 0 < x < 1, x = 1 auf K, spt x C U gilt

M(U)Z/ xdp= lim [ xdp > limsup p(K).
X k—o0 X

k—o00
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Das Infimum iiber U ergibt p(K) > limsupy,_, pux(K).

(2) =(3): Dies folgt direkt aus der Zeile

pu(B) = p(int B) < hmlnf,uk(lnt B) < limsup ux(B) < u(B) = u(B).

k—o0

(3) =(1): Wegen f = f* — f~ reicht es aus, die Aussage fiir f € C2(X,R}) zu zeigen.
Wiéhle R > 0 mit spt f C Br(0) und u(0Br(0)) = 0. Seien weiter 0 = tg < t1 < ...ty mit
tn > | fllco, [ti —tic1| < e und p({t;}) = 0 fiir i = 1,...,N. Setze B; = f~1((t;_1,t;]) fiir
i=1,...,N, insbesondere u(0B;) =0 fir i = 2,..., N. Es gilt nun

N N
ZU—lXBz‘ < f <tiXBro) T ZtiXBw
i=2 =2

also nach Integration beziiglich ug

th 1k (B / fdpr < thuk ) + t1px(Br(0)).

Daraus ergeben sich mit (3) die Abschétzungen

limsup/ fredpy < thu ) + t1pu(Br(0))
X

k—o0

< th 11u(B;) + 2ep(Br(0))

IN

L/fdu+2aKBR@D,

beziehungsweise
N
mmﬁ/fwmkz > ti-wn(B)

> thu ) + tin(Br(0)) — 2¢(Br(0))

Y

/fdu—szRm»

Mit e \, 0 folgt (1). O
Wir kommen nun zu allgemeinen Eigesnchaften der schwachen Konvergenz; folgende Tatsache
wird benétigt.

Lemma 7.1 Sei X normierter Raum. Dann ist die kanonische Abbildung
J: X = X" Jx(¢) = ¢(x)  fir alle p € X',

eine isometrische Finbettung.
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BeweEis: Trivialerweise gilt

|Jz||xn = sup |Jz(p)|= sup |¢(z)] < |lz|x.
ll#ll x7 <1 1ol 5/ <1

Andererseits gibt es zu z € X, nach Folgerung 3.2(1), ein ¢ € X' mit [|¢||x» = 1 und
¢(x) = ||z||. Das bedeutet

[Tzl x> [J2(9)] = [p(x)] = [l x-

Satz 7.2 (Grundtatsachen zur schwachen Konvergenz) Fs gilt:
(1) Schwache bzw. schwachx Grenzwerte sind eindeutig bestimmt.
(2) Schwache bzw. schwachx-konvergente Folgen sind beschrdinkt.

(3) Unterhalbstetigkeit der Normen:
xp — x schwach = |jz|| < likn_1>i£f IEZAIR

o — @ schwachx = ||| < liminf ||pg].
k—o00

BEWEIS: Angenommen x, — x sowie xp — y schwach in X. Dann gilt fiir jedes ¢ € X’
Pz —y) = ¢(x) — ¢(y) = lim ¢(zp) — lim ¢(zy) = 0.
k—o00 k—o00
Nach Hahn-Banach, Folgerung 3.2(2), folgt x = y. Fiir schwachx Grenzwerte ist die
Eindeutigkeit trivial.

Die Beschrinktheit von schwach# konvergenten Folgen in X = Y’ wurde schon in
Folgerung 4.1 mit Banach-Steinhaus gezeigt. Sei nun x — x schwach in X, und J : X — X"
die kanonische isometrische Einbettung. Dann gilt fiir alle ¢ € X’

Jz(¢) = o(z) = klgl;o d(xy) = kh_{glo Jxi(9),

also Jxp — Jx schwachx in X” = (X'). Also ist Jx, beschridnkt in X”. Da J : X — X"

isometrisch nach Lemma 7.1, ist die Folge x; in X beschrénkt.

In (3) betrachten wir wieder erst die schwachx Konvergenz ¢p — ¢ in X = Y. Ist
y €Y mit ||y <1, so gilt

lo(y)| = Jim lok(y)| < liminf |||
—00 k—o0

Mit Supremum iiber y folgt ||| < liminfy_, [|¢k||. Sel nun xp — x schwach in X. Wie oben
gezeigt, gilt dann Jx, — Jx schwachx in X”, und mit Lemma 7.1 folgt

||| = ||Jz| <liminf ||Jzg|| = iminf ||zg||.
k—o0 k—o0

Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. O

Um die Konvergenz beziiglich der Norm abzugrenzen, wird sie auch als starke Konver-
genz bezeichnet. Es gelten folgende weitere Aussagen zur schwachen Konvergenz, die als
Ubungsaufgabe behandelt werden sollen:
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(4) Aus starker Konvergenz folgt schwache beziehungsweise schwachx Konvergenz.

(5) Ist xx — 2 schwach in X und ¢ — ¢ stark in X', so folgt ¢p(zx) — &(z).
Ist pr — ¢ schwach* in X =Y’ und y, — y stark in Y, so folgt pr(xr) = ¢(z).

(6) Ist xx — 2 schwach in X und T' € L(X,Y), so folgt Tz, — Tx schwach in Y.

Ein zentraler Punkt bei der schwachen Konvergenz ist folgende Verallgemeinerung des Satzes
von Bolzano-Weierstraf.

Satz 7.3 (schwachx Folgenkompaktheit) Sei Y ein separabler Banachraum. Dann be-
sitzt jede beschrinkte Folge o in'Y' eine Teilfolge, die schwachx gegen ein @ € Y' konver-
giert.

BEWEIS: Nach Voraussetzung ist C' := supycy ||¢kl| < 0o, und es gibt eine dichte Teilmenge
{yn :n € N} C Y. Es gilt also

lok(yn)| < Cllyn||  fiir alle k,n € N.
Durch sukzessive Wahl von Teilfolgen und Ubergang zur Diagonalfolge folgt

3 lim pg(y,) fir alle n € N.
k—o00

Sei nun Yy = Span {y,, : n € N}, das heifit jedes y € Yj hat eine Darstellung y = > 7 | anyn,
mit «,, # 0 fiir hchstens endlich viele n € N. Definiere

@Yo = R, o(y) = lim @p(y).
k—o0
Dann ist ¢ wohldefiniert und linear, und es folgt
lp(y)| = lim |er(y)| < Cllyll  fiir alle y € Yo.
k—o0

Damit ist ¢ Lipschitzstetig auf der dichten Teilmenge Y, also fortsetzbar zu einem linearen
Funktional ¢ € Y mit [|¢|| < C. Fiir y € Y und yg € Yj liefert die Dreiecksungleichung

le(y) — e < lle(y) — eo)ll + llewo) — er(yo)ll + llvr(yo) — wr (),

und hieraus mit k& — oo

lim sup [lp(y) — W)l < 2C[y = yoll-

k—o00

Da Yy dicht in Y, folgt pr(y) — ¢(y) fiir alle y € Y, das heifit ¢ — ¢ schwachx in Y. O

Wir wollen einen entsprechenden Satz fiir die schwache Konvergenz folgern. Dazu folgende
Definition 7.2 Ein Banachraum X heif$t reflexiv, falls die kanonische Einbettung
J: X = X" Jx(¢) = ¢(z),

surjektiv ist.
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Lemma 7.2 Ist X reflexiver Banachraum, so ist jeder abgeschlossene Unterraum Xo C X
ebenfalls reflexiv.

BEWEIS: Sei A € X{/ gegeben. Definiere die Fortsetzung
A X' =R, A(¢) = M9 x,)-

Es folgt
[A(@)] < [IAlHlo]xoll < [[AII[ 2],

also gilt ||A|| = ||A]| und insbesondere A € X”. Nach Voraussetzung gibt es ein z € X
mit A = Jxz. Angenommen es ist z ¢ X, also nach Voraussetzng dist (z, X9) > 0. Nach
Hahn-Banach, Folgerung 3.1, gibt es dann ein ¢ € X’ mit ¢|x, = 0 und ¢(z) # 0. Dann ist

0=A(0lx,) = A(®) = (Jx)(¢) = ¢(z) # 0,

ein Widerspruch. Somit gilt z € Xy. Zu ¢ € X{, existiert, wieder nach Hahn-Banach Satz 3.1,
ein ¢ € X' mit ¢|x, = ¢. Es folgt dann

(Jxo2)(p) = p(z) = d(2) = (Jxz)(¢) = M) = A(¥),

das heilt A = Jx,z wie verlangt. O

Satz 7.4 (schwache Folgenkompaktheit) Sei X refleziver Banachraum. Dann hat jede
beschrinkte Folge in X eine schwach konvergente Teilfolge.

BEWEIS: Sei ||zg|| < C fiir alle kK € N. Wir betrachten

Xo = Span {zy : k € N}.

Dann ist X separabel sowie nach Lemma 7.2 reflexiv, also Jx, : Xo — X{ surjektive Isome-
trie. Somit ist auch X{/ separabel, und dann nach Folgerung 3.5 auch X{; separabel. Damit
ist Satz 7.3 auf die Folge Jx,x) € X anwendbar: da Jx, surjektiv, gibt es ein z € Xy, so
dass nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt:

e(zk) = (Jxomk)(9) = (Jxo@)(0) = p(z)  fiir alle ¢ € X;.
Sei nun ¢ € X’'. Dann folgt
P(r) = Blxo(zk) = dlx,(x) = P(z).

Also gilt 23 — = schwach in X. O

Wir wollen die abstrakten Kompaktheitssétze nun konkretisieren.
Satz 7.5 (schwache Kompaktheit in LP(u) fiir 1 < p < o0) Sei p ein Maf§ auf X und

1 < p < 0. Dann besitzt jede beschrinkte Folge fi € LP(u) eine schwach konvergente
Teilfolge, das heifit nach Ubergang zur Teilfolge gilt

[ fgdn s [ sadu i ate g < 1.
X X
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BEWEIS: Wir zeigen dass LP(u) reflexiv ist, die Behauptung folgt dann mit Satz 7.4. Sei
¢ € LP(u)" gegeben, das heiit ¢ : LP(p)" — R ist lineares Funktional. Ist Ay : L9(p) — LP(p)’
die Dualitétsabbildung, so ist ¢ o Ay € L(u)'. Nach Satz 5.7 gibt es ein f € LP(u) mit

(¢ o Ag)( /fgd,u fiir alle g € L(p).

Sei nun J,, : LP(p) — LP(p)” die kanonische Einbettung. Dann folgt

(Jpf)(Agg) = (Agg)(f) = /X fgdu = (¢0oAg)(g) = d(Agg)-

a : w) — W) surjektiv ist, folgt = ¢ wie verlangt. O
Da A, : L9 LP(p)" surjektiv ist, folgt J,f = ¢ wie verl

Fiir die weiteren Kompaktheitssidtze brauchen wir Aussagen zur Separabilitét.

Lemma 7.3 (zur Separabilitit) Sei (X,d) metrischer Raum mit (6.14). Dann gelten fol-
gende Aussagen:

(1) CY(X) ist separabel.
(2) Ist u Radonmaf auf X, so ist LP(u) separabel fir 1 < p < oo.

BeWwEIS: Wir zeigen (1). Withle zu Bg(xo) und § > 0 Funktionen y; € C9(X), 1 <i < N,
mit folgenden Eigenschaften:

e spt x; C Bs(z;) fiir ein z; € Br(xo)
e 0<x;<1

[ Zfil Xi = 1 auf BR(ZL‘()).

Eine solche Teilung der Eins wurde in Kapitel 6 (vor Satz 6.4) konstruiert. Sei nun f € C%(X)
mit spt f C Br_s(xp). Fiir x € Br(zg) haben wir

N

[fl@) = flaxi(@)] = \Z z))xi(2)]

Z’f )| xi ()

< osc(f,25)—>0 mit § N\, 0.

IN

Ist * ¢ Br(xo) und x;(x) # 0, so folgt d(xo,x;) > d(zo,x) — d(zi,z) > R — 0, also

N
S Flaala) = 0= (o).
=1

Mit 6 = 4 konnen wir alle Funktionen f € CO(X) mit spt f C Bpg(zo) gleichméBig
durch Linearkombinationen solcher y;j approximieren. Das liefert eine abzéhlbare dichte
Teilmenge, wenn wir nur Linearkombinationen mit Koeffizienten in Q betrachten. SchliefSlich
schopfen wir mit R, = £ den Raum X aus.

Nach Serie 9, Aufgabe 1, ist CO(X) dicht in LP(u), 1 < p < oco. Das Lemma folgt.
O
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Satz 7.6 (schwachx-Kompaktheit in L>°(u)) Sei (X,d) metrischer Raum mit (6.14),
und p sei Radonmaf auf X. Dann besitzt jede beschrinkte Folge fi, € L°°(u) eine schwachx-
konvergente Teilfolge, das heifit nach Ubergang zur Teilfolge gilt

[ figdn s [ sadu i aite g < L',
X X

BewEIs: Nach Voraussetzung ist p o-endlich, also gilt L°°(u) = L(p)’ nach Satz 5.7. Au-
Berdem ist L!(u) separabel nach Lemma 7.3. Die Behauptung folgt also aus Satz 7.3. O

Fiir L' (1) haben wir leider keinen Kompaktheitssatz. Im allgemeinen ist nédmlich

00 ! - 1
L2 ()" # L™ (),
siehe Beispiel 5.3. Damit ist L!(p) auch nicht reflexiv, und weder Satz 7.3 noch Satz 7.4 ist

anwendbar. Stattdessen gilt aber folgende Aussage.

Satz 7.7 (Kompaktheitssatz fiir Radonmafle) Sei (X, d) metrischer Raum mit (6.14),
und pg, k € N, eine Folge von Radonmafen auf X mit

sup pux(K) < oo fir alle K C X kompakt.
keN

Dann gibt es ein Radonmaf p auf X, so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt:
pr — o schwach (im Sinne von Radonmaflen).

BEWwWEIS: Wir nehmen an, dass X kompakt ist, andernfalls betrachte Ausschépfung durch
relativ kompakte Kugeln. Der Raum CY(X) ist separabel. Nun gilt

sup{ [ fdus £ e COX 1M <1} = mx) <.
das heifit die Folge py, ist in C°(X)’ beschrinkt. Nach Satz 7.3 gibt es ein ¢ € C°(X)’ mit
o(f) = lim [ fdu, fiir alle f € CO(X).
k—o0 X

Insbesondere ist [p(f)| < C||f|lco(x) und ¢(f) > 0 fiir f € CO(X,R{). Nach dem Darstel-
lungssatz von Riesz gibt dann es ein Radonmafl p auf X mit

qﬁ(f):/xfdu fiir alle f € CO(X).

Dies folgt aus dem Satz von Riesz, Satz 6.4. Man erhélt eine Darstellung mit einer Vorzei-
chenfunktion 7 : X — {+1}; da das Funktional aber nichtnegativ ist, gilt n = 1 p-fast-iiberall
(Ubungsaufgabe). O
Wir haben die schwachen Konvergenzbegriffe mittels Folgen definiert, ohne etwa den Begriff
von offenen Umgebungen zu verwenden. Es kann eine schwache sowie eine schwachx* Topologie
erklirt werden, so dass Konvergenz beziiglich dieser Topologien unsere Definitionen ergibt. Bei
der Diskussion der Kompaktheit ist aber Vorsicht geboten, denn Uberdeckungskompaktheit
und Folgenkompaktheit sind fiir schwache Topologien nicht immer #dquivalent. In den An-
wendungen ist die von uns gezeigte Folgenkompaktheit wichtig. Fiir mehr zur schwachen
Topologie siche [3].
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8 Hilbertraumtheorie

Definition 8.1 Ein Skalarproduktraum (X, (-,-)) dber R heifit Hilbertraum, wenn er
beziiglich der Norm ||z|| = /(z,x) vollstindig ist.

Ein Beispiel ist natiirlich der Raum L?(p) mit dem Skalarprodukt

(£,9) 2(0) = /X fgdu

Weiter unten werden wir als weiteres Beispiel den Sobolevraum W12(Q) kennen lernen. In
vielen Anwendungen spielen komplexe Hilbertriume eine Rolle, zum Beispiel in der Quan-
tenmechanik. Die Unterschiede zum reellen Fall sind aber nicht so grof}, soweit es unsere
Analysis betrifft, aus Zeitgriinden bleiben wir deshalb im Reellen.

Satz 8.1 (Darstellungssatz von Riesz) Sei X Hilbertraum tiber R. Dann ist
A X = X' Ax(y) = (z,y),
eine surjektive, lineare Isometrie.

Zusatz. Fiir ¢ € X' ist 29 = A~1(¢) die eindeutig bestimmte Minimalstelle des Funktionals

Qo X = R, Qolw) = 5lall* — 6(a).
Bewels: Fiir  # 0, ||y|| <1 gilt nach Cauchy-Schwarz
IAz(y)| = [{z,y)| < ||lz|l, Gleichheit fir y = ”%”
Also ist ||Az| = ||z||, das heifit A ist isometrisch. Es reicht nun aus, die Existenz einer

Minimalstelle zp von Q4 zu zeigen, denn dann gilt fiir alle y € X

0= d%@ﬁ(ﬂ?o +ey)|e=0 = (w0, y) — d(y), also ¢ = A(xo).

Dies zeigt die Surjektivitdt von A und gleichzeitig die Eindeutigkeit der Minimalstelle. Die
Funktion Q4 ist jedenfalls nach unten beschrénkt, und zwar gilt fiir alle x € X

1 1 1
Qo(@) = Sllell* = el el = S (l=ll = l6])* = 5l

Es folgt A := infyex Qg(z) > —3¢||> > —oco. Wihle nun eine Minimalfolge z;, € X fiir Qy,
und berechne

1 1
§H$k—$l\|2 = ||331c||2+||l’l|!2—§Hﬂck+fﬂlll2

l‘k+$l)

2Q¢(Jfk) + 2Q¢($l) - 4Qd>( 9

< 2Qq(xk) +2Qp(mr) — 4N
< ¢ fiir k,1 hinreichend gro8.

Somit ist xj Cauchyfolge in X, und zg = limp_,ocxp existiert. Es folgt Qg(zo) =
limy_00 Q¢(xk) = A, was zu zeigen war. O
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Folgerung 8.1 Hilbertraume sind refleciv.

BEWEIS: Nach Satz 8.1 ist die Norm auf X’ Euklidische Norm beziiglich des Skalarprodukts

(6, V) xr = (A o, Ay ) x

insbesondere ist X’ ebenfalls Hilbertraum. Berechne nun

Ax(Axz)(9) = (Axw, ¢)x/
<A AXxA ¢>
(z, A 9)x
Ax(Ax o) (z)
¢(x)

= Jxz(9).

Die kanonische Einbettung Jy : X — X" ist daher Verkettung von zwei Iosmorphismen,
namlich Jx = Axs o Ax. O

Definition 8.2 Sei X Hilbertraum. Das orthogonale Komplement einer Menge M C X st
L={reX:(x,y)=0 firalleyec M}.
M ist stets abgeschlossener Unterraum von X .

Folgerung 8.2 (Projektionssatz) Ist Y ein abgeschlossener Umterraum von X, so gilt
X=YaYh

BeEwEIls: Nach Voraussetzung ist Y mit dem induzierten Skalarprodukt selbst ein Hilber-
traum. Fiir z € X betrachte ¢ € Y’ ¢(y) = (x,y). Nach Satz 8.1 gibt es ein yp € Y mit

¢(y) = <yo,y> = (x — yo,y) =0 flralleyeY.

Alsoistz=yo+ (r —y) €Y @Y1 O
Bemerkung. Fiir beliebige y € Y haben wir

Iz —ylI> = llz —yo + 30 — yI* = lz — wol* + llyo — ylI*,

das heifit yo ist der eindeutige nichste Punkt zu = in Y. Mit y = 0 folgt ||yol < ||z,
insbesondere hat die Projektion auf Y die Norm Eins (aufler wenn Y = {0}).

Folgerung 8.3 (Hilbertraumadjungierte) Seien X,Y Hilbertraume tber R. Zu T €
L(X,Y) gibt es dann genau ein T* € L(Y, X) mit

(Tx,y) = (x, T*y) firaleze X,yeY.

Bewers: Die Eindeutigkeit ist klar. Betrachte die transponierte Abbildung (Banachraum-
Adjungierte) T : V' — X', T')(x) = ¢(Tx), und setze T* = A T'Ay. Es folgt

(2, T*y)x = (2, Ay T'Ayy)x = T'Ayy(z) = Ayy(Tx) = (Tx,y).
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O

Eine zentrale Anwendung der Hilbertraum-Theorie ist die Losung elliptischer Randwertpro-
bleme. Die Methode liefert zunéchst verallgemeinerte Losungen, die nicht klassisch differen-
zierbar sind. Wir wollen als erstes das zugrundeliegende Konzept der schwachen Ableitung
und der Sobolevrdume vorstellen, und kommen im Anschluss auf die Randwertprobleme zu
sprechen.

Definition 8.3 (schwache Ableitung) Sei 2 C R" offen und u € L} (Q). Eine Funktion

loc

g € L} (Q) heifit schwache Ableitung von u(z) nach der Variablen x;, falls gilt:

loc
/ udjp = —/ gp  fir alle p € C°(Q).
Q Q

Notation: 9;u = g schwach.
Wir machen zwei Bemerkungen:

(1) Eindeutigkeit: Die schwache Ableitung ist eindeutig bestimmt, falls existent. Denn ist
die Definition fiir g; und gs erfiillt, so folgt

/(gl —go)p = —(/ udjp — / u@iga) =0 fir alle ¢ € C°(Q).
Q Q Q

Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt g1 = go. Ist u € C1(Q), so
ist u auch schwach differenzierbar, die schwachen Ableitungen 0;u sind die klassischen
Ableitungen.

(2) Linearitit: Sind u,v € L}, () schwach nach z; differenzierbar, so auch au + Bv fiir

a, f € R; und zwar gilt 0;(au+ fv) = adju+ B0;v. Denn wir berechnen fiir p € C2°(Q)

/Q(aUﬂLBU)aW = oz/Qu&goJrﬁ/QvBicp

= —a/Q(aiu)ga—ﬁ/Q(az‘U)SD
— _/Q(aaiquB&v)w-

Beispiel 8.1 Wir geben ein Beispiel einer schwach, aber nicht klassisch differenzierbaren
Funktion, und zwar betrachten wir fiir « € R

|z|*  fir 2 € R™"\{0},

we L (R, u(z) =
toc(®"), (@) {0 fiir x = 0.

Fiir welche a € R hat u(x) schwache Ableitungen auf R™? Auf R™\{0} muss die schwache
Ableitung mit der klassischen Ableitung tibereinstimmen, diese lautet

Zy

]

du(z) = alz|*? fiir x # 0.
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Fiir « > 1 —n sind die g; auf R™ lokal integrierbar. Wir vermuten daher, dass u(x) genau fiir
a > 1 —n schwach differenzierbar ist auf R™. Sei dazu ¢ € C°(R"™), wir berechnen

udip = lim u 0;p
/ " N0 JRrm\ B, (0)

= lim / O;(u —/ i
@\0< R\ B, (0) () R"\BQ(O)QW>

.

= lim —/ usoldu—/ gisp

@NO( 0B,(0) @ R™\ B, (0) )
— ——

chn—l+a
= —/ gip

Im letzten Schritt wurde der Konvergenzsatz von Lebesgue benutzt. Es gilt also tatséchlich
Ou=g; fira >1—n.

Definition 8.4 (Sobolevrdume) Sei Q C R™ offen und 1 < p < co. Wir definieren
WP(Q) = {u € LP(Q) : Oju € LP(Q) firi=1,...,n},

mit der zugehérigen WHP-Norm
n
lullwrey = lulle@y + > 18] oggy-
i=1

Analog werden auch die lokalen Sobolevraume Wl})f(Q) erklart.

Satz 8.2 WP(Q) ist ein Banachraum.

BEWEIS: Ist uy eine Cauchyfolge in W1P(Q), so sind uy sowie d;uy Cauchyfolgen in LP(£2).
Nach Fischer-Riesz gilt dann u, — w, djur, — g; in LP(2). Fiir ¢ € C2°(2) folgt

/uc?iso: lim /wﬁis@:— lim /(aiUk)<p=/gis0-
(9} k—00 (9} k—o00 QO O

Also gilt d;u = g; schwach, v € WP(Q) und ug — u in WHP(Q). O
Es ist eine wichtige Tatsache, dass Sobolevfunktionen im Fall p < co durch glatte Funktionen
approximiert werden kénnen. Wir erinnern kurz an das Verfahren der Glittung. Fixiere einen
Gléttungskern n € C°(B1(0)), n > 0, mit [ n(z)dz = 1. Reskaliere mit n?(z) = o "n(%),
und definiere fiir u € LP()

(e * u)(z) = /n n?(z — y)u(y) dy = /n n(z)u(x — pz)dz  fir x € Q.

Dabei ist , = {x € Q : dist (x,09Q) > p}. Fiir z € Q, und |2| < 1 ist dann z — pz € Q. Damit
das Integral formal definiert ist, setzen wir u(x) = 0 fiir z € R™\(), das Faltungsintegral
héngt aber nicht von der Wahl der Fortsetzung ab. Fiir u € Lf oe(2), p < oo, konvergiert
n? * u lokal (i.e. auf kompakten Teilmengen von ) in LP gegen u. Ist sogar u € C%(€), so
ist die Konvergenz lokal gleichméfig. Die LfOC—Konvergenz folgt dann aus der Dichtheit der

stetigen Funktionen.
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Lemma 8.1 (Glittung von Sobolevfunktionen) Fiir u € W1P(Q) gelten folgende Aus-
sagen:

(1) 0i(n? *u) = n? x Oyu auf Q, (links steht die klassische Ableitung).
(2) Fiir p < oo gilt ny x u — u lokal auf Q in WP,

BEWEIS: Aussage (2) folgt aus (1) wegen der oben diskutierten Konvergenz in L] (). Fiir
(1) berechnen wir

ol )e) = [ (o —))ulw)dy

=~ [ (ot~ w)uts)dy
= [ w - o) dy
= (n? % Ou)(x).

O

Lemma 8.2 (Lokalisierung von Sobolevfunktionen) Seien v € WP(Q) und n €
CH(Y). Dann ist un € WHP(Q) und es gilt die Produktregel

9i(un) = (Oyu)n + u(9in).

BewEIS: Wir berechnen fiir ¢ € C2°(Q)

/Qum?w:/Qu@'(nw)—/QU(am)@z—/Q (D) + u(dm) .

Hier wurde benutzt, dass in die Definition der schwachen Ableitung O;u auch C(£)-
Funktionen eingesetzt werden konnen (ndmlich hier np). Dies folgt durch Approximation
mit CZ°-Funktionen durch Glattung. O

Satz 8.3 (Meyers-Serrin) Fir 1 < p < oo ist der Raum {u € C*(Q) : [lullp1.rq) < oo}
dicht in WLP(Q).

BEWwEIS: Betrachte die Ausschopfung Uy = Qy, N Bi(0) fiir & € N, und Up := . Dann
ist Vi = Ug+1\Uk—1, k£ € N, eine offene, lokal endliche Uberdeckung von 2. Wihle eine
untergeordnete Teilung der Eins:'6

Xk € C(Vi), xx >0, ZXk =1.
k=1

Zu 6 > 0 gibt es g > 0, so dass fiir ug = 1,, * (xru) gilt:
|ur — xrullwie) < 27%§  und  spt uy C Vj.

Fiir v = > 77 uy, folgt [[v — ullwie) < D252 llue — xrullwieo) < 0. O

18die Teilung der Eins kann mit gleicher Indexmenge gewihlt werden, da Vj, relativ kompakt ist
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Sei H'?(Q2) die Vervollstindigung des Raums {u € C*®(Q) : [ullyrr) < oo} beziiglich
der WHP(Q)-Norm. Jedes Element von HP((2) ist durch eine W1P-Cauchyfolge von glatten
Funktionen représentiert, sieche Satz 1.1. Zwei Cauchyfolgen sind dquivalent, wenn ihre Dif-
ferenz eine W1P(Q)-Nullfolge ist. Da W1P(Q) vollstindig ist, erhalten wir eine isometrische
Einbettung

Hl’p(Q) — Wl’p(Q), [(uk)keN] — Wl’p— llmkﬁoouk-

Nach Satz 8.3 ist diese Einbettung sogar surjektiv, also sind H'?(Q2) und W1P(Q) isome-
trisch isomorph. Wir héitten die Sobolevraume fiir p < oo somit direkt als Vervollstéindigung
einfithren kénnen. Der Umgang mit Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen wire aber enorm
unpraktisch. Bei der Definition der reellen Zahlen kann das vermieden werden, weil eine
axiomatische Beschreibung vorliegt; auf diese stiitzt sich die Analysis-Grundvorlesung. Hier
ist es wichtig, die punktweisen Représentanten zur Verfligung zu haben. Im iibrigen ist die
schwache Ableitung ein zentraler Begriff in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

Da Sobolev-Funktionen nur fast iiberall definiert sind, wédhrend der Rand 92 eine Nullmenge
ist, ist die Definition von Randwerten fiir WP (Q2)-Funktionen keineswegs offensichtlich.
Die folgende Definition soll die Funktionen mit Randwerten Null charakterisieren; dass die
Definition dies aber tatséchlich leistet, ist gar nicht klar, denn der auftretende Abschluss ist
zunsichst nicht bekannt. Zum Beispiel wire der L2-Abschluss von C2°(Q) einfach nur der
Raum L?(€). Aus Zeitgriinden verweisen wir fiir mehr zur Definition von Randwerten auf
das Buch von H.W. Alt [1].

Definition 8.5 Wir bezeichnen mit Wol’p(Q) den Abschluss von C°(Q) in W1P(Q).

Sei nun © C R"™ offen und beschrinkt. Fiir gegebene Koeffizienten a¥/ € C1(Q), 1 <1i,j < n,
betrachten wir den Differentialoperator

n
(8.22) L:C*Q) = C'Q), Lu=— ) 9;(a” ).
ij=1
Im Spezialfall ¢ = ij ist L = —A der (negative) Laplaceoperator. Wir interessieren uns fiir

eine Losung u € C%(Q) N C°(Q2) des Dirichletproblems
(8.23) Lu= fin Q, wu=0 auf 0.

Ziel ist die Konstruktion einer schwachen Losung u € WO1 2(Q) des Problems. Die Null-
randwerte sind dabei durch die Wahl des Raums realisiert. Doch wie kann Lu sinnvoll de-

finiert werden? Ist u € C?(Q) und damit Lu € C°(Q), so ergibt Multiplikation von Lu mit
© € C°(92) und partielle Integration

(Lu, ) 2(0) :/Q > a1 0ud;p.
ij=1

Hier kann Lu einerseits als L2-Funktion, andererseits auch als lineares Funktional interpretiert
werden. Die rechte Seite ist aber schon fiir ” € L*(Q2) und u € Wol 2(Q) definiert. Wir
koénnen sogar ¢ € VVO1 () zulassen, das heiBt wir erhalten den schwach definierten Operator

(8.24) L WhQ) = WEA(QY, (Lu)(p) = /Q S aoudye.
ij—1
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In der Gleichung Lu = f muss die rechte Seite ebenfalls mit ¢ multipliziert und integriert
werden, das heifit sie ist ebenfalls ein lineares Funktional

6 W@ ole) = [ fe.
Fiir f € L?(Q) ist ¢ tatsichlich stetig, denn nach Cauchy-Schwarz ist
lp()| < I fllz2@ lell 2y < I f 2o llellwzg)-
Die allgemeine Losbarkeit des Dirichletproblems fiithrt somit auf die Frage:

Ist der schwach definierte Operator L : WO1 2(Q) — T/VO1 2(Q) surjektiv?

Natiirlich ist dann noch zu zeigen, dass eine schwache Losung tatséchlich eine klassische
Losung ist. Die schwache Losungseigenschaft lautet

n
/ > aloud;p = / fo  fiir alle p € Wy 2(9).
Q55 Q
In der Theorie partieller Differentialgleichungen wird bewiesen, dass eine solche schwache

Losung u bei hinreichend glatten Koeffizienten a” eine C?-Funktion ist. Dann kann man die
partielle Integration riickgéngig machen, es ergibt sich

/ (f + E 8j(aij8iu))g0 =0 fiir alle p € WOI’2(Q).
Q =
t,j=1

Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt die Differentialgleichung. Der
schwach definierte Operator kann wie folgt mit einer Bilinearform geschrieben werden:

(Lu)() = B(u, ) mit B : Wy2(Q) x Wy2(Q) = R, B(u,v) = / Y a7 0u .
Q=
t,j=1

Wir brauchen fiir den Existenzbeweis folgende Tatsache iiber Bilinearformen.

Lemma 8.3 (Darstellung von Bilinearformen) Sei X Hilbertraum, und B : X x X — R
sei stetige Bilinearform auf X, das heif$t

1Bl = sup [B(u,v)| < oo.
fulloll<1

Dann gibt es genau ein T =Tp € L(X,X) mit
B(u,v) = (u,Tv)  fir alle u,v € X.
Es gilt | T|| = || BI|-

BEwEIs: Die Eindeutigkeit von T ist klar. Fiir die Existenz betrachte, fiir v € X fest, das
Funktional B(-,v). Erhalte mit Satz 8.1 eine wohldefinierte Abbildung 7" : X — X mit

B(u,v) = (u,T(v)) fiir alle u,v € X.
Man sieht leicht, dass T linear ist. Mit u = T'v fiir ||v|| < 1 folgt
|ITv||* = B(Tw,v) < || BI| | T0]l,
also ||T'|| < ||B||. Die Ungleichung ||B|| < ||T|| ist offensichtlich. O

Der folgende abstrakte Existenzsatz verallgemeinert den Darstellungssatz von Riesz.
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Satz 8.4 (Lax-Milgram) Sei B : X x X — R eine Bilinearform auf dem Hilbertraum X
mit folgenden Figenschaften.

(1) B ist stetig: es gibt ein M < oo mit |B(u,v)| < M||ul|||v|| fir alle u,v € X.
(2) B ist koerziv: es gibt ein p > 0 mit B(u,u) > pllul|? fir alle u € X.
Dann ist der Operator L : X — X', (Lu)(v) = B(u,v), invertierbar, und es gilt

1
(8.25) 1LY < -
W

Zusatz. Ist B symmetrische Bilinearform, so ist die Losung u € X von Lu = ¢ die eindeutige
Minimalstelle des Funktionals Qy(v) = $B(v,v) — ¢(v).

BEWEIS: Durch Testen mit u folgt aus der Koerzivitét
pllul® < B(u,u) = Lu(u) < || Lul [[ul,

das heifit |Jul| < %HLuH Insbesondere ist L injektiv. Sobald zusétzlich die Surjektivitdt von
L bewiesen ist, folgt aulerdem die Abschétzung (8.25).

Ist B symmetrische Bilinearform, so ist B(-,-) ein Skalarprodukt auf dem Hilbertraum X
mit dquivalenter Norm, genauer gilt

Vellull < lullp = v B(u,u) < VM|u|| fiir alle v € X.

Die Surjektivitdat von L folgt dann direkt aus Satz 8.1. Im Fall B nicht symmetrisch wéhle
T € L(X, X) mit B(u,v) = (u, Tv), siche Lemma 8.3. Es gilt dann

pllul® < B(u,u) = u, Tu) < [[ull | Tull,

also ||Tu|| > u|lu||. Betrachte nun die Bilinearform A(u,v) = (Tu, Tv). Es gilt ||A| < ||T||? =
| B||?> nach Lemma 8.3, sowie

A(u,u) = ||Tul]* > p?|jul*  fiir alle uw € X.
Wie gezeigt ist K : X — X', (Ku)(v) = A(u,v), beschriinkt invertierbar. Aber
(Ku)(v) = A(u,v) = (Tu, Tv) = B(Tu,v) = L(Tu)(v).

Dies zeigt LT = K, also ist auch L surjektiv. O

Zur Losung des Dirichletproblems sind nun die Voraussetzungen von Satz 8.4 zu verifizieren.
Als erstes zeigen wir, dass B bzw. L stetig definiert sind.

Lemma 8.4 Sei ) ' ., a7 || oo () < A < 00. Dann ist die Bilinearform

B: W (Q) x W2(Q) - R, Bu,v) = Y a’dud;v,

1,j=1

stetig, genauer gilt |B(u,v)| < Allully12q)llv]lwizq)-
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BEwEIS: Wir schétzen mit Cauchy-Schwarz wie folgt ab:

3 / 0¥ 0yl |50

731

| B(u,v)|

IN

< Z 0™ || Lo (o) | Ostel| L2 () 100 || 2202

1,7=1

(3 allzeeq@)) Hullwr e o lw2q0)-

1,j=1

IN

O

Die Koerzivitét der Bilinearform B erfordert eine strukturelle Bedingung an die Koeffizienten
a*. Wir brauchen dazu folgende Abschitzung.

Satz 8.5 (Poincaré-Ungleichung) Sei Q@ C R" offen und beschrinkt, und d = diam (€2).
Firl <p<oo gilt

|ull ooy < d||Dull oy fir alle u € WyP(Q).

BeEwEIs: Wir kénnen u € C2°(R™) annehmen mit spt u C {z € R" : 0 < z,, < d}. Fiir
r = (2/,1,) € R""! x [0,d] folgt mit der Holderschen Ungleichung

xxnI—‘/ auxzdz <dp1/’8
Tn

d
[wra = [ [ a)pde e
p—1
oo, / \axn
— P

/]R" |Du(:1:)]p dx.

Es folgt

IN

x ,2) dz dxy, dz’

CC ) dzdav

IN

O

Lemma 8.5 Sei Q offen und beschrinkt. Der Operator Lu = _ZZj:I 0j(a"0u) sei ellip-
tisch mit Konstante A > 0, das heift

n

D a(@)6& = NEPP fiir alle z € Q, £ €R™

1,7=1

Dann ist die Bilinearform B auf VVO1 2(Q) koerziv, genauer gilt mit d = diam (Q)

B(u,u) >

A "
> ﬁ”u"%‘/”(ﬁ) fir alle u € W01’2(Q).
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BEWEIS: Aus der Poincaré-Ungleichung, Satz 8.5, folgt

HUHI2/V12(Q) == / U2 —|—/ |Du|2 § (d2+ 1)/ |Du|2
Q Q Q

Die Voraussetzung der Elliptizitit impliziert nun

oo Y
— 1J 9. . 2 2
B(u,u)—/Q E:ajazUBJUZ)\/QH?u\ > el

4,j=1

Wir erhalten insgesamt folgenden Existenzsatz.

Satz 8.6 (Losung des Dirichletproblems) Sei Q2 C R™ offen und beschrdinkt, und
L: W&’Z(Q) — Wol’Q(Q)/, Lu(v) = /Q Z a 9udjv.
ij=1
Dabei sei a € L (Q,R™™) elliptisch mit X > 0. Dann ist L beschrinkt invertierbar, und

d?+1

IL7Y < wobei d = diam (12).
BeEwEIS: Wie gezeigt ist B(u,v) = Lu(v) stetig und koerziv mit Konstante p = dQ—/)rl. Die
Behauptung folgt somit aus Satz 8.4. O

9 Kompakte Operatoren

Definition 9.1 Seien X,Y Banachriume. K € L(X,Y) heifit kompakt, wenn gilt: fiir jede
beschrinkte Folge (xk)ren hat die Folge (Kxy)ren eine konvergente Teilfolge.

Lemma 9.1 Aquivalente Bedingungen fiir die Kompaktheit von K € L(X,Y) sind:

(1) Fir jedes B C X beschrinkt ist K(B) CY kompakt.

(2) Fiir jede Folge xy, — x schwach in X folgt Kxy — Kz stark in'Y (falls X reflexiv).

BEWEIS: Sei K kompakt. Ist B beschrinkt und y; Folge in K(B), so gibt es z; € B mit
lyr — Kai|| < £. Nach Wahl einer Teilfolge gilt dann Kz — y. Es folgt y € K(B) und
Yk — ¥, also ist (1) bewiesen. Sei umgekehrt (1) erfiillt und xj eine beschrinkte Folge in X,

also ||zg|| < R fur alle K. Da K(Bgr(0) kompakt, gilt fiir eine Teilfolge Kz — y. Somit ist
K kompakter Operator.

Wir zeigen jetzt: aus K kompakt folgt (2). Sei dazu zp — x schwach in X. Dann ist
die Folge xj beschrankt und es gilt Kz — Kz schwach in Y (siehe Satz 7.2(2) sowie
Aussage (6) nach diesem Satz). Angenommen Kz konvergiert nicht stark gegen Kx. Dann
gibt es ein € > 0, so dass nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt

|Kzr — Kz|| > ¢ fiir alle k € N.
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Da K kompakt, gilt aber fiir eine weitere Teilfolge Kz, — y stark in Y. Da starke Konvergenz
schwache Konvergenz impliziert, und der schwache Grenzwert eindeutig ist (Satz 7.2(1)), muss
y = Kz sein, ein Widerspruch. Sei schlie8lich nun (2) erfiillt, und x beschrinkte Folge in
X. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann zj, — 2 schwach in X; hier brauchen wir die
Voraussetzung X reflexiv. Aus (2) folgt dann Kz — Kz stark in Y, also ist K kompakt. [J

Beispiel 9.1 Jeder Operator K € L(X,Y) mit endlichdimensionalem Bild ist kompakt.

Beispiel 9.2 Sei X kompakter metrischer Raum und 0 < § < a < 1. In Satz 2.6 haben
wir gezeigt, dass dann die Einbettung C%%(X) ¢ C%#(X) kompakt ist. Sind k,! € Ny und
o, € [0,1] mit I + 8 < k + a, so ist die Einbettung C**(Q) c C“#(Q) kompakt, falls Q
offen und beschrinkt ist und eine Sehnenbogenbedingung erfiillt. Dies haben wir in Satz 2.8
bewiesen.

Fiir die Sobolevrdaume gibt es einen analogen und wichtigen Kompaktheitssatz, den wir aus
Zeitgriinden leider nur ohne Beweis angeben kénnen:

Satz 9.1 (von Rellich) Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Dann ist die Inklusion
Wo"() € LP(9)

ein kompakter linearer Operator.

Lemma 9.2 FEs gilt

(1) Die Verkettungen stetig o kompakt sowie kompakt o stetig sind wieder kompakt.
(2) Ist K : X =Y kompakt, so auch K': Y' — X'.

BEWEIS: Aussage (1) ist trivial. Fiir (2) seien ¢ € Y’ mit |[¢k|| < A < oco. Wie oben
bemerkt ist die Menge M = K (B;(0)) kompakt in Y. Dann ist 9| gleichmiflig beschrankt
und gleichmiiBlig Lipschitz. Nach Arzela-Ascoli, Satz 2.4, ist 13| as eine Cauchyfolge in CO(M)
nach Ubergang zu einer Teilfolge. Es gilt also fiir &, hinreichend groB

o K —iyo K||= sup [p(Kz)— 1 (Kz)| <e.
z€B1(0)

Also ist Kty = 1y o K eine Cauchyfolge in X', konvergiert also in X". O

Wir kommen nun zu einer zweiten Klasse von Operatoren, und zwar den Fredholmoperatoren.
Diese stehen mit den kompakten Operatoren in Beziehung durch den Satz von Riesz-Schauder,
den wir gleich unten beweisen.

Definition 9.2 L € L(X,Y) heifst Fredholmoperator, falls gilt:
(1) BildL C Y ist abgeschlossen.
(2) ker L und coker L = Y/Bild L sind endlichdimensional.
Der Fredholmindex von L ist dann definiert als

ind L = dim ker L — dim coker L € Z.
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Die beiden Zahlen haben folgende Interpretation:

dim ker L = Anzahl der linear unabhéingigen Losungen

der homogenen Gleichung Lu = 0.

dim coker . = Anzahl der linear unabhingigen Bedingungen,

damit die inhomogene Gleichung Lu = f 16sbar ist.

Im endlichdimensionalen Fall ist der Fredholmindex stets gleich dim X — dim Y’; dies folgt
aus der Dimensionsformel. Die Identitdt und allgemeiner jeder invertierbare Operatorer ist
Fredholmoperator vom Index Null. Auf dem Folgenraum ¢2(R) gilt:

(z1,22,...) +— (x2,23,...) hat Index 1,
(1‘1,.%‘2,...) — (0,21,22,...) hat Index — 1.

Satz 9.2 (Riesz-Schauder) Seien X,Y Banachriume. Die Abbildung Lo € L(X,Y’) habe
eine beschrinkte Inverse und K € L(X,Y) sei kompakt. Dann ist L = Ly + K Fredholmope-
rator vom Index Null. Insbesondere gilt

L surjektiv < L injektiv .

Bemerkung. Die letzte Aussage wird oft so formuliert: entweder die homogene Gleichung
Lu = 0 hat eine nichttriviale Losung, oder die inhomogene Gleichung Lu = f ist fiir alle
rechten Seiten f eindeutig losbar (Fredholmsche Alternative).

BEwEIS: Wir kénnen X =Y und L = Id + K annehmen, andernfalls betrachte L L. Wir
zeigen den Satz in fiinf Schritten. Die ersten drei sind schon im Spezialfall von elliptischen
Operatoren auf C?®-Réumen aufgetreten.

Schritt 1 ker L und ker L sind endlichdimensional

Sei z € ker L mit ||zgx|| < 1. Dann gilt 2 = —Kuxg, also konvergiert xp gegen ein
x € ker L nach Ubergang zu einer Teilfolge. Nach Satz 2.2 ist ker L endlichdimensional.
Weiter gilt L' = (Id + K)' = Id + K'. Da K’ kompakt ist nach Lemma 9.2, ist auch ker L'
endlichdimensional.

Schritt 2 Sei Xo abgeschlossenes Komplement von ker L. Dann gibt es ein p > 0
mit || Lz|| > pl|z| fir alle z € Xj.
Andernfalls finde z € Xo, |lzx|| = 1, mit || Lzy|| < +. Wir konnen Kz, — x € X annehmen.
Dann folgt aber
zp = Lz — Kz — —x, also x € Xp und ||z|| = 1.

Aber Lx = limy_, o, Lz = 0, ein Widerspruch.

Schritt 3 Bild L ist abgeschlossen.
Sei yr = Lxp, — y € X. Wir konnen z € Xo annehmen. Dann folgt aus Schritt 2

1 1 .
s =l < VLG~ @)l = o =il =0 mit k.1 oo,
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Also konvergiert zp — x, und y = limy_, o, Lz = Lz € Bild L.

Schritt 4 (coker L) = ker L'
Betrachte die Abbildungen

F :ker L' — (coker L)', (Fo)lyl = »(v),
G : (coker L) = ker L', (Gv)(y) = ¥([y]).

Wir zeigen, dass F, G wohldefiniert, stetig und zueinander invers sind. Zunéchst ist F wohl-
definiert, denn es ist

oy + Lx) = o(y) + (L'p)(z) = ¢(y), fiir p € ker L.

Die Norm auf coker L ist ||[y]|| = inf,ex ||y + Lz|, siche Satz 1.3. Es folgt fiir x € X

[(Fo)ly]l = le(y + Lz)| < [l¢|l [ly + La|.

Bilden des Infimums iiber alle z € X ergibt [(Fp)[y]| < |l¢ll I[y]ll, das heiit F' ist stetig mit
Norm ||F|| < 1. Die Abbildung G bildet nach ker L’ ab, denn

L(Gy)(x) = (G¥)(La)y([La]) = 0.

Fiir die Stetigkeit von G berechnen wir fiir y € Y

[(GYW)| = [0 (D] < 21T < 1121 Tyl
das heift es gilt auch ||G|| < 1. Schliefllich haben wir

(GFp)(y) = (Fe)(ly]) = v(y) = GF =Idgerr,
(FG"L/f)[y] = GW?J) = w([y]) = FG= Id(cokerL)“

Zusammen mit Schritt 1 ist nun gezeigt, dass coker L endlichdimensional ist und damit L
ein Fredholmoperator.

Schritt 5 Bestimmung des Fredholmindex
Im nachfolgenden Satz zeigen wir, dass die Menge der Fredholmperatoren offen ist und der
Index lokal konstant. Somit ist die Funktion ¢ — ind (Id 4+ ¢K) konstant, also gleich Null. O

Satz 9.3 Sei L : X — Y Fredholmoperator. Dann hat L in L(X,Y) eine Umgebung, die aus
Fredholmperatoren mit demselben Index besteht.

BeEweEls: Wihle abgeschlossene Komplemente X = Xy @ ker L und Y = Bild L ¢ Yj, ins-
besondere dim Yy < co. Die Projektionen auf die Komponenten sind stetig. Die Abbildung
Lo = Pgiar Llx, : Xo — Bild L ist bijektiv, also beschrénkt invertierbar nach Satz 4.4. Fiir
S e L(X,Y) setze So := Pridr S|X0 : Xo — Bild L. Dann gilt

150 = Loll = [[Peila (S — L)|x, [l < C'[|S = LI|.

Die Menge der invertierbaren Operatoren ist offen, also ist Sy invertierbar fiir ||S — L|| < e.
Insbesondere gilt fiir x € Xy mit C' = || Ppyq || < 00

C Szl > | Peaar Szl = | Soxll > M| mit A= [|S5| 7
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Aus Schritt 3 im vorangegangenen Beweis folgt, dass So(Xg) ein abgeschlossener Unterraum
ist. Wir zeigen die Behauptung nun in drei Schritten.

Schritt 1 Die Abbildung Yy — Y/S(Xo), yo — [yo], ist ein Isomorphismus.
Fiir die Injektivitét sei yo € Yo mit [yo] = 0, also yo = Sx¢ fir ein 29 € Xg. Es folgt

0= Prilaryo = PeilaSto = Soxg = 20 =0, also yp = 0.

Fiir die Surjektivitdt suchen wir zu y € Y ein yg € Yp und ein zg € Xy mit y = yo + Szg.
Wenden wir hier Pgjq, an, so ergibt sich

Pgia Ly = Peia S0 = SoZo.

Wir miissen also xg = Sy 1PBﬂd 1y wihlen, sowie dann yp = y — S(z¢). Es bleibt zu zeigen
dass yo € Yy. Aber das folgt aus

Pgila Yo = Peia .y — Peia .50 = Poia .y — S0y " Peia .y = 0.

Insbesondere: die Inklusionen S(Xp) C BildS C Y haben endliche Kodimension, Bild S ist
abgeschlossen und

dim Y/S(X) = dim Y/Bild S + dim Bild S/S(Xo).

Schritt 2 Die Projektion ker S — X /Xy, x — [z], ist injektiv.
Ist Sx = 0 fir z € Xo, so folgt 0 = PpiarS|x,x = Soz, also z = 0. Insbesondere ist
dim ker S < oo und somit S Fredholmoperator.

Schritt 8 Betrachte nun S : X/Xo — Y/S(Xo), S[z] = [Sz].

Die Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir xg € Xo ist [S(z + xo)] = [Sz]| in Y/S(Xo).
Offenbar ist Bild S = Bild S/S(Xp). Nun ist S[z] = 0 genau wenn Sz € S(Xj), das heiBt es
gibt xp € Xo mit x — z¢p € ker S. Das ist aber dquivalent dazu, dass [z] in der Projektion
von ker S nach X /X liegt. Nach Schritt 2 hat der Raum dieser [x] die Dimension von ker S.
Jetzt wenden wir auf S die Dimensionsformel an:

dim ker L — dim ker S = dim X/X — dim ker S (wie soeben bestimmt)
= dim Bild S (Dimensionsformel)
= dim Bild §/S(Xo) (siehe oben)
= dim Y/S(Xo) —dim Y/Bild S  (nach Schritt 2)
dim coker L — dim coker S (nach Schritt 1).

Also haben L und S denselben Index. O

Wir miissen zum Beweis noch folgende Tatsache nachtragen.

Lemma 9.3 Sei V' Unterraum eines Banachraums X . Es gelte
dimV <oo oder dim X/V < oo mitV abgeschlossen.

Dann hat V' ein abgeschlossenes Komplement.
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BeEweis: Im Fall dim V = n < oo sei v1,...,v, eine Basis von V, und ¢, ..., ¢, die duale
Basis von V’, also ¢;(vj) = d;j. Nach Hahn-Banach, Satz 3.1, haben die ¢; eine Fortsetzung
©; € X'. Definiere die stetige lineare Abbildung

PeL(X,V), Pz =) @)
=1

Es folgt Pvj = vj, P2 = P und P|y = Idy. Fiir x € X folgt z = Pz + (v — Px) € V @ ker P.

Der Raum ker P ist ein Komplement wie verlangt.

Im Fall dim X/V = n < oo, mit V abgeschlossen, wéhle eine Basis [z1],...,[z,] von
X/V. Dann ist Span{z1,...,2,} ein Komplement. O

Satz 9.4 (Fredholmsche Alternative fiir das Dirichletproblem) Sei Q@ C R" offen
und beschrankt. Betrachte den schwach definierten Operator

LWy (Q) = We(Q), Lu=— > 9;(a0u) = Y 0;(Pu) + Y doju+ qu
i,j=1 j=1 j=1
mit Koeffizienten a”, b7, c/,q € L=(Q). Es gelte die Elliptizititsbedingung

n

D a(@)&g = Mg mit A > 0.

ij=1
Dann gelten folgende Aussagen:
(1) L ist Fredholmoperator vom Index Null.
(2) peBildL < ¢(u) =0 fir alle u € ker L*.

(3) Fiir alle u € W01’2(Q) gilt die Abschdtzung

ullwr2i) < C(l[Lullwrz2@y + ullwrz@y),

mit einer Konstanten C < oo abhdngig von den L°°-Schranken der Koeffizienten, der
Elliptizitatskonstante A > 0 und dem Durchmesser von 2.

Hier bezeichnet L* : Wol’Q(Q) — W(}’Q(Q)’ den zu L formal adjungierten Operator, der durch
L* = L' o J definiert ist. Dabei ist J : Wh2(Q) — Wh2(Q)” die kanonische Einbettung. Es
gilt explizit

L'u = — Z 9;(a’" Opu) — Zaj(cju) + Z v oju + qu.
ij=1 j=1 j=1

Die Definition implizit Lu(v) = L*v(u). Ist die Anwendung des Funktionals Lu als L?-Integral
interpretierbar, so hat man

(Lu,v)r2(q) = (u, L'v) 12(q).-

Der Operator L* ist also dann der adjungierte Operator beziiglich des L2-Skalarprodukts.
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