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Kapitel 0

Einfithrung

Fortsetzung der Algebra I

In der Algebra I hatten wir ein grofles Ziel: die Behandlung von Polynomglei-
chungen und der Frage nach ihrer Losbarkeit. Es stellte sich heraus, dass dies
auf das Studium von endlichen Koérpererweiterungen hinauslief:

Satz 0.1. Sei L/K eine Korpererweiterung. Sei o € L Nullstelle von 0 # P €
K[X]. Dann ist K(«) eine endliche Erweiterung von K. Ist L/K endlich, so ist

jedes Element von L Nullstelle eines irreduziblen Polynoms mit Koeffizienten in
K.

Wesentliches Hilfmittel war Galoistheorie, die Eigenschaften von Korpererwei-
terungen in Form in Eigenschaften von Gruppen kodiert.

Theorem 0.2 (Hauptsatz der Galois-Theorie). Sei L/K eine endliche Ga-
loiserweiterung von Kérpern. Sei G die Menge der Untergruppen von Gal(L/K)
und KC die Menge der Zwischenkérper von L/K. Dann gibt es zwei Abbildungen

G 5 kK L g
G — LG
F +— Gal(L/F)= {0 € Gal(L/K) |0 |p=id}

(i) Dann sind die obigen Abbildungen k und v inklusionsumkehrend und in-
vers zueinander. Insbesondere sind beide Abbildungen bijektiv.

(i1) Fiir jeden Zwischenkérper ist L/F galois, und es gilt [L : F] = Gal(L/F).
Fiir jede Untergruppe H C Gal(L/K) gilt

[L: L") =|H|,[L" : K] = [Gal(L/K) : H] .

(ii) Fir L O F D K ist F/K normal (und dann auch galois), genau dann
wenn H = Gal(L/F) ein Normalteiler von Gal(L/K) ist. In diesem Fall

18t
Gal(F/K) = Gal(L/K)/ Gal(L/F) .
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Um diesen Satz effektiv anwenden zu kénnen, benétigten wir alternative Cha-
rakterisierungen von “galois”:

Satz 0.3. Sei L/K endliche Kérpererweiterung. Dann sind dquivalent.
(i) L/K ist galois;
(ii) |Gal(L/K)| = [L : KJ;

(iii) L/K ist normal und separabel;

(iv) LGAL/K) = [

Dabei ist L/K normal und separabel, wenn jedes irreduzible Polynom in K[X],
das ein Nullstelle in L hat, dort bereits so viele unterschiedliche Nullstellen hat
wie sein Grad angibt.

Die Stérke des Hauptsatzes der Galoistheorie liegt darin, dass er angewendet
werden kann, ohne auf seinen Beweis einzugehen!

Im ersten Teil der Algebra I beschéftigten wir uns mit (endlichen) Gruppen und
ihren Eigenschaften. Dies erwies sich als nétige Vorbereitung fiir eine erfolgreich
Anwendung des Hauptsatzes der Galoistheorie.

In ersten Teil der Algebra II werden wir weitere Anwendungen des Hauptsat-
zes kennenlernen, die das Bild abrunden sollen. Danach wird es darum gehen,
Hilfsmittel bereitzustellen, die im weiteren Studium gebraucht werden.

Moduln

Die Definition eines Moduls ist wortlich die gleiche wie die eines Vektorraums -
nur wird Korper durch Ring ersetzt. Es stellt sich schnell heraus, dass Moduln
eine wesentlich kompliziertere Struktur als Vektorrdume haben.

Wir werden ein #hnliches Programm wie in der Gruppentheorie abarbeiten:
Morphismen, Kerne, Summen, Tensorprodukt usw.

Danach werden wir Moduln {iber Hauptidealringen klassifizieren. Ein Spezialfall
wurde bereits erwihnt, aber nicht bewiesen:

Theorem 0.4 (Elementarteilersatz). Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe
ist direktes Produkt von endlich vielen zyklischen Gruppen.

GEZXLX---XLXZLIng x---xL/ng

Ein anderer Spezialfall ist der Satz iiber die Jordansche Normalform.
Dies sind die ersten Beispiele aus dem grofien Gebiet der kommutativen Algebra,
die die Grundlage der algebraischen Geometrie und Zahlentheorie bildet.

Homologische Algebra

Im dritten Teil werden wir homologische Algebra studieren. Kohomologie wurde
in der Topologie entwickelt zum Beweis von Ausagen wie:



Theorem 0.5 (Topologische Invarianz der Dimension). Sei ¢ : R* —
R™ ein Homodomorphismus (stetig, bijektiv, Umkehrabbildung stetig). Dann ist
n=m.

Fiir n = 0 geniigt ein Abzdhlargument. Fiir n = 1 argumentiert man iiber den
Zusammenhang: R ~ {0} ist nicht zusammenhéngend, R™ \ {0} fur n > 1 ist
es. Der allgemeine Fall ist schwieriger und wurde erst mit Hilfe von singulérer
Homologie befriedigend gelost.

Singuldre Homologie ordnet jedem topologischen Raum eine Folge von Vek-
torrdumen (oder Moduln) zu. Unterscheiden sich die Homologiegruppen, so sind
die topologischen Réume nicht homéomorph. Eine &hnliche Methode haben wir
ja auch zum Studium von Koérpern benutzt. Um die Rechenregeln fiir Homolo-
giegruppen zu beweisen, benotigt man einige rein algebraische Sétze. Diese sind
Gegenstand der homologischen Algebra.

Homologie und homologische Algebra werden vor allem in der Geometrie (Topo-
logie, Differentialgeometrie, komplexe Geometrie, algebraische Geometrie) ver-
wendet. In den letzten 50 Jahren wurden grofle Teile der Zahlentheorie geome-
triesiert, daher finden homologische Methoden auch in Algebra und Zahlentheo-
rie eine Anwendung. Unter dem Stichwort nichtkommutative Geometrie finden
sie Eingang in die Funktionalanalysis.

Literatur

Weiterhin: S. Lang: Algebra, S. Bosch: Algeba.
Kommutative Algebra: Atiyah, MacDonald: Commutative Algebra.
Homologische Algebra: Manin, Drinfeld: Homological Algebra.
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Kapitel 1

Erginzungen zur
Galoistheorie

Der Satz vom primitiven Element

Ein Polynom hiefl separabel (I Definition 8.10), wenn seine irreduziblen Faktoren
separabel sind. Ein irreduziebles Polynom hiefl separabel, wenn es keine doppel-
ten Nullstellen iiber dem algebraischen Abschluss hat. Dies konnte man testen,
in dem man die formale Ableitung des Polynoms bildet.

Wir haben bisher nicht gezeigt:

Lemma 1.1. Sei P € K[X] ein separables Polynom. Dann ist der Zerfillungs-
korper von P galois tiber K.

Beweis: Der Zerféllungskorper L von P ist normal iiber K (I Satz 8.3). Wir
miissen also zeigen, dass er separabel ist. Tatséchlich iiberpriifen wir ein anderes

Kriterium, ndmlich
K = LGal(L/K) .

Wir argumentieren mit vollstindiger Induktion nach [L : K. Der Fall L = K ist
trivial. Sei @ € L\ K eine Nullstelle von P und @ € K[X] das Minimalpolynom
von P. Wir betrachten die Kérperkette

LO>K(a)DK .

L kann als Zerfillungskorper des separablen Polynoms P € K (a)[X] aufgefasst
werden. Nach Induktionsvoraussetzung ist L/ K («) galois, also

K(Oé) — LGal(L/K(a)) .
Also ist F := LEI(/K) ¢ K(a). Sei € F. Es hat die Form
1

r=aqag+aia+--+a,1a""

5
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mit n = deg P, a; € K. Da « separabel ist, hat P n verschiedene Nullstellen
ai, ..., 0, tnL, eine davon ist a. Es gibt also

o; : K(a) — L

mit o;(a) = a;. Da L/K normal ist, setzt sich dieser Homomorphismus fort zu
o;: L — L. Es folgt

-1
r=o0ix)=a+aa;+ - +ap_10a]

Damit hat das Polynom
(ap—x) + a1 X + -+ a, 1 X" € FIX]

n verschiedene Nullstellen. Es ist also identisch gleich null, d.h. z = ag € K.
Dies beweist K = F. O

Damit ist es nun auch in Charakteristik p > 0 leicht, Galoiserweiterungen zu
definieren.

Korollar 1.2. Sei L/K endlich und separabel. Dann ist L enthalten in einer
Galoiserweiterung E/K. Es gibt nur endliche viele Zwischenkdrper von L/K.

Beweis: Sei L = K(ay,...,q,), P; das Minimalpolynom von «; und P = [[ P;.
Nach Voraussetzung ist P separabel. Wir wéhlen fiir £ den Zerfillungskorper
von von P. Dies ist eine endliche Galoiserweiterung von K. Nach dem Haupt-
satz der Galoistheorie entsprechend die Zwischenkérepr von E/K genau den
Untergruppen von Gal(E/K). Da diese Gruppe endlich ist, hat sie nur endliche
viele Untergruppen. Also hat E/K (und dann erst recht L/K) nur endliche viele
Zwischenkorper. O

Korollar 1.3 (Der Satz vom primitiven Element). Sei L/K endlich und
separabel. Dann ist die Erweiterung einfach, d.h. es gibt « € L mit L = K(«).

Das Element « heifft dann primitives Element. Dieser Satz erleichtert vieles. Z.B.
ist die Galoisgruppe einer primitiven Erweiterung sehr einfach zu verstehen.

Beweis: Sei K ein unendlicher Korper. Seien «, 8 € L. Wir betrachten
{a+cfB|ceK}.

Diese Menge hat unendliche viele Elemente. Andererseits ist die Menge der
Korper K(a 4 ¢8) C L endlich nach dem letzten Korollar. Also gibt es ¢; #
co € L mit

K(a+caf) = K(a+cp) .

Wir nennen diesen Korper F. Er enthdalt a + ¢; 3, also auch die Differenz (¢; —
c2)B. Wegen c¢; # ¢y € K enthélt er auch 5. Also enthélt er auch «. Es gilt

K(a,8) = K(a+ ¢ 8) .



Allgemein ist L = K(a1,...,a,). Das obige Argument erlaubt es, die Anzahl
der Erzeuger schrittweise auf einen zu reduzieren.

Es fehlt noch der Fall eines endlichen Korpers K. Dieser folgt aus dem néchsten
Satz. O

Satz 1.4. Sei K ein Korper, G C K* eine Untergruppe. Dann ist G zyklisch.

Bemerkung. Insbesondere ist die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers
zyklisch. Ein Erzeuger von K* ist dann auch ein primitives Element.

Beweis: G ist endlich und abelsch. Dann gilt

G=P, x- - xPp,
wobei die p; die Primteiler von |G| sind und P,, die zugehdrigen p;-Sylowgruppen.
(Sie sind eindeutig, da G abelsch ist. Die natiirliche Abbildung von rechts nach
links ist injektiv, da die Ordnungen teilerfremd sind. Sie ist bijektiv, da die
Ordnungen der beiden Gruppen gleich sind.) Nach dem chinesischen Restsatz
ist zu zeigen, dass P, zyklisch ist.

Sei nun a; € P, ein Element der maximalen Ordnung m;. Das Element a =
ai ...a, hat die Ordnung m = m; ... my. Die Ordnung aller Elemente von G
teilt dieses m. Also sind alle Elemente von G Nullstellen des Polynoms X™ — 1,
d.h. |G] <m. Wegen m = | < a > | ist |G| = m und a ein Erzeuger von G. [

Statt des Sylowsatzes kann man natiirlich auch den Elementarteilersatz benut-
zen.

Definition 1.5. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung. Eine Normalbasis
von L ist ein Element « € L, so dass {o(«) | o € Gal(L/K) eine Basis von L
als K-Vektorraum ist.

Lemma 1.6. Eine Normalbasis ist automatische primitiv.

Beweis: Das Minimapolynom von « ist P = [[(X — o(«)), hat also den Grad
[L: K]. Wegen [K(«) : K] = deg P folgt L = K(«). O

Beispiel. Fiir Q(\/ﬁ)/@ ist v/3 keine Normalbasis, wohl aber v/3 + 1.

Theorem 1.7 (Existenz einer Normalbasis). Sei L/K endlich und galois.
Dann existiert eine Normalbasis.

Beweis: Sei Gal(L/K) = {o1,...,0,}, @ € L. Angenommen, « ist keine Nor-
malbasis. Dann sind die Elemente {o;(«) | i = 1,...,n} linear abhéingig iiber
K, d.h. es gibt nichttriviale a; € K mit

ay01(a) + agoz(a) + -+ apon(a) =0 .

Auf diese Gleichung wenden wir ¢! an und erhalten

J

alaj_lol(a) 4+ 4+ anaj_lan(a) =0.
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Dies fassen wir als lineares Gleichungssystem in L mit Unbekannten a; auf. Es
hat eine nichttriviale Losung, also

det(CTj_ldi(Oé))iJ' :# 0.

Um das Theorem zu zeigen, miissen wir also ein « finden, fiir das diese Deter-
minante verschwindet.

Sei B ein primitives Element. Die gesuchte Normalbasis ist ein Polynom in j,
gesucht sind die Koeffizienten. Wir betrachten das Minimalpolynom

n

F(X) = [[(X —0u(8)) € LIX]

i=1
und fiir jedes o € Gal(L/K)

F(X)

G0 =55

Wir lassen o die aj_lai durchlaufen. Die Determinante dieser Matrix mit Ein-
triagen in L[X] sei

D(X) = det ((G”?l‘” (X))i,j) e LIX].

Setzt man 3 ein, so verschwindet G () fiir o # id, aber G4(8) # 0, denn F(X)
hat keine doppelten Nullstellen. Es folgt

D(B) = det(G™(8)di;) # 0
wobei J;; die Einheitsmatrix ist. Also ist D nicht das Nullpolynom. Hat K
unendlich viele Elemente, so gibt es v € K mit D(~) # 0.
Behauptung. Gi4(y) ist die gesuchte Normalbasis.
Wegen v € K gilt

O'Gid(’}/) _ oF(v) _ F(v) =G(v) .

o(y)—o(B) ~v—o(B)
Daher ist D(7y) # 0 genau das Kriterium, das zu iiberpriifen ist.
Es bleibt der Fall, dass L ein endlicher Korper ist. Er wird mit linearer Alge-

bra behandelt. Nach I Satz 9.12 ist dann Gal(L/K) zyklisch mit Erzeuger der
Frobenius ¢.

Behauptung. ¢ hat das Minimalpolynom X™ — 1.

Einerseits gilt ¢ = id. Hat das Minimalpolynom von ¢ einen kleineren Grad,
so sind die Elemente id,¢,...,¢" ! linear abhingig iiber K. Dies wire ein
Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von Kérperhomomorphismen I Satz
9.2.



Der Vektorraum L hat die Dimension n. Charakteristisches Polynom und Mini-
malpolynom haben nun den gleichen Grad, sind also nach dem Satz von Cayley-
Hamilton gleich. In der linearen Algebra zeigt man, dass dann ein zyklischer
Vektor existiert, d.h. ein a € L mit «, ¢(a),...,»" 1 (a) Basis von L. Dies ist
die Normalbasis. (Siehe Lorenz, Lineare Algebra II, BI Wissenschaftsverlag, S.
168). O

Unendliche Galoiserweiterungen

Bisher haben wir uns auf endliche Kérpererweiterungen konzentriert. Allgemein:

Definition 1.8. Sei L/K algebraisch. Die Erweiterung heifit galois, wenn sie
normal und separabel ist. Ihre Galoisgruppe ist

Gal(L/K) = {0 : L — L | Kdrperautomorphismus mit o |x=id} .

Alle Aussagen iiber unendliche algebraische Erweiterungen werden auf endliche
zuriickgespielt. Die entscheidende Beobachtung ist die folgende:

Lemma 1.9. Sei L/K algebraisch. Sei F die Menge der Zwischenkdrper von
L/K ist, die endlich iber K sind. Sei G C F die Teilmenge der Kdérper, die
galois iber K sind. Dann gilt
L=JF
F

Ist L/ K galois, so kénnen die Zwischenkdrper galois angenommen werden.

Beweis: Sei a € L. Dann ist K(a) € F, also liegt o auch auf der rechten Seite.
Ist L/K galois, so liegt die normale Hiille von K («) in L, ist also ein Element
von G. O

Satz 1.10. Sei L/K galois, F' € F. Dann ist o — o|p ein Gruppenhomomor-
phismus

o : Gal(L/K) — Gal(F/K) .
Fir FF C E Elemente von G sei

¢p/r : Gal(E/K) — Gal(F/K)
der entsprechende Homomorphismus. Dann ist

®:Gal(L/K) — [] Gal(F/K) , ®(o)r = ¢r(0)
Feg

ein injektiver Gruppenhomomorphismus mit Bild

lim Gal(F/K) = {(or)r € || Gal(F/K) | ¢p/r(0r) = oF fir alle E/F}
g Feg
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Beweis: Die Aussagen fiir ¢ und ¢, p sind eine Wiederholung des Argumen-
tes, das fiir den dritten Teil des Beweises des Hauptsatzes der Galoistheorie
gebraucht wurde: o(F) C F, da F/K normal. Ebenso ist klar, dass das Bild
von @ in der angegebenen Menge landet.

Behauptung. ® ist injektiv.
®(0) = id bedeutet o |p=id fiir alle F' € G. Wegen 1.9 folgt daraus o = id.
Behauptung. Jedes Element von liilg Gal(F/K) liegt im Bild.

Gegeben sei ein (op)p, @ € L. Dann gibt es F € G mit a € F. Wir defi-
nieren o(a) = op(a). Wegen der Vertriglichkeitsbedingung an die op ist dies
unabhingig von F. Offensichtlich ist o € Gal(L/K) das gesuchte Urbild. O

Wir versehen Gal(L(K) nun mit einer Topologie.

Definition 1.11. Sei L/K galois, F € G. Dann erhilt Gal(F/K) die diskrete
Topologie (alle Teilmengen sind offen). Gal(L/K) erhdlt die Teilraumtopologie
der Produkttopologie auf [[ F € G Gal(F/K). Man nennt dies die proendliche
Topologie auf Gal(L/K).

Die Galoisgruppe wird damit zu einer topologischen Gruppe. Um die Topologie
zu verstehen, geniigt es, offene Umgebungen von id zu verstehen. Eine Umge-
bungsbasis von id sind die Kerne der ¢p.

Theorem 1.12 (Hauptsatz der Galoistheorie). Sei L/K eine Galoiserwei-
terung von Korpern. Sei G die Menge der abgeschlossenen Untergruppen von
Gal(L/K) und K die Menge der Zwischenkérper von L/K. Dann gibt es zwei
Abbildungen

A
— LS
F — Gal(L/F)={oe€Gal(L/K)|o |p=id}

(i) Dann sind die obigen Abbildungen k und v inklusionsumkehrend und in-
vers zueinander. Insbesondere sind beide Abbildungen bijektiv.

(i) Fiir jeden Zwischenkérper ist L/ F galois.

(i) Fir L D F D K st F/K normal (und dann auch galois), genau dann
wenn H = Gal(L/F') ein Normalteiler von Gal(L/K) ist. In diesem Fall
18t

Gal(F/K) = Gal(L/K)/ Gal(L/F) .

Bemerkung. (i) Der Quotient in (iii) ist als auch als Quotient topologischer
Gruppen gemeint.

(ii) Teil des Hauptsatzes ist die Ausage LE(L/K) = K. Dies ist dquivalent
dazu, dass L/K galois ist.
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(iii) Fiir endliche Erweiterungen ist Gal(L/K) diskret, es gibt keine topologi-
schen Bedingungen.

(iv) Offene Untergruppen von Gal(L/K) sind automatisch abgeschlossen und
haben endlichen Index. Sie entsprechen den endlichen Zwischenkorpern

F/K.
Beweis: Vergleiche Lorenz, Algebra I §12. Die Aussagen werde alle mit Lemma
1.9 auf den endlichen Fall zuriickgefiihrt. O
Kummertheorie

Theorem 1.13. Sei K ein Korper, (Char K,n) = 1. K enthalte eine primitive
n-te Finheitswurzel.

(i) Sei L/K galois, Gal(L/K) zyklisch der Ordnung n. Dann ist L = K(«),
wobei das Minimalpolynom von o gegeben ist durch

X" —a firen ae K

(ii) Sei a € K, L der Zerfillungskérper von X™ — a. Dann ist Gal(L/K)
zyklisch von der Ordnung d ein Teiler von n mit o € K.

Die Erweiterungen in (ii) heilen Kummererweiterungen.

Beispiel. Sei K = Fy. Dann ist der Zerfallungskérper von X2 + X + 1 quadra-
tisch, aber nicht vom Kummertyp. Fiir Char K = p = n gilt der Satz nicht.

Beweis: In I Satz 7.18 haben wir den gréBten Teil von (ii) gesehen. Die Null-
stellen von X™ — @ in L sind genau die ("« fiir ¢ = 0,...,n — 1, wobei ( eine
primitive n-te Einheitswurzel in K ist. Man erhélt eine injektive Abbildung

* @
Gal(L/K) - L* o+~ .

Diese stellte sich als Gruppenhomomorphismus heraus. Das Bild ist in der Grup-

pe der n-ten Einheitswurzeln enthalten, also ist die Ordnung ein Teiler von n.

Als endliche Untergruppe von L* ist die Galoisgruppe nach 1.4 zyklisch. Aus

dem Bild kann wiederum das Minimalpolynom bestimmt werden, es ist von der

Form X% — b mit Nullstelle a.

Wirklich interessant ist also (i). Dies ist etwas aufwéndiger und wird verschoben.
O

Definition 1.14. Sei L/K galois. Fine Abbildung
f:Gal(L/K)— L*

heifst Kozykel, falls f(or) = f(o)o(f(7)). f heifst Korand, falls es o € L* gibt
mit f(o) = a/o(a).
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Lemma 1.15. Jeder Korand ist ein Kozykel. Kozykel und Kordnder sind Grup-
pen beziiglich der Multiplikation von Funktionen.

Beweis: Sei f ein Korand.

(0% ox (0%

flo)(af(r)) = = = flo7) .

ola)or(a) o7(a)

Seien f, g Kozykel.

(f9)(o7) = foT)g(o7) = f(o)a(f(7))g(0)o(g(T)) = fg(o)o(fg(T)) -

Fir Korédnder ist noch klarer. O

Definition 1.16. Der Quotient

N Kozykel
H'(L/K,L") = Kordnder

heifit 1-te Galoiskohomologiegruppe mit Werten in L*.
Satz 1.17. Sei L/K endlich und galois. Dann gilt

HYL/K,L*)=1.
Jeder Kozykel ist ein Korand.

Beweis: Sei f: Gal(L/K) — L* ein Kozykel. Zu x € L betrachten wir

b= Y f(O)r(a).

r€Gal(L/K)

Da die 7’s linear unabhéngig sind, gibt es ein z mit b # 0. Es folgt

o)=0|= Y fl)r(a)]| =D olf(r)or(x))

reGal(L/K) T
=Y flom) (e Hor(x) = f(o™")b
wobei wir die Kozykelbedingung ausgenutzt haben. Also gilt f(o) =b/0(b). O

Satz 1.18 (Hilbert 90). Sei L/K galois, Gal(L/K) ist zyklisch mit Erzeuger
sigmag. Fir o € L* sind dquivalent:

(1) oecan/r)ole) =1

(i) Es gibt € L* mit o = 3/0¢(f)
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Beweis: Zunichst die einfache Richtung: (ii) nach (i).

5 ILo)
oG = omm =

o

Fiir die Riickrichtung definieren wir
f:Gal(L/K) — L* , gy aop(a)...op  (a) .

Behauptung. Die Abbildung ist wohldefiniert.

n—1

o0t = aog(a)...of H(@)o™(a)...ap T (a) .

Nach der Voraussetzung (i) ist das Produkt der ersten n Faktoren 1. Weiterhin
gilt o (o) = « etc., so dass man f (o} zuriickerhiilt.

Behauptung. f ist ein Kozykel.

flobad) = a...o5 Ha)ol(a)...op () = f(op)ap(f(0h)) -

Nach dem letzten Satz existiert ein 8 mit

Foh(6) = 5 -
Speziell fiir i = 1 erhalten wir a = f(o) = B/00(8). O

Oft wird auch 1.17 als Hilbert 90 bezeichnet. Es handelt sich um den Satz
Nummer 90 aus Hilberts Zahlbericht von 1897.

Beweis von Theorem 1.13 (i). Sei L/K und oy wie in Hilbert 90. Auflerdem
enthalte K eine primitive n-te Einheitswurzel ¢, (Char K,n) = 1. Wir wenden
Hilbert 90 an auf (. Dazu berechnen wir

[[eiQ=¢"=1,
1

da ¢ € K. Also existiert ein [ mit

(= S ao(B) =C16.

B
o0(B)
Es folgt induktiv o} (3) = (~¢8. Also hat 8 n verschiedene Konjugierte, also
[K(B) : K] =n = [L: K|. 8 ist primitiv. Aulerdem ist o(5") = o(8)" =
('nB™ = A", Damit liegt a = 8" im Grundkoérper K. [
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Radikale

Wir erinnern noch einmal: Sei P € K[X], « eine Nullstelle. Dann kann « durch
Radikale ausgedriickt werden, wenn a € L und

L=K,>DK, 1D---CKy=K

wobei K;/K;_1 eine Kummererweiterung ist. Ein Korper E/K ist durch Radi-
kale auflésbar (kiirzer auflosbar), wenn er in einem solchen L liegt.

Bemerkung. Das Wort Radikal bedeutet Wurzel, lateinisch Radix. Man ver-
gleiche freie Radikale in der Chemie oder Radiesschen in der Biologie.

In Algebra I haben wir dies bereits mit der Auflésbarkeit von Gruppen in Zu-
sammenhang gebracht.

Definition 1.19. Sei G eine Gruppe. G heifst auflosbar, wenn es eine Kette
von Untergruppen

{e} =G, CG1 C---CG=G
gibt, bei der G; <Gi—1 und G;_1/G; abelsch ist.
Theorem 1.20 (vergl. I Theorem 9.1). Sei E/K eine endliche Erweiterung
in Charakteristik 0. Dann sind dquivalent:
(i) E/K ist auflisbar.
(i) Gal(L/K) ist auflésbar.

Beweis: In der Algebra I haben wir die Richtung (i) nach (ii) gezeigt. Dort war
K = Q, aber dies spielte keine Rolle. Nun geht es um die Riickrichtung. Es
geniigt L = F zu betrachten. Sei G = Gal(L/K),

{e} =G, CGr1C---CGy=G
die Kette aus der Definition.

Behauptung. Sei H eine endliche abelsche Gruppe. Dann gibt es ein Kette
von Untergruppen

{e}=H,CHu1C---CHy=H,
so dass die Quotienten zyklisch sind.

Sei e # h € Hund H =< h >. Falls H = H’, so ist H selbst zyklisch.
Andernfalls betrachten wir H/H’. Dies ist eine abelsche Gruppe von kleinerer
Ordnung. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Kette von Untergruppen
von H/H' mit zyklischen Quotienten. Thre Urbilder in H liefern (zusammen mit
H’) die gesuchte Kette fiir H.

Dies wenden wir auf alle Quotienten G;_1/G; an. Die Urbilder in G ergeben
eine feinere Kette von Untergruppen von G mit zyklischen Quotienten. Sei nun
also G;_1/G; zyklisch. Sei K; = LG der zugehorige Zwischenkorper. Nach dem
Hauptsatz der Galoistheorie ist Gal(K;_1/K;) = G;_1/G,, also zyklisch. Nach
Theorem 1.13 ist dann K;_;/K; eine Kummererweiterung. O



Kapitel 2

Ringe und Moduln

Alle Ringe sind kommutativ mit Eins.

Grundbegriffe

Beispiel. Z, Z][i] (die ganzen Gaufischen Zahlen), A[X1,..., X,] (Polynomrin-
ge), Q, Zyy = {3 | a,b € Z,(p,b) = 1}, A[[X]] (Potenzreihenringe),. ..

Definition 2.1. Sei A ein Ring.

(i) A*={a€ A| esgibt b€ A mit ab= 1} heifit Einheitengruppe.

(i1) a € A~ {0} heifst Nullteiler, wenn es ein b € A~ {0} gibt mit ab = 0.
(#ii) Ein Ring ohne Nullteiler heifit Integrititsbereich.

Beispiel. Z* = {£1}, k[X]* = k*. Der Ring k[X]/X? hat den Nullteiler X,
denn X - X = 0. Der Ring A? (komponentenweise Multiplikation) hat den Null-
teiler (1,0) wegen (1,0)(0,1) = (0,0).

Definition 2.2. Sei A ein Ring. Ein A-Modul M ist eine abelsche Gruppe
(M, +) zusammen mit einer Skalarmultiplikation

AxM— M
so dass fir alle a,b € A, x,y € M gilt:
(1) a(z +y) = ax + ay,
(i) (a 4+ b)x = az + bz,
(i) a(bx) = (ab)z,

(iv) la = x.

15
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Beispiel. A = k ein Korper. Dann ist ein A-Modul das Gleiche wie ein k-
Vektorraum.

Lemma 2.3. Fin Z-Modul ist das Gleiche wie eine abelsche Gruppe.

Beweis: Sei M ein Z-Modul, dann ist nach Definition M eine abelsche Gruppe.
Interessant ist also die Gegenrichtung. Sei M eine abelsche Gruppe, x € M,
n € N. Wir definieren naz = 2+ (n—1)x. Fiir negative n setzen wir nx = —(—n)zx.
Die Modulaxiome gelten alle. Man beweist alles mit Induktion, z.B.

nzt+y)=@+y)+t(n-NE+y)=z+y+m-Laz+n-y=nz+ny.
O

Bemerkung. Man sieht an der Beispielrechung, dass die Kommutativitdt von
M wirklich benétigt wird.

Lemma 2.4. Sei k ein Korper. Ein k[X]-Modul M ist das Gleiche wie ein
k-Vektorraum M zusammen mit einem Endomorphismus von M.

Beweis: Gegeben seien M und 6 : M — M. Wir definieren das Skalarprodukt
KX]x M — M (Y ai X' 0) =Y aib(v) .

Wir zeigen die Assoziativitét:

(> aix?) ((Z ijj)v) =3 af (Z bjaf(v)) =3 a6 (09 (v) =
Z aibjﬁ”j (’U) = (Z aiij”j)v .
Die anderen Eigenschaften sind noch leichter.

Umgekehrt sei V ein k[ X]-Modul. Wegen k C k[X] ist es dann ein k-Vektorraum.
Wir setzen 0(v) = Xv. O

Definition 2.5. (i) N C M heifit Untermodul, wenn N abelsche Untergrup-
pe von M ist und abgeschlossen unter Multiplikation mit A.

(i) f: N — M heifft Modulhomomorphismus, wenn f ein Gruppenhomomor-
phismus ist und f(am) = af(m). Die Menge der Modulhomomorphismen
wird durch Hom 4 (M, N) bezeichnet.

Beispiel. A ist auch ein A-Modul. Die Untermoduln von A sind genau die
Ideale. Ist A — B ein Ringhomomorphismus, so ist B ein A-Modul.

Lemma 2.6. (i) Kern und Bild eine Modulhomomorphismus sind Untermo-
duln.

(ii) Ist N C M ein Untermodul, so ist M/N ein Modul mit der induzierten
Skalarmultiplikation. Ist speziell M = A der Ring, so ist A/N ein Ring.
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(i) Homa (M, N) ist ein A-Modul mit (f +g)(z) = f(z)+g(z) und (af)(z) =
a(f(x)) fir allea€ A, x € M.

Beweis: Kern und Bild sind Untergruppen. Zu zeigen ist, dass sie von der Skalar-
multiplikation respekiert werden. Sei f : M — N ein Modulhomomorphismus,
x € Ker f, a € A. Dann gilt

flax) =af(x) =a0=0.
Sei y = f(x) im Bild. Dann gilt

ay = af(z) = f(az) .

Da M abelsch sit, ist N automatisch ein Normalteiler. Damit ist M/N als
abelsche Gruppe definiert. Auch die Modulaxiome sind leicht zu iiberpriifen.
Einzige Frage ist die Wohldefiniertheit der Skalarmultiplikation. Seien also a €
A, z,y € M in der selben Nebenklasse, d.h. z —y € N. Dann gilt

alr+N)=azx+ N ;a(ly+ N)=ay+ N .

Da N ein Untermodul ist, gilt a(x —y) = axz—ay € N, also ist die Multiplikation
wohldefiniert. Ist speziell M = A der Ring, so ist N ein Ideal. Die Ringaxiome
sind leicht zu iiberpriifen (oder vergleiche Algebra I).

Nun wird Hom 4 (M, N) betrachtet. Die Modulaxiome sind leicht zu iiberpriifen.
Sie gelten, da N ein A-Modul ist. Die eigentliche Frage ist Wohldefiniertheit,
ndmlich dass f + g und af wieder in Hom 4 (M, N) liegen.

(f+g)(ax+by) = flax+by) +g(ax +by) = af(x) +bf(y) +ag(x) +bg(y) =
a(f +9)(x) +b(f +9)(y) -

O

Wir fithren nun weitere Methoden ein, wie man aus gegebenen Moduln neue
definiert.

Definition 2.7. (i) Seien Ny, No Untermoduln von M. Die Summe ist der
Untermodul
N1+ Ny = {n1 + no | ny € Ni,ng € NQ}

von M.

(i) Seien Iy,Is C A Ideale. Das Produkt ist das Ideal I1I5, das von den
Produkten ayas mit a; € I; erzeugt wird.

(ii3) Seien M; firi € I A-Moduln. Das direkte Produkt ist der A-Modul
{H M; = {(mi)ier | mi € M;}
iel

mit der komponentenweisen Addition und Diagonalmultiplikation.
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(iv) Seien M; fir i € I A-Moduln. Die direkte Summe ist der A-Modul

{@ M; = {(my)ier | mi € M;,m; = Ofiir fast alle i € I}
el

(v) Ein Modul M heifit frei, wenn er von der Form @, ; A ist. Die Mdchtig-
keit von I heifst dann Rang von M.

Bemerkung. Seien A; fiir i € I Ringe. Dann ist das direkte Produkt ], ; A;
wieder ein Ring. Fiir die direkte Summe ist das falsch, falls |I| = oo, denn

1¢ @A,

Lemma 2.8. Sei A =k ein Kérper. Dann sind alle A-Moduln frei. Der Rang,
also die Dimension, ist wohldefiniert.

Beweis: Dies ist der Basisexistenzsatz und die Wohldefiniertheit der Dimension
aus der linearen Algebra. Fiir endlich erzeugte Vektorrdume handelt es sich also
um Regelstoff aus der linearen Algebra. Der allgemeine Fall folgt mit Hilfe des
Zornschen Lemmas. O

Beispiel. Der Z-Modul Z/n ist nicht frei, denn alle freien Z-Moduln haben
unendliche viele Elemente.

Satz 2.9. Sei M = A" ein freier A-Modul. Dann ist der Rang wohldefiniert.

Beweis: Sei I C A ein maximales Ideal, d.h. I # A und maximal mit dieser
Eigenschaft. Solche Ideale existieren nach I Satz 5.8. Sei N = IA", d.h. der
Untermodul, der von den ax mit a € I, x € A erzeugt wird.

Behauptung. N = I" (direktes Produkt von Moduln)
Zundchst N D I™. Sei (z1,...,2,) € I™.
(1,...,2p) = (21,0,...,0) + (0,22,0,...,0) +--- 4+ (0,...,0,2,) =
21(1,0,...,0) 4+ -+ 2,(0,...,0,1) € N .

Fiir die zweite Inklusion sei (a1, ..., a,) € A" und « € I. Dann folgt (a1, ...,a,) =
(zai,...,za,) € I". Dann ist

M/N = A™/T" = (A/I)" .

Die Zahl n ist die Dimension des k = A/I-Vektoraums M /N, also wohldefiniert.
O

Satz 2.10 (Homomorphiesatz, Noethersche Isomorphiesitze). Sei f :
M — N ein A-Modulhomomorphismus. Dann ist die induzierte Abbildung

f:M/Kerf— Imf
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ein Isomorphismus von A-Moduln. Sind N, N' ¢ M Untermoduldn, so ist
(N+N')/N=N'/(NNN')
ein kanonischer Isomorphismus. Sind N’ C N C M Untermoduln, so ist
(M/N')/(N/N') = M/N
ein kanonischer Isomorphismus.

Beweis: 1Satz 1.19, I Satz 1.20 und I Satz 1.21 liefern diese Ausagen fiir abelsche

Gruppen. Die Vertriglichkeit mit der A-Modulstruktur ist leicht zu iiberpriifen.
O

Definition 2.11. FEine Sequenz M, ER My L My von A-Moduln heif$t exakt,
wenn Ker g = Im f. Fine exakte Sequenz der Form

0— M — My — M3 —0

heifst kurze exakte Sequenz.

Beispiel. 0 — M; — M, ist genau dann exakt, wenn die Abbildung injektiv
ist.
My — M3 — 0 ist genau dann exakt, wenn die Abbildung surjektiv ist.

Satz 2.12 (Chinesischer Restsatz). Seien I1,..., I, Ideale von A mit I; +
I; = A fiir alle i # j. Dann ist die Sequenz

0— ﬂfiﬂALHA/L-HO
i=1 i=1
exakt.

Bemerkung. Fir A =Zist I; = (a;), I; + I; = A bedeutet, dass (a;,a;) = 1.
Man erhélt genau den chinesischen Restsatz aus Algebra 1.

Beweis: Es gilt stets
Kerm={a€ Alacl furalle i} = ﬂ]i.
i=1

Die schwierige Aussage ist also die Surjektivitdt. Wir argumentieren mit Induk-
tion nach n. Der Fall n = 1 ist trivial. Sei nun n = 2, (a,b) € A/I; x A/I,. Wir

wihlen ein Urbild a von @. Es gilt m(a) — (a@,b) = (0,a — b). Die Abbildung
Il — A — A/I2
ist surjektiv, denn das Bild ist

L/LNL2L+1/L=A/l .
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Sei also ¢ € I} mit ¢ =b—a mod I. Das Ele@ent a+ c ist das gesuchte Urbild,
denna+c=a=a mod Iy unda+c=a+b—a mod I.
Sei nun n > 2, J = (i_,. Nach Induktionsvoraussetzung ist

A)T = T]/5—0
1=2

exakt. Wir wollen den n = 2-Fall benutzen, um die Exaktheit von
zu zeigen. Dafiir brauchen wir nur:

Behauptung. I +J = A.

Nach Voraussetzung gibt es a; € I, b; € I; mit a; +b; = 1. Daraus erhalten wir
1=T]]J(a; +b;) =[] b; mod I;. Das Produkt b; ...b, liegt in I; fiir alle ¢, also
in J. O

Tensorprodukt

Zu einem Paar von A-Moduln M, N definiert man einen neuen, das Tensorpro-
dukt M ® 4 N. Die Definition ist implizit, das neue Objekt wird durch seine
Eigenschaften beschrieben.

Definition 2.13. Seien M, N A-Moduln, P ein weiterer Modul. Fine Abbildung
f:MxN-—P

heifst A-bilinear, wenn fir alle m € M und n € N die Abbildungen f(-,n) :
M — P und f(m,-): N — P Modulhomomorphismen sind.

Das Tensorprodukt von M und N ist ein A-Modul T :== M ® 4 N zusammen
mit einer bilinearen Abbildung

0 MxN—-M®aN ;(mn)—men

so dass
HOHIA(M XA N,P) = HomA,bihn.(M X N,P)

fiir alle A-Moduln P.

Man nennt eine solche Definition eine universelle Figenschaft.

Bemerkung. Der Isomorphismus von Homs wird induziert von der Verkniipfung
MxNLMesN—P.

In Worten: Jede bilineare Abbildung M x N — P faktorisiert eindeutig iiber 6.

Satz 2.14. Das Tensorprodukt existiert und ist eindeutig.
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Beweis: Eindeutigkeit: Seien (T, 0) und (T”,0") zwei Tensorprodukte. Die Ab-
bildung ¢’ : M x N — T’ ist bilinear. Nach der universellen Eigenschaft von
(T, 0) gibt es dann eine Faktorisierung

0:MxNLTL1
Ebenso gibt es

0: MxNLTLT
Behauptung. fog=id.

Es gilt
f0909/=f09=9/=id09/.

Wegen der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft von 6’ folgt f o g = id.
Existenz: Sei T der freie A-Modul

@ A= {Zaj(mj,nj) |n>0,a; € A,m; € M,njiN} .
€M XN j=1

Wir definieren M x N — T durch (m,n) — 1(m,n). Hieraus wollen wir eine
bilineare Abbildung machen. Dies erzwingt Relationen. Sei R C T der Unter-
modul, der erzeugt wird von

(m+m',m) — (m,m) — (')
(m,n+n') — (m,n) — (m,n’)
(am,n) —a(m,n)
(mv CLTL) - a(m7 TL)
fiir alle m,m’ € M, n,n’ € N,ae€ A. Sei T = T/R Wir schreiben m ® n fiir
(m,n) + R. Sei 8(m,n) = m @ n. Es gilt
(m+m)@n=men+m @n,me n+n)=men+men
(am)®@n=a(m®n) =m®e (an)
insbesondere ist 6 eine bilineare Abbildung.
Behauptung. (7,0) erfillt die universelle Eigenschaft.
Sei f: M x N — P bilinear. Wir definieren

flT — P ;Zaj(mj,nj) = Zajf(mj,nj) .

Dies ist ein Modulhomomorphismus. R liegt im Kern von f , z.B. gilt

f((m+m',n)—(m,n)—(m’7n)) :f(m+m/7n)_f(m7n)_f(m/7n) =0

Daher faktorisiert f iiber T = T/ R. Dies ist die einzige M6glichkeit, denn es

muss f(m,n) = f(m ®n) gelten. O
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Elemente der Form m ® n heiflen Elementartensoren. Im allgemeinen ist nicht
jeder Tensor elementar.

Satz 2.15. Seien V,W K -Vektorrdume mit Basen {e; | i € I} und {f; | j € J}.
Dann ist {e; ® f; | i € I,j € J} eine Basis von V @ W. Insbesondere ist
dim(V @g W) =dimV - dim W.

Beweis: Wir zeigen, dass die angegebene Menge ein lineare unabhingiges Erzeu-
gendensystem ist. Aus dem Beweis der Existenz kennen wir eine Beschreibung
von V@ W. Sei > A\pvg ® wy, ein beliebiges Element. Es gilt

Vg = E aRi€; ;Wi = E brj fj

mit ag;, bi; € K. Es folgt

Dok @wy =Y (Y arier) ® (O biifi) = Akaribije; @ f; -

Die e; ® f; sind ein Erzeugendensystem. Sei

D aijei® f;=0.

Sei f: V xW — P ein bilineare Abbildung. Nach Voraussetzung gilt dann
Y- ai; f(e, f;) = 0. Wir wihlten speziell P = K und

fkl VxW-—=K ,(Z biei,chfj) — bkc; .
Also gilt
0=""aijfulei f;) = ar -
Demnach sind die Vektoren linear unabhéngig. O

Fasst man K™ als Spaltenvektoren auf, so entsprechen die Elemente von K™ ®
K™ den n x m-Matrizen.

Bemerkung. In der Physik ist oft die Rede von Tensoren, entwar dem Trégheits-
tensor. Sei dafiir M eine Mannigfaltigkeit (die Raumzeit oder ein Phasenraum),
V =TM, der Tangentialraum in einem Punkt. Dann ist

TP=V®.. . VeaV'®...eV" qbzw. p Faktoren)

(V* = Homg(V,R) der Dualvektorraum) der Raum der p-fach kontravarianten
und g¢-fach kovarianten Vektoren. Sie bilden ein Vektorraumbiindel auf M.

Beispiel. Z/3 ®z Z/2 hat als Erzeuger m ® n mit m € Z/3 und m € Z/2. Es
folgt

men=Am)@n=4men)=me 4n)=mx0=0m®0) =0

Also verschwinden alle Erzeuger von Z/3 ®z 7Z/2. Das Tensorprodukt ist der
Nullmodul.
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Satz 2.16 (Rechenregeln). Seien M, N, P Moduln fir den Ring A. Dann gibt
es kanonische Isomorphismen

(i) M@N=NeM
(ii) MON)Q P2 M® (N ®P)
(iii) ( M®N)® P~ (M®P)® (N ® P)
(iv) Ao M = M.
Beweis: Alle Beweise verlaufen nach dem gleichen Muster. Z.B. (iv):

Behauptung. M erfillt die universelle Eigenschaft fir A ® M.

Sei 6 : A x M — M definiert durch (a,m) + am. Gegeben sei eine bilineare
Abbildung f : A x M — P. Man definiert f : M — P durch f(m) = f(1,m).
(Dies ist die einzige Moglichkeit). Dann gilt f = f o 6. O

Satz 2.17. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es Funktoren

I+

? {B-Moduln}

—

{A-Moduln} @

indem jedem A-Modul M der B-Modul B ® 4 M zugeordnet wird (Skalaren-
erweiterung), bzw. ein B-Modul N als A-Modul aufgefasst wird (Skalarenein-
schrinkung).

Beweis: Jeder B-Modul ist auch ein A-Modul. Ist M ein A-Modul, so wird
B ®4 M ein B-Modul via

BXxB®aM—B®aM ;b @m)— (bb)@m.

Lokalisierung

Definition 2.18. Sei A ein Ring. Fine Teilmenge S C A heifit multiplikativ,
wenn1€S,0¢ 85 und s,t € S = st €S. Wir setzen dann

S*1A:S><A/~:{%|aeA,s€S}/~

wobei & ~ ‘;—: genau dann, wenn es ein t € S gibt mit (as’ — as)t = 0. Wir
definieren

a d as’+ds ad ad

s s

S~1A heifit Lokalisierung von A an S.

ss’ "ss' ss

Wir werden gleich iiberpriifen, dass dies einen Ring definiert.
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Beispiel. (i) Wenn A ein Integrititsbereich ist, dann vereinfacht sich die

. . . ’ . .
Aquivalenzrelation zu ¢ ~ % genau dann, wenn as’ = a’s. Speziell fiir

S = A~ {0} erhalten wir den Qutientenkérper von A.

(i) A=7,5=1,3,9,.... Dann ist S~! A die Menge der Briiche, deren Nenner
eine Potenz von 3 ist.

(iii) A = Z, p eine Primzahl, S = {n € Z | (p,n) = 1. Dann ist S™'Z = Z,),
die Menge der Briiche, deren Nenner nicht durch p teilbar ist.

Lemma 2.19. Die Lokalisierung ist ein Ring.

Beweis:

Behauptung. ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Die Relation ist symmetrisch und reflexiv. Zur Transitivitét:

a a/ a’// ! !/ N7 "/
—~—=(as —ad's)t=0,(a's" —a"s")u=0

— ~
S//

s s’

Die erste Gleichung wird mit us” multipliziert, die zweite mit ¢s.

= 0 =ut(ass” — a'ss") +ut(a's"s — a"s's) = uts'(as” —a"s) =

® |
S

Behauptung. + ist wohldefiniert.
Sei & ~ ‘S‘—:, d.h. es gibt ¢ € S mit t(as’ — a’s)) = 0. Dann gilt

a b au+bs a b
s u su s w

a'u+bs’

s'u

Zu untersuchen ist die Differenz
(au+bs)(s'u) — (a'u+bs") (su) = au®s’ + buss’ — a’'u’s — bss'u = u?(as’ —a's) .

Sie wird von ¢ annuliert. Wegen u2t € S ist dies die gesuchte Relation.

Die iibrigen Behauptungen und Axiome werden ebenso iiberpriift. O
Lemma 2.20. Die Abbildung A — S™'A via a — 1 ist ein Ringhomomorphis-
mus. Sie ist genau dann injektiv, wenn S nullteilerfrei ist.

Beweis:

a b al+bl a+b
S T T TS R
b
ab — %fracbl = aT

Der Kern ist

{aeA‘%N%}:{ae/H es gibt s € S| s(al —01) =0} .
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Im Falle eines Integritidtsbereichs konnen alle Lokalisierungen als Unterringe des
Quotientenkorpers aufgefasst werden.

Definition 2.21. Sei M ein A-Modul, S C M eine muliplikative Teilmenge.
Wir setzen m
S_lM:{;\meM,seS}/N

wobei T ~ T—// genau dann, wenn t(sm’ — s'm) fir eint € S.
Lemma 2.22. S~'M ist ein S~*A-Modul. Es gilt
ST'A®@aM=S'M .

Beweis: Die Modulstruktur wird durch
a m am

Stire) Ay

gegeben. Wohldefiniertheit und alle Axiome sind leicht zu iiberpriifen. Diese
Skalarmultiplikation
STTAXM —STTAXSTIM — 5T M
ist A-bilinear, also gibt es eine eindeutige A-lineare Abbildung
¢:ST'TAQ M — STIM .
Behauptung. Dies ist ein S~' A-Modulhomomorphismus.

a, b abm abm ab
SHGem =S = =g em)
Behauptung. ¢ ist surjektiv.
T =o(;@m).

S

Behauptung. ¢ ist injektiv.

Ein beliebiges Element von S~'A ®4 M kann geschrieben werden als

Zal%(gmlzzsl@alblml:z:;(gsl§l8nalblml

S1...8n

! 3 1
:ﬂ@ZSlSZSnalbsz:gégm

(8; bedeutet, dass dieser Faktor weggelassen wird.) Ein solches Element liegt im
Kern von ¢, wenn 7 = 0 also wenn es ¢t € S gibt mit tm = 0 in M. Dann gilt

1°
aber auch
1 1
- @m=—®tm=0.
S st

O

Bemerkung. Ist 0 — M; — My — M3 — 0 exakt, so ist auch 0 — S™'M; —
S™'My — S™'M3z; — 0 exakt. Fiir beliebige Tensorprodukte ist das falsch. Im
allgemeinen ist nur N ® M7 — N ® My — N ® M3 — 0 exakt.
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KAPITEL 2. RINGE UND MODULN



Kapitel 3

Moduln tiiber
Hauptidealringen

Ziel ist der Beweis des Elementarteilersatzes: Ist A eine endliche abelsche Grup-
pe, so gilt
AX27Z/ny X ZL/ng X -+ X L/ny .

Eine abelsche Gruppe ist nichts als ein Z-Modul. Der Beweis des Satzes funk-
tioniert gleichermaflen fiir alle Hauptidealringe.
In diesem Kapitel sind alle Ringe nullteilerfrei.

Hauptidealringe und Primfaktorzerlegung

Definition 3.1. I C A heiffit Hauptideal, wenn I = (f) = Af fiir ein f € A.
Ein Integrititsring heifst Hauptidealring, wenn jedes Ideal ein Hauptideal ist.

Beispiel. Z, k[X] (I Satz 5.11), Q[i] (Ubungsaufgabe). Keine Hauptidealringe
sind Q[v—5], k[X,Y] (betrachte I = (X,Y).

Lemma 3.2. Sei k ein Kérper. Dann ist der Potenzreihenring k[[X]] ein Haupt-
idealring.

Beweis: Es gilt k[[X]]* = kx*, denn
1= "a; X" b X =Y "( > abX*
i J i+j=k

impliziert apby = 1 und rekursiv ist jedes b; eindeutig aus den a; fiir i < j zu
bestimmen.

Jedes f € k[[X]] kann also als X(/)g geschrieben werden, wobei g € k[[X]]*.
Sei I C k[[X]] ein Ideal. Es wird erzeugt von X" wobei v das Minimum der v(f)
fir f e I. O

Dieses Beispiel 148t sich verallgemeinern:

27
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Definition 3.3. Sei k ein Korper. Eine diskrete Bewertung von K ist eine
surjektive Abbildung
v: K" —7Z

so dass

(i) v(zy) = v(@) +v(y),

(ii) v(@ +y) > min(o(z), v(y)).
A={0}U{zx € K* | v(z) > 0 heifit Bewertungsring von K. Ein Ring, der
isomorph zu einem solchen A ist, heifit diskreter Bewertungsring.

Das Wort diskret bezieht sich auf die diskrete Gruppe Z, im Unterschied zu
Bewertungen mit Werten in R oder Z2. Man kann zwanglos v auf ganz K fort-
setzen, wenn man v(0) = oo setzt.

Beispiel. (i) A = k[[X]] ¢ K = {30, aX" | n € Z,a; € k} fiir einen
Korper k. Die Bewertung ist wie im letzten Beweis definiert, d.h. f =
X" gmit g € k[[X]]*. Der Bewertungsring ist der Ring der Potenzreihen.

(ii) Speziell k = C, A der Ring der in einer Umgebung von 0 konvergierenden
Potenzreihen, d.h. der Ring der Potenzreihenentwicklungen von holomor-
phen Funktionen. Die Bewertung ist die gleiche wie im vorherigen Beispiel.

(iii) Sei p eine Primzahl, K = Q, v, : Q — Z bildet p’a mit a € Z,) auf i ab.
Der Bewertungsring ist gerade Zy,).

Bemerkung. Sei v : K* — Z eine diskrete Bewertung, a € R eine feste positive
reelle Zahl. Die Abbildung

| [:K—=R;0—0; 2#0—a @

hat alle Eigenschaften eines Absolutbetrages. Dieser Betrag macht dann K zu
einem metrischen Raum. Im Fall K = Q und v = v, erhélt man die p-adische
Metrik auf Q. Die Komplettierung von Q beziiglich dieser Metrik heifit Korper
der p-adischen Zahlen.

Satz 3.4. Jeder diskrete Bewertungsring A ist ein Hauptidealring. Er hat ein
eindeutig bestimmites mazximales Ideal, ndmlich

I={zxeAlv(x)>0}
Es gilt A* = {x € A|v(xz) =0}.
Beweis: Zunichst bestimmen wir A*. BEs gilt v(1) = v(11) = v(1) + v(1), also
v(1) = 0. (Damit haben wir auch 1 € A {iberpriift). Sei zy = 1 in A. Dann folgt
0= v(1) = vlwy) = o) +v(y)

Da z,y € Aist v(x),v(y) > 0. Es folgt v(x) = v(y) = 0. Ist umgekehrt v(z) = 0,
so ist x # 0 und hat demnach ein Inverses y in K. Dieses Inverse hat die
Bewertung 0, liegt also auch in A.

Sei nun I wie im Lemma angegeben.
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Behauptung. Dies ist ein Ideal, das jedes andere Ideal ungleich A enthdlt.

Seien z,y € I, d.h. v(z),v(y) > 0. Dann folgt v(z + y) = min(v(z),v(y) > 0.
Fiir a € I und z € I folgt v(ax) = v(a) + v(x) > 0, also ax € I. Damit ist I ein
Ideal. Sei J C A ein Ideal ungleich A, d.h. J enthélt keine Einheiten. Sei x € J.
Dann ist einerseits v(x) > 0, andererseits v(x) # 0. Also liegt = in I.

Behauptung. Alle Ideale sind Hauptideale.

Sei J ein Ideal, 7 € J ein Element mit minimaler Bewertung. Wegen v(J) C Ny
gibt es ein solches Element. Sei € J beliebig. Dann gilt

o(5) = ()~ v(m) 2 0
™
nach Wahl von 7. Also liegt y = £ im Bewertungsring und x = y7 € (7). O
Bemerkung. Sei I = (7). Dann ist jedes andere Ideal von der Form (7™) mit
n € Np.

Definition 3.5. Sei A ein Integrititsring. a € A heifsit irreduzibel, wenn a
keine FEinheit ist und aus a = bc in A folgt b Einheit oder a FEinheit. a heifit
Primelement, wenn a # 0 und a keine Einheit und aus a | be folgt a | b oder
alec.

Beispiel. In Z sind die irreduziblen Elemente die Primzahlen, in k[X] die irre-
duziblen Polynome.

Lemma 3.6. Primelemente sind stets irreduzibel. Ist A ein Hauptidealring, so
sind irreduzible Elemente prim.

Beweis: Sei a Primelement, a = bc. Dann folgt ohne Einschrinkung b = ab’,
also a = abb'c = a(1 —b'c) =. Da a # 0 und A ein Integrititsring, muss 1 = bc’
gelten, dh. ¢ ist Einheit. Der Umkehrschluss wurde in I Lemma 5.18 gezeigt.
Dort ging es um Polynomringe, aber das Argument war allgemein. O

Definition 3.7. FEin Integritdtsring heifit faktoriell, wenn jedes Element un-
gleiche Null eine Zerlegung in Primfaktoren hat, d.h. zu 0 # x € A gibt es
irreduzible p; € A mit

a=DpP1...Pn -

Hat man zwei solche Darstellungen p1...pn = q1...qm, Sow ist n = m und
nach geeigneter Umnummerierung gilt p; = u;q; mit u; € A*.

Beispiel. Z, k[X], aber auch k[X3,...,X,] (kein Beweis).
Satz 3.8. Hauptidealringe sind faktoriell.

Beweis: Man vergleiche den Beweis von I Theorem 5.19, den Fall von Polynom-
ringen. Tatsdchlich wurde nur verwendet, dass in einem Hauptidealring gerech-
net wird. ]
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Elementarteilersatz

Theorem 3.9 (Elementarteilersatz). Sei A ein Hauptidealring, N ein end-
lich erzeugter A-Modul. Dann gilt

N=2A"xA/(q1) x Af(g2) x ... A/ (qn)

mit 0 # q; € A und q; | ¢;—1. Die Zahl r und die Folge der Ideale

(¢1) O (g2) O+ D (an)
ist eindeutig bestimmt.

Die ¢; heilen FElementarteiler von M. Fir A = 7Z erhalten wir den mehrfach
genannten Elementarteilersatz, z.B. I Theorem 2.10.

Theorem 3.10 (2. Version des Elementarteilersatzes). Sei A ein Haupt-
idealring, F' ein freier A-Modul von endlichem Rang, M C F ein Untermodul.
Dann gibt es eine Basis e1,...,e, von F und Elemente qi,...,q, € A~ {0}
mit q; | ¢i+1, so dass

{qiei ‘Z: 1,...,TL}

eine Basis von M ist. Die Folge der Ideale (q1),. .., (qn) ist eindeutig bestimmdt.

Bemerkung. In 3.10 sei N = F/M. In der Basis des Theorems gilt dann
N>2A/(q1)x...A/(qgn) X A"

mit r = m — n. Dies ist ein endlich erzeugter Modul. Die Eindeutigkeit in 3.9
impliziert also die Eindeutigkeit in 3.10. Sei umgekehrt N ein A-Modul mit
Erzeugenden x1,...,x,,. Sei F ein freier A-Modul mit Basis by,...,b,,. Dann
gibt es eine surjektive Abbildung

F—N; b+—x;.

Sei M der Kern. Die Existenz der Elementarteiler in 3.10 impliziert also die
Existenz der Zerlegung in 3.10
Der Beweis ist aufwendiger, wir holen aus.

Definition 3.11. Sei A ein Ring, M ein A-Modul. x € M heiffit Torsions-
element, falls es 0 # a € A gibt mit ax = 0. M heifst Torsionsmodul, wenn
jedes Element ein Torsionselement ist. M heifit torsionsfrei, wenn 0 das einzige
Torsionselement ist.

Beispiel. Fiir A =7 sind Z/5 und Q/Z Torsionsmoduln.

Satz 3.12. Sei M ein endlich erzeugter torsionsfreier Modul iber einem Haupt-
idealring. Dann ist M frei.

Wir arbeiten vor:
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Lemma 3.13. Sei A ein Ring,
0-N—-M-—F50

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln.

(i) Wenn es eine Abbildung v : F — M gibt mit o ¢ = id, dann ist M =
N@F.

(i) F sei freier A-Modul. Dann gilt M 2 N & F.
Beweis: Wegen 7 o1 = id ist ¢ injektiv. Sei F = Im()).
Behauptung. FNN=0.

Sei z € FNN. Nach Voraussetzung ist N = Ker, also 0 = 7(x). Wegen z € F
gilt z = (y), zusammen also y = 7y (y) = 0.

Behauptung. Die natiirliche Abbildung N & F — M ist ein Isomorphismus.

Der Kern sind Paare (f,n) mit f + n =0, also f = —n € NN F = 0. Damit
ist die Abbildung injektiv. Sei € M beliebig, n =  — ¢ (z). Es gilt n(n) =
m(z) — mpm(x) = w(z) —idw(2z) = 0, also n € N. Es gilt ¢yw(z) € F = Im«). Es
folgt © = n 4+ ¢Ym(z), d.h. z ist Bild des Paares (n, ¥m(x).

Sei nun F' freier A-Modul. Sei B = {b; | ¢ € I} eine Basis von F, d.h. jedes
Element von F' ist eindeutige (endliche) Linearkombination von Elemente aus
B. Wihle Urbilder b; € M der b;. Wir definieren

v F—M; Zaibi»—»Zail}i.
il iel
Offensichtlich ist 7oy = id. O

Bemerkung. v heifit Schnitt von 7. Die Abbildung p = ¥ ist ein Projektor,
d.h. p? = Yy = ¢idm = p. Projektoren erzeugen stets eine Zerlegung in
direkte Summen (Ubungsaufgabe).

Lemma 3.14. Sei A ein Hauptidealring, M C A™ ein Untermodul. Dann ist
M frei von Rang hdchstens n.

Beweis: Induktion nach n. Fiir n = 1 ist M ein Ideal. Da A ein Hauptidealring
ist, gilt M = (f) = Af fir ein f € M. Dieses Element ist Basis, da Hauptideal-
ringe nullteilerfrei sind.

Sei nun n > 1 beliebig, 1 < m < n. Wir betrachten

p: A" — A™

die Projektion auf die ersten m Koordinaten. Der Kern ist 0™ x A™~ ", also
frei. Sei m = p|p. Der Kern von 7 ist enthalten im Kern von p, also frei nach
Induktionsvoraussetzung. Das Bild von 7 ist enthalten in A™, also ebenfalls frei
nach Induktionsvoraussetzung. Die Sequenz

0—-Kermr—> M —Imm—0
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ist exakt. Nach dem letzten Lemma folgt M = Ker 7 @ Im 7. Als direkte Summe
von freien Moduln ist M frei. Der Rang von M ist die Summe der Rénge von
Ker m und Im 7, nach Induktionsvoraussetzung also héchstens m +n —m. [

Beweis von Satz 3.12. Sei A der Hauptidealring, M ein endlich erzeugter tor-
sionsfreier A-Modul. Seien 1, ...,2zx Erzeuger von M. Darin sei {x1,...,2,}
eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Fiir ¢ > n gilt

;T + ;171 + 0+ ATy =0

mit a; # 0, denn sonst wére {z1,..., T, 2;} linear unabhéingig. Mit anderen
Worten: a;x; €< x1,...,x, >.Seib = Hfin_H a;. Dann ist ax; €< x1,...,T, >
fir i =1,...,N. Wir definieren

¢o:M—>M; x— ax .

M ist torsionsfrei, daher ist Ker¢ = {z € M | ax = 0} = 0. ¢ faktorisiert iiber
< X1,..., Ty >= A" Der Untermodul ¢(M) ist dann frei. O

Bemerkung. Das letzte Lemma folgt umgekehrt sofort aus dem Satz: Ein
Untermodul eines torsionsfreien Moduls ist torsionsfrei. Fiir Hauptidealringe
sind Untermoduln von endlich erzeugten Moduln endlich erzeugt (siehe spéter:
Theorie der noetherschen Ringe). Sind torsionsfreie endliche erzeugte Moduln
frei, so tibertréigt sich das auf Untermoduln.

Beispiel. Sei p eine Primzahl, QQ ist eine torsionsfreie abelsche Gruppe, aber
nicht frei, denn je zwei Briiche sind linear abhéngig.

Korollar 3.15. Sei A ein Hauptidealring, M endlich erzeugter A-Modul. Sei
T ={z € M |z ist Torsionselement}
Der Torsionsuntermodul. Dann ist F = M/T frei, und es gilt
M>=To®F .

Beweis: Offensichtlich ist F' endlich erzeugt. Sei z € F' ein Torsionselement, d.h.
es gibt @ € A mit ax = 0. Sei T ein Urbild von = in M. Dann gilt az € T, d.h
es gibt b € A mit bax = 0. Nach Definition liegt dann  im Torsionsuntermodul
T, d.h. aber x = 0 in M/T. Damit ist F' torsionsfrei, nach Satz 3.12 also frei.
Die Sequenz

0—-T—-M—F—0

ist exakt. Nach Lemma 3.13 (ii) folgt M =T & F. O
Beweis der Eindeutigkeit in Theorem 3.9. Sei

M= A" x A/(q1) x Af(g2) % ... A)(qn) -
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Dann ist F' = M/T = A". Nach dem Korollar ist r der Rang von M/T, also
eindeutig nach Lemma 2.9. Wir betrachten nur noch Moduln der Form

A/(q) x A/(q2) % ... A/(qn)

mit ¢; # 0 und ¢; | ¢;1. Seien py, ..., py teilerfremde Primteiler von ¢, (und da-
mit aller ¢;). Sei ¢; = u;p7?" ... p** die Primfaktorzerlegung. Die Teilerfremdheit
bedeutet, dass das Hauptideal (p;"") + (pj”) fiir [ # j der ganze Ring ist. Damit
sind die Voraussetzungen des chinesischen Restsatzes erfiillt. Wir konnen A/(g;)
zerlegen in Faktoren der Form A/ (p?) Zu zeigen ist nun die Eindeutigkeit der

Folge der Exponenten ej; in

k
M= A ) x - x AJ (i)
i=1

Sei Ty = {x € M | pyz = 0}. Fiir i # 1 hat A/(p¢) keine solchen Elemente, fiir
i = 1sind es in A/(p$) die Vielfachen von p¢~'. T} ist ein A/(p;)-Modul, also
ein Vekorraum. Seine Dimension d ist die Anzahl der Elemente von {e;; > 0 |
j=1,...,n}. Weiterhin ist

k
27y = [T A/ - A/p]")

i=1

mit fi; = e;; — 1 und f;; = e;;. Nach Induktionsvoraussetzung sind die f;;
eindeutig bestimmt. Man beachte, dass Faktoren mit e;; = 1 nicht aus M/Ty
abgelesen werden konnen. Thre Anzahl ist jedoch aus d abzulesen. O

Beweis der Existenz in Theorem 3.10. Sei F freier A-Modul vom Rang m, M C
F ein Untermodul. Nach Lemma 3.14 ist M ebenfalls frei vom Rang hochstens
m. Wir betrachten einen beliebigen Modulhomomorphismus

AN F—A.

Dann ist A(M) ein Untermodul von A, also ein Ideal Jy. Ein Ideal ist umso
grofer, je weniger Primfaktoren sein Erzeuger hat. Sei A; ein Funktional, so
dass Jy, maximal in der Menge der Jy ist und (q1) = Jy,. Sei 1 € M mit
)\1(LE1) = dai.

Behauptung. Flir jedes A gilt A\(z1) € (a1).

Sei A : F'— A mit bA(z1) ¢ (a1). Wir betrachten das Ideal (¢) = (a1,b) D (a1).
Es gibt also a, 8 € A mit ¢ = aa; + $b. Nun betrachten wir das Funktional
A = al + BA. Wegen N (z1) = ¢ gilt Jy D (¢) D (a1). Dies ist ein Widerspruch
zur Maximalitdt von Jy,.

Sei f1,..., fm eine beliebige Basis von F,

rn=cfi+. - cmfm -
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Die Projektion auf auf den Koeffizienten von f; ist ein Funktional, also gilt
¢; € (a1). Alle Koeffizienten von 7 sind durch a; teilbar. Damit gilt

r1 = aje; fireine; € F .
Behauptung. F = Ae; & Ker ).

Nach Konstruktion gilt A(e;) = 1, also ist Ae; N A; = 0. Sei z € F, dann liegt
y =1 — A (z)e; im Kern von A;. Damit ist  das Bild von (A1(z)e1,y).

Sei F; = Ker A;. Dies ist ein freier Modul, dessen Rang echt kleiner ist als m.
Sei M1 =Mn Fl.

Behauptung. M = Az, & M;.
Wir zerlegen x € M in seine Komponenten, namlich
x=(A(x)er,x — A (x)ey) .

Wegen A\ (z) € Jy, = (a1), kann der Koeffizient durch a; geteilt werden. Ay (z) =
aay impliziert Aj(z)e; = aaje; = axy € M. Dann liegt aber auch die zweite
Komponente in M. Das Element hat die angegebene Form.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Basis e, . . ., e, von F; und Elemen-
te aso,...a,;, von A, so dass die a;e; eine Basis von M; sind. Insgesamt haben
wir dann eine Basis von F' und M gefunden. Ebenfalls nach Induktionsvoraus-
setzung gilt a; | a;q1. fiir ¢ > 2.

Behauptung. a; | as.

Sei (¢) = (a1,a2), also gibt es y1,72 mit ¢ = y1a1 + Y2a92. Sei pos : M — A
die Projektion auf den Koeffizienten von es. Wir betrachten das Funktional
A =711 + Y2p2. Es folgt

A1 + agea) = A1 (z1 + azes) + y2(x1 + azes) = y1a1 + Y202 = ¢ .

Wegen der Maximalitdt von Ay und Jy C (¢) C (a1) folgt a1 | c. Dann gilt auch
a1 | az. Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Jordansche Normalform

Wir spezialisieren den Normalteilersatz im Fall A = k[X], wobei k ein Korper
ist. Wir haben gesehen (Lemma 2.4), dass ein k[X]-Modul das Gleiche ist wie
ein Vektorraum zusammen mit einem Endomorphismus.

Lemma 3.16. Ein endlich erzeuter k[X|-Torsionsmodul ist das Gleiche wie ein
endlich dimensionaler k-Vektorraum zusammen mit einer linearen Abbildung
0:— V.
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Beweis: Sei M ein endlich erzeugter k[X]-Torsionsmodul. Nach dem Elementar-
teilersatz gilt dann

M = k[X]/(q1) x -+ x k[X]/(gn)

wobei die ¢; Polynome ungleich Null sind. Wie in Algebra I gilt dimy, k[X]/(q;) =

deg q;, also ist der M zugrundeliegende Vektorraum endlich dimensional. Umge-

kehrt sei M N-dimensional, m € M beliebig. Dann ist die Menge {m, Xm, X?m, ;X"m}
linear abhéngig iiber k, d.h. es gibt a; € k mit

n
Z a; X'm=20.
i=0
Das Polynom >~ a; X* annuliert m, also ist m torsion. O

Korollar 3.17. Sei V' ein endlich dimensionaler k-Vektorraum, 6 : V. — V eine
k-lineare Abbildung. Dann gibt es eine Basis von V', so dass die darstellende
Matriz die Form

Ay 0
Az
0 A,
mit
0 0 —ao
1 0 —a
1 0 —as
1 0 —Aan—-2
0 0 1 —Qp—1

Dabei kénnen die charakteristischen Polynome
Char(4A;)) =ao+ a1 X + -+ apX™
als Potenzen von irreduziblen Polynomen angenommen werden.

Beweis: Wir wenden den Elementarteilersatz auf den k[X]-Modul V an, da-
bei zerlegen wir die Elementarteiler ¢; mittels chinesischem Restsatz weiter in
Potenzen von irreduziblen Faktoren:

V= EX]/(f1) x - X KX]/(fn) -
Die Matrix A; gehort zu k[X]/(fi). Wir bestimmen also die Matrix der Multi-
plikation mit X auf einem k[X]/(f). Sei f =ag+ -+ am_1 X™ 1 + X™. Wir
wihlen als Basis die Nebenklassen von 1, X, ..., X™ 1. Die linecare Abbildung
ist Multiplikation mit X. Also
(1) =1-X,0(X)=1-X%...,06(X™?)=1.Xxm"1,
Q(Xm_l) = Xm = —(ao —+ -4 Clm_le_l) .

Dies ergibt genau eine Matrix vom angegebenen Typ. Das charakteristische
Polynom berechnet man durch Entwicklung nach der ersten Zeile. O
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Korollar 3.18 (Jordansche Normalform). Sei V' ein C-Vektoraum, 6 : V —

V' eine lineare Abbildung. Dann gibt es eine Basis von V', so dass die Matriz

von 0 die Gestalt

Ay 0
Ay
0 A,
mit

a 0
1 a
0 1 a
0 1 a

Beweis: Wieder haben wir eine Zerlegung in C[X|/(f;)’s, wobei die f; Potenzen

von irreduziblen Polynomen sind, d.h. f; = (X —a)™
,(X —a)" 1X. Diese Elemente sind tatsiichlich linear

Basis X, (X —a)X,...

. Diesmal wahlen wir als

unabhéngig, da sie verschiedene Grade haben. In dieser Basis gilt

(X)) =X*=(X—-a)X +aX
O((X — a)X) = ( —a)X? =
O((X — ) X) = (X — a)X? =

6((X — a)" ' X)

Die Matrix hat dann die angegebene Gestalt.

(X —a)X[(X —a)+a]=(X
(X —a)X[(X —a) + a)

=(X-a)"X+a(X —a)" X =a(X —a)™'X mod f;

O

Bemerkung. Natiirlich funktioniert das iiber jedem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper. Die Eindeutigkeitsaussgen im Elementarteilersatz iibersetzen sich
ebenfalls in Eindeutigkeitsaussagen in der Jordanschen Normalform.

—a)’X +a(X -
(X —a)*X +a(X —

a)X
a)’X



Kapitel 4

Primideale

In diesem Kapitel ist A wieder ein beliebiger Ring (kommutativ mit Eins).

Definition 4.1. FEin Ideal p C A heifst Primideal, falls p # A und aus ab € p
folgt a € p oder b € p. Die Menge der Primideale von A heifit Spektrum Spec A.

Beispiel. A = Z, p = (p). Die Bedingung bedeutet also p | ab = p | a oder
p | b, d.h. p ist eine Primzahl — oder p = 0. Die Primideale von C[X] sind von
den Polynomen (X — a) fiir a € C erzeugt, auflerdem gibt es noch p = 0.

Lemma 4.2. p C A ist ein Primideal genau dann, wenn A/p ein Integrititsring
ist. Alle maximalen Ideale sind prim.

Beweis: ab € p ist dquivalent zu ab = 0 in A/p. Wenn A/p nullteilerfrei ist, dann
gilta =0oder b=01in A/p, d.h. a € p oder b € p. Die Umkehrung gilt ebenfalls.
Ist m maximales Ideal, so ist A/m ein Kérper, also ein Integrititsbereich. O

Beispiel. In k[X,Y] sind (X) und (X,Y") Primideale, denn die Quotienten sind
isomorph zu k[Y] bzw. k.

Lemma 4.3. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus, p C B ein Primideal.
Dann ist f~'p ein Primideal.

Beweis: Die Abbildung A — B/p hat den Kern f~!p, also ist A/f~'p — B/pf
wohldefiniert und injektiv. Die Nullteilerfreiheit von B/p impliziert, dass auch
A/ f~1p nullteilerfrei ist, also f~1p ein Primideal. O

Bemerkung. Ist umgekehrt ¢ C A ein Primideal, so betrachtet man das Ideal
Bq C B. Dies ist im allgemeinen kein Primideal.

Beispiel. Z — Z][i], ¢ = (2). Dann ist Z[il]q = (2). Es gilt 2 = (1 4+ 4)(1 — i),

aber (1+1) ¢ (2). Also ist dies kein Primideal. Tatséchlich gilt (1+1) = (1 —1)
und (2) = (1+14)? C Z[i].
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Bemerkung. In manchen Ringen gilt statt einer eindeutigen Zerlegung von
Elementen in Primfaktoren wenigstens eine eindeutige Zerlegung von Idealen
in Produkte von Primdiealen. In diesem Zusammenhang, ndmlich als “ideale
Elemente” wurden Ideale urspriinglich eingefiihrt.

Beispiel. In Z[/-5] sind
pr= (214 V=5),p2 = (2,1 —V=5).ps = (3,1 + )pa = (3,1 — V=5)
Primideale, denn z.B.
ZIV=5]/(2,1+V=5) Z Z[X]/(X? +5,2, X +1) 2 Fo[X]/(X?+5,X +1) 2T,
ist nullteilerfrei. Es gilt
pip2 = (4,2 +£2v/-5,6) = (2) .

Definition 4.4. Fin Ring heifst lokal, wenn er nur ein eindeutiges maximales
Ideal hat.

Beispiel. diskrete Bewertungsringe, Korper.

Satz 4.5. Sei A ein Ring, p ein Primideal, S = A~ p. Dann ist A, := S™'A
ein lokaler Ring. Er heif$t Lokalisierung von A an p.

Beweis: Sei s,t € A~ p. Nach Definition eines Primideals ist dann auch st €
Axp.Dap # A, gilt 1 € S. Anderererseits ist 0 ¢ S. Die Menge ist multiplikativ,
also ist A, definiert.
Wir bestimmen die Einheiten von A,. Es sind Briiche a/s fiir die es a’/s’ (s, s €
S) mit

!

1= Ea—/ & es gibt t € S mitt(aa’ —s's) =0 .
ss

Wegen aa’t = ss't € S folgt dann a,a’ ¢ S. Ein Bruch ist also invertierbar, falls
Zahler und Nenner in S liegen. Wir betrachten

m:Ap\A;:{ZMGp,seS}

Dies ist ein Ideal, nimlich S~!p. Jedes andere echte Ideal ist in m enthalten. [

Warum lokal, Lokalisierung?

Definition 4.6. Sei A ein Ring. Fine Teilmenge V' C Spec A heifst abgeschlos-
sen, falls sie von der Form

V(I)={p €SpecA|ICp}
fiir ein Ideal I C A ist. Spec A\ V' heifit dann offen.

Beispiel. Sei A =7, also I = (f) fiir ein f € Z. Dann ist V(f) = V((f)) =
{(p) | p| f} die Menge der Primteiler von f, also endlich. Eine offene Teilmenge
von SpecZ ist also immer Komplement einer endlichen Mengen.
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Satz 4.7. Spec A ist ein topologischer Raum.

Beweis: Wir iiberpriifen die Axime in Termen von abgeschlossen Mengen, also
(i) ® und Spec A sind abgeschlossen.
(ii) Sind Iy, I} Ideale, dann ist V' (I;) U V(I3) abgeschlossen.

(iii) Seien I;,j € J eine Menge von Idealen. Dann ist | J
sen.

ey V(I;) abgeschlos-

Es gilt V((0)) = Spec 4, denn (0) C p fiir alle Primideale. Es gilt V((1))
denn 1 ¢ p fiir alle Primideale.

0,

V() UV (L) ={p |1 Cpoder Iy Cp}
V(Iils) ={p | L I> C p}

Ist I; C p, dann folgt I1 1> C p, also
V(Il) @] V(IQ) - V(Ilfg) .

Angenommen, die Inklusion ist echt, d.h. es gibt p mit p C I115, aber p enthélt
weder I; noch Is enthalten. Dann gibt es Elemente a; € I; \p und as € I> \ p.
Das Produkt aias € I1I5 C p. Da p ein Primideal ist, folgt a; € p oder as € p.
Dies ist ein Widerspruch. Schlief3lich:

V) ={p|LcpfirallejeJ}={p| > L Cp=V(>_ 1)

jeJ jeJ jeJ
O

Bemerkung. Ein Punkt von Spec A heifit abgeschlossen, wenn {p} C Spec A
eine abgeschlossene Menge ist, also V(I) = {p}. Dies ist genau dann der Fall,
wenn p ein maximales Ideal ist. |Spec A| ist die Menge der abgeschlossenen
Punkte von Spec A.

Beispiel. |SpecZ| ist die Menge der (positiven) Primzahlen. | Spec C[X]| =
{(X —a) | aeC}=C. Ist Alokal, so hat |Spec A| nur ein Element.

Theorem 4.8 (Hilberts Nullstellensatz). Sei k algebraisch abgeschlossene-
ner Kérper. Dann haben die mazimalen Ideale von k[X,...,X,] die Form

(X —a1,....,X —ay)
fiir a; € k. Es gibt ein Bijektion
k™ — |Speck[Xy,..., X,] .

Beweis: In nichsten Kapitel. O
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Die Topologie auf Spec A induziert eine Topologie auf | Spec A|. In diesem Fall:
I=(f1,...,fm) CEk[X1,...X,], dann ist

VI)n|SpecAl={(X —a1,....,.X —an) | f1,-- s fn€ X —a1,...,X —a,)}.

Die Bedingung f € (X — a1,...,X — a,) ist dquivalent zu f(aq,..., fn) = 0.
Unter der Bijektion mit k™ gilt also

V()N |Spec Al ={(a1,...,an) € k" | fila1,...,a,) =0firi=1,...m} .

Die abgeschlossenen Mengen sind Nullstellenmengen von Mengen von Polyno-
men.
Die Topologie, die man so auf k™ (z.B. C™) erhilt, heifit Zariski- Topologie.

Lemma 4.9. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann ist die Abbildung
f* : Spec B — Spec A mit p — f~'p stetig.

Beweis: Nach Lemma 4.3 ist die Abbildung wohldefiniert. Wir miissen iiber-
priifen, dass die Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind. Sei I C A
ein Ideal.

Behauptung. (f*)'V(I) C Spec B ist abgeschlossen.

p € (f*)"'V(I) bedeutet f*p = f~tp € V(I),d.h. I C f~'p & f(I) C p. Dies
ist genau dann der Fall, wenn p € V(J), wobei J das von f(I) in B erzeugte
Ideal ist. O

Ein Homdomorphismis ist eine stetige, bijektive Abbildung, derem Umkehrab-
bildung stetig ist.

Satz 4.10. Sei I C A ein Ideal, 7 : A — A/I die Projektion. Dann induziert
7* : Spec A/I — Spec A einen Homdomorphismus zwischen Spec A/I und V (I).

Beweis: Sei p C A/I ein Primideal, 7*p = 7~ p enthilt also 7—(0) = I. Mit
anderen Worten: 7*(p) € V(I). Sei umgekehrt I C q C A ein Primideal.

Behauptung. 7 (7(q) = q.

Sei a € 771(n(q), d.h. w(a) € 7(q). Dies bedeutet a € q+ I. Wegen I C q folgt
a € q. Die umgekehrte Inklusion ist trivial.

Behauptung. 7(q) C A/I ist ein Primideal.

Als Bild eines Moduls ist 7(q) ein Modul, also ein Ideal. Seien @,b € A/I mit
@b € 7(q). Seien a, b Urbilder von @ und b. Dann gilt ab € q nach der vorherigen
Behauptung.j Da ¢ ein Primideal ist, folgt a € q oder b € q und damit @ € 7(q)
oder b € 7(q). Da 7 'mq ein Primideal ist, gilt 1 ¢ 7(q).

Die Abbildungen 7 und 7* sind also invers zueinander. Die Stetigkeit von
Spec A/I — V(I) ist ein Spezialfall des letzten Lemmas. Sei V(J) C Spec A/I
abgeschlossen, wobei J C A/I ein Ideal. Dann ist 7*(V(I)) = V(7~1(J)), also
ebenfalls abgeschlossen. O
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Satz 4.11. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge, ¢ : A — S~ A die natiirli-
che Abbildung. Dann induziert ¢* : Spec ST A — Spec A einen Homdomorphis-
mus zwischen Spec S~! und {p € Spec A | SNp = 0}.

Korollar 4.12. Sei speziell f € A nicht nilpotent, S = {1, f, 2, f3,...},
Ag = S7YA. Dann induziert ¢* eine Bijektion zwischen Spec A¢ und der offe-
nen Menge Uy = Spec AN V(f) ={p € Spec A | f ¢ p}.

Beweis des Satzes. Sei @ C S™'A prim. Dann gilt
. _ a
$'a=¢la={acA|]ca}.

Angenommen, es gibt f € SN ¢*q, dann ist { € q eine Einheit. Dies ist ein
Widerspruch zu q prim.
Sei nun p C A ein Primideal mit S Np = (. Wir betrachten S~!p — S—1A.

Behauptung. Diese Abbildung ist injektiv.

Sei némlich ¢ im Kern, d.h. es gibt ¢ € S mit ta = 0. Das bedeutet dann auch
$=0in S~1p.

Behauptung. S~ !'p ist ein Primideal.

Seien 2,bt € S~! mit £ = 2 fiir ¢ € p d.h. es gibt v € S mit v(cst — abu) = 0.
Dies impliziert, dass vabu € p. Dies ist ein Primideal und nach Voraussetzung
v,u ¢ p. Dann muss a € p oder b € p sein. Weiter gilt S~'A = S~1p genau
dann, wenn % = as fiir ein a € p und s € S. Dies bedeutet, dass es t € S gibt
mit t(a — s) = 0 € p. Dies impliziert ts € p, ein Widerspruch. Damit ist S~1p

tatsdchlich prim.
Behauptung. Die Abbildungen ¢* und S~ sind invers zueinander.

Sei q C ST'A. Zu zeigen ist S~'¢~'q = q. Die Inklusion C ist klar. Sei nun

¢ € g. Dann gilt ¢ = f1s. Als Einheit kann % nicht in g liegen. Da q ein
Primideal ist, folgt ¢ € g, also a € ¢~ 'q und damit e S~lo~1q.

Sei p C A prim mit pU S = 0. Zu zeigen ist ¢~ 1S~ !p = p. Zunsichst D. Sei also
a€p. Dannist ¢ € S™'p und a € ¢~ S~ !p. Fiir C sei ¢ € S~'p, d.h. es gibt
bepund s € S mit § = bs. Also gibt es t € S mit ¢(as — b) = 0. Hieraus folgt
tsa € p. Wegen p prim und s, ¢ ¢ p folgt a € p.

Die Bijektivitit und Stetigkeit ist damit gezeigt. Sei V(J) C SpecS~!A ab-
geschlossen. Die gleichen Rechnungen wie oben zeigen, dass dann ¢*(V(J)) =
¢*(Spec STLA) NV (¢~1(J)). Also ist das Bild abgeschlossen in der Relativto-

pologie. O

Bemerkung. Spektren von Ringen sind die Grundbausteine der algebraischen
Geometrie, genau wie offene Kugeln in R” die Grundbautsteine der Differential-
topologie sind. Ein Schema ist ein topologischer Raum mit einer offenen Uber-
deckung durch Spec A;’s fiir Ringe A;, so dass die Ubergangsabbildungen lokal
durch Isomorphismen von Ringen induziert werden. Dies erlaubt geoemtrische
Argumente und Begriffe in der Algebra zu verwenden.
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Definition 4.13. FEine Eigenschaft P eines Moduls heif§t lokal, wenn:
M hat P < M, hat P fir alle Primideale.

Lemma 4.14. Sei M ein A-Modul. Dann sind duqivalent:
(i) M =0.
(it) M, fir alle p € Spec A.

(11i) My, fiir alle m € | Spec A|.

Beweis: Die Implikationen von (i) nach (ii) nach (iii) sind klar. Sei nun M # 0
und es gelte (iii). Sei x € M \ {0}. Sei I = {a € A | ax = 0}. Dies ist ein Ideal
ungleich A. Jedes Ideal ist in einem maximalen Ideal enthalten (I Satz 5.8). Sei
also I C m. Nach Voraussetzung ist T € My = 0, also gibt es s € S = A\m
mit sx = 0. Nach Definition gilt dann s € I C m, Widerspruch. O

Lemma 4.15. Sei ¢ : M — N ein Modulhomomorphismus. Dann sind dquiva-
lent:

(i) ¢ ist injektiv (surjektiv, bijektiv).
(i1) ¢p : My, — Ny ist injektiv (surjektiv, bijektiv) fiir alle p € Spec A.
(111) ¢m : My — N, ist injektiv (surjektiv, bijektiv) fir alle m € | Spec A|.
Beweis: Wir betrachten die exakte Sequenz
0— M—-N-—-In¢—0.
Diese Sequenz bleibt exakt bei Anwenden von S—! (Ubungsaufgabe), also
0— (Ker¢), = My = N, — (Im¢), — 0.

Mit anderen Worten: Ker(¢,) = (Ker ¢),. Die Behauptung folgt nun aus dem
vorhergehenden Lemma. O

Definition 4.16. Sei A ein Ring. Die Krulldimension von A (oder Spec A ist
die mazximale Linge n einer Kette von verschiedenen Primidealen von A:

PoCp1 C---Chyp .

Beispiel. Korper haben die Krulldimension 0. Hauptidealringe wie Z oder k[ X]
haben die Krulldimension 1. Die maximalen Ketten haben die Form 0 C (p) fiir
ein Primelement p. In k[X Y] gibt es die Kette 0 C (X) C (X,Y), also ist die
Dimension wenigstens 2.

Satz 4.17. Sei k ein Kérper. Dann hat A = k[X,...,X,] die Dimension n.
Jede Kette von Primidealen kann zu einer Kette der Linge n erweitert werden.
Ist

PoCp1 C---Chyp

eine mazximale Kette, dann hat A/p; die Dimension n — i.
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Beweis: Die Aussage iiber die Dimension von A/p; folgt aus den vorherigen
Aussagen. Einerseits inuzieren die Primideale p; fiir j > 4 eine Kette von Prim-
idealen in A/p; der Linge n — i. Ist andererseits 0 = q; C ¢4+ - . - g, eine Kette
von Primidealen in A/p;, so kénnen ihre Urbilder in A mit pg,...,p; zu einer
Kette der Linge m zusammengefasst werden. Da alle maximalen Ketten die
gleiche Lange haben, folgt m = n. Die Aussage soll nun mit Induktion iiber
die Anzahl der Variablen n gezeigt werden. Der Induktionschrit wird in einem
Lemma zusammengefasst. O

Lemma 4.18. Sei A ein n-dimensionaler Ring, in dem jede Kette von Prim-
idealen zu einer Kette der Linge n verfeinert werden kann. Dann hat A[X] die
Dimension n + 1, und jede Kette von Primidealen kann zu einer Kette dieser
Ldnge verfeinert werden.

Beweis: Wir fixieren zunéchst ein Primideal p von A und betrachten die Menge
J der Primideale P8 von A[X] mit P N A = p. Ein Beispiel fiir ein solches
Primideal ist A[X]p. Dieses Primideal ist in allen an P € J enthalten.

Behauptung. Die einzige Enthaltenseinsrelation in J ist A[X]p C PB.

Wir nutzen zunichst die Bijektion V(I) zu Spec A[X]/I fiir I = A[X]p. Hierbei
bleiben alle Enthaltenseinsrelationen erhalten. Es ist A[X]/A[X]p = (A/p)[X]
geniigt es also, den Fall p = 0, A ein Integritdtsring zu betrachten. Sei S =
A~ {0}. Wir nutzen die Bijektion zwischen Spec S~'A[X] und der Menge der
Primideale von A[X], die leeren Schnitt mit S haben. Wieder bleiben alle Ent-
haltenseinsrelationen erhalten. Wegen S~1(A[X]) = (S~1A)[X] koénnen wir also
ohne Einschrénkung annehmen, dass A ein Korper ist. In diesem Fall ist die
Aussage klar, da k[X] ein Hauptidealring ist.

Sei nun pg C p; C ...p, eine Kette von Primidealen in A. Dann ist

AlXpo C A X]p1 C ... A X]pn C (Pn, X)

eine Kette von Primidealen in A[X] der Lénge n+ 1. Also hat A[X] mindestens
die Dimension n + 1. Sei andererseits

‘poleC---‘Bm

eine Kette von echten Inklusionen von Primidealen von A[X] mit m > n. Sei
p; = P; N A. Sollte die Menge der p; weniger als n + 1 Elemente haben, so
verfeinern wir die Kette.

Sei j der kleinste Index mit p; = p;41. Nach dem vorher gezeigten folgt aus p; =
p;41 die Gleichheit P; = A[X]p,;. Da A die Dimension n hat, tritt dieser Fall
auch wirklich ein. Die Kette ; fiir ¢ > j induziert eine Kette von Primidealen
in A/9B; = (A/p;)[X]. Der Ring A/p; hat die Dimension n — j, also hat dieser
Teil der Kette nach Induktionsannahme die Lange n — j 4 1. Zusammen mit den
ersten j Schritten ergibt sich m =n + 1. O
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Bemerkung. Wie vorher gesehen kann fiir algebraisch abgeschlossene Korper
die Menge k™ mit |Speck[X1,..., Xy]| identifiziert werden. Sie hat also die
Krulldimension n. Insbesondere stimmen fiir C" die Vektoraumdimension, die
Krulldimension iiberein. Als reelle Mannigfaltigkeit ist die Dimension 2n.



Kapitel 5
Noethersche Ringe

Definition 5.1. Sei A ein Ring, M ein A-Modul. M heifit noethersch, wenn
jede Kette

M1CM2CM3C...

von Untermodul von M stabil wird, d.h. M; = M;{1 ab einem Index ig. Der
Ring A heifst noethersch, wenn er noethersch ist als A-Modul, d.h. jede Kette

Lclclz3C...
von Idealen wird stabil.

Beispiel. Sei M eine endlich abelsche Gruppe. Dann ist M noethersch als Z-
Modul.

Lemma 5.2. Sei A ein Hauptidealring, dann ist A noethersch.

Beweis: Sei

(f1) C(f2) C(fs) C

eine Kette von Idealen. Dann sind alle f; Teiler von f;. Bis auf Einheit gibt
nur endlich viele Teiler von f7, also kénnen auch nur endlich viele verschiedene
Terme in der Kette vorkommen. O

Beispiel. Sei A = k[X1, Xo, X3,...] der Polynomring in unendlich vielen Va-
riablen. Dann wird die Kette von Idealen

(Xl) C (Xl,XQ) C (Xl,X27X3) C...
nicht stationér. Dieser Ring ist nicht noethersch.

Lemma 5.3. Sei M ein A-Modul. M ist genau dann noethersch, wenn alle
Untermoduln von M endlich erzeugt sind.

45
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Beweis: Sei N C M ein Untermodul. Angenommen, N ist nicht endlich erzeugt.
Wir konstruieren eine Kette

Ny C Ny C N3 C...

von Untermoduln von N: Sei 1 € N\ {0} und N; =< x; > der von x; erzeugte
Untermodul. Sei x5 € N ~ N;. Da N nicht endlich erzeugt ist, gibt es dieses
To. Sei nun Ny =< x1,x9 >. Iterativ wihlen wir 2; € N ~ N;_; und setzen
N; =< z1,...,x; >. Diese Kette von Untermoduln von M wird nicht stabil,
also ist M nicht noethersch.

Seien umgekehrt alle Untermoduln von M endlich erzeugt,

My C My CMsC...

eine Kette von Untermoduln. Sei N = |J,~; M;. Nach Voraussetzung ist dieser
Modul endlich erzeugt, N =< x1,...,x, >. Dann gibt es i; mit z; € M;,. Sei k
das Maximum der endlich vielen 7;. Dann gilt z; € M;, fiir alle j, d.h. N C M.
Fiir i > k ist dann N C M C N, die Kette ist stationér. O

Beispiel. Ein Ring ist also noethersch, wenn alle Ideale endlich erzeugt sind.

Korollar 5.4. Sei M ein noetherscher Modul, N ein Untermodul. Dann sind
auch N und M/N noethersch.

Beweis: Jeder Untermodul von N ist ein Untermodul von M, also ebenfalls
endlich erzeugt. Jeder Untermodul T von M /N hat ein endlich erzeugtes Urbild
in M. Die Nebenklassen der Erzeuger erzeugen dann 7. O

Korollar 5.5. Sei A ein noetherscher Ring, I C A ein echtes Ideal. Dann ist
A/I noethersch.

Beweis: Nach dem vorherigen Korollar ist A/I noethersch als A-Modul. Damit
sind alle Ideale von A/I endlich erzeugt als A-Moduln, also auch endlich erzeugt
als A/I-Moduln. O

Bemerkung. Unterringe von noetherschen Ringen sind im allgemeinen nicht
noethersch! Jeder Integritétsbereich ist in seinem Quotientenkorper enthalten,
der natiirlich ein noetherscher Ring ist.

Satz 5.6. Sei A ein noetherscher Ring, S eine multiplikative Teilmenge. Dann
ist STLA noethersch.

Beweis: Wie wir beim Beweis von Satz 4.11 gesehen haben, sind die Ideal von
S~1A von der Form ST fiir Ideale I von A. I ist endlich erzeugt als A-Modul,
dann ist S7'I endlich erzeugt als S~!A-Modul. O

Satz 5.7. Sei
0— My — My — M3z —0

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Ms ist noethersch genau dann, wenn
My und My noethersch sind.
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Beweis: Den Schluss von My auf M; und M3 haben wir bereits gezeigt. Seien
nun M7 und M3 noethersch. Sei

Ny C Ny CN3C...
eine Kette von Untermoduln von Ms. Dann wird die Kette
NiNM;y C NoNMaC NsNMC ...
von Untermoduln von M; stabil. Genauso wird die Kette
Ny/NiNM; C Ny/NonM; C N3g/NsNM C ...

von Untermoduln von My /M = M3 stabil.

Behauptung. Sei N C N’ mit NN My, = N' N My in My und N/NNM; =
N’/N'N My in Ms. Dann ist N = N'.

Sei ' € N’. Modulo N’ N M liegt es in N, d.h. es gibt z € N mit 2’ —z €
N'NM; =NNM; CN.Damit gilt 2’ € N.
Diesen Schluss kénnen wir nun auf unsere Kette anwenden, sie ist stabil. O

Theorem 5.8 (Hilberts Basissatz). Sei A noetherscher Ring. Dann ist A[X]
noethersch.

Korollar 5.9. Sei A endlich erzeugter Ring iber Z oder einem Kérper. Dann
ist A noethersch.

Beweis: Z und Korper k sind noethersch als Hauptidealringe. Nach dem Theo-
rem sind dann auch Z[Xy,...,X,] und k[X7,..., X,] noethersch. Endlich er-
zeugte Ringe sind Quotienten dieser Polynomringe. O

Beispiel. Z[/—5] ist noethersch. Er wird von v/—5 erzeugt.

Beweis des Theorems: Sei I C A[X] ein Ideal. Fiir P = a, X" + a, 1 X" ' +
-+ 4+ ap mit a,, # 0 heifit a,, fithrender Koeflizient. Sei

a={a € A a fithrender Koeffizient eines P € I } U {0} .

Dies ist ein Ideal. Da A noethersch ist, ist @ = (a1,...,ax). Sei a; fithrender
Koeffizient von P; € I. Wir betrachten

I'=(P,...,P,) CICAX].

Sei n; = deg P; und n das Maximum dieser Grade. Beziiglich dieser P; kénnen
wir eine Variante des Euklidischen Algorithmus verwenden. Sei P € I beliebig
mit m = deg P, a der fithrende Koeffizient von P. Wegen a € a gibt es u; € A
mit a = > w;a,. Wir betrachten

P— ZuiPiXm_"i el.
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Der Grad dieses Polynoms ist echt kleiner als m. Dieses Verfahren kann iteriert
werden, solange m > n;. Wir erhalten damit

P=P +Rmit P c€I'/degR<n.

Wir haben gezeigt
Ic(,X,...., X" H+r1,

d.h. T ist in einem endlich erzeugten A[X]-Modul enthalten. Das geniigt nicht!
Genauer: Sei I = {P € I | deg P < m}. Dies kein A[X]-Ideal, wohl aber ein A-
Modul. Er ist enthalten in dem A-Modul, der von 1, X, ..., X"~ ! erzeugt wird.
Da A noethersch ist, ist auch I’ endlich erzeugt als A-Modul. Es gilt

I=I"A[X]+ T
und sowohl I"” A[X] und I’ sind endlich erzeugte A[X]-Moduln. O

Der folgende Satz ist eine sehr méchtige Anwendung von Argumenten mit
noetherschen Ringen.

Satz 5.10. Sei k ein Korper, E = k[Xy,...,X,]/I ebenfalls. Dann ist E eine
endliche algebraische Erweiterung von k.

Beweis: Seien x1,...,x, die Bilder der X;. Seien, nach Umnummerieren, z1, ..., z,
algebraisch unabhéngig und z,41,...,x, algebraisch abhéngig von z1,...,z,.
Sei

F=kx,...,2) .

Dann ist E/F eine endlich erzeugte algebraische Erweiterung, also endlich di-
mensional als F'-Vektorraum.

Behauptung. F ist endlich erzeugter Ring iber k, d.h. von der Form k[T1, ..., Ti]/J.
Sei y1,. .., Ym eine Basis von E/F. Wir erhalten Gleichungen

vi =Y fiyi vivi = fijktn
5 K

mit Koeffizienten in F. Sei Fy der k von den f;; und f;;, erzeugte Ring. Da
er endlich erzeugt ist, ist er noethersch. Wir betrachten nun E als Fy-Modul.
Er wird von yi,...,yn erzeugt, denn unsere Gleichungen erlauben es, jedes
Polynom in den x; als Linearkombination der y; mit Koeffizienten in Fy zu
schreiben.

F C F als Fy-Moduln. Als Untermodul eines endlich erzeugten Moduls tiber
einem noetherschen Ring ist F' ein endlich erzeugter Fy-Modul. Insgesamt ist F'
endlich erzeugte Ringerweiterung von k, wie behauptet.

Um unseren Satz zu beweisen, kénnen wir nun F durch F' ersetzen.

Behauptung. FEsist F = k(x1,...,x,) mit algebraisch unabhingigen Elemen-
ten x; und gleichzeitig F = k[Ty,...,Tg]/J. Dann ist r = 0.
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Wir betrachten zundchst den Fall r = 1, d.h. F = k(X). Seien T; = F;/G;

fir i = 1,...,k mit F;,G; € k[X]. Polynome in den T; haben als Nenner nur

Produkte der Primfaktoren der G;. Das Inverse von G1Gs ... G; + 1 kann nicht

in dieser Form geschrieben werden. Dies ist ein Widerspruch.

Fiir r > 1 argumentieren wir mit Induktion: Wir ersetzen k durch k(z1,...,z,.—1).
Der Spezialfall zeigt dann k(z1,...,2z,) = k(z1,...,20-1). O

Damit haben wir den Hilbertschen Nullstellensatz bewiesen.

Beweis von Theorem 4.8: Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, m C
k[X1,...,X,] ein maximales Ideal. Auf den Korper F = k[X1,..., X,]/m wen-
den wir den vorherigen Satz an. Er ist eine algebraische Erweiterung von k.
Da k algebraisch abgeschlossen ist, folgt £ = k. Sei a; das Bild von X; in
k[X1,...,Xn]/m = k. Dann liegen die X; — «; im Kern der Projektionsabbil-
gung, also in m. Es gilt (X; — a1, X2 — ag,..., X, — a,) C m. Da beide Ideale
maximal sind, stimmen sie iiberein. O
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Wiederholung

Begriffe

Ringe, Einheiten, Nullteiler, nullteilerfrei, Integrititsbereich, Primideale,
maximale Ideale, lokale Ringe, Krulldimension

Modul, Untermodul, Modulhomomorphismus, Quotienten, Summe (von
Untermoduln), direkte Summe, direktes Produkt, Produkt (Ideal mal Mo-
dul), freie Moduln, Rang, Tensorprodukt

multiplikative Teilmenge, Lokalisierung (speziell an Elementen oder Prim-
idealen), lokale Eigenschaften

exakte Sequenzenen

Hauptideale, Hauptidealringe, diskrete Bewertungsringe, irreduzible Ele-
mente, Primelemente, faktorielle Ringe

Torsionselemente, Torsionsmoduln

noethersche Ringe

Satze

Homomorphiesatz/Isomorphiesétze

chinesischer Restsatz fiir beliebige Ringe, Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung fiir Hauptidealringe

Elementarteilersatz (1. und 2. Version), Jordansche Normalform
Zariski-Topologie, Primideale in Lokalisierung und Quotienten
Dimension des Polynomrings

Noethersche Ringe stabil unter Lokalisierung und Quotienten, noether-
scher Modul versus endlich erzeugt

Hilberts Basissatz, Hilberts Nullstellensatz

o1
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Kapitel 6

Homologische Algebra

In diesem Kapitel fixieren wir einen Ring A. Es schadet nicht, sich einen Korper
vorzustellen.
Diagrammjagden

Definition 6.1. Ein Diagramm

My —L

2 [

My —2— M,
von Modulhomomorphismen heifit kommutativ, falls ko f = g o h.
Lemma 6.2 (Fiinferlemma). Sei

k

M, My —— Ms S My M
flJ/ le lfs lfﬁ; lfs
Nl k N2 N3 N4 N5

h! g’ l

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Sind fo und fy Isomorphismen,
f1 surjektiv und fx5 injektiv, dann ist f3 ein Isomorphismus.

Bemerkung. Oft betrachtet man den Spezialfall M7 = N; = My = N5 = 0,
also einen Morphismus von kurzen exakten Sequenzen.

Beweis: Es empfiehlt sich, die Elemente in das Diagramm hineinzuschreiben.
Sei x3 € Ker f3. Es folgt figzz = ¢ fsxz = 0, also liegt grs im Kern der
injektiven Abbildung fy. Dies bedeutet x5 € Kerg = Imh. Sei xo ein Urbild.
Wegen h' fors = f3hxo = fsxz = 0 gilt foxs € Kerh' = Imk’. Sei y; € N7 ein

53
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Urbild. Da die Abbildung f; surjektiv ist, gibt es ein Urbild 27 ein M;. Wegen
fokry = K fix1 = K'y1 = fows und der Injektivitéit von fo folgt kx1 = 5. Es
folgt hkx1 = haxo = 3. Wegen ho k = 0 ist also x3 = 0, d.h. Ker f3 = 0.

Sei nun y3 € Mj3. Sei y4 = h'y3. Wegen der Surjektivitit von fy hat y4 ein Urbild
T4. Es gllt f5lSC4 = l/f4l’4 = l,’y4 = l/h,yg = 0, da 'k = 0. Da f5 injektiv iSt,
folgt lxy = 0, d.h. x4 € Kerl = Img. Sei x3 ein Urbild von 4. Wir betrachten
y3 — faxs. Bs gilt g'ys — ¢ fazz = g’y — fagrs = g'y — fars =0, d.h.

y3 — faxs € Kerg' = Im#h .

Sei yo ein Urbild. Wegen der Bijektivitdt von fo gibt es hiervon ein Urbild zo
in Ms. Es folgt

(ys — faxs) — fshao = (y3 — faxs) — h' faxe = (y3 — faxs) —h'y2 = 0.
Damit liegt y3 im Bild von fs. O

Beweise dieser Art nennt man auch Diagrammjagden. Wir kommen gleich zu
einem noch umfangreicheren Fall.

Satz 6.3 (Schlangenlemma). Wir betrachten ein kommutatives Diagram

M, — My, — M 0
dq l do J{ lds
0 —— N, L N, —L . N,

mit exakten Zeilen. Dann ist der Verbindungshomomorphismus
§=f"lodyog™':Kerds — Cokerds

ein wohldefinierter Modulhomomorphismus, und wir haben eine erake Sequenz

Ker d; ER Kerdy % Ker ds LR Coker d; f—,> Coker ds L Coker ds .

Bemerkung. Der Beweis ist nicht schwer - nur lang. Auch hier gilt: selberma-
chen ist einfacher als nachvollziehen.

Beweis: Wir beginnen mit einer Prézisierung der Definition von §. Sei z3 €
Kerds C Mjs. Nach Voraussetzung ist die Abbildung g surjektiv, also existiert
ein Urbild vg in M. Nun betrachten wir dg(ve) € No. Wegen der Kommutati-
vitét des rechten Quadrats gilt

g'da(v2) = dsg(ve) = ds(23) =0 .

Also gilt da(ve) € Kerg’ = Im f’. 6(z3) wird definiert durch ein Urbild von
d2 (’()2) in Nl.

Behauptung. 0(z3) € Cokerd; ist unabdingig von Wahlen.
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Nach Voraussetzung ist f’ injektiv, also hingt §(z3) nur von der Wahl von vy
ab. Sei also v} eine andere Wahl. Dann gilt vy — v§ € Kerg = Im f. Sei w; ein
Urbild in M;. Wegen der Kommutativitiat des linken Quadrats gilt

fldiwy = da fwy = da(vy —v3) = diwy = f'~H (da(v2)) — f7(d2(v5)) -
Also st " (da(02)) = /'~ (da(04)) in Ny/Tm dy.
Behauptung. § ist ein Modulhomomorphismus.
Seien z3, 24 € Kerds, vy und v} die Urbilder in My. Wir wihlen vy + v4 als
Urbild von z3 + z4. Da ds und f/ Modulhomomorphismen sind, gilt
8(z3) +0(25) = £/ do(ve) + f 7 da(vh) = f/ ™ da(ve +vh) = (23 + 25) .
Das analoge Argument funktioniert auch fiir skalare Vielfache.

Behauptung. Alle Abbildungen der Sequenz aus dem Schlangenlemma sind
wohldefiniert.

Wir betrachten Kerd; — M; ER Ms. Sei 1 € Kerd;. Wegen der Kommutati-
vitét des ersten Quadrates ist dofzy = f'diz = f'0 = 0, also f(x1) € Kerds.
Umgekehrt betrachten wir Ny — Ny — Cokerds. Sei y; € Imdy, also y; = dix1
fiir ein 1 € My. Dann gilt f'y; = f/dix1 = daofxq, also f'y; = 0 in Coker ds.
Dann faktorisiert N; — Coker dy iiber Ny /Imdj.

Dasselbe Argument zeigt, dass Ker dy — My £ Mj iiber Ker ds faktorisiert und
Ny — N3 — Coker d3 iiber Coker d3.

Nun muss Exaktheit an jeder Stelle der Sequenz verifiziert werden. Wir zei-
gen jeweils zuerst die Inklusion Im C Ker (d.h. die Verkniipfung der beiden
Abbildungen ist null), danach die umgekehrte.

Behauptung. Kerd; — Kerdy, — Kerds ist exakt.

Sei x1 € Kerd; C M. Dann ist gfz; = 0 in Ms, also auch fgxq; = 0 in Ker ds.
Sei umgekehrt

y2 € Ker(g : Kerds — Kerds) C Ker(g : My — Ms) .

Nach Vorraussetzung gibt es ein Urbild z; € M. Es folgt f'diz1 = dofz =
doys = 0, da yo € Kerdsy. Die Abbildung f’ ist injektiv, also folgt dyz; = 0.
Damit gilt yo € Im(f : Kerd; — Kerds).

Behauptung. Kerd, — Kerds — Cokerd; st exakt.

Sei zunichst yo € Kerds und z3 = gys. Dann ist

0(z3) = [ ld2(y2) = f710=0.

Umgekehrt sei z5 € Ker d. Sei yo ein Urbild von z3 in M. Esist also 0 = §(z3) =
f'~tdoys. Wegen der Injektivitiit von f’ folgt days = 0, d.h. y» € Kerdy. Dies
ist das gesuchte Urbild.
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Behauptung. Kerds; — Cokerd; — Coker dy ist exakt.

Sei 23 € Kerds und §(z3) = f'~ldo(y2) fiir ein Urbild yo € M. Dann gilt
1'6(z3) = da(y2) = 0 in Cokerds. Sei umgekehrt v; € Ker(f' : Cokerd; —
Coker dy). Sei vy € N; ein Reprisentant von 7. Es gilt f/(v1) € Imd;. Sei also y2
das Urbild in My und 23 = g(y2). Dann ist §(23) = f'—1daye = f'~1f'(v1) = 01
das gesuchte Urbild.

Behauptung. Cokerd; — Cokerd,; — Cokerds ist exakt.

Sei T; € Cokerd; und 1 € Ny ein Reprisentant. Dann ist ¢’ f'zq = 0, also auch

g f'T1 = 0 in Cokerds. Sei umgekehrt wy € Ker(g' : Cokerdy, — Cokerds),

wy € Ny ein Reprisentant. Wir betrachten ¢’(ws). Dieses Element verschwindet

in N3/Imds, liegt also in Imds. Sei z3 ein Urbild in M3, yo ein Urbild in Ms.

Wir betrachten we — doys € Ms. Dieses Element liegt im Kern von ¢’, denn
gwo — g'doys = g'wy — d3gys = g'wos — d3zz = g'wy — g'we =0 .

Sei 1 € Ny das Urbild. Dann gilt

f’(fl) = Wy — d2y2 = wy € Cokerds .

Korollar 6.4. Se:

0 — M, Ms M3 0
le/ dQl dgl
0O— Ny No N3 0

ein kommutatives Diagramm von kurzen exakten Sequenzen. Mit je zweien der
Abbildungen dy,ds, ds ist auch die dritte ein Isomorphismus.

Beweis: Das Fiinferlemma (6.2) enthélt den Schluss von dy und ds auf dy. Sei-
en nun d; und d Isomorphismen. Wir wenden das Schlangenlemma an. Die
Sequenz reduziert sich zu

OLOLKerdg i>Of—>Og—>Cokerd3

Dann muss auch Kerds = 0 sein. Auflerdem ist die Abbildung My — No — N3
surjektiv, also auch wenn man sie als My — M3 — N3 auffasst. Dann muss
auch d3 surjektiv sein. Der letzte Fall ist vollig analog. O

Die eigentliche Anwendung des Schlangenlemmas ist aber die lange exakte Ko-
homologiesequenz. Dafiir brauchen wir noch etwas Terminologie.
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Komplexe

Definition 6.5. Sei [n,m] C Z ein Intervall (hierbei ist n,m = oo erlaubt).

BEin Komplex von Moduln ist ein Folge M* (fiir i € I )von Moduln und Modul-

homomorphismen d* : M* — M1, so dass gilt d* o d"~' = 0. Wir schreiben
MniMn—i-lﬂ)Mn—i-l_)“._)Mm'

d' heifit Differential oder Randabbildung.

Beispiel. Eine exakte Sequenz ist ein Komplex.

Ein beschrankter Komplex kann durch Ergédnzen von Nullen zu einem unbe-
schrinkten Komplex werden. Im folgdenden werden wir daher immer I = Z
betrachten.

Bemerkung. Wir haben aufsteigende (oder kohomologische) Komplexe de-
finiert. Man kann natiirlich auch absteigende (oder homologische) Komplexe
betrachten. Dann schreibt man die Indizes unten. Die Theorie ist v6llig symme-
trisch.

Beispiel. Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit, (X)) seien die glatten Differen-
tialformen auf X. Mit der d&ufleren Ableitung d bilden diese einen Komplex von
R-Vektorrdumen der Lénge n = dim X.

0—Q%X) - QX)) - Q*(X) = - = Q(X) —0.
Die Bedingung d’ o d'~! = 0 bedeutet Im d*~! C Ker d".

Definition 6.6. Sei (M*,d) ein Komplex. Dann heiffen

ZH(M*) = Ker d', BY{(M*) =Imd"!, HY(M*) = ZY(M*)/B'(M*)
Modul der i-Zyklen, der i-Rdnder und i-ter Kohomologiemodul von M*.

Es gilt H{(M*) = 0 fiir alle i genau dann, wenn der Komplex eine exakte
Sequenz ist.

Definition 6.7. Sei M ein glatte Mannigfaltigkeit. Dann heifit
H'(X) = H'(Q"(X))
die i-te de Rham Kohomologie von X.

Beispiel. Sei X eine kompakte Fliche. Dann gilt dim H°(X) = H?(X) = 1
und dim H?(X) = 2g, wobei g das Geschlecht von X ist (die Locherzahl).

Dies zu beweisen sprengt den Rahmen dieser Vorlesung. Einfachere Fille sind
aber aus der Analysis bekannt.
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Satz 6.8 (Poincaré Lemma). Sei U C R" offen und sternformig. Dann gilt

HY(U) =0 fiir allei # 0 .

Beweis: Dies ist ein analytischer Satz ist, vergleiche: Forster Analysis 3, §19
Satz 6. Seien m1,...,z, die Koordinaten in R™. Es ist Q°(U) = C(U) die
Menge der glatten Funktionen. Sei f € Kerd® = H°(U), d.h.

of
dfzza—%dxizo.

Dies bedeutet, dass alle pariellen Ableitungen verschwinden. Damit ist die Funk-
tion konstant, genauer lokalkonstant. Da U zusammenhéingend ist, ist f kon-
stant. Sei nun w € Kerd!, d.h.

Afi

ox;
ij o)

w:Zfida?i mit dw = dx; Ndx; =0 .

Dies bedeutet konkret gﬁ; = gTJZ fiir alle ¢ # j. Diese Art von Systemen
von Differentialgleichungen heifit totales Differntial und ist 16sbar, d.h. es gibt
f € Coo (M) mit % = fi. Es gilt w = df, also w = 0 € H'(U). Hohere Indizes
werden durch mehr oder weniger geschicktes Rechnen auf diesen Fall zuriick-
gefiihrt. Wir benutzen dafiir weitere Begriffe der homologischen Algebra. O

Definition 6.9. Seien M* und N* Komplexe. Ein Morphismus von Komplexen
ist eine Folge von Modulhomomorphismen f*: M? — N*, so dass die Diagram-
me

Mi d—7) Mi+1

fi lfwrl

Ni d N+l

kommutieren.
FEine Homotopie von Komplexenmorphismen f*, g* : M* — N* ist eine Folge
von Modulhomomorphismen h' : M — N~ so dass

fi_gi:di—lohi+hi+lodi .
Wir schreiben f* ~p« g*.
Beispiel. Sei ¢ : X — Y eine unendlich oft differenzierbare Abbildung von glat-
ten Mannigfaltigkeiten. Dann induziert das Zuriickziehen von Differentialformen
wy — ¢*wy einen Komplexmorphismus Q*(Y) — Q*(X). Ein Isomorphismus
von Mannigfaltigkeiten induziert einen Isomorphismus von Komplexesn.

Lemma 6.10. Homotopie von Morphismen ist eine Aquivalenzrelation. Homo-
tope Morphismen induzieren diesselbe Abbildung auf der Kohomologie.
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Beweis: Die Nullabbildung ist eine Homotopie von f* nach f*. Aus f* ~p« g*
folgt g* ~_p~ f*. Sei f{ ~p~ f3 und f5 ~p- f5. Dann ist

fi=f+f—fi=doh +h M od +d ok + K od .

Also gilt fi" ~p+ir+ [3. ‘ .
Seien f* ~p» g* : M* — N*. Wir betrachten T € H*(M*). Sei € Z*(M*) ein
Représentant. Dann gilt

H'(f*)(@)—H'(¢*)(@) = f'(z)—g'(z) = d" 'h(z) + " od' () = d' 'h'(z)
=0¢€ H'(N*)

wegen @ € Kerd' und H/(N*) = Z/(N*)/Imd' . -

Korollar 6.11. Sei * : N* — M* ein Unterkomplex, p* : M* — N* ein
Komplexhomomorphismus, so dass p*t* = id und *p* ~ id. Dann haben N*
und M* diesselbe Kohomologie. In dieser Situation heifit N* auch Retrakt von
M*.

Beweis: Aus dem Lemma folgt H'(:*p*) = H'(id) = id. Daher sind die Modul-
homomorphismen H*(p*) und H*(:*) zueinander invers. O

Beweis des Poincaré Lemmas. Zum Aufwérmen beginnen wir beginnen mit dem
eindimensionalen Fall. U ist sternfémig mit Zentrum P. Wir definieren

. 1 — w Zw.
h:QYU) — C(U) /P

Dann setzen wir p° =id® —h o d, p* = id' —d o h. Nach Konstruktion gilt
p~id: Q" (U) - Q*(U) ,

Nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung ist p' = 0 und p°
bildet f € Coo(U) auf die konstante Funktion f(P) ab. Der Unterkomplex, der
im Grad null aus den konstanten Funktionen besteht und sonst iiberall gleich
null ist, ist also ein Retrakt von Q*(U). Die Kohomologie des Unterkomplexes
ist die behauptete.

Der allgemeine Fall benutzt das gleiche Argument zusammen mit Induktion
iiber die Anzahl der Variablen. Wir betrachten den Komplex Q*(U). Darin gibt
es Unterkomplexe M7 der Differentialformen, die nur von den ersten j Variablen
abhéngen,

Mi= {3 (v, A Adey, | mi <)

Behauptung. M, ist ein Retrakt von M;.
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Wir definieren
h% s M; — M:_y

durch Integration in Richtung x;. Genauer:

,xj)dx;) den, A ... dx,,  fallsng =j

T
f(xl’ . ’xj)dxnl/\ . /\dxn7 —s {(-fP f(x17 e ’
’ 0 nla"'ani#]

Wie im eindimensionalen Fall definieren wir p*, so dass id ~ht p*. Die Abbildung
p* faktorisiert iiber M;f_l. Nach dem Korollar gilt dann induktiv

HI(M;) = H'(M]) |

Der Komplex Mg ist konzentriert in Grad 0 und besteht dort aus den konstanten
Funktionen. Der Komplex M stimmt mit ganz Q*(U) iiberein. O

Definition 6.12. FEine kurze exakte Sequenz von Komplexen ist eine Folge von
Komplexmorphismen

0— M;— M5 — M; —0,

so dass fiir alle i die induzierte Sequenz von Moduln 0 — M{ — M3 — Mi — 0
exakt ist.

Komplexmorphismen induzieren Abbildungen auf den Kohomologiemoduln.
Satz 6.13 (Lange exakte Kohomologiesequenz). Sei
0— M7 —M;— M;—0

eine kurze exakte Sequenz von Komplexen. Dann ¢ibt es eine natirliche lange
exakte Sequenz von Moduln

o HI(Mp) — HY(Mg) — HI(M;) 25 HY (M) — B Y(M) — ..

Beweis: Wir betrachten einen Ausschnitt der exakten Sequnze von Komplexen
Diagramm

i—1 i—1 . i—1
di di b d’
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Wegen B'(M7) C Kerd} und Imd; € Ker Z"+!(M7) induziert dies das kommu-
tative Diagramm

Mi/B (M) —— Mj/B'(M3) —— My/B'(Mg) —— 0

d’il dgl dgl

0 —— ZHNMY) —— ZENME) —— ZE(M)

Die Surjektivitdt von Mi/B(Mj) — Mi/B(Mj) folgt aus der Surjektivitit
von Mji — M4. Die Exaktheit der ersten Zeile an den anderen Stellen folgt aus
dem Schlangenlemma fiir d*~!, Die Injektivitit von Z* 1 (M7)@Q >>> Z+1 (M)
folgt aus der Injektivitit von M{t' — M:it!. Die Exaktheit der zweiten Zeile
an den anderen Stelle ist im Schlangenlemma fiir d**! enthalten. Nun werden
das Schlangenlemma anwenden. Es gilt

Ker(dj : Mj/B'(M;)* — Z"" (M) = Z'(M})/B"(M;) = H' (M)
Coker(d}, : M} /B'(M;)* — Z'"H(M;)) = 27 (M;) /B (M) = HH (M)
Damit ist die Sequenz des Schlangenlemmas
HI(M;) — H'(Mg) — HY(My) 2 H*(M7) — H™H (Mg) — HTY(M;) .

Setzt man diese Sequenzen fiir alle ¢ € Z zusammen, so erhilt man die lange
exakte Kohomologiesequenz. O

Theorem 6.14 (Mayer-Vietoris-Sequenz). Sei X eine glatte Mannigfaltig-
keit, U,V offene Untermannigfaltigkeiten mit X = U U V. Dann gibt es ein
lange exakte Sequenz von de Rham-Kohomologiegruppen:

CHX) S B e HV) L HUNV) S (X)) -

Dabei ist die Abbildung ¢ von der Form w — (w|y,w|v), die Abbildung ¢ von
der Form (w,w’) — wluny — wlunv-

Beweis: Wir betrachten die Sequenz von Komplexen

0— (X)L (U) e (V) L (UnV) -0

wobei die Abbildungen wie im Theorem angegeben definiert sind. Ist sie exakt,
so ist die Mayer-Vietoris-Sequenz ein Spezialfall der langen exakten Kohomolo-
giesequenz.

Wir betrachten die Sequenz fiir festen Index 4. Eine Differentialform w auf X
ist eindeutig durch ihre Einschrénkungen auf U und V charakterisiert. Also ist
? injektiv.

Die Komposition ¢i)! ist w — w|pny — w|yay = 0. Sei umgekehrt (w,w’) €
Ker ¢?, d.h. die beiden Differentialformen stimmen auf UNV iiberein. Zusammen
definieren sie eine Differentialform auf U UV = X, das gesuchte Urbild unter
Wi,
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Behauptung. ¢’ ist surjektiv.

Hier geht eine analytische Tatsache ein, die Teilung der Eins: Es gibt ein Paar
von Funktionen fy, fy : X — [0,1] mit fy + fv = 1, wobei der Tréger von
fu bzw. fy in U enthalten ist (Warner, Foundations of Differentiable Manifolds
and Lie Groups, Theorem 1.11). Sei nun w eine Differentialform auf U N V.

oy = fvw, oy = —frw.

Wegen fiy = 0 auf U\ UNV kann oy als Differentialform auf ganz U aufgefasst
werden, einfach mit Fortsetzung durch 0. Ebenso kann oy als Differentialform
auf V' aufgefasst werden. Es gilt

P (ov,ov) = fow+ frw=w .
O

Beispiel. (i) Falls UNV = (), dann bedeutet dies H(X) — H (U) ® H (V)
ist injektiv und surjektiv, also ein Isomorphismus.

(i) Sei X = S! C C die Einheitskreislinie. Wir wihlen U = S \ {1}, V =

ST\ {—1}. Als Mannigfaltigkeiten sind also U und V offene Intervalle. Thre

de Rham-Kohomologie ist nach dem Poincaré Lemma bekannt. Weiter

ist U NV disjunkte Vereinigung von zwei Intervallen. Auch hier ist die
Kohomologie bekannt. Die Mayer-Vietoris Sequenz ist also

0— HSY) “ROR ZROR — H(S)) - 0—0—
H*(S') - 0—0— H*(SY) —0—---
Hieraus folgt 0 = H?(S') = H3(S') = H(S') fiir i > 1. Nun muss die
Abbildung ¢ bestimmt werden. Es ist die zweite Abbildung im Theorem.
Die Differentialformen w und w’ sind nichts als konstante Funktionen auf
U und V. Sie schranken sich zu konstanten Funktionen auf U NV ein. Die

Einschriinkungsabbildung H°(U) — H°(U N V) ist also die Diagonalab-
bildung. Es gilt

p:RER—-RSR ,(z,y) — (z—y,z—y) .

Diese Abbildung hat eindimensionalen Kern und Bild. Dann ist auch der
Kokern eindimensional. Damit haben wir gezeigt:

HY(SY=H'Y(S')=R.
Allgemeiner:

Korollar 6.15. Sei S™ fiir n > 0 die n-dimensionale Spihre, V. C R™ stern-
formig. Fiir X = S™ x 'V gilt

HY(X)= HY(X) =R ;H(X)=0 firi#0,n .
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Beweis: Beweis durch vollstdndige Induktion nach n fiir alle m gleichzeitig. Fiir
n = 1 ist dies gerade das Beispiel von oben. Man beachte nur zusétzlich, dass
eine Menge der Form Intervall mal sternférmig ebenfalls sternférmig ist.

Sei nun die Aussage fiir n bewiesen. Wir betrachten

ST = L(zg, ... 2pg1) | fo =1}.

Der Nordpol sei der Punkt N = (0,...,0,1), der Siidpol sei S = (0,...,0,—1).
Sei UN = SnJrl \{N},US = SnJrl \{S} und UNS = UNQUS = Sn+1 \{N, S}
Un xV und Ug x V sind isomorph zu sternférmigen Mengen. Thre Kohomologie
wurde also im Poincaré Lemma 6.8 berechnet. Wir betrachten nun Ugy. Es ist
isomorph zu S™ x (—1,1), denn fiir festes x,; erhélt man eine n-dimensionale
Spéhre vom Radius 1—22 ;. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Kohomologie
von S™ x (—1,1) x V ebenfalls bekannt. Die Mayer-Vietoris Sequenz liefert

0— HO(X) — H(Uy) ® H(Us) % HO(Uys) 2o HY(X) —0---
0—0—H(X)—=0—0--
0— H" (Uns) — H"™(X) — 0

Die Abbildung ¢ wird wie im n = 1 Fall analysiert. Sie ist surjektiv mit ein-
dimensionalem Kern. Daher gilt H°(X) = R. Auerdem ist Ker ' = H?(Uys.
Dies impliziert Im §' = 0. Hieraus folgt H!(X) = 0. Die Aussage fiir die iibrigen
Indizes folgt unmittelbar. O

Korollar 6.16. Sei R™ =2 R™ als glatte Mannigfaltigkeit. Dann gilt n = m.

Beweis: Wir betrachten X = R"™ N\ {0}. Mittels Polarkoordinaten ist dies iso-
morph zu S"~! x (0,00). Nach dem letzten Korollar gilt H" 1(X) = R und
H(X) =0 fiir i # 0,n — 1. Die Dimension von X (und damit auch R") kann
also aus der Kohomologie abgelesen werden. O

Bemerkung. Tatsdchlich ist die Dimension eine topologische Invariante. Um
dies zu zeigen, benutzt man die sogenannte singuldre Kohomologie.
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KAPITEL 6. HOMOLOGISCHE ALGEBRA



Kapitel 7

Gruppenkohomologie

In diesem Kapitel sei G eine endliche Gruppe. Wir erinnern uns (I Definition
3.1): eine Abbildung G x M — M heifit Operation, falls em = m fiir alle m € M
und das neutrale Element e € G und (gh)m = g(hm) fiir alle g,h € G, m € M.
Eine solche Operation war dquivalent zu einem Gruppenhomomorphismus
¢:G— Aut(M) ,
wobei Aut(M) die Gruppe der bijektiven Abbildungen M — M ist.
Definition 7.1. Ein G-Modul ist eine abelsche Gruppe M mit einer Operation
GxM—M
der Gruppe G, so dass Operation und Gruppenstruktur vertrdglich sind, d.h.
g(m+mn) =gm—+gn fir alle g e Gym,n e M .

Ein Morphismus von G-Moduln ist ein Gruppenhomomorphismus f : M —
N zwischen G-Moduln, der gleichzeitig mit der Operation vertraglich ist, d.h.
f(gm) = gf(m) fiir alle g € G, m € M.

Beispiel. (i) Fiir beliebige G, M gibt es die triviale Darstellung Operation
(g,m) = m.

(ii) Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung, G = Gal(L/K), M = L. Dann

ist L ein G-Modul mit der natiirlichen Operation von G, da alle Elemente
von G Homomorphismen der abelschen Gruppe L sind.

(iii) Mit dem gleichen G wie eben ist auch M = L* mit der natiirlichen Ope-
ration von G ein G-Modul, da die Elemente von G Null auf Null abbilden
und mit der Multiplikation vertraglich sind.

(iv) Sei M ein freier Z-Modul mit Basis eq,...,e,, G = S,. Dann setzt
sich die Operation (o,e;) + e,(;) auf den Basiselementen zu einer G-
Modulstruktur auf M fort. Diese Operation haben wir in Algebra I bei
der Definition des Vorzeichens von o benutzt.

65
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Lemma 7.2. Fin G-Modul ist dquivalent zu einem Gruppenhomomorphismus
G — Autz(M) 5
wobei Auty (M) die Gruppe der Automorphismen des Z-Moduls M ist.

Beweis: Autz(M) ist eine Untergruppe von Aut(M). Zu zeigen ist also, dass
das vorher erwihnte ¢ iiber Autz(M) faktorisiert. Sei g € G, ¢(G) : M — M
war durch ¢(g)(m) = gm definiert. Nach dem Axiom eines G-Moduls gilt

P(g)(m +n) = g(m +n) = gm + gn = ¢(g9)(m) + ¢(g9)(n) ,

d.h. ¢(g) ist ein Morphismus von Z-Moduln. Da er bijektiv ist, ist er sogar ein
Isomorphismus. O

Es gibt noch einen anderen Standpunkt.

Definition 7.3. Sei G eine endliche Gruppe. Der Gruppenring von G ist

ZG) =Pz,

geqG

mit der folgenden Multiplikation: Wir schreiben g fiir das Basiselement, das 1
in der g-ten Komponente ist und 0 sonst. Dann ist

(Z agg)(z brh) = Z agbngh .

geG heG g,heG

Dies ist ein (im allgemeinen nichtkommutativer) Ring mit Einselement e.

Lemma 7.4. Ein G-Modul ist dasselbe wie ein Linksmodul fiir den Ring Z|G].
Ein Morphismus von G-Moduln ist dasselbe wie ein Homomorphismus von Z[G]-
Moduln.

Beweis: Sei G x M — M die Operation. Dann definiert man eine Skalarmulti-
plikation
ZIG] x M - M 7(2 agg, m) — Zaggm .

geG geG

Alle Modulaxiome sind leicht zu iiberpriifen. Ist umkehrt eine Skalalmultiplika-
tion mit Z[G] gegeben, so definiert (g, m) — m die Operation. O

Alle Konstruktionen fiir Moduln (z.B. direkte Summe, Produkt) lassen sich
also auch fiir G-Moduln ausfithren. Im Falle des Tensorproduktes ist Vorsicht
geboten. Tensorprodukte von Moduln iiber nichtkommutativen Ringen haben
wir nicht behandelt.

Bemerkung. Natiirlich kann man den Ring Z durch durch einen anderen kom-
mutativen Ring A ersetzen. Man verlangt dann zusétzlich, dass die Operation
auch mit der Skalarmultiplikation vertrédglich ist. Dies entspricht dann einem
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A[G]-Modul. Ist speziell A = k ein Korper, so spricht man von einer Darstel-
lung. In diesem Fall nimmt man meist den Standpunkt der Abbildung

G — Auty,(M)

ein, d.h. jedem Gruppenelement wird eine Matrix zugeordnet. Wir bleiben der
Einfachheit halber bei A = Z.

Wir erinnern uns: Ist M eine Menge mit der Operation einer Gruppe G, so ist
M€ = {m € M | gm = m fiir alle g € G} die Teilmenge der Fixpunkte. Ist M
ein G-Modul, so ist M ein Untermodul.

Wir wollen nun jedem G-Modul einen Komplex zuordnen.

Definition 7.5. Sei G eine endliche Gruppe, M ein G-Modul. Fiir n € Ny sei
X"(G, M) die abelsche Gruppe der mengentheoretischen Abbildungen G"1 —
M. Die Addition wird von der Addition auf M induziert. X™(G, M) wird zu
einem G-Modul durch

(9F)(90s---+9n) = 9f (9 " g0, -, 9 " gn) -
Sei
C™(G, M) = X"(G,M)% ={f: G"™ — M| f(9g0,---.99n) = 9f(g0 -, 9n) -
Sei d™ : X™(G, M) — X"tY(G, M) definiert durch

n+1
(dnf) : Gﬂ+1 — M ) (gOa ;gn-{-l) — Z(_l)lf(907 B 7gia s agn+1) ;
i=0
wobei (go, -+ -5 Giy- -5 gn) bedeutet, dass §; weggelassen wird.

Lemma 7.6. d" induziert eine Abbildung
C"(G,M) — C"" (G, M) .
(X™(G,M),d™) und (C™(G,M),d"™) sind Kompleze von abelschen Gruppen.

Beweis: Sei f € C™(G,M). Wir miissen iiberpriifen, dass d"f eine G-lineare
Abbildung ist.

n+1
(@ f)(990,- - > 99n11) = D (=)' (£, 9Bis- -+ 9Gn+1)
i=0
n+1 )
= Z(—l)lgf(go, oy Gisee oy Gng1) = 9d" f(Gos - -+ s Gnt1) -
i=0

Es geniigt nun d"*1d" = 0 auf X" (G, M) zu iiberpriifen. Sei also f € X"(G, M).

n+2
(dn+1dnf)(90a cee 7gn+2) = Z(fl)idnf(g(b s agia v agn) .

=0
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Die Berechnung von d" f fiigt eine weitere Summe ZnH( 1)7f(...) ein. Wir
beachten, dass der j-te Eintrag von go,...,0i,.--,9n entweder g; ist (falls j < i)
oder gj4+1 (falls j > 4). Daher

_Z l+]f 7gja"'agla +Z 7‘+]f "ag’ia"'vgj+17"')

i<i j>i

_Z Z+]f ,gja"'aglv +Z z+]f "7gj7"',gi+1a~~')
7<i >3]

_Z 1+]f 7gj7"'agz7 +Z Z+J lf "7§ja"'7gi7"')
7<i i<j

=0.

Dabei wurde (jeweils in der zweiten Summe) in der zweiten Zeile die Benennung
von ¢ und j vertauscht und in der dritten Zeile ¢ + 1 durch 7 ersetzt. O

Definition 7.7. Sei H"(G, M) die n-te Kohomologie des Komplezes C*(G, M).
Dies ist Gruppenkohomologie von G mit Koeffizienten in M.

Bemerkung. Die Endlichkeitsbedingung an G haben wir nicht verwendet.
Bei unendlichen Gruppen benutzt man aber meist Zusatzstrukturen aus. Bei
Gal(Q/Q) oder GL,,(R) etwa die Topologien.

Satz 7.8. Sei G eine endliche Gruppe, M ein G-Modul. Es gilt
H°(G, M) = M€
HY(G,M)={f:G— M| f(gh) = f(9) +gf(h)}/ ~

Dabei ist f ~ 0, falls es ein m € M gibt mit f(g) = gm — m. Die Abbildungen
in H'(G, M) heifien auch verschrinkte Homomorphismen.

Beweis: Nach Definition ist X°(G, M) = {f : G — M}, hierin C°(G, M) die
Untergruppe der f mit f(gh) = gf(h). Wir betrachten

6:COG,M) = M, f — f(e) .

Dies ist offensichtlich vertréglich mit der Addition. ¢ ist injektiv, denn aus
f(e) = 0 folgt f(g) = gf(0) = g0 = 0. Sei m € M. Wir definieren f durch
f(g) = gm. Dies ist ein Urbild unter ¢. Nach Definition gilt

d°f(g,h) = f(h) — f(g) .

Eine Abbildung liegt im Kern von d° genau dann, wenn sie konstant ist. Dies
bedeutet gf(e) = f(e), d.h. f(e) € MC.

Wir betrachten nun C*(G, M). Die Elemente sind Abbildungen f : G* — M
mit f(g90,991) = 9f(g0,g1). Wir betrachten

'(/chl(GaM) HXO(GaM) Mﬂ(f) :g»—>f(e,g) :
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Wie in der Dimension 0 ist dies ein Isomorphismus von abelschen Gruppen,
denn f(g,h) = gf(e,g~1h). Es gilt

d" f(g0,91.92) = f(91,92) — f(g0,92) + f(g0,91)
= g1f(e, 91 '92) — gof (e, 95 "92) + gof (e, 95 1)
In Termen von f’ = (f) bedeutet d*f = 0 also

901" (95 " 92) = g1.f' (91 "92) + g0f (95 " 91)

oder dquivalent

(95 92) = 95 ar f'(97 " g2) + [ (95 an) -

Setzt man speziell g1 = e, so sieht man, dass f’ ein verschrinkter Homomor-
phismus ist. Sei andererseits f’ ein verschrinkter Homomorphismus. Es gilt auf
jeden Fall

flley=Fglg)=Fflg)+g (9 -
Speziell mit g = e impliziert dies f’(e) = 0. Es gilt also fiir einen verschréinkten
Homomorphismus f’

90 ‘91" (97 g2) + (95 o)
=90 o1l (97") + 95 9197 1 (92) + F1 (96 ) + 90 F (90)
=90 onf' (90" + (9] + [90 ' (92) + (g0 )]
=0+ f"(95"92) -

Wir haben also gezeigt, dass die Menge der Zyklen in C*(G, M) mit der Menge
der verschrinkten Homomorphismen identifiziert werden kann.

Bei f € d°(C°(G, M)), dh. f = d°(fo). Nach Definition f(g,h) = fo(h) —
folg) = hfole) — gfo(e). Dann ist ¢(f)(h) = f(e,h) = gfo(e) — fo(e). Mit

m = £(0) ist dies genau die Definition der Aquivalenzrelation. O

Korollar 7.9. Ist M ein trivialer G-Modul, d.h. ME = M, so ist H*(G, M) =
Hom(G, M).

Beweis: Aus verschrankten Homomorphismen werden nun Homomorphismen,
die Aquivalenzrelation ist trivial. O]

Auch die triviale Operation liefert also interessante Invarianten von G!

Korollar 7.10. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung. Dann ist
HY(Gal(L/K),L*) = H'(L/K,L")

aus Definition 1.16.

Beweis: Wir haben die obige Berechnung als Definition benutzt. O
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Allgemein schreibt man fiir H™(Gal(L/K), M) auch H"(L/K,M). In Satz 1.17
(Hilbert 90) haben wir gezeigt, dass stets H'(L/K,L*) = 1.

Satz 7.11. Sei L/K endliche Galoiserweiterung. Dann gilt H*(L/K,L) = K
und HY(L/K,L) =0 fiiri> 0.

Beweis: Der Fall i = 0 ist im wesentlichen erledigt. Nach Satz n=0,1ist H*(L/K, L) =
L% = K, da die Erweiterung galois ist. Fiir allgemeines i benutzt man die Exi-
stenz einer Normalbasis (Theorem 1.7). Es besagt, dass L als G-Modul isomorph
zu K[G] ist. Wir skizzieren den Rest des Argumentes: Es ist C"(G, K[G]) ist
isomorph zu dem Komplex X"~ }(G, K) (mit trivialer Operation von G auf K).
Dieser Komplex hat triviale Kohomologie (Ubungsaufgabe oder z.B. Neukirch,
Schmidt, Wingberg, Cohomology of Number Fields, Prop. 1.2.1). O

Satz 7.12 (Kohomologiesequenz). Sei 0 — M’ — M — M"” — 0 eine
kurze exakte Sequenz von G-Moduln. Dann gibt es eine kanonische lange exakte
Sequenz

- — H"(G,M') - H"(G,M) — H"(G,M") — H""1 (G, M') — - --
Beweis: Offensichtlich induziert die Sequenz von Moduln eine Sequenz
0— C*(G,M") - C*(G,M) - C*(G,M") =0 .
Behauptung. Diese Sequenz ist exakt.

Sei f: G"Tt — M’ ein Element von C"(G, M'). Durch Verkniipfen mit M’ —
M wird dies zu einem Element von C"(G, M). Gilt f(go,.-.,9n) = 0 € M,
dann ist auch f(go,...,9n) = 0 € M’', d.h. f = 0. Sei nun f € C*(G, M),
so dass die Verkniipfung mit M — M" Null liefert. Fiir jedes Tupel gilt also
F(gos .- gn) € M/, dh. f € CP(G, M),

Das Argument fiir die Surjektivitit ist ein wenig komplizierter. Sei f € C™(G, M").
Wir wéhlen fiir jedes f(e,g1,...,9n) ein Urbild in M. Dies definiert eine Ab-
bildung f’ : {e} x G® — M. Diese wird G-dquivariant auch G"*! fortgesetzt.
Dieses Element von C™(G, M) ist das gesuchte Urbild von f.

Nach Satz 6.13 induziert eine exakte Sequenz von Komplexen eine lange exakte
Sequenz von Kohomologiegruppen. O

Satz 7.13. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung, (Char(K),n) =1 und K
enthalte die Gruppe p, der n-ten Finheitswurzeln. Dann gilt

(L) (K ()" 2 HY(L/K, ) = Hom(Gal(L/K), Z/n) ,
wobei (L*)™ die Gruppe der n-ten Potenzen in L* ist.

Beweis: Wir betrachten die Sequenz von G = Gal(L/K)-Moduln

1—>un—>L*i>(L*)"—>1.
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Die erste Abbildung ist offensichtlich injektiv, die letzte surjektiv. Ein Element
im Kern der n-Potenzierung sind die Einheitswurzeln. Damit ist die Sequenz
exakt. Die zugehorige lange exakte Kohomologiesequenz lautet mit Hilbert 90
und da die Erweiterung galois ist:

1= pp — (K*) = (L)")NK* — HY(G, ) — 0 .

Damit ist H'(G,u,) in der angegebenen Art berechnet. Die Gruppe p, ist
zyklisch mit n Elementen. Wegen p,, C K ist die Operation der Galoisgruppe
trivial, d.h. Z/n = p,, als G-Moduln. O

L&t man in dem obigen Isomorphismus L immer grofier werden, so erhélt man
schliellich B
K*/(K*)" 2 Hom(Gal(K/K,Z/n) .

Zu einem Element a in K* gehért eine Abbildung Gal(K/K) — Z/n. Sei H
H

der Kern dieser Abbildung. Dies ist ein Normalteiler. Der Fixkorper L = K
hat Galoisgruppe isomorph zu einer Untergruppe von Z/n. Tatséchlich entsteht
er durch Adjungieren einer n-ten Wurzel von a. Wir sind gerade dabei, die
Kummertheorie aus Kapitel 1 neu zu entdecken!

Bemerkung. Klassenkorpertheorie klassifiziert alle abelschen Erweiterungen
von Zahlkérpern, also endlichen Erweiterungen von Q. Wesentliches Hilfsmit-
tel ist hier H?(L/K, j1,,). Dies ist typischer Stoff einer Vorlesung algebraische
Zahlentheorie II.
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Kapitel 8

Kategorien und Funktoren

Beispiel. Es gibt die Kategorie der Mengen, der Korper, der K-Vektorrdume,
der A-Moduln, der topologischen Riéume, der Mannigfaltigkeiten, der Komplexe
von A-Moduln,. ..

Definition 8.1. Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse von Objekten Ob(C),
fiir je zwei Objekte A, B € Ob(C) einer Menge von Morphismen Morc h(A, B),
fiir je drei Objekte A, B,C einer Abbildung

o : Mor¢(B,C) x Mor¢ (A4, B) — More(A,C)

fiir jedes Objekt ein ausgezeichneter Morphismus idy € Morc(A, A), so dass
folgende Axiome erfiillt sind:

(i) ida € Morc(A, A) operiert als Links- und Rechtsneutrales Element fir die
Komposition von Morphismen.

(i) Die Komposition ist assoziativ, d.h. fir f € Morc(A, B), g € Mor(B, C)
und h € More(C, D) gilt

(hog)of=ho(gof).

Beispiel. S. o. Die Morphismen sind Abbildungen, Kérperhomomorphismen, li-
neare Abbildungen, Modulhomomorphismen, stetige Abbildungen, differenzier-
bare Abbildungen, Komplexhomomorphismen.

Exotischere Beispiele:

(i) Sei G eine Gruppe. Dann erhalten wir eine Kategorie mit einem Objekt,
genannt * und Mor¢(*, ) = G. Die Verkniipfung ist das Gruppengesetz,
die Identitét ist das neutrale Element.

(ii) Sei X ein topologischer Raum. Wir erhalten eine Kategorie mit Objekten
die offenen Teilmengen von X und Morphismen die Inklusionen. In diesem
Fall hat Mor(U,U’) entweder genau ein oder gar kein Element.
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(iii) Sei (I, <) eine partiell geordnete Menge. Dann erhélt man eine Kategorie
mit Ob(C) = I und Mor(%, j) hat genau ein Element, falls ¢ < j, und ist ()
andernfalls. Der Fall des topologischen Raums ist ein Sonderfall.

Definition 8.2. Ein kovarianter (kontravarianter) Funktor F' : C — C zwischen
zwei Kategorien C und D ordnet jedem Objekt A € Ob(C) ein Objekt F(A) €
Ob(D) zu und jedem Morphismus f : A — B in C einen Morphismus F(f) :
F(A) — F(B) (bzw.F(f): F(B) — F(A)), so dass gilt

f=goheC=F(f)=F(g)oF(h)eD
(bzw. F(f) = F(h)o F(g) in D) und F(ida) = idp(a)-

Beispiel. (i) Der Vergissfunktor von der Kategorie der Gruppen in die Ka-
tegorie der Mengen: einer Gruppe wird die zugrundeliegende Menge zu-
geordnet. Ebenso gibt es Vergissfunktoren von A-Moduln nach Gruppen
oder Mengen, von Mannigfaltigkeiten in topologische Raume etc.

(ii) Sei A — B ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es den Restriktions-
funktor von B-Moduln nach A-Moduln und die Koeffizientenerweiterung
M — M ®4 B von A-Moduln nach B-Moduln. (Vergleiche Satz 2.17).

(iii) Es gibt einen Funktor von Integritétsringen nach Koérpern, der jeden In-
tegritédtsring seinen Quotientenkorper zuordnet.

(iv) Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dies definiert einen kovari-
anten Funktor zwischen den zugeordenten Kategorien. Eine kontravariante
Variante erhiilt man durch g — ¢(g~*.

(v) De Rham-Kohomologie definiert einen kontravarianten Funktor von Man-
nigfaltigkeiten in reele Vektorridume. (Vergleiche das Beispiel nach Defini-
tion 6.9).

(vi) In der Galoistheorie studiert man den Funktor von der Kategorie der Zwi-
schenkorper von L/K (Morphismen die Inklusionen) in Untergruppen von
Gal(L/K) (Morphismen ebenfalls Inklusionen). Er ist kontravariant.

(vii) Eine Riemannsche Flédche ist eine eindimensionale komplexe Mannigfal-
tigkeit. Es gibt einen Funktor von kompakten Riemannschen Flédchen in
die Kategorie der endlichen Erweiterungen von C(t), der der Riemann-
schen Fliche den Korper der meromorphen Funktionen auf X zuordnet.
Ist etwa E = C/T" eine elliptische Kurve, so ist M(E) der Koérper der
elliptischen Funktionen. Er ist isomorph zu C(t)[X]/X? = 4¢3 — got? — t,
wie die Theorie der Weierstrassschen P-Funktion zeigt.

Ein Beispiel ist besonders wichtig:

Lemma 8.3. Sei C eine Kategorie, A ein Objekt. Dann erhalten wir Funktoren
von C in die Kategorie der Mengen durch

B — More¢(A4, B),
B — More(B, A).
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Der erste ist kovariant, der zweite kontravariant.

Beweis: Auf Objekten haben wir die Funktoren angegeben. Sei nun f : B — B’
ein Morphismus. Verkniipfen mit f definiert Abbildungen

f« : Mor¢c(A, B) — Morc(A,B’) , f*: Mor¢(B,A) — Mor¢(B', A) .
Man sieht sofort, dass fi. 0 g« = (fog). und f*og* = (fog)* O

Man ist versucht die Kategorie der Kategorien zu definieren: Objekte sind Ka-
tegorien, Morphismen sind Funktoren. Die Idee ist nicht falsch, fithrt aber in
mengentheoretische Schwierigkeiten.

Definition 8.4. Scien F,G : C — D Funktoren. Eine Transformation von
Funktorenn ist eine Klasse von Morphismen n(A) : F(A) — G(A) fir alle
Objekte A aus C, so dass fiir alle f : A — B das Diagramm

F(A) " qa)

F(f)l o)

F(B) _nB) |

G(B)

kommutiert. n heift Aquivalenz von Funktoren, falls alle n(A) bijektiv sind.
Ein Funktor F : C — D heifit Kategoriendquivalenz, falls es einen Funktor
G : D — C gibt, so dass F o G und G o F' Aquivalent zum identischen Funktor
auf D bzw. C sind.

Beispiel. (i) Sei A ein Ring, S C A eine multiplikative Teilmenge. Dann sind
die Funktoren M — S™'M und M — M ®4 S~'A von A-Moduln nach
S~!A-Moduln #quvivalent (vergleiche Lemma 2.22).

(ii) Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung. Dann ist der Funktor von Zwi-
schenkérpern zu Untergruppen von Gal(L/K) eine Kategoriendquivalenz
(Hauptsatz der Galoistheorie).

(iii) Sei f : A — A’ ein Morphismus in C. Dann induziert Verkniipfen mit f
eine Transformation von Funktoren f, : More(-, A) — More(-, A").

(iv) Der Funktor von kompakten Riemannschen Fldchen nach endlichen Er-
weiterungen von C(t) ist eine Kategorienduivalenz (nicht so ganz trivial!).

Bemerkung. In vielen Beispielen vernachléssigt man die Morphismen vollig.
Man gibt etwa nur an, was mit den Objekten geschieht. Dies gibt einen falschen
Eindruck! Objektiv gesehen steckt alle Information in den Morphismen.

Definition 8.5. Sei F': C — Sets ein kontravianter Funktor, A ein Objekt von
C. Wir sagen, dass F' durch A dargestellt wird, falls F' dquivalent zu Morc(+, A).

Man kann oft Funktoren benutzen, um Objekte zu definieren.
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Satz 8.6 (Yoneda Lemma). Falls F' darstellbar ist, dann ist das darstellende
Objekt eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus. Seien F,F’ darstellbare
Funktoren. Dann gibt es eine natiirliche Bijektivon zwischen Transformationen
F — F’ und Morphismen A" — A der darstellenden Objekte.

Beweis: Wir beginnen mit der Aussage tiber Transformationen. Seien 1 : F' —
Mor¢ (-, A) und 7' : F" — Mor¢(-, A’) die Aquivalenzen von Funktoren. Gegeben
sei f: A — A Dannist 0(f) = (')"to faion: F — F' eine Transfor-
mation von Funktoren. Umgekehrt induziert 6 : F' — F’ eine Transformation
6 : More(-, A) — More(-, A"). Dann ist 6(A) : Morc(A4, A) — Morc(A, A). Sei
f=0(A4)(ids) : A— A

Behauptung. f, = 6.

Sei B ein beliebiges Objekt, g : B — A. Da 0 eine Transformation von Funktoren
ist, gilt

Mor¢(B, A) B, Mor¢(B, A")

Q*T Tg*
f(4) ’
Mor¢ (A, A) ——— Mor¢(A, A")

Es gilt ¢ = goidy = ¢g*(id4). Aus dem Diagramm lesen wir also 6(B)(g) =
g (0(A)(id4)) = g*(f) ab. Wegen g*(f) = go f = f.(g) ist dies die Behauptung.
Sei nun F ein darstellbarer Funktor, A und A’ seien darstellende Objekte. Dann
induziert die identische Transformation F' — F einen Morphismus A — A’,
die Umkehrung einen Morphismus A’ — A und die beiden sind zueinander

invers. O

Beispiel. Dieses vollig abstrakte Lemma haben wir schon konkret bei der De-
finition des Tensorproduktes benutzt. Dort handelte es sich um die Kategorie
der A-Moduln. Fiir festes M, N wurde der Funktor

Morbihn(M X .Z\/v7 )

betrachtet. Er wurde dargestellt durch M ® 4 N. (Es handelt sich um einen
kovarianten Funktor, nicht um einen kontravarianten).

Definition 8.7. Seien F : C — D und G : D — C Funktoren. F heifst linksad-
jungiert zu G und G heifst rechtsadjungiert zu F, falls es Transformationen von
Funktoren ide — G o F und F o G — idp ¢ibt, so dass die induzierte Abbildung

Morp(F(A), B) — Morc(A,G(B))
fiir alle A € Ob(C) und B € Ob(D) bijektiv ist.

Korollar 8.8. Sei I': C — D ein Funktor. Falls der linksadunguierte von F
exitiert, so ist er eindeutig bis auf Aquivalenz von Funktoren.

Beweis: Dies ist ein Fall des Yoneda Lemmas. O
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Beispiel. (i) Der Vergissfunktor von der Kategorie der Gruppen in die Ka-
tegorie der Mengen hat den linkdsadjungierten Funktor, der einer Menge
S die freie Gruppe F(S) iiber S zuordnet:

Mor(F(S),G) = Abb(S, G) .

(ii) Ebenso ist der Funktor, der einer Menge S den freien A-Modul iiber der
Basis S zuordnet, linksadjungiert zum Vergissfunktor von Moduln nach
Mengen.

(iii) Der Vergissfunktor von topologischen Rdumen in Mengen hat den links-
adjungierten Funktor, der eine Menge mit der diskreten Topologie (alle
Teilmengen offen) versieht. Er hat auch einen rechtsadjungierten, nimlich
den Funktor, der eine Menge mit der trivialen Topologie versieht (nur M
und () offen).

(iv) Sei A — B ein Ringhomomorphismus. Dann sind Restriktion und Koeffi-
zientenerweiterung adjungiert.

Definition 8.9. FEine Kategorie C heifit additiv, falls alle Morc (A, B) abelsche
Gruppen sind, die Verkniipfung o Z-bilinear ist und es ein Nullobjekt, endliche
direkte Summen und Produkte gibt. Dabei ist 0 ein Nullobjekt, falls

MOI“c(A, 0) = MorC(O, A) =0.

Fiir je zwei Objekte A, B ist die direkte Summe (das direkte Produkt ) ein Objekt
A® B, Morphismen A — A®B und B — A® B, (bzw. AX B und Morphismen
A x B — A, B), das universell ist mit dieser Eigenschaft, also

Mor¢(A @ B, -) = Mor¢(4, ) x More(B, -)
bzw.

Mor¢ (-, A ® B) = Mor¢ (-, A) x More(+, B)

Beispiel. (i) Die Kategorie der K-Vektorrdume ist additiv, ebenso abelsche
Gruppen oder A-Moduln.

(ii) Die Kategorie der topologischen Réume oder die Kategorie der Gruppen
sind nicht additiv.

(iii) Die Kategorie der Ringe ist additiv. (Betrachtet man Ringe mit Eins,
so muss man auf die Bedingung 0 # 1 verzichteten oder das Nullobjekt
fehlt). Die Kategorie der Korper ist nicht additiv, da es im allgemeinen
keine direkten Summen gibt.

(iv) In der Kategorie der abelschen Gruppen stimmen direkte Summe und
direktes Produkt iiberein. Aber z.B. in der Kategorie der topologischen
Réaume ist die disjunkte Vereinigung die direkte Summe und das Produkt
das direkte Produkt. In der Kategorie der Gruppen erhélt man das freie
Produkt und das direkte Produkt.
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Definition 8.10. Seien A, B additive Kategorien. Fin Funktor F : A — B heifst
additiv, falls Mor 4(A, B) — Morg(F(A), F(B)) ein Gruppenhomomorphismus
18t.

Beispiel. Ist A additiv, dann hat Mora h(-, A) Werte in der Kategorie der
abelschen Gruppen. Der Funktor ist additiv.

Definition 8.11. Sei A eine additive Kategorie, f : A — B ein Morphismus.
Ein Objekt K mit einem Morphismus K — A heifst Kern von f, falls

Mor4 (X, K) = {g € Mory(X,A) | fog=0}.
Ein Objekt C' mit einem Morphismus B — C heifit Kokern von f, falls
MorA(C,Y) = {h € Mor(B,Y) | ho f =0} .

FEine Kategorie A heifit abelsch, falls A additiv ist, jeder Morphismus f : A — B
Kern und Kokern hat und

Coker(Ker(f) — A) = Ker(B — Coker(f)) .

Beispiel. Prototyp einer abelschen Kategorie ist die Kategorie der abelschen
Gruppen, ebenso die Kategorie der Vektorrdume oder die Kategorie der A-
Moduln. Ebenso die Kategorie der Komplexe von A-Moduln. Nicht abelsch ist
die Kategorie der Ringe mit Eins.

Die homologische Algebra aus dem letzten Kapitel funktioniert wortlich in allen
abelschen Kategorien.

Definition 8.12. Seien A, B abelsche Kategorien, F' : A — B sei additiv. F
heifit linksexakt bzw. rechtsexakt, falls eine kurze exakte Sequenz

0— A — Ay 5 A3 — 0
auf eine exakte Sequenz
0 — F(A1) — F(A2) — F(As)
(bzw. F(Ay) — F(Az) — F(A3) — 0) abgebildet wird.

Beispiel. (i) Mor4(+, A) und Mor 4(A4, -) sind linksexakt. Auf der Kategorie
der Vektorrdume sind sie sogar exakt.

(ii) ®aM ist ein rechtsexakter Funktor auf der Kategorie der A-Moduln. Falls
M frei ist, ist er sogar exakt.

(iii) Lokalisieren ist ein exakter Funktor auf der Kategorie der A-Moduln.
(iv) Auf der Kategorie der G-Moduln ist M +— MY ein linksexakter Funktor.

Wie im Fall der Gruppenkohomologie dient Kohomologie oft dazu, aus einem
linksexakten Funktor eine lange exakte Kohomologiesequenz zu machen.



Kapitel 9

Ausblick

Algebraische Geometrie

Eine affine Varietit iiber C wird durch eine Teilmenge von M C C[X7, ..., X,]
definiert:

V(M) ={(z1,...,2,) € C" | P(z1,...,2,) =0 fiir alle P € M} .

Da der Polynomring noethersch ist, (Hilberts Basissatz Theorem 5.8, geniigen
nur endliche viele Gleichungen. Hilberts Nullstellensatz 4.8 erlaubt es, die Punk-
te von M mit den maximalen Idealen von C[Xy,...,X,]/I zu identifizieren,
wobei I das Ideal der Polynome ist, die auf ganz V(M) verschwinden. Mit der
Zariski-Topologie erhalten wir einen topologischen Raum.

Eine projektive Varietdit iiber C wird durch eine Teilmenge von homogenen Po-
lynomen in C[Xy, ..., X,] definiert:

VM) ={[zo: - :z,) € P*(C) | P(xg,...,z,) =0 fiir alle P € M} .

Auch projektive Varietit werden mit der Zariski-Topologie versehen. Lokal ist
eine affine Varietét affin.

Algebraische Geometrie beschéftigt sich mit den Eigenschaften von Varietéten,
z.B.:

Theorem 9.1 (Satz von Bezout). Seien Vi, Vo C P?(C) Kurven, die durch je
ein Polynom vom Gradn bzw. m definiert werden. Haben Vy und Vo nur isolier-
te Schnittpunkte, dann betrdgt die Anzahl der Schnittpunkte, mit Vielfachheit
gezdhlt, genau nm.

Die Schwierigkeiten sind natiirlich zunéchst einmal, die Begriffe “isolierte Schnitt-
punkte” und “Vielfachheit” zu definieren.

Man kann bei diesen Uberlegungen leicht C durch einen anderen algebraische
abgeschlossenen Korper ersetzen. Bei allgemeinen Koérpern haben die Gleichun-
gen jedoch nur noch wenige Lésungen:

79
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Theorem 9.2 (Faltings, Mordellvermutung). Sei V eine algebraische Kur-
ve tber Q vom Geschlecht mindestens 2. Dann hat V' nur endlich viele Punkte

tiber Q.

Beispiel. Fir V C P%(Q) eine ebene Kurve vom Grad d 148t sich das Ge-
schlecht als (d—1)(d —2)/2 berechnen. Das Theorem von Faltings deckt also die
Fermatgleichung 2 4+ y% = 1 fiir d > 3 ab. Sie hat nur endliche viele rationale
Losungen.

Die Punktmengen sind also zur Definition von Varitéten {iber beliebigen Koérpern
nicht geeignet. Die Definition iiber das Spektrum Spec k[X1, ..., X,,]/I funktio-
niert jedoch tadellos.

Der Funktionenkérper einer Varietit ist die Menge der Morphismen V — P! -
nachdem man definiert hat, was ein Morphismus ist.

Algebraische Geometrie lebt von geometrischen Ideen und Begriffen. Die grund-
legenden Satze miissen mit Mitteln der kommutativen Algebra gezeigt werden.
Wie in allen geometrischen Disziplinen spielt Kohomologie eine sehr grofie Rolle.

Zahlentheorie

Objekte der Zahlentheorie sind Z, Q und ihre endlichen Erweiterungen.

Definition 9.3. Fin Zahlkorper ist eine endliche Korpererweiterung von Q.
Der Ganzheitsring eine Zahlkorpers K ist

Ok ={x € K| esgibtn,a; € Z mit 2" + ap_12" " +--- 4+ ag = 0}

In der algebraischen Zahlentheorie zeigt man, dass diese Ringe Dedekindringe
sind: noethersche, eindimensional, alle lokalen Ringe sind diskrete Bewertungs-
ringe. Im allgemeinen sind sie jedoch keine Hauptidealringe. Die Eindeutigkeit
der Primfaktorzerlegung ist falsch.

Beispiel. Der Ganzheitsring von Q(w) mit w? = 1 ist Z[w], von Q(3) ist Z[i],

von Q(v/=5) ist Z[v/=3].

Die beiden ersten echten Sdtze der Zahlentheorie sind die Endlicherzeugtheit
der Einheitengruppe O* und die Endlichkeit der Klassenzahl, d.h. der Ordnung

von
Halbgruppe der Ideale ungleich Null von O

Halbgruppe der Hauptideale ungleich Null

Eine der Folgerungen der Klassenkorpertheorie ist die Existenz eines Klas-
senkorpers:

Theorem 9.4. Sei K ein Zahlkérper. Dann gibt es eine endliche Erweiterung
F/K, so dass Op ein Hauptidealring ist. Die Galoisgruppe Gal(F/K) ist iso-
morph zur Klassengruppe von K.
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Man verwendet beimm Beweis dieser Sdtze viel Algebra, auch Galoiskohomo-
logie, aber auch ein wenig Analysis. Es gibt auch einen ganzen Zweig der Zah-
lentheorie, den man analytisch nennt. Hier studiert man Funktionen wie die
Riemannsche ¢-Funktion:

()= n*=J[a-p)".
n>1 p prim
Die Reihe und das Produkt konvergieren fiir s > 1/2. Die Funktion setzt sich
aber zu einer meromorphen Funktion auf C. Einziger Pol ist 1.
Aus dem Verhalten der (-Funktion kann man Eigenschaften der Primzahlen
ablesen.

Theorem 9.5 (Primzahlsatz). Firxz € R sei n(z) die Anzahl der Primzahlen
kleiner gleich x. Dann ist w(x) assymtotisch gleich x/log(x).

Die beriihmte Riemannsche Vermutung 143t feinere Aussagen zu.

Arithmetische Geometrie

Dies ist die Vereinigung von algebraischer Geometrie und Zahlentheorie. Man
studiert Polynomgleichungen iiber Z, indem man die zugehétrigen geometrischen
Objekte studiert. Dieser Zugang hat sich in den letzten Jahrzehnten als viel
fruchtbarer erwiesen als das isolierte Studium von Zahlkérpern. Der grofite Er-
folg der letzten Zeit war der Beweis der Vermutung von Shimura-Taniyama-Weil:

Theorem 9.6 (Wiles, Taylor-Wiles et. al). Jede elliptische Kurve tiber Q
ist modular.

Eine elliptische Kurve ist eine glatte Kurve vom Geschlecht 1. Uber Q bedeutet,
dass sie durch ein rationales Polynom definiert wird. Modular bedeutet, dass es
eine surjektive holomorphe Abbildung H/I'(N) — E(C) gibt, wobei H die obere
Halbebene ist und I'(N) C SL(Z) die Untergruppe der Matrizen, die modulo
N kongruent zur Einheitsmatrix sind.

Darstellungstheorie

Ein Thema, dass zu kurz kam: Endliche Gruppen studiert man durch ihre Dar-
stellungen, d.h. die Abbildunge G — Autc(V'), wobei V' ein endlichdimensiona-
ler C-Vektorraum ist. Es gibt nur endliche Bausteine aus der alle Darstellungen
zusammengesetzt sind.

Ein dhnliches Phinomen tritt auf, wenn man Darstellungen von Liegruppen
(Gruppen, die gleichzeitig Mannigfaltigkeiten sind) studiert. Man stellt nun
zusétzlich mafitheoretische Bedingungen. Dann sind die Darstellungen von kom-
pakten Liegruppen automatisch endlich dimensional. Mehr noch, man gewisse
kompakten Liegruppen iiber ihre Darstellungstheorie vollstindig klassifizieren.

Sonstiges

Damit ist die Liste natiirlich noch lange nicht abgeschlossen. . .



