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Lineare Algebra, Analytische Geometrie 11 5. Eigenwerte und Eigenvektoren

5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 5.1. Sei f : V — V Endomorphismus eines Vektorraums V. Ein Vektor v € V \ {0} heifit
Eigenvektor zum Figenwert \ € K, falls gilt:

fw) =M

Eine Basis vy, ..., v, von V heifst Eigenbasis, falls alle v; Eigenvektoren sind (zu beliebigen Eigenwerten).

Zu A € K heifit
Ww={veV:f(v) =M}
Eigenraum zu .

Beispiel.

a) R? — R? Spiegelung: Die Abbildung lisst den Vektor ,,—* fest, er ist Eigenvektor zum Eigenwert 1. ,T¢ und ,,|*“ sind
FEigenvektoren zum Eigenwert —1.

b) R2? — R? Rotation um Winkel a: Die Abbildung lisst keinen Vektor fest. Es gibt keine Eigenvektoren, aufier bei:
a=0°,360°,...: Alle Vektoren sind Eigenvektoren zum Eigenwert 1: R? = R%
a =180°,...: Punktspiegelung am Ursprung, Eigenwert —1: R? | = R?

Bemerkung.
(i) v =0 wird ausgeschlossen, denn A -0 = 0 fiir alle A € K. A = 0 ist erlaubt.
(ii) V) ist Untervektorraum von V.
(iii) A Eigenvektor < V) #0

(iv) Begriffe der englischen Literatur: eigenvector, eigenvalue, eigenbasis, eigenspace

)
)
)
(v) Sei vy,...,v, Eigenbasis zu den Eigenwerten A1, ..., \,.

5.1 Diagonalisierbarkeit

Definition 5.2. Ein Endomorphismus f : V' — V heift diagonalisierbar, wenn es eine Basis vy,..., v,
gibt, so dass die darstellbare Matrix eine Diagonalmatrix ist — mit anderen Worten, wenn vy, ..., v, eine
Eigenbasis ist.

Bemerkung. Man sagt auch: Die Matrix A € M,,«, (K) ist diagonalisierbar, wenn die zugehorige li-
neare Abbildung diagonalisierbar ist, d.h. es gibt eine invertierbare Matrix S € GL,, (K) mit SAS~!
Diagonalmatrix.
Beispiel.

f:K? > K?  Multiplikation mit (2 1)

(-6 666

2y = M\ = =2 oder =0
Yy Y Yy
v 4
2zty=2z 2z=Az
Y I
y=0 =0 oder A=2

Also: y = 0, A = 2, x beliebig. f hat nur einen Eigenwert, ndmlich 2. Eigenraum zur A = 2:

o= () +=]

Es gibt keine Eigenbasis.
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Lineare Algebra, Analytische Geometrie 11 5. Eigenwerte und Eigenvektoren

5.2 Das charakteristische Polynom

Definition 5.3. Sei f: V — V linear und V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann heifit
xs (T) = det (f — T'1d)

charakteristisches Polynom von f.

Bemerkung. Sei v = {v1,...,v,} Basis von V, A = (a;;) die darstellende Matrix von f.
1 0 w )
i=j
' ( j) " {O sonst
0 1

X (T) = det (M, (f —T1d))

— det (A — T'1d)
= Z Signg (ala(l) - T(Sla(l)) (a20(2) - T620(2)) to (ana(n) - T(Sna(n))
oES,

Dies ist ein Polynom in der Variablen T

o =1d ~ (=1)"T" ist der hochste Term:
xs (T) = (=1)" T™ + Terme niedrigerer Ordnung
Also hat x7 (T) den Grad n = dim V.

Satz 5.4. Sei f Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums. Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:

(i) X ist ein Eigenwert von f.
(i) A st Nullstelle von x ¢ (T).
Beweis. (i) = (ii): Sei X Eigenwert, d.h. f(v) =Av, v #0 & (f — AId) (v) =0, v #0
A ist Eigenwert < ker (f — AId) # 0 < det (f — AId) =0 |
\_:X\f/(T/
Beispiel. Betrachte f : R? — R? Drehung um «, d.h. Multiplikation mit (€25 ~ Si"aa ). Gesucht sind die Eigenwerte.

sina cos
X =de (T o)
= (cosa —T)? +sin? o
=cos?a—2cosaTl +T? +sin a
X7 (T) =0, d.h.
(cosa —T)? +sin2a =0
& (cosa —T)% = —sin?
& T =cosa A sina=0

Fiir a # 0,180° ist sina =0, cosa = 1,—1, d.h. x5 (T) hat die Nullstelle 1 bzw. —1, f hat den Eigenwert 1 bzw. —1.

Was sind die Eigenvektoren?

= o)) =0)

erfiillt fiir alle () € R2.

s (G 0) ()=o)

erfiillt fiir alle () € R2.
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5.3 Exkurs Eigenschaften von Polynomringen

Definition 5.5. Sei K ein Korper. Ein formaler Ausdruck der Form
P(T)=ap+a;T +axT? + ... +a,T", a; € K, a, #0  oder P(T) =0
heifst Polynom vom Grad n.
K [T] = Menge aller Polynome iiber K
(Pedantisch: Ein Polynom ist eine Folge (ag, a1, az,...), a; € K mit a; = 0 fiir i > 0.)
Bemerkung (Nachtrag). Fasse P (T') als Abbildung auf:
P:K—K, A=P\)=a+ar+2 4. +a,\"
Fasse P (T') als Abbildung auf:
P:EndV —EndV, f P(f) =aold+arf+asfof+...+anf"

Folgendes Diagramm ist kommutativ:

EndV —2— EndV
‘Wahl
der BasisJ{ l
V1 yeensUn

Lemma 5.6. K [T] ist ein ngﬂ mit der Addition
(a0 +arT" + ...+ a,T") + (bo + 1T + ...+ b, T™) = (ag + bo) + (a1 + b)) T+ ...
und der Multiplikation

(a0 +arT" + ...+ a,T") (bo + 01T + ... + b, T™)
= aobo + (a0b1 + albo) T + (aobg + Clel + agbl) T2 + ...+ amme"er

n+m

= Z Z aibj Tk
k=0 \it+j=k

Beweis.
K [T] ist kommutativ beziiglich ,,+%“
— Assoziativitat gilt, da ,,+* in K assoziativ ist.
— Kommutativitit gilt, da ,,4+“ in K kommutativ ist.
— 0 ist neutrales Element in K [T], da 0 neutrales Element in K.
— Inverses bezfiglich ,,+* flir ao + a1 T + ... + apT™ ist —ap —a1T — ... —an,T™.
Beziiglich ,,- gilt:
— Zu zeigen:

PQ=QP
P(QR) = (PQ)R } Ubungsaufgabe!
P(Q+R)=PQ+ PR

LK [T) = {(ao, a1,a2,...) € K> : Es gibt n mit a; = 0 fiir i > n.}
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Eigenschaften der Mutliplikation auf Monomen:

T . T) =T+
Die Ausdehnung auf beliebige Polynome benutzt gerade die Rechenregeln. O
Definition 5.7. Sei P = ap+a1T+...+a,T" € K [T], A € K. Dann ist P (\) = ag+a1A+...+a,\" € K.
A heiRt Nullstelle von P, falls P (\) = 0. K heifst algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante
Polynom eine Nullstelle hat.
Beispiel. Q und R sind nicht algebraisch abgeschlossen: 72 4 1 hat keine Nullstelle.
Auch F5 ist nicht algebraisch abgeschlossen, da T2 4 T' + 1 keine Nullstelle hat.

C ist algebraisch abgeschlossenE]

Bemerkung. Jeder Korper K ist in einem algebraisch abgeschlossenen Korper K enthaltenﬂ

Beispiel. Korper der algebraischen Zahlen:
Q = {a € C: o ist Nullstelle eines P € Q [T]}
Vorsicht! Weshalb ist das ein Korper?

Satz 5.8. Sei P € K [T]. Dann gilt:
P=(T-a)" (T—-a)” - (T—a,)™ -C

mit a; € K paarweise verschieden, v; > 1, n > 0, C € K [T]| ohne Nullstellen. Ist K algebraisch
abeschlossen, so gilt C = const., C € K.

Bemerkung. Fiir P = x sind die o; gerade die Eigenwerte von f.

Beweis. Induktion nach deg P:
— degP =0= P =C = const. v
degP =1, P:a0+a1T(a1:¢O) a1 <T+ Z—?), a1 =0C, a1 = 73—(1’, v=1v
— Der Satz sei bewiesen fiir alle Polynome vom Grad < n. Sei F' € K [T] vom Grad n + 1.
Erster Fall: F hat keine Nullstelle. Dann ist F' = C. Es ist nichts zu zeigen.
Zweiter Fall: F hat eine Nullstelle oo € K. Polynomdivision von F durch (T — «) ergibt: F = Q (T — o) + R
degR < deg (T —a)=1
Einsetzen von o
Fla)=(a—a)Q(a)+R=R
T
Also:
F=(T-o)Q, degQ =degF —1=mn
@ kann nach Induktionsvoraussetzung als Produkt von Linearfaktoren mal C' geschrieben werden, also auch: F' =

(T-a)Q O

Bemerkung. K algebraisch abgeschlossen = x ¢ hat eine Nullstelle, d.h. f hat einen Eigenwert. Hat V'
eine Eigenbasis? Nein!

Beispiel. Betrachte (31):
xs (T) = (2-T)*
Aber:
Vo={(§):z€ K} (dim Vo = 1)

2Beweis in Funktionentheorie oder Algebra, I.
3Beweis in Algebra T benutzt Zornsches Lemma.
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5. Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 5.9. Sei f : V — V Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums, A Eigenwert
von f. Dann heifit dim V) geometrische Multiplizitdt. Die Multiplizitit von A in x; heifst algebraische

Vielfachheit.

Satz 5.10. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, f :V — V Endomorphismus. Seien \q, ...

) A’IL

die Figenwerte von f mit geometrischer Vielfachheit p; und algebraischer Vielfachheit v;. Dann gilt

i < v, 1=1,...,n.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das charakteristische Polynom x s zerfillt in Linearfaktoren. p; = v; firi=1,...,n.

(ii) V hat eine Eigenbasis beziiglich f.
(ill) Bs gilt V=Vy, &...8V),.

Beweis. Sei A Eigenwert, v1,...,v; Basis von V). Ergénze zu einer Basis vy, ..

v1,...,vN: Matrix von f bezliglich dieser Basis:
A 0 --- 0
A
f(v1) = Ay 0 A
=2 :
f(v2) = vz oM
f (or) = Moy, 0 A
0 0
[ (veg1) =7
. . B
0 -« - 0

xzp (T) =det (M — AT) = det (A\Id —=T'Id)det B —T'Id = (A — T)* det (B — T'1d)
geometrische Vielfachheit = dim V), = k < algebraische Vielfachheit von A

(i) = (ii): Sei vy, ..
Das charakteristische Polynom hat dann die Form

A =T)"T (A —=T)2--- (N —T)"k,

wobei \; — T gerade so oft auftritt, wie der Eigenvektor \; fiir v1,...,vp.

Also: algebraische Vielfachheit = geometrische Vielfachheit und x; zerfdllt in Linearfaktoren.

(ii) = (iii): Sei p; = v; fiir alle Eigenwerte A1,..., An. Wir betrachten
995VA1 @VA2 GB...EBV,\n —V
(v1,v2,...,0n) — V1 + V2 + ...+ v

Diese Abbildung ist linear. Nach Voraussetzung gilt:

n

D wi @ > i =degxy,
1 im1

1=

dim (Va, ®...®Va,) = > _dimVy,
i=1

da x ¢ in Linearfaktoren zerféllt:

xf(T) = =T)" (A2 =T)" - (An = T)™"
Also:

deg x5 = dimV,
d. h. beide Seiten haben dieselbe Dimension.

Behauptung: ¢ ist bijektiv. (< ¢ injektiv)

Beweis. Zu zeigen: v; € V), mit v1 +va +... +vp =0=v; =0

., up, eine Eigenbasis. Dann ist die darstellende Matrix von f beziiglich vy, ..

.,on von V. Berechne x; in der Basis

., up, eine Diagonalmatrix.

Angenommen (v1,...,v,) € ker \ {0}. Sei s die Anzahl der ¢ mit v; # 0, also s > 1. O.B.d. A. ist v1,...,vs # 0 und
Vs+1 = ... = vp = 0. Sei s die kleinstmdgliche Zahl mit dieser Eigenschaft.
Universitéit Leipzig 8



Lineare Algebra, Analytische Geometrie 11 5. Eigenwerte und Eigenvektoren

s = 1 bedeutet Z v; = 0, also v1 = 0. Widerspruch! Es gilt also s > 1. Also gibt es wenigstens zwei verschiedene Eigenwerte

und es gibt elnen Elgenwert ungleich Null, 0. B.d. A. sei A1 # 0. Es gilt:

vitve+...+vs=0 = 0= f(vi)+f(va)+...+ f(vs)
= A1v1 + A2vg + ...+ Asvs
A2 As
:U1+>\71U2+ +>\71v5

Beide Gleichungen zusammen ergeben:

(1 A2) +(1 A?’) +...4+(1 ’\S>

_ v —_ U —_ Vs =

A]_ 2 Al 3 )\1 s
[ —

€V, \{0} €V \{0} €V, \{0}

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von s. Also gilt: ker p =0

Das Diagramm

€

v

V>\1€B"'@V)\n

1R

hl lf h:(vi,...,0n) — (Av1,..., An¥n)

V,\l@...@‘/}\

1R

\%

n

€

ist kommutativ.
Sei v%, e vtl Basis von Vj, .

Sei v%, el vﬁl Basis von V.
Basis von V nach (iii)

Sei vT, ... Basis von Vj,, .

’ Hl
Dies ist die gesuchte Eigenbasis. O

Korollar 5.11. Sei f : V — V' Endomorphismus eines n-dimensionalen Vektorraums. f habe n verschie-
dene Eigenwerte, d.h. xs hat n verschiedene Nullstellen. Dann ist f diagonalisierbar (es existiert eine
Eigenbasis).

BEIa
Beweis. Nach Definition ist p; > 1 und nach Voraussetzung ist v; = 1 < p; < ;. Also gilt pu; = v; firi = 1,...,n
(i) = (ii) besagt, dass es eine Eigenbasis gibt. |

Bemerkung. In der Physik nennt man Eigenrdume mit geometrischer Vielfachheit grofier 1 degeneriert.
Durch kleine Storungen wird die Matrix nichtdegeneriert. Uber C ist jede nichtdegenerierte Matrix dia-
gonalisierbar.

Satz 5.12. Sei K algebraisch abgeschlossen, V endlich-dimensional und f : V. — V Endomorphismus.
Dann gibt es eine Basis von V ,so dass die darstellende Matriz von f beziglich dieser Basis eine Drei-
ecksmatriz ist.

1 1 0
Beispiel. K™ mit der Standardbasis, A =

. .1

0 - o1
Die Unterriume (e1,...,e;) werden von f in sich abgebildet.

5.4 Fahnen

Definition 5.13. Sei V ein Vektorraum. Eine Fahne der Linge r von V ist eine echt aufsteigende Folge
von Untervektorrdumen:

Die Fahne heifst vollstindig, wenn

Universitéit Leipzig 9
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(i) Vo =0,
(i) V, =V,
(ifi) dim Vi, = dim V; + 1.

)
)
Sei f ein Endomorphismus. Ein Untervektorraum U C V heifit f-invariant oder stabil unter f, falls

f(U) C U. Eine Fahne heifit f-invariant, falls alle V; f-invariant sind.

Beispiel.

a) 0 C V ist eine f-invariante Fahne, vollstindig genau dann, wenn dimV = 1.

b) VA C V ist f-invariant, denn f (v) = v € Vi, v € V).
¢) vi,...,vn Basis von V. V; = (v1,...,v;). Die V; bilden eine vollstindige Fahne.
d) Gegeben eine vollstindige, f-invariante Fahne V;. dimVi =1, v #01in V1. f(v) € Vi = f(v) = M fiir ein A € K

Eigenvektor.

Satz 5.14. Sei K algebraisch abgeschlossen, V' endlich-dimensionaler K -Vektorraum, f :V — V Endo-
morphismus. Dann existiert eine vollstindige f-invariante Fahne.

Beweis. Induktion nach dimV. Ist dim V' = 0, ist nichts zu zeigen.

Sei nun n =dimV > 0. Vo = 0. Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert X\, V7 = (v).
Dann gilt f (uv) = Apv € V7.
Sei V' =V/Vi={v+Vi:veV}o: VoV v—v+ V.

f

VvV — V

| o
Vi—— Vv’
f/
Setze f': V' — V' v+ Vi f(v)+ V.
f' ist linear:
f(v+WV)+w+W)=Ff (v+w+ W)
=fl+w)+Wi
=f@+f(w)+W
=(f () +V1) + (f (w) + V1)
=f (v+Vi)+ f(w+ V1)

Wohldefiniertheit von f’:
v+Vi=w+ Wy

Zu zeigen: f (v) + V1 = f (w) + V1.

S ov—w e V.

S f)—fw=f-—w)=w—-weW
S f)+ Vi =f(w)+ V1.

Es gilt dim V' = dim V — dim V4 = n — 1. Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf f’ : V/ — V'’ an. Also existiert eine
vollstéindige Fahne f’-invariante Fahne in V':

ocvicvscvyc...cv,=Vv’

(i) cvf, dimV/ =i—1
Sei V; = 071 (V).
(V) =e 1) = V.
0=V yCcViCcVoeC...CV,
Vo=0tV)=01(V)=V,dag: V-V =V/V.
Behauptung: dim V; = ¢. Fiir ¢ = 0 richtig.

Seinun ¢ > 0. ¢: V — V' ist surjektiv. = g|y, : Vi — V/ ist surjektiv.
Dimensionsformel: dim V; = dimim gy, + dimker gy, = dimV/ +dimV; =i —-14+1 =1.
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Behauptung: f (V;) C Vi
Seiwv € Vi, d.h. ¢(v) € V/. Nach Voraussetzung: f' (V/) C V/, also f' (v+ V1) C V.
~— NS —

=vtVi =)+
=o(f(v)

Gezeigt: v € V; = f(v) € 071 (V/) =V, O

Beweis (Zu Satz 5.12). Sei 0 C Vi C Vo C ... C V,, =V eine vollsténdige f-invariante Fahne. Sei v eine Basis von V.
Sei {v1,v2} eine Basis von V2 (Basiserginzungssatz). Sei {v1,v2,v3} eine Basis von V3 usw.

Also: v1,...,v, Basis von V, so dass V; = (v1,...,v;). Beachte: f ((vi,...,v;)) C (v1,...,v;).
Die darstellende Matrix von f beziiglich vy, ..., v, ist
A a o ox -ee
0 B =
X f(v1)€V1=(v1), d.h.f(vl)z)\v1+0v2+...
0 0 = : .)"(’1)2)6‘/1=<’U1,’U2>7 d.h.f(’l)l)zoc’vl-i-ﬁ’l)z-i-...
0 0 0 - =«
wie behauptet. O

Beispiel. f: K2 — K2 Multiplikation mit ( % 3). Gesucht: 0 =15 C Vi C V2 =V mit f (v1) C V4.
X (T) = det <1le 3jT) =(1-T)3-T)+1=T%—4T +4= (T —2)> = Eigenwert 2.
o0y _ (1-2 1 z\ _ (-1 1\ [(z\ _(—-=z+vy _
(0)=(5" 22) ()= ) G)= () =ves
v1 = (}) ist ein Eigenvektor.
Wihle vz = (9).

f(v1) = 2v1
f2)=(213)(9) = (

1
3)
Darstellende Matrix ist (331).

o= (-6 ) -6 -6 0

Sei f: V — V Endomorphismus, P (T) € K [T] Polynom:

(1) +(8) =v1 +2v2

P(T)=ao+a1T+ a2T? + ...+ an,T", a; € K
Dann ist
P(f)=aold+arf +asf?>+...+anf™ € End (V), fif=fofo--of.
N————

4 mal

Satz 5.15 (Cayley-Hamilton). Sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum wund
f:V =V ein Endomorphismus. Dann gilt:

vs (f) =0 € End (V)

Beweis. Sei zunichst K algebraisch abgeschlossen. Wir wihlen eine Basis von V, so dass
A1 *
MJ(f) = =M
0 An

Es gilt xf (T) = det (M — T1d) = (\ = T) Ay = T) -+ (A — T).
Also: x5 (f) = (M Id=f)o(A2Id—=f)o- o (A Id—f)

Sei ¢; = (A1 — £1d) (Az — £1d) - (An — 1d).
Sei0=Vy C Vi C...CV, die vollstédndige f-invariante Fahne, die zur Definition von M fiihrte.
Behauptung: ¢; (V;) = 0. (Insbesondere: i =n = ¢n = x5 (f), Vo =V, d.h. x5 (f) (V) =0.)
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Induktion nach i:
Fiir ¢ = 0 ist nichts zu zeigen, denn ¢g (v) =0
Seinun ¢ > 0. ¢p; = ¢i—1 (A\; — f). Sei nun v € V;. v = ajv1 + ... + a;v;.

#i (v) = ¢i—1 (N — f) (a1v1 + agvz + ... + a;v;))

= ¢i—1 | Miarv1 + Ajagve + ...+ Najv; — a1 f (v1) —az f (v2) —... —ai f (vy)
—— ——
€eVioa €eVia

= pi—1 (Mia;v; — a; \v;) +v mit v € Vi1

=0 nach Induktionsvoraussetzung

f(v) =2v1+7v2 + ... +70;—-1 + Aiv; +0 = Ajv1 + Rest mit Rest € V;_;. Alle Summanden, aufer \;a;v; und a; f (v;) liegen
in V;_q.

Sei nun K beliebig. Sei vy, ..., v, eine Basis von V, M die darstellende Matrix von f.
xm (T) = x5 (T)
Dann ist x.m (M) die darstellende Matrix von x s (f).
Zu zeigen: xpr (M) =0 in My, (K) C My, (K) (In Algebra I: K C K fiir K algebraisch abgeschlossen.)

M : K™ — K™ ist lineare Abbildung. Nach dem bisher Gezeigten gilt x s (M) = 0. a

5.6 Das Minimalpolynom

Definition 5.16. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, f : V' — V ein Endomorphismus. Das Mi-
nimalpolynom py € K [T] ist das kleinste (kleinster Grad) normierte Polynom ungleich 0 mit

py (f) = 0.
P € K [T] heifit normiert, falls

P(T):Td+ad,1Td71+...+ao, a; € K
Lemma 5.17. Sei P € K [T] mit P (f) = 0. Dann ist uy ein Teiler von P. py ist eindeutig bestimmd.

Beweis. Polynomdivision mit Rest ergibt:
P=Qus+R, Q,Rc K[T], degR < degpuy
0=P(f) =Q(f)Hus (f)+R(f) = R hat Nullstelle f.
N——r

=0
R=bpnT™ + by 1T 4. +bg, bm # 0
~bm IR(f) =0
Nach Wahl des Minimalpolynoms muss R = 0 sein. Die Division P = Quy liefert keinen Rest.

Sei u’f ebenfalls Minimpolynom. Es gilt:

,u}:Pl,uf und ,uf:Pg,u/f:PQP”Lf = deg PP1 =0 = deg P1,deg P>, =0
d.h. P, €K, PP, = 1.

T+ ag_1+4...=(PPy) [Td +ag T+ .. ]

Koeffizientenvergleich in py = PQ,LL’f ergibt P> =1, da puy, ,u} normiert sind. O
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Lineare Algebra, Analytische Geometrie 11 5. Eigenwerte und Eigenvektoren

Beispiel. A= (29), xa(TM)=(@—-T)b—-T)=T?—(a+b)T +ab
_(a® 0 a? + ab 0 ab 0 _
XA(A)_<O b2)*( 0o ab+t2) T 0 a) =0
Mbogliche Teiler: T'—a, T — b
a 0 a—a 0
(T’“)(o b)_( 0 —a+b>

Fliira=bist uy =T —a.
Flir a #bist pa = xa-

Il
A~
=)
o
N

0 b—a

2 1
0 2

om=(3 )G 9= e

Also: up = xB-

Beispiel. B = ( ), xB (T) = (T — 2)%. Méglicher Teiler: T — 2

Satz 5.18. iy teilt x . Die Nullstellen von puy und xy stimmen tberein.

Beweis. x; = Qus (nach 5.17 und Caley-Hamilton). Insbesondere sind die Nullstellen von py auch Nullstellen von x;.
Sei A Nullstelle von xy, also Eigenwert zu einem Eigenvektor v.

F)=A@), f)=fO)=r ()= v, ...,  [P()=A"

P=apT" +an_1T" ' +...+ao

i(/jg(v) =(anf"+an—1fln—14+...+ao) (v) = (an)\" Fan_ A" 4+ ao) (v)

V-V

=}§(I§)v

Insbesondere: puy (f) (v) = py (/\)\vf’: 0,da py (f) =0in End V. = py (A) =0. O
#0

Satz 5.19. Sei f : V — V Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums V. Dann ist f

genau dann diagonalisierbar, wenn py in Linearfaktoren zerfdllt und die Nullstellen von iy die Multipli-
zitit 1 haben.

Beweis. Sei v1,...,v, eine Eigenbasis von V. Dann zerfallt x y und damit auch py in Linearfaktoren. Sei
pr(T) = (T =2)" (T —=X)2 - (T =)™, v 21
A1, ..., A, sind die Eigenwerte von f.

Ap(T)=(T = A) (T = A2) - (T = Ai)
Behauptung: fiy (f) =0in End V.

fg (f) (vi) = iy (N)vs, A der Eigenwert zum Eigenvektor v;; A = A; fiir ein j.
= =2) (A5 —A2)- - (A —A)vi =0,  da (N —Aj) =0

fiy (f) verschwindet auf allen Elementen einer Basis, also gilt fif (f) = 0. Wegen degjiy < py und der Definition des
Minimalpolynoms folgt fiy = puy.

Riickrichtung: Sei umgekehrt py (T) = (T — A1) -+ (T — Ag) mit Ay # X; fiir i # j.

Behauptung: f ist diagonalisierbar.

Vollstindige Induktion nach dimV:dimV =1 ist klar.

Wir betrachten f — A1Id: V — V. Seien K =ker (f —A11d) = V), #0, B=im (f — A1 1d).
——

da A1
Eigenwert

f(K) C K. Jede Basis von K ist eine Eigenbasis.

F(B)EB

veEB,v=(f—X)wfiremweV. f(v)=f(f—X1)(w)=((—X1)f(w),d.h. f(v)eB
= f(B) C B.
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Lineare Algebra, Analytische Geometrie 11 5. Eigenwerte und Eigenvektoren

Dimensionsformel: dimB =dimV —dim K < dimV
SN—— SN——
rk(f—A1) #0

Es gilt uy (fIB) (B) C py (f) € V = 0. Das Minimalpolynom von f|p ist also ein Teiler von . Also ist auch ), Produkt
von einfachen Linearfaktoren.

Nach Induktionsvoraussetzung ist nun f|p diagonalisierbar, d.h. B hat eine Eigenbasis beziiglich f|g bzw. f.
Zu zeigen bleibt: Behauptung: K ® B2V, (v,w) — v+ w

Trick: Division mit Rest: (T — A2) (T —A3) -+ (T — Xx) = Q (T — A1)+ C, deg C < deg (T — \1) = 1, also C € K konstant.
¢ = 0 ist unmdglich, denn T'\; ist kein Teiler der linken Seite. Also C € K* = K \ {0}. Wir lesen die Gleichung anders,
nédmlich als

CHT = X)(T=X3) - (T—X)—C7Q(T - M) =1
Setze f ein, wende auf v € V' an:

Lw=C =X (f=23) (=) () = CTIRU—X1)  (v),

€K (F-A)(C=1Q(f)(w))eB
denn (f = A1) CL(F = Xa) - (f — ) () 2l )
—C s (f)(0)=0

d.h. K ® B — V ist surjektiv. O

5.6 Jordansche Normalform

Sei K algebraisch abgeschlossen, V' endlich-dimensional, f : V' — V Endomorphismus. Dann gibt es eine
Basis von V, so dass die darstellende Matrix die Form

J 0 Ai Al ) 0
J2 l’Ilit Jz -

0 . . 1

0 i

hat. Die J; sind bis auf Reihenfolge eindeutig.

f ist diagonalisierbar < J; = (/\Z-) fiir alle 4
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6 Euklidische und unitare Vektorraume

Diesem Abschnitt werden jeweils die Korper K = R bzw. K = C zugrunde gelegt. Zur Abkiirzung steht
deshalb K.

6.1 Skalarprodukte, Normen, Metriken

Definition 6.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbbildung
s:VxV-K

heift Bilinearform (K = R) bzw. Sesquilinearform (K = C), wenn

(i) s (v, \rw1 + Aawsa) = A1s (v, w1) + Aas (v, ws) fiir alle \; € K, v,w; € V.

(ii) s (p1v1 + pove, w) = frs (v, w) + f2s (v, w) fiir alle p; € K, v;,w € V.
s heiflst symmetrisch bzw. hermitesch, falls zusédtzlich

(iii) s (v,w) = s (w,v).
s heilst Skalarprodukt, falls s zusétzlich positiv definit ist, d. h.

(iv) s(v,v) >0 fiir alle v € V und s (v,v) = 0 nur fiir v = 0.
(& s(v,v) >0 fiirve V\{0})

Das Paar (V, s) heifit euklidischer bzw. unitarer Vektorraum. Meist schreibt man V statt (V) s).

Bemerkung. Es gilt s (v,v) s (v,v) € R auch fir K = C.

b1

Beispiel. V = R": s (v,w) = v'w = (a1,...,an) ( : ) =a1b1 + ...+ anbn,
bn

v = (alv---van)ta w = (blv---vbn)t

Bilinear. v/

Symmetrisch. v
Positiv definit: s (v, v) =a124...4an?>0. s(v,v)=0<a1=0,...,an =0. V

Dies ist das Standardskalarprodukt auf R™.

Beispiel. V = C": s (v,w) = v'w =aiby + ...+ @nbn

s (w,v) = wto = vtw = vtw = s (v, w).

s(v,v) =ata1 + ...+ anan = |(11|2—§—...—|—|0Ln|2 >0

s(vv)=0&al]=...=|apn|=0a1=...=an =0

Bemerkung.

— Fiir muss ,,>“ auf dem Korper definiert sein = K = R (mit einem Trick auch K = € moglich).

- besagt, dass s linear ist als Abbildung in der zweiten Variablen. Fiir X = C ist s nicht linear in der
ersten Variablen. Die Rollen kann man vertauschen. Beide Konventionen kommen vor.

Beispiel.
V={f:10,1] - K : f stetig}
1
s(f,g)=(fg9)= / fgdt ist ein Skalarprodukt
0

Positiv definit: (f, f) = fol Ffdt = fol 12 dt >0
(f,f) =0& f=0,da f stetig.
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Beispiel.
B2 2 ai b1 _ C
(,) : R® x R, as ) by = 2a1b1 + a2b2 ist ein Skalarprodukt

Hingegen —2a1by + asbs ist nicht positiv definit.
Definition 6.2. Sei V ein KK-Vektorraum. Eine Abbildung
IV =R
heifst, Norm, falls fiir alle v,w € V, A € K gilt:
(@) [Ixoll = [A[o]l-
(i) |lv 4w <||v|| + ||w|| (Dreiecksungleichung).
(iii) [jv]| > 0 und ||v|| = 0 nur fir v = 0.
Eine Abbildung
d:VxV-~R
heiflt Metrik, falls
(i) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie).
(ii) d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung).
(iii) d(z,y) > 0 und d(z,y) = 0 nur fiir x = y.

Bemerkung.
Skalarprodukt = Norm = Metrik
ol = Vv, v) d(z,y) = [z =yl
~ -

Lemma 6.3. Sei V' euklidischer bzw. unitirer Vektorraum. Dann ist ||v]| = \/(v, v) eine Norm auf V

Beweis. Wegen (v, v) > 0 ist ||v|| wohldefiniert. Zu zeigen sind die drei definierenden Eigenschaften einer Norm:

Zu |(1)]
M| = VOw, Av) = /AN (v, v) (nach den Eigenschaften [[)] und [(if)] des Skalarprodukts)
= VAPV, v) = [\ [Jo]|

Zu V0, 0) >0, [v] =0 (v, v) =022 y =0, da (, ) positiv definit.
Behauptung: Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: (v, w)| < ||v]| - |Jw]|
Beweis. 1. Fall: w = 0. Dann steht: 0 <0
2. Fall: w # 0 = ||w]| # 0.
0< (v—2w, v—2Aw) = (v, v) — A{v, W) — X (w, V) +I\ (w, w)

= [oll® = X (v, w) — Ao, w) + A [|w]|?

Sei \ := ‘(ﬁ;—ﬁz} Dann folgt weiter:

(v, w)
[[wl|?

=|v|? - vw—<v’w>ﬁ wa
~ ol (v w) = T )+ e el

I'Wir schreiben oft {,) statt s(,).
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Multiplikation mit |jw]|?:

0 < JJolPlwll® — (v, w) (v, w) = (v,w) (v, w) + (v, w) (v, w)
= vl lwl?. [{v, w)]?

Das ist dquivalent zu |(v, w)|? < ||v]|2||w]||2. Daraus folgt die Behauptung. O

Zu Zu zeigen:

Vv +w, v+w) < Vv, w) +V{w, w)
N (v+w, vtw) < ol + 2/ (v, v) v (w, w) + [lw]?
| —

=[v2+(v, w)+(w, v)+|wll?

= (v, w) + (v, w) < 2|jv|f|w]l

Es gilt also: (v, w) + (v, w) < 2|(v, w)| < 2||v||||w]| O

Definition 6.4. Sei V euklidischer bzw. unitarer Vektorraum. Zwei Vektoren v, w € V heiken orthogonal,
falls

(v, w) =0
und wir schreiben v L w.
Allgemeiner (aber nur fiir K = R): Fiir z,y € V' \ {0} ist

cosa(x,y)—M 0<a(r,y)<m

IRER
Bemerkung. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung auf Seite 16| folgt: « (z,y) ist wohldefiniert.

Sei M C V eine Teilmenge. Dann ist:

M+ :={veV: v Lmfir allem € M}

Beispiel. V = R2.

<<Z;) , (Z;)> = a1b1 4+ a2b2 = 0 ist beispielsweise erfiillt, wenn b; = a2, bo = —aj.

Lemma 6.5. M~ ist ein Untervektorraum, {, ) induziert ein Skalarprodukt auf M*. Ist W C V ein
Untervektorraum eines endlich-dimensionalen Vektorraums V', so gilﬁ:

VeEweWwt
Beweis. Seien v,w € M+, \, 1 € K. Zu zeigen: \v + pw € M+,
(M + pw, m) = X{v, m) +i{v, m) =X-0+a-0=0 fiir alle m € M. Induziertes Skalarprodukt ist automatisch. O
Definition 6.6. Ein Tupel (21, ..., z,) in einem euklidischen bzw. unitiren Vektorraum heiflt orthonormal

(Orthonormalsystemn), wenn
||z;|| = 1 fiir alle ¢, x; Loaj fiir ¢ # j.
Es heifst Orthonormalbasis, wenn es zusétzlich eine Basis von V ist.

Lemma 6.7. Ein Orthonormalsystem ist linear unabhdngig. Ist v € V mit v € {vy,...,v.) (v; Orthonor-
malsystem), dann gilt:

T

v = Z<U“ v) v

i=1

2Beweis in auf Seite
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Beweis. Sei v1,...,v, ein Orthonormalsystem, A1,..., A, € KK mit
A1+ ...+ A0 =0
Betrachte:

0= (z, v;) —<Z)\ vj,v1>:Z)\7j<vj,vi>:)\7i(vi, vi) =N - 1

daxz =0

Daraus folgt: \; =0 flir s = 1,...,r. Also sind die vy, ...

Sei z € (v1,...,v,). Dann gibt es A1,..., A € K mit

T =ANv1+ ...+ ArUp.

Es folgt (vi, =) = \;.

Beispiel. V' = K™ mit Standardskalarprodukt. Dann ist die Standardbasis
1 0 0
0 1 0
0 0 1

eine Orthogonalbasis.

Satz 6.8 (Orthonormalisierungsverfahren). Sei V' ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum. vy, . ..

,vr linear unabhéngig.

7’UT

seten linear unabhdngig in V. Dann ist durch die Rekursionsgleichung

We+1
[y

~ (%} k 5 ) )
= m, Wht1 = V41 — Z (Diy Vt1) Vs, Tpy1 =
' i=1
ein Orthonormalsystem definiert mit (vy,...,v,) = (01,...,0p).

Beweis. Induktion nach r:

<||U1H >7 lloa]l = 1.

(v1 # 0 da {v1} linear unabhéngig.)v’

r=1:

Sei nun r > 1. Induktionsannahme: 01,. ..

W1,y Vp—1) = (D1, ..., Op—1)
Behauptung: w, L 05 fiir j =1,...,r — 1.
Es gilt:

r—1

(w1, 05) = <Ur - Z (D1, vr) 0y, 17j>

i=1

= ’Um ’U] § vl: vr vu U])
i=1

(vr» 0j) = (U5, vr) - 1

vy ist linear unabhingig von v1,...,v,—1,d. h. v, & (v1,...
v wohldefiniert, hat Linge 1 und o1, ...

El vT‘—1> =
, Up ist ein Orthogonalsystem.

Behauptung: (vi,...,vr) = (01,...,0r)
Zu zeigen: vi,...,vr € (U1,...,0r) und 1,...,0r € (V1,...,0r).
Beide Aussagen richtig nach Induktionsannahme fiir¢ =1,...,r — 1.

Uy € (V1,...,0p—1,0r) = (V1,...,Vpr_1,vr) richtig nach Definition.
Vpr = Wy + Z <6i7 UT> Uy = ||w'rH’5r + Z <'Di7 vT> V;

(denn o1, ...

<1~]17"'7

, Or—1 wohldefiniert, ein Orthogonalsystem und

, Ur—1 ist ein Orthogonalsystem)

Up—1). Dann muss aber w, # 0 sein. Dann ist

|

Korollar 6.9. Jeder endlich-dimensionale euklidische bzw. unitire Vektorraum hat eine Orthogonalbasis.

Beweis. Wende das [Orthogonalisierungsverfahren| auf eine Basis an.

|
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Beispiel. R2 mit Skalarprodukt <(2§ ), <Z; >> = 2a1b1 + asbs. Gesucht ist eine Orthogonalbasis.

e1 = (),e2 =(9) ist eine Basis.

(e1, e1) =240, el = V2, a:%

w=ea=ten e = (0 - (). () (%) = ()
T/

_owr

27 el T

Beispiel. Weitere Basis: f1 = ey, fo = (1)

. 1
61=(x/§>
0

=M -(W- () (%)

--va(F) ==

!
Wy

fa=

(1)

lwall

Korollar 6.10. Sei ein V endlich-dimensionaler euklidscher bzw. unitdarer Vektorraum und W C V ein
Untervektorraum. Dann ist

Vewewt
Beweis. Es gilt:
Wnwt={weW:wlw fir alle w’ € W} = {0}
Insbesondere gilt w L w < (w, w) = 0. Also gilt w =0, da (, ) positiv definit.

Zu zeigen: W, W+ spannen ganz V auf.

Sei wi, ..., w, Orthogonalbasis von W. Ergidnze zu Orthogonalbasis von V. wy41,...,ws sind orthogonal zu wi, ..., w,,
also auch orthogonal zu W = (w1, ..., w), also ist wyri1,...,w, € W,
Also wird V durch Elemente von W und W+ aufgespannt. 0O

Definition 6.11. Eine lineare Abbildung f : V — W zwischen euklidischen bzw. unitdren Vektorrdumen
heifdt orthogonal bzw. unitir (oder in beiden Féllen isometrisch), falls

(x, y) = (f(z), f(y))

Falls f zusétzlich bijektiv ist, so heift f Isomorphismus. Die Gruppe der (isometrischen) Isomorphismen
eines euklidischen bzw. unitéren Vektorraums V wird als orthogonale Gruppe O (V) bzw. unitire Gruppe
U (V) bezeichnet. Fiir V= K" mit Standardskalarprodukt schreibt man O (n) bzw. U (n).

Wir haben gerade gezeigt:

Bemerkung (Korollar 6.9°). Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer bzw. unitédrer Vektorraum.
Dann ist V isomorph zu K™ mit Standardskalarprodukt.
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Beweis. v1,...,v, ist eine Orthogonalbasis. Betrachte
al
[ K" =V, e Zaivi
an

f Ist linear und bijektiv. Zusédtzlich ist f vertrdglich mit dem Skalarprodukt:

al b1 "
< I > = Zaﬁbi
an bn =1
0 it
<f :  f : >=<Zaivi7 ijvj>= > aib; (v, Uj>={1 Jf]
’ ‘ i=1 =1 ij=1 t=J
an bn J »J
= Zabl 1
=1
|
Der Isomorphismus aus 6.9’ identifiziert auch O (V) mit
Lemma 6.12. Seien V,W euklidische bzw unitire Vektorraume mit Orthonormalbasen vy, ..., v, von V
und wy,...,w, von W, f:V — W isometrisch. Dann ist die darstellende Matriz beziiglich dieser Basen

orthogonal bzw. unitér, d. h. die Spaltenvektoren bilden ein Orthonormalsystem beziglich des Standards-
kalarproduktes auf K". (& M'M =1d)

Beispiel. Die Drehmatrix
cosa —sina
sin « cos

ist eine orthogonale Matrix.

Beweis. f: K" — K" ist isometrische Abbildung (beziiglich des Standardskalarproduktes). f ist Multiplikation mit Matrix

M.
(vi, vj) = (f(vi), f(vj)) nach Voraussetzung
———
_fo i#j
|1 i=j
Die f (v;) sind die Spalten der Matrix M, d.h. die Spalten bilden ein Orthonormalsystem. O

Lemma 6.13. FEigenschaften einer isometrischen Abbildung f:V — W:

D lf @)lw = [lvllv.

QvlvimV = fv)Lf@)inW.

3) f:V — V isometrischer Endomorphismus = [ injektiv. Falls dimV < oo, ist [ sogar bijektiv.
4) X Eigenwert eines isometrischen Endomorphismus = |\ = 1.

5) vy, vy Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A1, Ao = v L vgﬂ

Beweis.

1) Da f isometrisch ist, gilt: || f (v)[| = /(f (v), f(v)) = (v, v} = [|]v]|

2) 0=(v, v') =(f(v), f(v)),d.h f(v) L f()

3) Sei v € ker £. Dann ist [[v]| 2 £ (v)]| = 0] = 0.

4) v sei ein Eigenvektor zum Eigenwert X. f (v) = Av = ||f (v)|| = ||[Xv|| = [A]]|v]l. Nachgilt If )|l = |jv]|. Aus v # 0
folgt ||v|| # 0, also ist |A| = 1.

Beispiel. Betrachte (€25 —sina): R2 — R2 mit Standardskalarprodukt: Drehungen erhalten Lingen und Winkel.

sina cosa

Bemerkung. MM = Id fiir M quadratisch. = M? = M~!, d.h. insbesondere existiert M 1.

3Beweis bleibt noch schuldig. Die Aussage ist dennoch richtig!
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6.2 Hauptachsentransformation

Definition 6.14. Sei V' euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum. Ein Endomorphismus f : V' — V heift
selbstadjungiert, wenn gilt:

(f (), V') = (v, f{V)) fiir alle v,0' € V

Satz 6.15. Sei V' endlich dimensional. Die darstellende Matriz eines selbstadjungierten Endomorphis-
mus’ beziiglich einer Orthonormalbasis ist symmetrisch bzw. hermitesch (d.h. A = A?).

Beweis. Wahl der Orthonormalbasis identifiziert V' mit K™ mit Standardskalarprodukt. f ist gegeben durch Multiplikation
mit der darstellenden Matrix A:

!

Vv — V

= |=

K" — K"

Es gilt:
0
. ai;
0 azj

ﬁji:(&li,ﬁgi,...,ﬁni) 1 :<Aei, 6j>:<€i, Aej>:(0,...,0,1,0,...,0) . :ai]‘

0 :
. Anj
0

Dies ist die Behauptung. O

Lemma 6.16. Sei V ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum, f ein selbstadjungierter Endomorphismus
und W C V sei f-stabil. Dann ist auch W+ f-stabil.

Beweis. Esist Wt ={v eV :v L w fiir alle w € W}.
Zu zeigen: f (WL) c wt
Sei v € W, Es gilt:
(f(), w)= (v, f(w)) =0,daveW
—_— —

fiir v € W f(w)eW,
da W f-stabil
Dies gilt fiir alle w € W, d.h. tatsichlich f (v) € W+ a
Bemerkung.

V S . Waewt

fl l(flw,f\wl)
v — Waewt

Dies erinnert an die Beweise beim Diagonalisieren. Wie steht es mit Eigenvektoren?

Lemma 6.17.
a) Sei V unitar und f:V — V selbstadjungiert. Dann sind die Eigenwerte reell.
b) Sei V euklidisch und f : V — V selbstadjungiert. Dann ezistiert ein Eigenwert.

Beweis.
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a) Sei v #0, f(v) = Av. Dann gilt:
Nvll? = (v, v) = (f (v), v) = (v, £ ()= (v, Xv) = AlJv]?
Da ||v|| # 0, muss auch ||v||2 # 0, also ist A = A, d.h. A € R. |

b) V ist euklidisch, 0.B.d. A. ist V = R™ mit Standardskalarprodukt. f ist Mutliplikation mit symmetrischer Matrix A.
Fasse A als hermitesche Matrix auf, d.h. A : C™ — C™ ist selbstadjungierter Endomorphismus flir C" mit Standards-
kalarprodukt.

xf (T) =xa(T)
xA hat eine Nullstelle in C. Da A hermitesch ist, folgt nach Eﬂ, dass diese Nullstelle in R liegt. Also hat V' einen
Eigenwert beziiglich f. O

Lemma 6.18. Sei V' euklidisch bzw. unitdir und f : V — V selbstadjungiert. Seien v1,vs Figenvektoren
zu unterschiedlichen Eigenwerten. Dann ist vi L vs.

Beweis. Es gilt:
A1 (v1, v2) = (Ao, v2) = (f (v1), v2) = (v1, f(v2)) = (v1, A2vz) = Az (v1, v2)
Also: ()\1 — )\2) <U17 U2> =0. Da )\1 ;ﬁ )\2, muss <’l)1, ’U2> = 0 sein. ‘:’

Theorem 6.19 (Hauptachsentransformation/Spektralsatz). Sei V' endlich-dimensionaler euklidischer
bzw. unitirer Vektorraum, f : V. — V selbstadjungierter Endomorphismus. Dann hat V eine Ortho-
normalbasis aus Figenvektoren.

Beweis. Nach existiert ein Eigenvektor v. Sei v1 = ﬁv, d.h. v1 hat Léange 1.

(v) C V ist f-stabil, da v Eigenvektor ist. Nach ist auch W = (v)® f-stabil. Es gilt V 2 (v) @ W und insbesondere
dimW =dimV — 1.

Vollstandige Induktion nach dim V' : Fiir dim V' = 0 ist nichts zu zeigen.

flw : W — W ist selbstadjungiert. Also hat W nach Induktionsannahme eine Orthonormalbasis va, ..., v, aus Eigenvek-

toren. Dann ist v1,v2,...,v, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren fiir V. O

Beispiel (Physik). Ein starrer Korper im Raum hat Bewegungsgleichungen:

L=1& mit L Drehimpuls, I Trigheitstensor, & Winkelgeschwindigkeit

I definiert eine selbstadjungierte Abbildung R3 — R3. Nach gibt es Orthogonalbasis des R3 aus Eigenvektoren fiir I.
Das sind stabile Drehachsen — so genannte Hauptachsen.
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7 Bilineare Abbildungen

ADb diesem Abschnitt ist K wieder ein beliebiger Korper.
Definition 7.1. Seien V, W, U K-Vektorrdume. Eine Abbildung s: V x W — U heift bilinear, falls
(i) s(v,): W — U linear fiir alle v € V.
(i) s(-,w):V — U linear fir alle w € W.
s heifst Paarung, falls U = K.
s heifst Bilinearform, falls U = K und V=W, also s: V xV — K.
Eine Paarung heif’t nicht-ausgeartet, falls gilt:
(iii) Ist v € V mit s (v,w) =0 fiir alle w € W = v = 0.
(iv) Ist w € W mit s (v,w) =0 fiir alle v € V = w = 0.
Eine Bilinearform heifst symmetrisch, wenn
(v) s(v,v") =s (v, v) fiir alle v,0" € V.
Sie heifit definit, wenn s (v,v) # 0 fiir alle v € V' \ {0}.
Beispiel.
~ K=R,s:V xV — R Skalarprodukt. = s Bilinearform.
- K=0C, s:V xV — C Skalarprodukt. = s keine Bilinearform, sondern Sesquilinearform.

Beispiel. Erinnerung: Sei V' Vektorraum. V* = Hompg (V, K) Raum der Linearformen.
)V VI =K, (0, )= [ ()
ist eine Paarung (kanonische Paarung).
v fest:
(U, Aufr 4+ A2 f2) = (Afi + Aafa) (v) = Aufi (v) + Aafa (v) = A (o, f1) + A2 (v, fa) = Auf (v1) + Ao f (v2)
f fest:
(H1v1 + pov2, v) = f (p1v1 + pev2) = paf (v1) + paf (v2) = pa (v, f) + p2 (ve, f)
Bemerkung. definit = nicht-ausgeartet: < Zuwv e V\ {0} gibt es ein w € W mit s (v, w) # 0. Hier

z.B. w = .

Beispiel. V = R*. s(z,y) = z1y1 + T2y2 + £3y3 — 24y ist nicht definit, denn:

1
Sei z = (8).Dannists(m,w):1+0+0—1:0.
1

xq 1
Aber s ist nicht ausgeartet: Zu z = (ig) gibt es y = ( i?, )
T4 —T4

Dann gilt: (z, y) = 12 + 222 + 232 + 242 # 0 fiir  # 0.

Dies ist die ,,Metrik* der Relativitadtstheorie.

Lemma 7.2. Seis:V x W — K eine Paarung. Dann sind
$9:V—=W* wve[sy(v): W —K, w — s (v, w)]
s1: W=V we[s(w):V— K, v s (v,w)]
lineare Abbildungen.
So st genau dann injektiv, wenn gilt. s1 ist genau dann injektiv, wenn gilt.

Im FallV =W stimmen s1,82 : V — V* genau dann iberein, wenn s symmetrisch ist.
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Beweis. s ist linear: Zu zeigen: sg (A1v1 + A2v2) = A1s2 (v1) + Aasz (v2), in W*, A1, A2 € K, vi,v2 € V.
Firwe W
s2 (A1v1 + A2v2) (w) = s (A1v1 + Agve,w) € K
(A1sz (v1) + Azsz (v2)) (w) = Arsz (v1) (w) + Azsz (v1) (w)
= A1s(v1,w) + A2s2 (v2,w) € K
Beides stimmt nach ﬁberein. Genauso fiir s7.

sg injektiv < so (v) # 0 in W* fiir v 20 in V.

< Fiir v # 0 in V gibt es w in W mit s2 (v) (w) # 0 in K.
< Fiir v #0in V gibt es w in W mit s (v,w) # 0 in K.
i)

Ebenso: s injektiv 4:»

SeiV=W.s:VxV—-K.

s1=s82:V = V* & Fiir alle v € V ist s1 (v) = s2 (v) in V*.
< Fiir alle v € V und alle w € W ist s1 (v) (w) = s2 (v) (w).
& Fiir alle v € V und alle w € W ist s (w,v) = s (v, w). O

Lemma 7.3. Seien V,W endlich-dimensionale Vektorriume und s : V. x W — K eine Paarung. Dann
sind dquivalent:

(i) s ist nicht-ausgeartet.

(i) sq ist ein Isomorphismus.

(i) sy ist ein Isomorphismus.

Beweis. Es gilt Q; s1, s2 injektiv. Daher:

dimV <dimW* =dimW < V* =dimV
Alle Dimensionen sind also gleich. Nach Dimensionsformel sind sy, s2 surjektiv. Also gilt [[D)] =
Sei nun sy : W — V* bijektiv. = dim W = dim V* = dim V = dim W*. Noch zu zeigen: s3 injektiv. sg : V.— W*.
Sei v € ker sz, d.h. s2 (v) =0in W* & s (v) (w) =0 in K fiir alle w € W.

Nl
=s(v,w)
Angenommen v # 0. Dann gibt es v* € V* mit v* (v) # OEI Da s; surjektiv ist, gibt es nun w € W mit s1 (w) = v* in V*.
Auswertung in v ergibt s; (w) (v) = v* (v) # 0 im Widerspruch zu v € ker sp! = ker sp = {0} g
N
=s(v,w)

Korollar 7.4. Sei V' endlich-dimensional, s : V x V — K Bilinearform. Dann sind dquivalent:

(i) s ist nicht-ausgeartet.

(ii) sy st injektiv.
(iii) so ist injektiv.
(iv) sy ist surjektiv.
(v) so ist surjektiv.

Beweis. Wegen dim V' = dim V* ist Injektivitdt von s; : V — V* dquivalent zur Bijektivitit.
Aussage folgt aus|7.3) O

Bemerkung. dimV = dim V* = Es gibt Isomorphismen V' — V*. Diese sind nicht kanonisch, sondern
héngen von Basiswahl ab.

s :V xV — K symmetrisch, bilinear, nicht-ausgeartet = Isomorphismus s; = so : V' — V* kanonisch
fiir (V, s).

L Aus Linearer Algebra I: Ergéinze {v} zu einer Basis v,va,...,v, von V. v* : V — K, v+ 1, v; = beliebig, i = 2,...,n.
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Beispiel. s:V x V — K™, (v,w) — v'w = Isomorphismus zwischen V und V*: v s vt

Wir iibersetzen in die Sprache der Matrizen.

Lemma 7.5. Sei A € M,,», (K). Die Abbildung
s: K"x K™ — K, (v,w) — v' Aw

ist bilinear. Sie ist symmetrisch, wenn

A=At (A heifft dann symmetrisch ).

Beweis. Bilinearitit von s folgt aus der Bilinearitit des Matrixproduktes, wenn m = n gilt:
(M, M) — MM’

s symmetrisch < v’ Aw = w' Av fiir alle v,w € K™ (n = m). Es gilt fiir beliebige Matrizen:
MM’ = (M'M)"
Also:
(UtAw)t =wlAt (vt)t =wlAly
———
vt Aw

s symmetrisch < v’ Aw = w!Av = w! Atv fiir alle v,w € K™.

o A=AatP O
Satz 7.6 (Darstellende Matrizen). Sei v = (vy,...,v,) eine Basis von V, w = (w1, ...,w,) eine Basis
von W und s : V. x W — K bilinear. Dann gibt es eine (eindeutige) Matrix MV (s) € My xm (K) mit
b1
s(x,y) = (a1,...,am) M>" (s) | : fiir x = a1v1 + agva + ... + A Um, Yy = brwy + ... + byws,.
bn,

Fir V=W ist M"" (s) symmetrisch genau dann, wenn s symmetrisch ist.

Beweis. Man setzt M"% (s); ; = s (v;,w;). Dann gilt

s(z,y) = Zaiv,‘, ijwj = Zaibjs (vi,wj) = ZaiM”’w (8);,; 05 = atM¥" (s)b
i J 2% %3

s symmetrisch & K" x K" — K, (a,b) — at M¥¥ (s) b symmetrisch Q; M?" (s) symmetrisch. O
Satz 7.7 (Transformationsformel). Seien V, W, v, w, s wie in[7.6] Sei vi,... v}, eine zweite Basis von
V und wi,...,w), eine zweite Basis von W mit Basiswechselmatrizen S = MY (Id) und T = MY, (1d).

Dann gilt:
’ !
MVY (s) = S'M"" (s)T
Beweis. Nach Definition der Basiswechselmatrix ist fiir £ = a1v1 + ... + amvm
ai
M7, (1d)
am
der Koordinatenvektor von z beziiglich v’.
Koordinatenvektor von y beziiglich w’ ist:
b1
waa ||
bn,
Dann folgt: s (z,y) = a* M¥¥ (s) b= (a* MY, (Id)") M () MY, (1d) b
Also: MV (s) = MY, (1d)* MY w (s) MY, (1d). O

2,,<*“ klar. ,=*“ Wihle w = e;, v = e; der Standardbasis des K™. Dann ist e;* Ale; = a;;.
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Bemerkung. Matrizen kdnnen also lineare Abbildungen oder Paarungen darstellen. Den Unterschied
zeigt die Transformationsformel:

linear: M’ = S™'MT  bilinear: M’ = S'MT
Physiker sagen: S™*MT ist ein (1,1)-Tensor und S*MT ist ein (2,0)-Tensor.

Definition 7.8. Seien (V,s), (V',s’) Vektorrdume mit Bilinearform. Eine lineare Abbildung f: V — V'
heifdt orthogonal, falls

s(v,w) =8 (f (v), f(w)) fiir alle v,w € V.

Bemerkung (Satz 7.6’). Sei V endlich-dimensional, s : V x V' — K bilinear. Dann gibt es einen or-
thogonalen Isomorphismus f : V x V — K™ wobei K™ mit der Bilinearform (a,b) — a'Mb versehen
wird.

Frage: Konnen wir dieses M besonders einfach wihlen? Ja, fiir K = R und s Skalarprodukt. Dann
existiert eine Orthonormalbasis.

Lemma 7.9. Sei M darstellende Matriz einer Paarung s : V x W — K beziiglich der Basen vy, ..., 0y,
von V und wy,...,w, von W. s ist nicht-ausgeartet genau dann, wenn n = m und M wvollen Rang hat
(& M invertierbar).

Beweis. Wir wissen bereits: s nicht-ausgeartet = dimV = dim W, d.h. n = m. Mit 7.6’ geniigt es, V = W = K™ zu
betrachten. s (x,y) = ! My

Falls M nicht invertierbar < Es gibt y € K™ mit My = 0, y # 0. Dann folgt s (z,y) = 2'My = #'0xn = Ok, d.h. s ist
ausgeartet.

Falls M invertierbar: Sei z € K™ mit 2!My = 0 fiir alle y € K™. Sei w; € K™ Ldsung von Mw; = e;, e; der i-te
Einheitsvektor, d.h. w; = M~ le;.
=0=a'Mw; =2!MM~'e; = xte; = a; fiir alle i = 1,...,n, also ist = 0. Ebenso fiir das zweite Argument. O

Bemerkung. Dies gilt insbesondere fiir Bilinearformen s: V x V — K.

Definition 7.10. Sei s: V x V — K symmetrische Bilinearform. Dann heift
q:V — K, x> s(x,x)

die zu s assoziierte quadratische Form.

Bemerkung. Es gilt ¢ (A1) = s (\z, \x) = A\2s (z,2) = \2q(2), z € V, A € K.

Lemma 7.11. Sei char K # 2 (Charakteristik, d.h. 0 £ 2 in K), s : V xV — K symmetrische Bilinear-
form, q die assoziierte quadratische Form. Dann ist s eindeutig durch q bestimmdt.

Beweis. Seien z,y € V. Es gilt:

q(z+y)—q@) —q(y) =s@@+y,z+y) —s(z,z)—s(y,y)
(z,2) + 5 (x,y) +5(y,2) + 5 (y,y) — s (z,2) — 5 (y, )

=s
= 2s(z,y) da s symmetrisch,

d.h.s(z,9) =5 (g(z+y) —q(z) —q (). O

Theorem 7.12 (Existenz von Orthogonalbasen). Sei K Korper mit char K # 2, s : V xV — K sym-
metrische Bilinearform und V endlich-dimensional. Dann gibt es eine Orthogonalbasis von V beziiglich s,
d.h.by,...,b, €V ist eine Basis mit s (b;,b;) = 0 fiir alle i # j. Die darstellende Matriz von s beziglich
dieser Basis hat Diagonalgestalt.

Bemerkung. s ist nicht-ausgeartet, wenn in der Diagonalmatrix des Theorems auf der Diagonalen
nur Elemente ungleich Null stehen.
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Beweis. Sei ¢ die zu s assozilerte quadratische Form.
Induktion nach dimV':

dim V' = 0: V ist der Nullvektorraum. Es ist nichts zu zeigen.
Sei nun dim V' > 0.

Erster Fall. q(z) = 0 fiir alle z € V. Nach dem Lemma gilt dann auch s (v,w) = 0 fiir alle v,w € V. Jede Basis ist
Orthogonalbasis.

Zweiter Fall. Es gibt ©o € V mit ¢ (xo) # 0. Sei
W ={veV:s(zo,v)=0}.
zo ¢ W, da s (zo,z0) = ¢q(x0) #0. Also W CV,dimW < dimV.

slyy : W x W — K ist symmetrische Bilinearform. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Orthogonalbasis z1,...,Tm
von W.

Behauptung: xo,x1,...,xm ist Orthogonalbasis von V.

Beweis.

— orthogonal: s (x;,x;), i # j, 1,7 > 0 orthogonal nach Wahl der Basis von W. Bei i = 0 oder j = 0: s(zg,z;) = 0, da
T € w.

— linear unabhéngig: Sei 0 = agzo + ... + amaTm, a; € K. Es gilt:

m
0 = s (z0,0) = s (xo,a0z0 + ...+ amzm) = ao s (zo, o) +Zai s (zo, ;) = ao - s (zo,z0)
# 0 nach =0, da
Wahl von zg ;€W
Also: 0 =aiz1 + ...+ amTm, Z1,...,Tm linear unabhingig = a; =0 firi=1,...,m.
= agp,- .., am = 0, die Linearkombination ist trivial.
- 21,...,ZTm bilden Erzeugendensystem: 2 € V. Betrachte 2’ = = — SS((IZ’ZIOJ) z0:
’ S (‘Tv 330) e .
s (xo, T ) = s(xo,z) — ———=s(xo,20) =0 da s bilinear und symmetrisch

s (zo,x0)
Also gilt: @’ € W, x1,...,zm erzeugen W, also gilt 2’ = bix1 + ... + bmam, b; € K:

s(z,x
w:u:ﬂo—}—x/:b0x0+b1$1+.‘~+bmxm
s (o, x0)

bo

|

Symmetrische Bilinearform: 2! Ay = a121y; + asw2ys + . .. + anx,y, (beziiglich Orthogonalbasis) wenn
A Diagonalmatrix.

Korollar 7.13. Sei V' endlich-dimensional, s : V x V. — K symmetrische Bilinearform, K algebraisch
abgeschlossen, char K # 2. Dann ezistiert eine Basis ©1,...,T, und ng € IN mit

0 i#£j oderi=j>ng
s (i, xj) = o

1 2=73,1<ng
Beweis. Sei b1, ...,by, die Basis aus Theorem [7.12} a; = s (z;,z;). O.B.d. A. sei a # 0 fiir i < ng, a; = 0 fiir i > no.

Fiir i < ng: z; = ——b;, s(xs,xy) = 0 fiir 4 # 3.

Vai
Fiir ¢ > no: x; = by, s (zo,x0) = 0 fiir ¢ > no, sz, z;) = s <\/%, \/%bz> = \/aﬁl\/ﬂs(bi’bi) = Z—Z =1 O

Bemerkung. Dies gilt insbesondere fiir K = C. Die Aussage ist nicht wie in [6] dort ging es um Sesquili-
nearformen.
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Korollar 7.14 (Tragheitssatz von Sylvester). Sei s : V x V. — R eine symmetrische Bilinearform,
dimV < co. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen n > r > 0 und eine Orthogonalbasis by, ..., b, von
V', so dass die darstellende Matriz die Gestalt

hat. n heifit Rang, r Index.

Bemerkung. s ist nicht-ausgeartet, falls n = dimV. s ist Skalarprodukt (< positiv definit), falls

n=r=dimV.
Beweis. Sei z1,...,%n die Basis aus Theorem [7.12} a; = s (z;, ;). Drei Fille: a; > 0, a; <0, a; = 0.
Wir sortieren die x; so, dass a; >0 firi=1,...,7r,a0; <O0fliri=r+1,...,n,a;, =0fliri=n+1,...,m.
Fiir i < n: b; = —A—u;.
—_ K /lai‘ K2
Filir ¢ > n: b; = x;.
1 i <r
Orthogonalbasis mit s (z;,z;) = ¢ -1 r<i<n
0 n<j

Behauptung: n,r hingen nicht von der Wahl der Basis ab.

Sei V1+ = (b1,...,0r), Vi = (brg1,...,bn), Vlo = (bn+1,---,bm). Seici,...,cm eine weitere Basis mit darstellender Matrix
in der vorgegebenen Form. Dann sind:
V2+:<Clv"~7c'r/>7 V27:<Cr/+17"'7cn’>7 V20:<Cn’+17~~'7cm>

VP=VP={veV:s(vw)=0firallew € V},dmV? =dimVQ = n=n’

~—~

sly+ ist positiv definit.  Vi* 0 (V7 @ V) = {0} = dim Vi +dim (V" @ VO) <m = <o/
1
——
—————
s(v,v)>0 s(v,v)<0 = m—r/

Ebenso zeigt man v’ < r, also r = r’. O

Definition 7.15. Sei s : V x W — K eine nicht-ausgeartete Paarung und seien f: V -V, g: W — W
Endomorphismen. Dann heifsen f und g adjungiert, falls gilt

s (f (v),w) =s(v,g(w)).
f heiflst linksadjungiert zu g, g heifit rechtsadjungiert zu f.
Ist V=W und f = g, so heifit f selbstadjungiert.

Beispiel. Sei V euklidischer Vektorraum und f : V — V selbstadjungiert im Sinne von [f] < f selbstadjungiert im Sinne
von [(. 1Dl

Beispiel. Sei s: V* x V — K mit (a, V) — «(v) kanonische Paarung, V* = Homg (V, K).
f:V — V Endomorphismus = dualer Endomorphismus f*: V* - V*, a+— ao f.

f* ist der adjungierte Endomorphismus zu f:

s(a, f(v) =a(f(v) = (aof)(v) = (" () (v) =s(f"(a),v)
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Bemerkung. Man schreibt f* fiir den Linksadjungierten von f und g, fiir den Rechtsadjungierten von g.

Lemma 7.16. Seien V,W endlich-dimensional, s : V x W — K nicht-ausgeartete Paarung., f :V —V
Endomorphismus. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Rechtsadjungiertes g : W — W. (Ebenso fiir
W —-=w.)

Beweis. Wir betrachten den Isomorphismus s1 : W — V*, w +— s (-, w).

W —SL =

l L
w g—z» %
g: W — W definiert als s1 7! o f* 0s;.
Behauptung: g ist rechtsadjungiert zu f.
Zu zeigen: s (f (v),w) = s (v, g (w)).
s(v,9(w)) = s (v,517 " f*s1 (w))
s1(w):V—-K, x s(z,w)
frs1(w): V- K, z—s(f(z),w)

1

Was ist mit s1 7! von f*s1 (w)? Sei w’ € W das eindeutige Element mit s1 (w’) = f*s1 (w).

s1(w) :V — K, z — s(z,w), d.h. s(z,w') = s(f(z),w) fiir alle x € V. Nach Definition: w’ = g(w), also gilt
s(z, g (w)) = s(f(2),w).

Behauptung: g ist eindeutig.
Seien g, g’ beide rechtsadjungiert zu f:

s(v,g(w)) =s(f(),w)=s(v,g (w)) firalleveV,weW
=s(v,(g—¢')(w))=0fiiralleveV,weW.

s ist nicht-ausgeartet, also: (9 — ¢’) (w) =0fiirallew e W =>g—¢g'=0=>g=g'. d
Ist s: V x V — K Bilinearform, f : V — V Endomorphismus = neue Bilinearform
sV xV =Ko (zy)—s(f(2),y)

oder

sV xV =K, (z,y) = s(z, f(y))

Beispiel. Sei V = K™ und betrachte f : K™ x K™ — K, (z,y) — x'y mit gegebener Matrix A. Dann: s” (z,y) = x¢ (Ay).

Lemma 7.17. Sei s symmetrische, nicht-ausgeartete Bilinerform, f : V — V Endomorphismus, s’ wie
eben. Dann ist ' genau dann symmetrisch, wenn f selbstadjungiert ist.

Beweis. Da s symmetrisch und selbstadjungiert ist, gilt:

s (v,w) = s (£ (v) ,w) = s (v, f () = 5 ( () ,v) = 8’ (w, ) O

7.1 Tensorprodukte

Wir studieren nun allgemeine bilineare Abbildungen
s:VxW-—U, (V,W,U K-Vektorriaume).

Wir wollen die Theorie der bilinearen Abbildungen auf die der linearen zuriickfiihren.
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Beispiel. V mit Basis v1,...,v,, W mit Basis w1, ..., wm.
s ist eindeutig bestimmt durch die Vektoren s (v;, w;) € U:
veV,v=7>3av;, w=7 bjw; = s(v,w) = abjs (vi,w;), a;,b; € K.
Die s (v;, w;) sind beliebige Elemente von U. Diese n x m-Vektoren in U definieren eine lineare Abbildung My, xm (K) U,
Standardbasis von My, xm (K) sind die e;; (alles Nullen, nur Eintrag an (i, 5) ist 1.).
5:eij — s(vi,wy)

Ist A = (ai;), dann schreibe:

5(A) = Zaijé (eij) = Z aijs (vi, wj)
2% 4,3

Problem: Das hingt von der Wahl der Basen ab. Andere Basen definieren eine andere Abbildung § (explizite Formel).
Ziel: Konstruktion eines Vektorraums V ® W (22 M, x.m (K)) und einer kanonischen Abbildung V @ W — U.

Theorem 7.18. Seien V.W K-Vektorraume. Dann gibt es einen Vektorraum V @ W und eine bilineare
Abbildung

0:VxW-=VeW

mit der folgenden Figenschaft: Jede bilineare Abbildung V x W — U fiir einen Vektorraum U faktorisiert
eindeutig als V- x W by QW -5 U mit einer linearen Abbildung 3.

Das Paar (V x W,0:V xW — V @ W) ist eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus (ver-
triglich mit 0).
Beispiel. M, xm (K) erfiillt die Bedingungen an V @ W:

0:VXW — Mpxm (K), (vi,wj) — ejj

Bemerkung (Allgemeine Notation). 0 (z,y) =z Qy

Beweis (Eindeutigkeit). Seien (X,0:V x W — X)und (Y, : V Xx W — Y)) zwei Paare, die die Bedingungen des Theorems
erfiillen.

(X, 0) ist ein Tensorprodukt, ¢ ist bilinear = Es gibt eine lineare Abbildung ¢ : X — Y mit g o0 = ¢.
(Y, o) ist ein Tensorprodukt, € ist bilinear = Es gibt eine lineare Abbildung 6 : Y — X mit o p = 6.

Behauptung: ¢ und 6 sind zueinander invers, d.h. g o 6= Idy, fo ¢ =1Idx.

vxw L x 2y S x

Oo(gol)=0op=20
(*) (éogé)ocpzldxoe
Betrachte das Tensorprodukt (X, 6) und die bilineare Abbildung V' x W — K. Nach universeller Eigenschaft faktorisiert 6
eindeutig als Id x of. Nach hat auch 6 o ¢ die Eigenschaft. Wegen der Eindeutigkeit folgt Idx = 6 o ¢.
Ebenso fiir ¢ o6 = Idy. O

Beweis (Existenz). Behauptung: Es gibt (X,0:V X W — X) mit der Eigenschaft des Theorems.

Sei X der Vektorraum mit Basis alle Elemente von V' x W, bzw. fiir jedes Element (v,w) € V x W gibt es einen Basisvektor
€(v,w) in X.

= Mengentheoretische Abbildung ® : V x W — X mit (v, w) — €(v,w)-
Ziel: 0 (v1 + v2,w) = 0 (vi,w) + 0 (v2,w) < 0 (v1 + v2,w) — 0 (vi,w) — O (v2,w) =0
Sei K C X der Untervektorraum, der erzeugt wird von allen Elementen der Form

(i) @ (A1v1 + Az, w) — M D@ (v1,w) — A2® (v, w) fiir A1, 2 € K, vi,v2 €V, w e W
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(il) @ (v, prw1 + powsz) — p1® (v, w1) — pe® (v, we) fiir p,pu2 € K, v € V, wi, w2 € W
Definiere X = X/K:

XXW&XLX/R, (v, w) — ey + K

Zu zeigen: (X, 0) hat die richtigen Eigenschaften.
— X ist ein Vektorraum. v’
— 0 ist bilinear:

0 (A1v1 + Az, w) = 7P (A1v1 + Aova2, w)

A0 (vi,w) + A28 (v2,w) = 7T (M P (v1,w) + A2 P () v2, w)
Die beiden Ausdriicke sind gleich, da ® (A1v1 + Aove, w) — AP (vi,w) — A2 P (v2,w) € K. Genauso im zweiten Argument.

— Sei s:V x W — U bilinear:

X/K
s+ X — U mit €(v,w) = 8 (v,w) definiert eine bilineare Abbildung, da die e(, ) Basis von X.
3 <e<vyw) —+ f() =5 (e(v,w)) = s(v,w)
Dies ist wohldefiniert genau dann, wenn s’ (f() =0.

Sei @ (A1v1 + A2v2,w) — A1 P (v, w) — A2 P (v2, w) einer der Erzeuger von K. Dann gilt
s’ (@ (A1v1 + A2v2, w) — A1 P (vi,w) — A2 ® (v2, w))
= 5" (® (A\1v1 + Aav2,w)) — 8’ (A1 @ (v1,w)) — 5" (A2 @ (v2,w))
= s(A1v1 + Aav2,w) — A1s (vi,w) — Aas (v2, w) nach Definition von s’

=0 da s bilinear
Ebenso fiir den zweiten Typ von Erzeugern.

Es gilt:

5(0 (v,w)) = & (7 (v, w)) = (e(v,w) 4 f() = s (v,w)

Eindeutigkeit von 3 Auf jeden Fall 36 (v, w) = s (v, w), also 3 (e(v,w) n K) = s (v, w). Das bestimmt 3 bereits eindeutig.

O

Rechenregeln 7.19. Sei ® : V x W — V ® W ein Tensorprodukt. Dann gilt:
a) A(vew)=M\W)Qw=v® (A\w) firalleve V,we W, A € K.
b) (v +v2) @W =0 @ W+ v2 @ W
c) v® (wy +ws) =vQw +vQws
Beweis. 6 :V x W — V ® W ist bilinear. Es gilt:

0 (Av,w) =A® (v,w) =6 (v, \w)

—— ——— N———

=(Av)Qw A(vQ@w) v (Aw)
Rest genauso. O
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Bemerkung.
— Fiir v; ® w1 + vo ® wo =7 gibt es keine Rechenregeln!

— Nicht jedes Element von V ® W hat die Form v ® w (« Elementartensoren)!

n
Allgemeine Form: > v; @ w; mit n € N, v; € V, w; € W.
i=1

Korollar 7.20. Seien f:V — V', g: W — W' linear. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

fRg: VoW -V oW, (fRgweow) =f(v)®g(w) fir alleveV,weW,

d. h.
Vxw L2y
VoW —— VW’
f®g
kommutiert.

Beweis. Die Abbildung V x W — V/ x W/ — V/ @ W’ ist bilinear:
(A1v1 + Agvz, w) = (f (M1v1 + A2v2) , g (w))
= (A1f (v1) + A2 f (v2), g (w))
= ALf (v1) ® g (w) + A2 f (v2) ® g (w)

Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes gibt es eine eindeutige Abbildung V @ W — V’/ @ W'. Dies ist die
Behauptung. O

Lemma 7.21. Es gibt genau eine lineare Abbildung V @ K -V, mit v® c— cv, v € V, ¢ € K. Diese
ist ein Isomorphismus.

Beweis. V x K — V mit (v,c¢) — cv ist bilinear. Nach universeller Eigenschaft von V ® K gibt es dann eine eindeutige
Abbildung V@ K — V:

(v,0) | cv

N

vRc

Noch zu zeigen:

(i) Surjektivitdt: Jedes v € V ist Bild von v ® 1.

n
(if) Injektivitdt: Sei > v; ® ¢c; Eker (VR K — V), v; €V, ¢; € K. Dann gilt:
i=1

Zw@ci :Z(sz‘)®1 = <chi> R1=0®1,
i=1 i=1 i=1

n n
denn Y ¢; ®v; Eker (VK - V)& > civ; =0. |
i=1 =1

Satz 7.22. Seien By CV und By C W Teilmengen. Dann gilt:

1. By, By linear unhingig = By ® By = {by ® by : by € B1,bs € By} linear unabhdngig.
2. By, By Erzeugendensysteme = By ® By Erzeugendensystem von V@ W.

3. By, By Basen = By ® By Basis.
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Beweis. Zu Wir betrachten die Konstruktion von V@ W. X — X =V @ W. Jedes Element von V ® W hat die Form
n
SAviQw; (neN, \; € K,v; €V, w; € W),d. h. V®W wird erzeugt von Elementartensoren v ® w.

1=1

m y
Nach Voraussetzung gilt v = > ajb; (bj € By, o5 € K) und w = Y Bicy (¢ € B2, 55 € K).

j=1 k=1
Also gilt:
Quw = ibj ) ® = i b; ®
v w (Zaj ]) (Zﬂk@c) ;ajﬁk( j ® ck)
€B1®B2

Dies zeigt [2]

n
Zu Sei Y a;v; ® w; =0 mit a; € K, v; € B1, w; € Ba. Zu zeigen: a; = 0. Sackgasse!
i=1

Stattdessen mit der universellen Eigenschaft: Seien v;, € B1, wj, € B2 fest.
Sei fi, : V. — K mit f;, (vig) =1, fiy (vs) = 0 fiir v; € By \ {vj, } (existiert nach Basisergénzungssatz).
Sei gj, : W — K mit gj, (wj,) =1, gj, (w;) =0 fiir w; € B2 \ {wj, }.

7z

Nach sind diese Abbildungen bilinear: f;; ® gjo : VOW — KQ K K:

1 v = v, w; = wj,

v @ wj — fig (vi) ® gjp (wj) = fig (Vi) - gjp (wj) = {0 sonst

Wende f;, ® g;, auf Voraussetzung an:

n
0= E a; fio ® i (’Ui ® wj) = aj, wobei v; = Vig, Wi = Wiy
i=1 v
0 oder 1

Dies gilt fiir alle Paare v;,, w;,. Also verschwinden alle Koeffizienten.

CIARl=B] O

Bemerkung. Vieles von dem, was wir in der Linearen Algebra sagen, funktioniert auch mit Ringen statt
Korpern, so z. B. alles, was wir {iber das Tensorprodukt gesagt haben.

Korollar 7.23. Sei dimV = n, dimw = m. Dann ist dimV @ W =n - m.

Beweis. Ist e1,...,en Basis von V, f1,..., fin Basis von W. Dann ist nach[7.22]e; ® f; firi=1,...,n,j=1,...,m eine
Basis von V@ W. O

Satz 7.24. Seien U,V,W Vektorrdume. Dann gilt:
1. Es gibt genau eine lineare Abbildung
VoW -WweV, VW WU

fiir alle v € V, w € W. Diese ist ein Isomorphismus. (Kommutativitdt)

2. Es gibt genau eine lineare Abbildung

o

Uo(VeoW)=>(UV)eW, u® vew) — (URV) ®w
fir allew e U, v eV, we W. (Assoziativitit)
3. Es gibt genau eine lineare Abbildung
Uo(VeaW)SUeV)e ((UeW), u® (v,w) — (L v, u @ w)

fir allew e U, v eV, we W. (Distributivitat)
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Beweis. Zu Die Abbildung V.xW — W XV — W ® V mit (v,w) — (w,v) — w @ v ist bilinear. Nach universeller
Eigenschaft faktorisiert sie iiber eine lineare Abbildung VW — W@V mit v @ w — w ® v.

Wir verkniipfen VW - WV - VW, vw — w®v — v®w, d.h. Identitdt auf Elementartensoren. Diese erzeugen
V' ® W. Die beiden Abbildungen sind invers zueinander.

Zu2] Analog mit U x VX W - U (V@ W)

Zu[3} Die Abbildung Ux (V@ W) — (U ® V)& (U @ W) mit (u, (v,w)) — (u® v,u ® w) ist bilinear. Nach der universellen
Eigenschaft des Tensorproduktes gibt es eine eindeutige lineare Abbildung

U (VeW)- U V)s(UaW)
mit der angegebenen Eigenschaft.

Betrachte 41 : V. — V& W mit v — (v,0) und 42 : W — V & W mit w — (0,w). Wegen der Funktionalitit des
Tensorproduktes ergeben sich Abbildungen Id®i1 : UQV - U (V@& W) und Id®iz : UQW — U® (V @ W). Zusammen
erhélt man die lineare Abbildung

(Id®i1,1d®i2) : UQV)SUQW) U (Ve W), (z,y) — Id ®i1 (2) + 1d @iz (y) .

Die beiden Abbildungen sind zueinander invers.

u® (v,w) — (L v,uRw) — Id®i1 (u®v) + Id ®iz (u ® w)
=u®i (V) +uRiz(w) =u® (v,0) +u® (0,w) =u® (v,w)

Diese Elemente erzeugen den ganzen Raum. = Komposition ist die Identitdt. Zweite Komposition genauso. |

Bemerkung.
VeK'=Ve |PK|=VeKe. . aVeK) =FPVek=@v=v"
i=1 i=1 =1

Also: K™ @ K™ = (K™)" = k™™,

Beispiel. Sei V ein R-Vektorraum. C ist ein R-Vektorraum.

Vo = C®p V ist ein R-Vektorraum der Dimension 2dimp V. Mit der skalaren Multiplikation
Cx Vg — Vg, A, c®v)— (M) ®wv fir \,ce C,veV

wird Vg zu einem C-Vektorraum. (Beweis als Ubungsaufgabe.)

Sei jetzt V = R™. Dann ist Vg = C® R™ =2 C™ als C-Vektorrdume. Diese Vektorrdume haben wir bereits benutzt, um S&tze
iber R aus Sdtzen {iber C herzuleiten (— Lemma fiir Hauptachsentransformation auf Seite 21| und Cayley-Hamilton
auf Seite [11] dort: Vg = K ®k V als K-Vektorraum).

R — C induziert V — V¢ (R-lineare Inklusion).

Satz 7.25 (Exaktheit). Sei f : V — V' linear, W ein Vektorraum. Wir betrachten f @ Id : V@ W —
VieW.
a) im(f ®Id) = (im f) @ W.
b) ker (f @ Id) = (ker f) @ W.
Beweis. Zufa}} V ® W wird erzeugt von v ® w fiir v € V, w € W. = im (f ® Id) wird von (f ® Id) (v ® w) = f (v) ® w fiir
veV,weW erzeugt.
(im f) ® W wird erzeugt von v/ ® w mit v/ € im f C V/ bzw. v/ = f (v) firv € V.
Zu Sei dimV = n,dimW =m < co. Dann ist dimV = dimim f + dimker f und
nm=dimV ® W = dimim (f ® Id) + dimker (f ® Id) = dimim f ® dim W + dim ker (f ® Id)
Also gilt:
(dimker f) dim W = dimker (f ® Id) = dimker f ® W,
d.h. die beiden Réume in Ez] haben die selbe Dimension.
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Ferner:
kerfQW ——=V QW VRWhH—> v QW v € ker f
\ lf@d \ I
0
VieW fv)@w=0

d.h. ker f @ W C ker f ® Id. Die Rdume haben die gleiche Dimension. = Stimmen {iberein: ker (f ® Id) = (ker f) @ W

n
Allgemeiner Fall: Sei > a;v; ® w; € ker (f ® 1d).
i=1

i=

Betrachte Vo = (v1,...,vn) und Wo = (w1,...,wn). Das sind endlich-dimensionale Vektorrdume. f|y; : Vo — V. Dann
folgt flir den endlich-dimensionalen Fall:

ker (f ® Id|V0®W0> = (ker f|V0> @Wo Cker f@W
AufRerdem:
" n
Zawi Q@ w; € ker f ® Id|Vo®Wo = Zawi ®w; € ker f @ W
=1 i=1

Also: ker (f ® Id) C (ker f) @ W. O

Bemerkung. Tensorprodukt iiber Ringe: [a)|ist okay, aber [b)|im Allgemeinen falsch.

7.2 Tensoren in der Physik

Definition 7.26. Sei V ein endlich-dimensioner Vektorraum. Ein (r, s)-Tensor ist ein Element von

VoVe..aVeV eV * ®...oV*.

r mal s mal

Er heift r-fach kovariant und s-fach kontravariant.

Wabhl einer Basis fiir V und die duale Basis fiir V* induziert eine Basis fiir V(%) und daher Koordinaten

1oyl ) * *
Z @y e ®X...Q0e€;, ®ej1 ®...®ejs.

U1yl
J1s-430s

Bemerkung (Einstein-Konvention). o’ """¢; ® ... ® e* und iiber doppelte Indizes wird summiert.

J1seees]s Js
i1
J1

U

Manchmal auch nur a;""".

Beispiel. (1,1)-Tensor entspricht f: V — V (siche Ubungsaufgaben).

Basiswechsel fiir V' induziert Transformationsformel fiir (ai.l """ ir ) Hierbei werden ko- und kontravarinte Indizes verschie-

VA EERERN Js
den behandelt.

Oft ist V = R3 (Koordinaten eines Partikels im Raum) oder R3" (Koordinaten von n Partikeln im Raum). Basiswahl
entspricht der Koordinatenwahl im Raum. Oft werden krummlinige Koordinaten benutzt.

— Theorie der Mannigfaltigkeiten.

Universitéit Leipzig 35



Lineare Algebra, Analytische Geometrie II 8. Affine und projektive Geometrie

8 Affine und projektive Geometrie

Sei K ein Korper. Wir fassen K2 als Ebene auf.
Definition 8.1. Die Elemente von K?2 heifien Punkte.
Eine Gerade ist eine Teilmenge L C K2 von der Form
{xo+te1:t € K}, zo € K%, 2y € K2\ {0}
Eigenschaften 8.2.
1. Durch zwei verschiedene Punkte gibt es genau eine Gerade.
2. Zwei Geraden schneiden sich in genau einem oder keinem Punkt (Parallelen).

3. Gegeben seien eine Gerade L und ein Punkt P ¢ L. Dann gibt es genau eine Parallele zu L durch P.
(Parallelenaxiom)

Beweis. Lineare Algebra. Z.B.: Die Menge der Geraden durch P € K? ist
{Lo 1z € K*\ {0}} wobei Ly = {P +tx:t€ K}
QEL,oQ=P+trfireinte K< Q— P=txfireinte K.

Fiir P # Q liegen sie beide auf t = 1, z = Q — P. Dies ist eindeutig, da Lz = L, fiir alle t € K \ {0}. |

8.1 Affine Raume

Definition 8.3 (allgemein). Ein affiner Raum tiber einem Vektorraum V ist eine Menge A # () zusammen
mit einer Abbildung

VxA— A, (v, P) — P + v,
so dass gilt:
1. P4+ (v1+wv2) = (P+wvy) 4w fiiralle P e A, vy,v3 €V,
2. Fiir P,Q € A gibt es einen eindeutigen Vektor v € V mit @ = P + v. Wir schreiben v = P—Cj

Bemerkung. Aus[T]und [2]folgt 0+ P = P.

Beweis. Sei P beliebig, Py fest, dann ist nach P=Py+v,veV.

Es gilt dann: P4+ 0= (Po+v)+0=PFPy+ (v+0)=FPy+v=P |
Die Dimension von A ist die Dimension von V:

— O-dimensionale affine Rdume haben nur ein Element. Sie heifst Punkte.

— 1-dimensionale affine Rdume heiflen Geraden.

— 2-dimensionale affine Rdume heiflen Ebenen.

Beispiel. Sei A = K", V = K" und K™ x K™ — K" die Addition von Vektoren.
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Definition 8.4. Sei A affiner Raum iiber dem Vektorraum V. Eine Teilmenge H C A heifit affiner Teil-
raum, falls es einen Untervektorraum U C V gibt, so dass

UxH —— H
| |
VxA —— A

die Bedingung 2] eines affinen Raums erfiillt.

H heifst Hyperebene, falls dim H = dim A — 1.

Lemma 8.5. Die affinen Teilriume H C A haben die Form H = U + P fiir ein P € A und einen
Untervektorraum U C V.

Beweis. Mit
Ux(U+P)— A, (u,v+P)—~u+@W+P)=(u+v)+PeU+P

ist also eine Abbildung U x H — H definiert.

Seien S,T€ H,S=u+ P, T =v+ P mit u,v € U. Dann ist (v —u) + (v+ P) = (v+ P), d.h. ST existiert in U und ist
dort eindeutig, da eindeutig in V. Damit ist H ein affiner Teilraum.

Sei H C A affiner Teilraum zum Untervektorraum U C V. Sei Py € H beliebig, aber fest, dann gilt U+ P= C H. Zu Q € H
gibteseinue Umit u+ Py =Q,d.h. HC U+ Py, also H=U+ Py O

Definition 8.6. Zwei affine Teilrdume H;, H» C A heifen parallel, wenn die zugehorigen Vektorrdume
ineinander enthalten sind (Uy; C Us oder Uy C Uy).

Satz 8.7. Parallele Teilraume haben entweder einen leeren Schnitt oder sie sind ineinander enthalten.

Beweis. Seien Hi, Hy parallel und U; C Us. Sei P € Hy N Hy. Dann ist H; = Uy + P, Hy = Us + P, also Hy C Ho. O

Bemerkung. Nicht parallele Teilrdume kénnen dennoch leeren Schnitt haben! Man denke z. B. an wind-
schiefe Geraden im Raum.

Definition 8.8. Seien H;, Hy C A affine Teilrdume. Der von H; und Hs aufgespannte Teilraum ist der
kleinste affine Raum, der Hy und Hs entélt. Wir schreiben dafir Hy + Ho.

Beispiel. Zwei Punkte definieren eine Gerade.

Satz 8.9 (Dimensionsformel). Seien Hy, Hy C A affine Teilriume mit den zugehdrigen Untervektorriu-
men Uy,Us C V. Dann ist Hy N Hy entweder leer oder ein affiner Teilraum zu Uy N Us und es gilt:

dimHlﬂHQ HlﬂHQ#V)

dim H, + dim Hy = dim (H, + Hy) +
1mm 11 1m 19 lm( 1 2) {dlmU1ﬁU2_1 HlmHQZQ

Beispiel.
1. dim Hy — dim Ho = 0 Es ist:

dim (Hy + Hy) = |0 =1
! Y71 m # Hy (aufgespannte Gerade)
0 H;=Hs

dim H1 N Hy = . .
nicht definiert

dimU;NU; —1=-1
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2. Seien A = K2, Hy, Hy Geraden. Dann ist:

dim Hy N Ho H, OHQ#@

14+1=dim H H
+ &1,+—24+{dimU1f\IU2—l HiNHy =10

1 oder 2

1 oder O

1. Fall: HH N Ho # 0, dim H; + Ho =2 = dimH1 N Hy =0
2. Fall: H; N Ho 75@, dimH) +Ho=1=dimH  NHy =1
3.Fall: HHN Hy =0, dimU; NUy =1 = dim H; + Ho = 2
4. Fall: HHNHy =0, dimU; NUz =0 = 2 = 3 + 0 — 1 unmdéglich!

Beweis. Sei P € HiNHy, H—1=U; + P, Hy =Uz+ P, Hi N Hy = (U NUs2) + P (insbesondere ist Hi N Ha ein affiner
Teilraum).

Es gilt H1 +Ho = P+ U1 + U2 (P+’U € Hi+ Hs fiir allev € Uy, P+w € Hy + Hs fiir alle w € Uz = P+v+w € Hy + Ho
fiir alle v € Uy, w € Ua).

Aus der Linearen Algebra I ist die Dimensionsformel
dim Uy + dim Us = dim (U1 + U2) + dim U; N Us

bekannt. Sei nun Hy N Hy = 0, Hy = Py + U1, H2 = P> + Ua (dabei P; € H;, U; C V). Dann ist Hy + Hy = Py + U1 +
—— —
Uz + KPP, mit KP; P, C V ein 1-dimensionaler Unterraum und es gilt:

—_
dim Hy + Hy = dim (U1 +Us + KP1P2>
— —_—
Falls Py Po C Uy + Usa, dann: P1 P> = U; + Us

—_—
Sei P = P + Uy € Hy, dann ist PPy = Uy € Ua, d.h. P’ = P, — Uy € Hs. Das ist ein Widerspruch zu H; N Ho = (), also
gilt:

dimU; +Us + KPPy = dim(U1 +U2) +1

Die Dimensionsformel fiir Untervektorrdume liefert die Behauptung. |

Koordinatensysteme: Sei A affiner Raum iiber einem Vektorraum V der Dimension n. Die Wahl eines

Koordinatensystems auf A ist die Wahl eines Basispunktes Py € A sowie eines Isomorphismus’ ¢ : V —
—

K" A—V % K" Qw— P,Q ist bijektiv.

Satz 8.10. Es existiert kein Satz, Lemma, Korollar, Theorem und keine Definition mit der Nummer[8.10,

Beweis. Bleibt als Ubungsaufgabe. Beweisansitze bitte an mathe@macdevil.neth O

Lemma 8.11. Sei A = K". Dann ist jeder affine Teilraum von der Form {x € K™ : Mx = b} fir ein
be K™. Jedes inhomogene Gleichungssystem definiert einen affinen Teilraum.

Beweis. Aus der Linearen Algebra I.

Rechentrick: Wir fiihren eine weitere Koordinate x( ein und betrachten

mi1T1 + MiaTo + ... + M1, = bixo

mo1x1 + MooXo + ...+ MopXy, = bgfﬂo

Mp12T1 + MpaZ2 + ... + My @y = brXo
& My =02 € K" 2/ = (x0,...,2,), M' = (=bM). Die Lésung von M'z’ = 0 mit zo = 1 ist eine
Losung fiir Mz = b. Was bedeutet zg = 1 fiir A =17
M'z’ = 0 beschreibt einen affinen Teilraum des K" mit 0 € A', A’ N{zg =1} = A= {Mz = b}.

A'N{zg = 1} ist eine andere Projektion von A’ und K™. Vorteil: A, B affine Teilriume = A’, B’ C K"*!
mit 0 € A’ N B, d.h. A'NB 0.
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8.2 Der projektive Raum

Definition 8.12. Sei K ein Korper. Der n-dimensionale projektive Raum iiber K ist die Menge der Null-
punktsgeraden im K", Wir schreiben P" (K), P%.

In der Differentialgeometrie: P} = RP", P¢ = CP"
In der Funktionentheorie: PL = C

Allgemeiner: Ist V' ein Vektorraum, so heifit P (V) = Menge der Nullpunktsgeraden in V' projektiver
Raum iiber V. (P (K™™' =P7%)) und es ist

dimP (V) =dimV — 1.

Homogene Koordinaten: Sei z = (g, ...,z,) € K"\ {0}. Dann definieren 0, z eine eindeutige Gerade

in K" also einen Punkt des P%. Wir schreiben [zg : 1 : ... : z,] € P%.
[To:...ixp]=[yo:...:yn] © Esgibtein A € K* = K\ {0} mit 2; = A\y; fiiri =0,...,n

Beispiel.

1. Betrachte P{ = {(wo,x1) € €2\ (0,0)} / (z0,21) ~ (Ayo, Ay1) fiir A # 0
Falls zog # 0: (z0,21) ~ (l7 %) Es gilt: [1:y1] = [1: y2] © y1 = v2-
Falls o = 0: (0,2z1) ~ (0,1) = 1 # 0.
Damit: P ={[1:y]:y € CU{[0:1]} = CU {oo} = € Riemannsche Zahlenkugel (— Funktionentheorie).

2. Betrachte PL = {(zo,z1) € R%2\ {(0,0)} :} / ~.

. . —[1. =

x#0: [z : 1] = [1.%].
z=0:[0:21] =[0:1] = o0.

3. Betrachte P% = {(zo,z1,32) € R®\ {0}} / ~ und @ = (20,21, 22) € R3.

z # 0 < ||z # 0, also gilt: [zo: 21 :x2] = [|lz]|"1ao : ||lz|| "tz1 : ||z|| ~taz], d.h. jeder Punkt in P2 hat homogene
Koordinaten [yo : y1 : y2] mit ||y|| = 1.

{y € R3: ||ly|| = 1} = Oberfliche der Einheitskugel SZ.

Seien y, 4’ € S? mit [yo : y1 : y2] = [yf : ¥} : ¥4], d.h. es gibt A € R mit y; = Ay fiir i = 0,1,2. Also: 1 = |ly|| = ||\y/|| =
MY = [Al = A ==£1, d.h. P ist S2/y ~ —y.

Dies ist das einfachste Beispiel fiir eine nichtorientierbare Fliche.

Sei U C V Untervektorraum, U # 0. Dann ist jede Gerade in U eine Gerade in V, d.h. P (U) C P (V).

Definition 8.13. P (U) heifit projektiver Teilraum von P (V). Seien H;, Hy projektive Teilrdume. Der
von Hy Hy aufgespannte Teilraum H, + Hs ist der kleinste projektive Teilraum, der H; und Ho enthalt.

Satz 8.14. Seien Hy, Hy projektive Teilrdume von P (V). Dann gilt:
dim H; + dim Hy = dim (H; + Hs) + dim H; N Hy (dim 0 = dimP (0) = —1)

Beweis. Seien Hy =P (Uy), Ho = P (U2) fiir U1,Uz C V Untervektorrdume.

Hi + Hy =P (U1 + U2) (denn Hy C Hy + Ha = Up C Vektorraum, der Hy + Hz definiert. Fiir Hy analog.)
HiNHy =P (Ui NU2)

Es gilt:
dimU; + dimUz = dim(U; +Uz2) + dimU; N U2 (Dimensionsformel fiir Vektorrdume)
—— ——
=dim H1+1 =dim Hg+1 =dim(Hy+Hg)+1 =dim HiNHy+1
= Projektionsformel fiir projektive Teilrdume. O
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Bemerkung. Ist H; N Hy = ), dann ist U; N U = 0 # () mit dim @ = dim 0 — 1 stimmt die Formel.

Beispiel. 1. Seien Hi, H2 1-dimensional in ]P%(. Dann gilt:

1+1= dim(H1 +H2) + dim Hy N Heo
1 + 1
2 =
2 + 0
Zwei verschiedene Geraden in der projektiven Ebene schneiden sich also in einem Punkt.
2. Seien Hjp, Hz Geraden in P3..
1+1 H;=H>

1+1=dim(H; + H2) +dimHiNHy = 2+0 Hy, Hy in einer Ebene, aber verschieden = H; N Hy ein Punkt
3—1 Hi, Hy windschief = Hy N Hy = 0

3. Seien Hi, Ha Geraden in P%,.

1+1
240
3—-1
A=<

1+ 1=dim(H1 + H2) +dim Hy N Hy =

Zwei Geraden spannen eine Gerade, eine Ebene oder einen 3-dimensionalen projektiven Raum auf.

Was hat das mit affiner Geometrie zu tun?

Satz 8.15. SeiV endlich-dimensional, W C V ein Untervektorraum mit dim W = dimV —1, vo € V\W.
Dann ist die Abbildung ¢ : W — P (V) mit w — K (vg + w) (Gerade in V durch 0) injektiv, d.h. W
kann als Teilmenge von P (V) aufgefasst werden. Es gilt P (V) \imp =P (W) C P (V).

Beweis. Seien w,w’ € W mit ¢ (w) = ¢ (w’), d.h. K (vo + w) = K (vo + w’) (als Teilmenge von V') < Es gibt A € K* mit
SN—— ——
=(vo+w) =(vg+w’)
vo+w=XA(vo+w)=Avg+ I & (1-Nvg= ' —weW

vp ¢ W nach Voraussetzung = (1 —A)vg =0.v0 Z0=1—-A=0=1= A Es gilt also vg + w =vg + v’ = w=w’, d.h.
die Abbildung ist injektiv.

Es gilt: V = W 4+ Kvg, da dimW + Kvg = dimW + 1 = dim V. Sei P € P (V) ein Punkt, d.h. P = Kv C V fiir ein
v e V\{0}.

Es gilt: v =w + avg mit w € W, a € K.

1. Fall: @ = 0. Dann ist Kv = Kw € P (W)

2.Fall: a #0. Kv=K (oflv) = (oflw) €img, denn v = w + avg < o~ v = a"lw + vo. |
Beispiel. Sei V = K"*!. Dannist P (V) = P%. Sei K" @ W = {(w0,...,2n) € K" : 20 =0} C V (dabei (z1,...,2n) —
(0,z1,...,2n)) und sei vo = (1,0,...,0) € V\ W.

Es gilt: vo + (0, z1,...,2n) = (1,21,...,2n). Die Abbildung

o : K" — P}, (z1,...,zn) — [Liz1 ... zp)
ist injektiv (Satz [8.15]).
Nun gilt: P% \ o (K™) = {[0: 21 : ... zp) € P} = Py

Noch konkreter: n = 1. Dann ist
wo: K — P}, z—[1:x]
und PL \ ¢ (K) = {[0: 1]} 2 P% der unendlich ferne Punkt zu K.
——
=0
Sei n = 2. Dann: K2 — P% mit (z,y) — [1:2:y] und P2\ K2 = {[0: 2 : y] € P2} =2 P unendlich ferne Gerade.
Sei n = 3: K3 — P3. P3, \ K2 unendlich ferne Ebene.
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Parallele Geraden (in der Ebene) schneiden sich im Unendlichen.

Ly, Ly C K? parallele Geraden. Ly N Ly = (. K? — P%. Setze Ly, Ly zu projektiven Geraden Ly, Lo
fort:

.Zlm.ZQ:{P}

Also ist P der Schnitt von Ly, Ly mit der unendlich fernen Geraden von P2%.. Das halten wir ;mathematisch
sauber” im folgenden Satz fest.

Satz 8.16.

a) Sei g : K™ — P wie oben. Sei H C K™ affiner Teilraum zum Untervektorraum U C K™ — Kt
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten projektiven Teilraum H C P% mit H 0 @o (K™) = o (H).
Es gilt H\ ¢ (H) =P (U).

b) Seien Ly, Ly C K™ parallele Geraden. Dann schneiden sich Ly und Ly in einem Punkt der unendlich
fernen Hyperebene.

c) Jeder Punkt der unendlich fernen Hyperebene entspricht genau einer Menge von parallelen Geraden
im K™.

3
Beweis. Zu Sei H={z € K" : Mz =b}, z = ( : >, be K", M € Myxn (K). Definiere:

Tn
o
H={[zo:...:zn] e Pk : M'z’ =0}, z':(:), M =(-bM)

Dann ist [2'] = [Az'] fiir A € K*. = M’ (Az') = A (M'z’), also gilt M'z’ =0« M’ (\z') = 0. H ist also wohldefiniert.
1
1

HNK"={[zo:...:an] : M2’ =0, mo=1} =q[l:z1:...:2n]: (b M) .| =0

:{(xl,...,xn):M< > :b}:H

Eindeutigkeit: Sei U C K™t! ein Untervektorraum mit P (U) N K™ = H.

Tn

H C P (U) bedeutet: z = (z1,...,2n) mit Mz = b= [l:21:...:25] € P(U) & (1,21,...,2,) € U. Also enthdlt U
' = (1,z1,...,xn) mit M’z = 0. Sei jetzt y' = (yo,...,yn) mit M'y’ =0.

1. Fall: yo # 0 = o/ ist ebenfalls eine Losung M’ (%y’) =0 Llyevu=yeu

2. Fall: yo = 0: Sei (1,z1,...,%yn) Losung von Mz’ = 0. Dann ist auch z’ + 3y’ Lésung von M’z’ = 0. Nach dem ersten Fall
liegen z’ und =’ + 3y’ in U, also auch y’.

Insgesamt gezeigt: =’ mit M'z’ = 0= 2’ € U.

SeiueU.

1. Falls uo # 0. Dann hat Lo’ € U die Form (1,...), d.h. [ /| € P(U) N K™ = H, also M’ (L) = 0= M'u = 0.
2. Fall: ug = 0. Addiere eine Losung z’ mit x¢ # 0. Dann erfiillt /' + 2’ € U die Bedingung des ersten Falls, also ist
M (W +2')=0 Mz =0= Md =0.

Also auch U C {2/ : M'z’ = 0}.
Behauptung: H \ H = P (U). Eben gezeigt:
H\H={[0:z1:...:2n]: M'a’ =0} =P (U)
x

31
Denn es gilt: (—b M) | . :(]@M(:

Tn

):0@x€U. O

Tn
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Zu Seien L1 # L2 parallele Geraden, d.h. beides sind affine Réume zum selben (1-dimensionalen) Untervektorraum
U C K™. Ferner wissen wir: L1 N Lo enthilt hochstens einen Punkt. Ein Schnittpunkt ist Ly \ L1 = P (U) = Lo \ L2. (U
ist 1-dimensional, also ist P (U) ein Punkt.)

Der Schnittpunkt liegt in P \ K™. |
Zu [c)} Nach der Formel L \ L = P (U) schneiden sich alle zu L parallelen Geraden in P (U).

Ein Punkt P € P\ K™ ist ein 1-dimensionaler Untervektorraum von K"+ mit 0-ter Koordinate 0,d.h. U C K™ «— K"*1
(z1,...,zn) — (0,21,...,2n).

U C K™ definiert eine Schar von Geraden. O

Bemerkung. Bisher:

o : K" — P, Tlyeeo,Tp— [1ixy o2y
Sei nun
w; K" — Py, TlyeooyTp = [T i@imy i Limg oo xy].

Dies ist injektiv nach Satz

Satz 8.17. Es gilt:

=i (K™
1=0

Beweis. Sei [z :...:xp] € P%. BEs gibt ein z; # 0. Dann ist [z :...:2n] = [:;—? N fj—’:] An der Stelle ¢ steht also
% =1, d. h. dieser Punkt ist ¢; (%’, %,...,z;—;l, %,,%‘) d

Bemerkung. Die ¢; heifien affine Karten des P}. Sie machen P} (bzw. Pg) zu einer reellen (bzw.
komplexen) Mannigfaltigkeit. Eine Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum, der lokal aussieht wie
eine offene Teilmenge des R™ (bzw. C™). Vorteil: P (und Pg) sind kompakt.

Beispiel. Die reelle Kreislinie ist eine 1-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit. (,Sieht in einer Umgebung aus wie die reelle

Zahlengerade.“) Die reelle Kugeloberfliche ist eine 2-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit. (,Sieht in einer Umgebung aus
wie die reelle Ebene.“)

Lemma 8.18. Seien [zo: 1 : m2], [Yo : y1 : Yn], [20 : 21 : 22) € P%. Dann sind dquivalent:
(i) Die drei Punkte liegen auf einer Geraden.
(ii) (w1,71,22), (y1,91,y2), (21, 21, 22) sind linear abhingig in K3.

Beweis. Die Punkte des IP% sind Geraden im K3, nimlich K (z1,21,2), K (y1,y1,¥2), K (21,21, 22). Der von ihnen auf-
gespannt Teilraum im IP% ist P(U) mit U = ((z1,x1,22), (Y1, Y1,Y2), (21, 21, 22)).

dim U = 3 < Vektoren linear unabhéngig bzw. dim U < 3 < Vektoren linear abhingig < dimP (U) < 2 O

Wir sagen, die Punkte sind kolinear.
Fiir A = [a], B = [b] € P% ist die Gerade AB durch die Punkte {[Aa + ub] : (A, ) € K*\ 0} gegeben.

Satz 8.19 (Satz von Desargues). Seien zwei Dreiecke AABC, AA'B'C' in der Ebene (P% ) gegeben.
Gehen die Verbindungsgeraden einander entsprechender Punkte durch einen gemeinsamen Schnittpunkt,
so liegen die Schnittpunkte einander entsprechender Seiten auf einer Geraden.

Beispiel. Dreiecke parallel = Schnittpunkte liegen im Unendlichen, d.h. alle drei Schnittpunkte liegen auf der unendlich
fernen Gerade.
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Beweis (analytisch). Wir schreiben alle Punkte in projektiven Koordinaten, z. B. [A] fiir die projektiven Koordinaten von
A. Bezeichne die Geraden: AA’ : [\ A+ u1 A’], BB’ : [A\aB + p2B’], CC’ : [A3C + u3C’].

Es gibt S in allen drei Geraden, d.h. es gibt A1, A2, A3, p1, pa2, p3 € K, mit
[S] = [MA+ A = [A2B + u2B'] = [AsC + p3C']
Daraus ergeben sich folgende Gleichungen:
K331 =MA—XB=—u A + B
ro =AMA—A3C = —p1 A" + usC’
r3 = XoB — A\3C = —ua B’ + uzC’
Voraussetzung: [A] # [B] # [C] in P2, (AABC ist ein echtes Dreieck). Dann folgt: [r1], [r2], [r3] € P%..

Der Punkt [r1] liegt auf der Geraden durch [A] und [B] und gleichzeitig auf der Geraden durch [A]" und [B]" ([r1] ist
Schnittpunkt ¢N¢’). Ebenso [r2] =bNY und [r3] =and’.

Behauptung ist, r1,r2, 73 sind linear abhéngig. Dies gilt, denn: r1 —r2 +r3 = 0. O

Bemerkung (Affine Fassung des Satzes von Desargues). Seien z.B. zwei Dreiecke AABC, AA'B'C’
mit a | a,bN' =P, #0,c1Nc =Py A0, AA N BB NCC’ # B gegeben. Dann ist die Gerade durch
Py und P, ist parallel zu a, a’.

(Gerade L durch P;, P, geht durch @ N a’ auf der unendlich fernen Geraden genau dann, wenn L || a,
L] d)

Beweis (geometrisch). Wir betrachten die 3-dimensionale Situation. Gegeben seien die Dreiecke AABC, AA’B'C’ im
Raum (P%), so dass AA’ N BB’ N CC’ # 0.

AA’ und BB’ schneiden sich = A, A’, B, B’ liegen in einer Ebene. Ebenso A, A’,C,C’ in einer Ebene und B, B’,C,C’ in
einer Ebene. S ist der Schnittpunkt dieser drei Ebenen.

ana’ € Ebene durch B, B’,C,C’. bNd' € Ebene durch A, A’,C,C’. cN ¢’ € Ebene durch A, A’, B, B'.
= aNa’ # 0 (da sich zwei Geraden in der projektiven Ebene in genau einem Punkt schneiden). Ebenso bNb' # 0, cNc’ # 0.

ana’ liegt in der Ebene durch ABC und auch in der Ebene durch A’B’C’. Ebenso fiir b b’ und c¢N¢’. Die beiden Ebenen
schneiden sich in einer Geraden. Diese Schnittgerade enthélt die drei Schnittpunkte ana’, bNd’, cN . Insbesondere liegen
sie auf einer Geraden. O

Der Beweis benutzt, dass ABC, A’B’'C’ zwei verschiedene Ebenen sind, also gerade nicht die Aussage,
um die es geht.

Erste Moglichkeit zur Behebung: K = R, C. Benutze das Stetigkeitsargument.

Zweite Moglichkeit: Schreibe ABC, A’B’C” als Projektionen von 3-dimensionalen Dreiecken. Die gesuchte
Gerade ist die Projektion der Schnittgeraden der 3-dimensionalen Situation.

Beweisansatz: Wir betten P7. C P% ein: [zg : 21 : 23] — [0 : @1 : 2 : 0. Wihle Z € P% \ P%.. Verbinde
CZ und wihle hieraus ein C' # C. Das ergibt ein neues Dreieck AABC. Wéhle ein C" auf der Geraden
ZC' und auf der Geraden durch S und C usw.

Bemerkung. Der zweite Beweis arbeitet nur mit den Axiomen des projektiven Raumes. Die Axiome der
projektiven Ebene geniigen nicht!

Addition und Multiplikation auf K konnen rein geometrisch (in P%) definiert werden.
Esist: K C P}, = KU {cc}.

Addition: Wihle drei Geraden L, L/, Lo, in P% (in allgemeiner Lage). Seien Py, = LN Loo, Py =L N L'
und P, € L, P € L' zwei weitere Punkte.

Seien A,B € L\ {Px}. Dann ist AA" || P, P] (bzw.: PLP{ N P, = H. Verbinde H mit A und schneide
das mit L'.) Genauso BB’ || P, Pj.

Dann ist A + B der Punkt von L, so dass A'B || B’ (A + B).
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Multiplikation: A’, B’ wie oben. Sei P auf L', so dass A’P; || PA. Dann ist AB der Punkt von L, so dass

PP, || P(AB).

Definiert dies eine Korperstruktur auf L \ {P}? Assoziativitdt der Multiplikation ist dquivalent zum

Satz von Desargues.

8.3 Affine Abbildungen

Definition 8.20. Seien A, A’ affine Radume {iber den Vektorrdumen V, V’. Eine affine Abbildung f besteht
aus einem Paar f = (fiin, faff), wobei fiin : V' — V' lineare Abbildung und f.g : A — A’ mengentheore-

tische Abbildung, so dass

VxA — 5 A

(flin,faff)l lfaff

VixA —— A
Jr

kommutiert, d. h.

(v, P) v+ P

I Ifaf{(v"rp)

(fiin (v) , fag (P)) ——= fiin (v) + farr (P)

Jagt (v + P) = fiin (v) + fag (P)

Lemma 8.21. Fine affine Abbildung wird durch die zugrundeliegende Abbildung von Mengen eindeutig

bestimmt.
Beweis. flin (V) :faﬁ' (P) faﬁ' (U+P) (]
Beispiel. V =A= K™, d.h. K™ x K™ & K™, V' = A’K". Betrachte f = (fiin, fag) : K™ — K™ mit:
faft () = Mz + 0, be K", M € Mpxm (K)
flin (’U) = Mv
Es gilt: flin (v) + fag (&) = Mo+ Mz +b=M (v+ )+ b= fag (v+ ). Also ist f eine affine Abbildung.
Da fiin eindeutig durch f,g bestimmt ist, schreiben wir oft f (z) = Mz + b.
Lemma 8.22. Jede affine Abbildung K™ — K™ ist von dieser Form.
Beweis. fj, : K™ — K" ist linear. = fii, (v) = Mwv fiir eine Matrix M € My xm (K). b = fag (0).
Behauptung: fag () = Mz +b < fag () — b= Muz.
Sei z € K™. Dann ist :r;:\a:’/—i-\()’l. Dann ist fag () = fag (@ +0) —b = flin () + fag (0) —b=Mz+b—b=Mz. O
ev €A
Bemerkung. f:V — W lineare Abbildung P (V) — P (W)? Nur fiir V — W injektiv.
Definition 8.23. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann heifst
P (V) = Menge der (dim V' — 1)-dimensionalen Untervektorriume von V/
dualer projektiver Raum iiber V.
Lemma 8.24. P (V*) — P (V), [l : V — K] — kerl ist wohldefiniert und bijektiv.
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Beweis. [I] € P (V*) =1 # 0 = [ ist surjektiv

Dimensionsformel: dimker! = dimV — 1, d.h. kerl € P (V)

] =[] & 1= M fir ein A € K = kerl = ker Al = ker!’. Die Abbildung ist somit wohldefiniert.
Surjektivitit: W € P(V). W C V. dimW =n —1 (n = dim V).

= V/W 1-dimensional, d.h. es gibt einen Isomorphismus ¢ : V/W — K.

1:V - V/W 3 K hat kerl = W. Also [I] — W.

Iso.

Injektivitét: Seien 1,/ : V — K mit W =kerl =kerl’ 2V = 1:V — V/W — K. (Eigenschaft von V/kerl).
Genauso fir I’ : V — V/W Lo K. Also existiert der Isomorphismus ¢ : K — K, gegeben durch Multiplikation mit einem
A#0,d.h. U =XN=[I'] =[] O

ao

Bemerkung. Konkret: V = K" P (V)=P%, ac K" :a=

V* = Hompg (K”'HJ() ={(ag,...,an)}:a; € K
xo

(agy ..., an) D] =aozot+ ..+ anzy
definiert eine Abbildung K" — K.

PV*)={lao:...:an]:a; € K,(ag,...,a,) # 0}
Also ist:

P(V)={Wc K" :dimW =n}

xo

W = e K" apzo4 ...+ apaen =0

Also: P (V), P(V*), P (V) werden jeweils durch [ag : ... : a,] vollstindig beschrieben.

Bemerkung. Noch konkreter: n = 2.
P = {[zo:z1: 22 175 € K, (x0, 71, 72) #0} = P (K?) = {W C K* : dim W =2}

Jedes W mit dim 2 definiert eine projektive Gerade in P%. (Nach Definition war eine projektive Gerade
P(W)cCP((V),dmW =2.)

P (K®) = {L C P% : L Gerade}.
8.4 Dualitatsprinzip

Punkte in P% < Geraden in P%.
Beispiel (Die Umkehrung des Satzes von Desargues). Gegeben seien zwei Dreiecke in der Ebene, so dass die Schnittpunkte

einander entsprechender Seiten auf einer Geraden liegen. Dann schneiden sich die Verbindungsgeraden einander entspre-
chender Ecken in einem Punkt.

Beweis. Anwendung des Dualitdtsprinzips auf den Satz von Desargues. O
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9 Kegelschnitte

Wir arbeiten weiter affin und projektiv und betten K™ < P ein mit (z1,...,2,) — [L 121 ... 2y).
Definition 9.1. Sei F € K [z1,...,2,] ein Polynom in n Variablen, also:
N

F= Z ail,...,inX1i1X2i2 e Xninv Qiq,oin, € K7 N e ]NO

i1yeeeyin=0
Der Grad von F ist das Maximum iiber iy + ... 44, mit a;, .. ;, # 0.

F heifit homogen, falls a;,, . ;. #0< > i; =degF
j=1

Beispiel. X; X5 + 3X; + 4 ist ein Polynom in 2 Variablen mit Grad 2 und inhomogen.
X1 X2 +3X1 X3 4+ 4X32 hat 3 Variablen und Grad 2 und ist homogen.

Jedem Polynom F € K [z, ..., %,] ordnen wir seine Homogenisierung F € K [Xo, ..., X,] zu:

X, X
F(Xy,...,X,) = X% F( =,... . 22
( 1, 9 ) 0 <X07 7X0>

Beispiel. Sei F' = X1 X2 + 3X2 + 4. Dann ist:

_ X1 X X
F(X1,X2,X3) = Xo° 2122 0322 1 4) = X1 X2 + 3X0Xs + 4X02
Xo Xo Xo

F ist wirklich ein Polynom und es ist homogen vom Grad deg F.

Konkrete Vorschrift: Ergidnze Potenzen von z, so dass alle Monome den selben Grad haben.

V(F)={(z1,...,xp) € K" : F(x1,...,2,) =0} C K"
V(F)={[zo:...:2n) € P% : F(x0,...,2,) =0} C P

Lemma 9.2. V (F') ist wohldefiniert und es gilt V (F‘) NK"=V (F).V (F) heifsit projektiver Abschluss
von V (F) (,V“ fir ,Varietdt®).
Beweis. Zu zeigen: F (z0,...,2n) =0 < F (\xo,...,A\zn) = 0 fiir A € K*.
Wir betrachten R = xg® - - - ap'n:
R(Azo, ..., Azn) = Az, ..., (Amp)tn = NoTFinggit o g in — NI RR (0 . z,)

Da F homogen ist, folgt F (Azo, ..., Azn) = A48 F F (z0,... z), d.h.:

. . . AF£0 . .
linke Seite verschwindet é rechte Seite verschwindet

Punkte des K™ C P} haben Koordinaten [1: 1 :...: zp]. Also gilt:
[wo:...:zp] EK"NV (F) & 20 =1, F(l,z1,...,20) =0
X X
(Z1,...,2n) €V (F) < 198 (TlTn) =F(X1,...,Xn)

Beispiel. n =2, degF =1, aX1 +bX2 + ¢ (a,b,c € K).
V(F):{(xl,xg)eKQ:axl—&-b:cg—f—c:O} Gerade in K2
F=aX; +bXs + cXp Homogenisierung
1% (F) = {[xo txq i x2] € IP%{ taxy + bz + cxg = O} Gerade in IP%

14 (F) ist der projektive Abschluss einer affinen Geraden wie in
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Beispiel. Eine Hyperbel ist gegeben durch 12 — 222 = 1 in K2. Projektiver Abschluss: 12 — 22 = 2¢2.
V(F)\V(F) = {[1‘0 T X :1‘2] 211312 —1‘22 :$02$0 :0}
= {[0 1z a2 r12 — 292 =0= (z1 4+ z2) (z1 —a:g)}
={0:z1:x1] 1 € K*'}U{[0:21: —z1] : x1 € K*}
={[0:1:1],[0:1:-1]} zwei zusitzliche Punkte

Sie gehoren zu den Richtungen der Asymptoten der Hyperbel.

Definition 9.3. Eine affine (bzw. projektive) Quadrik ist die Nullstellenmenge eines Polynoms vom Grad 2
(bzw. eines homogenen Polynoms vom Grad 2) im affinen (bzw. projektiven) Raum K™ (bzw. P%).

Beispiel.
— Hyperbel (s.0.).

— Parabel y = z2. F(X,Y) = X2 -Y.

Zur Erinnerung an [7.10] und [7.11] auf Seite 26} s : V x V — K symmetrische Bilinearform. Assoziierte
quadratische Form: ¢ : V — K, g (z) = s (s, s). Und wir hatten gezeigt: Ist char K’ # 2 (d.h. 0 # 2 in K),
dann ist s eindeutig durch ¢ bestimmt.

AD jetzt sei char K # 2.

Homogenes quadratisches Polynom:

Q(Xo, .., Xn) = a0 Xo” + a1 X + ...+ an X+ Y aXiX;

0<i<j<n
a  1=]
biy=4% i<j, B=(by)€Muni1xniy (K)
aji . -
5 1>
Q(Xo,...,Xn):XtBX, X =(Xo,...,Xn)
boo s bOn XO bOOXO + bOle +.o.
(Xo,.., Xn) | : = (Xos e X)) :
bo - bpun/) \Xn bnoXo + b11 X1 +b12Xo + ...

= booXo> + bo1 XoX1 + boaXoX2 + ...
4+ b1 X1 Xo+ 011 X1 X1 + 012 X1 X + ...
= aoXo? + a1 Xo X1 + apaXoXa + ...
+asXo+ ...
=Q (Xo,..-,Xn)

Zu Q gehort die Bilinearform s : K™t x K"t — K| s(x,y) = 2! By.

VA(Q) ={(zo,...,xn) : ¢ (2) = 5 (x,2) = 0}

Satz 9.4. Sei Q eine affine (bzw. projektive) Quadrik. Dann ist Q) von der Form
{:z: € K":2'Gr + 2d'z + b= O} mit G € My, x, (K) symmetrisch, a € K", be K

(bzw. {[z] € P} : 2'Gx = 0} mit G € My 1 1xn+1 (K) symmetrisch)
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Beweis. Projektiver Fall:

Q (z0,...,2n) = aozo?® + ...+ anzn? + Z(lijJTiJJj

i<j
a; =]
_ w
Gij=4 5 1<jJ
agg . .
5 1>

Affiner Fall: V (F) C K™ mit F quadratisches Polynom in Xi,...,Xp. F' = >°Gi;X;X; die Homogenisierung. Dann ist:
V(F)CV(F) CPp. w

V (F) ={[z] € P% : 2'Gz = 0} mit G symmetrisch
Also:

V(F):V(F)ﬁK”:{[.to:...::cn]::v():l, er:

0}
_ n n n
F(X1,. 0, Xn) =F (1, X1,...,Xn) = > G XiX;+ Y gioXil+ Y _ g0; X; + Gooll
i=1 j=1
n

n
= > 5i;XiX; +2)  GioXi+3doo = X'GX +2a" X +b
ij=1 i1

gio
G= (?Jij)zj:l, a=| 1, b = goo

gn0
= b at
o-(a @)
Damit haben wir:

Theorie der Quadriken < Theorie der symmetrischen Bilinearformen

Erinnerung: Nach Theorem auf Seite [26] existieren Orthogonalbasen.

Theorem 9.5. Sei char K # 2, Q@ C P} eine Quadrik. Dann gibt es Koordinaten des %, so dass die
Gleichung von Q die Form

boXo2 + b1 X2+, . +b,X,2=0 mit b; € K hat.

Beweis. Die Quadrik gehort zu einer symmetrischen Bilinearform s : V x V — K (wobei jetzt V = K™T1 ist). Nach
gibt es eine Orthogonalbasis vg, ..., v, von V beziiglich s (d.h. s (v;,v;) = 0 fur ¢ # 7).

Beziiglich dieser Basis hat s die Matrix

bo 0
. el
0 bn
d.h. @ hat die angegebene Gleichung. O

Theorem 9.6. Sei K algebraisch abgeschlossen mit char K # 2 und Q C P eine Quadrik. Dann gibt es
Koordinaten des P, so dass die Gleichung von @) die Form

F(Xg,..., X)) =Xo* +...+X,2 mit r < n hat.
Beweis. Nach Korollar [[.13] auf Seite 27 werden die Koeffizienten der darstellenden Matrix 1 oder 0. O
Theorem 9.7. Sei K =R, Q C P} eine Quadrik. Dann gibt es Koordinaten des P}, so dass Q) die Form

F(Xo,o. 0 Xp)=Xo? +... + X2 - X, 1P — ... = X,,2 mitr <m<n hat.
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Beweis. Gilt nach dem [Tragheitssatz von Sylvester] auf Seite

Quadriken in der Ebene:
Betrachten wir den einfachsten Fall: Quadriken @ C P2. Koordinaten sind dann z, 1, Z2.
1. Fall: 292 + 212 + 25% = 0 (nicht-degenerierter Fall).

2. Fall: zo? + 212 = (¢ +iz1) (z0 —i71) = 0 (= 22 beliebig)

Q = {[iz1 : x1 : z2] : (z1,22) € K"\ {0}} U {[—iz1 : x1 : ®2] : (w1, 22) € K™\ {0}}.
3. Fall: 29> =0. Q = {[0: 21 : 2] € P% } (unendlich ferne Gerade)
Es gibt also (bis auf Koordinatentransformation) nur eine nicht-degenerierte Quadrik in P2.
Betrachte nun Quadriken Q C P§.
Bemerkung. 70?2 + 212 + 222 =05 —20% — 212 — 222 =0

1. Fall: (voller Rang)
x02+m12+x22:0:>62=@.
20?2 + 112 — 252 = 0 (einzige nicht-degenerierte Quadrik).

2. Fall: (Rang 1)
$02+I12:0§IE0—I1—0Q { :0: 172 EIP}—{O 0: 1]}
202 — 112 = (20 + 21) (0 — 1) = 0. Q—{xo x0 @ w3] € P2 }U{ 0:—xo:x2] € P } zwei
Geraden).

3. Fall: (Rang 0)
20> =0. Q= {[0: z1 : z2] € P} } (unendlich ferne Gerade).

Betrachte jetzt affine Quadriken in R? mit den Koordinaten z,y.

Die allgemeine Gleichung einer Quadrik in R? lautet:

az® 4+ 2bzy + cy® +2dx +2ey + f =04 (v y)(Z b) (;)—i—?(d €)<§)+f=0

C

a = b= c = 0: Keine Quadrik, sondern eine lineare Gleichung.

a=c=0,b#0: Ersetze z durch 2’ = z + y, also = 2’ — y. Dann erhilt man:

20 (x' —y)y+2d (' —y)+...=2ba’y — 2by* + ...

Also a # 0 oder b # 0 und 0.B.d. A. ist a # 0. Falls a < 0, multipliziere die Gleichung mit —1, also ab
jetzt: a > 0.

1

Ersetze x durch 2’ = \/a - x, also z = — - 2’. Dann erhdlt man:

ar? +... =2+ ...
Also ab jetzt: a = 1. Das heift, die Quadrik sieht jetzt folgendermafen aus:

22 4 202y + ey’ + 2dx + 2ey + f =0

Setze o' = x + by (quadratische Ergénzung), also x = 2’ — by. Dann erhilt man:

(2 —by)> +2b(2' —by)y +... =2 — 2ba'y + b2y + 2ba'y — 26%y% + ...

Also ab jetzt: b = 0. Das heift, die Quadrik sieht jetzt folgendermafsen aus:

22+ ey +2dx +2ey+ f =0
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1. Fall: ¢ > 0: Setze ¢/ = y/c-y. Dann: 22 + ¢ + .. ..
2. Fall: ¢ = 0: Dann: 22+ lineare Terme.
3. Fall: ¢ < 0: Setze ¢/ = /—c-y. Dann: 22 — y/?+ lineare Terme.
Weiter im 1. Fall: 22 + y% + 2dx + 2ey + f = 0. Setze ' = 2 + d, also x = 2’ — d, und 3y’ = y + e bzw.
y =1y — e. Dann:
(' — d)2+(y' - e)2+2d (' —d)+2e(y —e)+f = 2’*—2da’ +d*+y* —2ey’ +e*+-2dx’ —2d* +2ey’ —2e* + f
Also:
2?2 4y*=h
1. Fall: h=0: Q@ = {(0,0)} (Punkt).
2. Fall: h < 0: Q = 0.
3. Fall: h > 0: Setze 2/ = Vh -z und v = Vh -y. Dann: 2 + y? = 1 (Kreis).
Weiter im 2. Fall: 22 + 2dx + 2ey + f = 0. Setze 2’ = x + d. Dann: 22 + 2ey + f = 0.
1. Fall: e =0: 22 = h. Q = 0 oder eine Gerade.
2. Fall: e # 0: Setze 3/ = —2ey + f. Dann: 22 — y = 0, d.h. y = 2?2 (Parabel).
Weiter im 3. Fall: 22 — y? 4 2dx + 2ey + f = 0. Wie im ersten Fall: Ohne Einschrinkung z? — 3% =
(z—y)(+y)=h
1. Fall: h =0 (zwei Geraden).
2. Fall: h > 0: 22 — y? = 1 (Hyperbel).
3. Fall: h < 0: Multipliziere mit —1 und vertausche x und y (Hyperbel).

Satz 9.8. Sei Q C R? eine affine Quadrik. Falls Q # () und nicht nur einen Punkt enthdlt (Q # {P}),
dann ist Q (in geeigneiten Koordinaten):

1. Kreis/Ellipse

2. Parabel nicht-degeneriert
3. Hyperbel

4. Zwei Geraden

5. Eine Gerade

Bemerkung. Homogenisieren zeigt, dass die ersten drei Fille zur nicht-degenerierten projektiven Quadrik
202 + 212 — 222 = 0 gehoren.

Anzahl der Schnittpunkte mit der unendlich fernen Geraden {zy = 0}:
Kreis: 22 4+ y2 = 1 ~» 212 4+ 222 = 20>. Bestimme {[aco cx1 i wa) 1o =0, 112 + 192 = 0} = 0.

Hyperbel: 22 — 32 = 1. Man erhilt:

{[x():xl21'2]:x0:07x127$22:x02}:{[O:xl:.’ﬂl],[o:xl:7x1]}:{[0:1:1],[0:1:71]}

Parabel: 22 = y. Man erhilt einen Punkt:
{[wo: @1 1 22] 120 =0, 21° = wox2} = {[0: 0: 2]} = {[0:0: 1]}

Bemerkung (Zentralkrdfte in der Physik). Dann sind die Bewegungsbahnen eben und die Korper be-
wegen sich auf Kegelschnitten. Fiir Planeten ist dies im Ersten Keplerschen Gesetz fixiert.
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10 Jordansche Normalform

Wiederholung: Fiir einen linearen Endomorphismus f : V' — V heifft A € K Eigenwert zum Eigenvektor
v #0, falls f (v) = M.

f ist diagonalisierbar, falls V' eine Basis aus Eigenvektoren von f (eine Eigenbasis) hat. Die darstellende
Matrix beziiglich einer Eigenbasis ist eine Diagonalmatrix.

Nicht alle Endomorphismen sind aber diagonalisierbar.

Ist V' endlich-dimensional und A € K ein Eigenwert, dann ist dquivalent dazu A eine Nullstelle des
charakteristischen Polynoms x s (T') = det (f — AId).

Ist K algebraisch abgeschlossen, dann gibt es immer mindestens einen Eigenwert. Mit konnen wir
f trigonalisieren, d.h. in Dreiecksgestalt bringen, bzw. existiert nach eine vollstédndige f-invariante
Fahne in V:

0=VWWCWVCWhC...CV, =V, V; Untervektorrdume, dimV; =4, f (V;) C V;

Theorem 10.1 (Jordansche Normalform). Sei K algebraisch abgeschlossen, V' ein endlich-dimensiona-
ler K-Vektorraum und f : V — V eine lineare Abbildung. Dann ezistiert eine Basis von V (Jordan-
Basis), so dass die darstellende Matriz die Gestalt

A1 0
Ji 0 . .
. mit J; = ' ' hat.
0 T o1
0 Ai

J; heiffit Jordan-Block. Dabei sind die J; durch f eindeutig bestimmt bis auf Reihenfolge.

Beispiel. Die Matrix (2 1) ist ein 2-dimensionaler Jordan-Block zum Eigenwert 2. Das war unser Standardbeispiel fiir einen
nicht-diagonalisierbaren Endomorphismus.

Es gilt:
f diagonalisierbar < alle Jordanblécke sind 1 x 1-Matrizen

Wire also (23) diagonalisierbar, dann durch (29), da 2 der einzige Eigenwert ist. Die Eindeutigkeit der Jordanschen
Normalform sagt: Basiswechsel nicht méglich.

Beweis (Idee). Gegeben sei eine Jordan-Matrix. Wie kénnen wir die Jordan-Blécke rekonstruieren?
1. Schritt: Bestimme die Eigenwerte als Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
2. Schritt: Teile den Vektorraum in Unterrdume zu verschiedenen Eigenwerten ;.

3. Schritt: Teile jeweils die Matrix mit genau einem Eigenwert auf in Jordan-Blocke.
Beispiel. M = ((2) % 8).
003
0
1 0) = <(§)> Der Eigenraum zu 3 liefert den Jordan-Block.
0
ker (M — 21d) = ker
2 2
Es gilt (8 0 8) ((?)) - ((1)) € ker (8 0 8), d.h. (8 0 8) - (8 8). Also ist ker (8 0 8) — ker (888) - <(é) , (?)>
001 0 0 001 001 001 001 001 0 0

Definition 10.2. Sei A € K ein Eigenwert von f. Der Hauptraum (verallgemeinerter Eigenraum) zu \ ist

ooo

Vi={veV:(f-Ad)" (v) =0 fir ein n € N}.
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Bemerkung. Es gilt V), C V{, da V) = ker (f — A1d).

Lemma 10.3. Sei g: V — V linear, dimV < oo.
a) Fiiri € No sind die Folgen der ker g°, img* (¢° =1d)

0=kerg’ CkergCkerg?Cc...CcV

1

0C...Cimg'Cimg"™'c...CimgcV =img°

Fahnen in V.

b) Aus ker g* = ker g7 fiiri < j folgt ker g* = ker g* fiir alle k > i und im g* = im g* fiir alle k > i.
Ebenso: Aus img* = im g7 fir i < j folgt ker g* = ker g* fiir alle k > i und im¢* = im g* fiir alle
k>

c) Fin solches i € Ny ezistiert. Das minimale i mit dieser Figenschaft heifit stabiler Exponent.

Beweis. Zu@ ker g und im g* sind Untervektorrdume als Kern bzw. Bild einer linearen Abbildung ¢°. Sei = € ker g%, d.h.
g* (z) = 0. Dann folgt:

gt (@) =gog (@) =g (¢ (x)) =g(0) =0
Also ist ker g* C ker g*t1.
Sei y € im g%, d.h. es gibt ein = mit ¢’ (z) = y. Daraus folgt:

y=9""(g(x)) €img" !

Also ist im g* C im g*~1.
Zu E Wegen der Inklusion folgt aus ker g* = ker g7 fiir 4 < j:
ker g’ = kerg'T! =... =kerg’

Ebenso folgt aus im g* = im g7:

imgi :img“’1 =... :imgj

Nach der Dimensionsformel gilt:
dimker ¢* + dimim ¢* = dim V, dimker g7 + dimim ¢’ = dim V/
Also ist:

ker g° = ker g’ @ dimker ¢° = dimker ¢/ < dimim ¢° = dim im ¢’ @ im ¢* = dim ¢’

Behauptung: ker g~ = ker g* = im g° = im g*. Es reicht dabei aus, zu zeigen, dass im g* C im g* fiir alle k > i gilt.

Sei also y € img?, d.h. y = g (¢° ! (z)) fiir ein ¢ € V. Dabei z = ¢g*~1 (z) € img*~! = img?, d.h. z = g% (u). Dann ist
y=g(z) =g(¢" (w) =g¢"" (u) €img'*".

Damit ist gezeigt: im g* C im g**1. ,,0“ gilt nach @ Also ist im g* = im g*t1.
Zu Da dim V < oo, wird die Folge der dim ker g* konstant. Wegen @Wil‘d dann die Folge der ker g* konstant. O

Beispiel. Sei g = f —AId, V{ = ker (f — AId)" und n der stabile Exponent. Insbesondere ist jetzt V ein Untervektorraum
und es ist immer v < dim V. Also gilt:

V{ = ker (f — A1d)4imV

-110
Im Fall f = ((2) % 8) und A=31ist f —3Id = ( 0 -1 0). Der Kern ist 1-dimensional.
003 0 00
-1 1 0\> /1 1 0
0 -1 0] =(0 1 0
0 0 O 0 0 0

Der Kern ist immer noch 1-dimensional.
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Fiir A = 2: (§ é ?) Der Kern ist 1-dimensional.

2

0O 1 0 0O 0 O
0O 0 O ={0 0 O
0o 0 1 0 0 1
Der Kern ist nun 2-dimensional.
01 0\> /0 0 0
0o 0 O =(0 0 O
0 0 1 0 0 1

Der Kern bleibt 2-dimensional.

Satz 10.4. Sei K algebraisch abgeschlossen, V' endlich-dimensional und A ein Eigenwert von f :V — V.
Dann ist Vy ein f-invarianter Teilraum mit der Dimension vy () (algebraische Vielfachheit). Es gilt:

Xf|V/\’ (T) = (A= T)Vf(/\)

(g () = dim V < ¢ (X) nach[5.10)

Beweis. Sei x € V. Dann ist zu zeigen: f (z) € VJ.

z € ker (f — AId)* fiir u € Np.

(f = A1) (f () = g" 71 ((f = A1) (F (@) = "1 (f2 (@) = F(A2)) = g" 1 (F (g (2))) = ... = f (9" (2)) = f(0) = 0
—_———
=:g

Behauptung: Xf|v’ teilt xr.

A
Sei e1, ..., e eine Basis von V/\’ und eg41,...,en sei eine Ergdnzung zu einer Basis von V.
Es gilt f(e1) € VY, also f (e1) = a11e1 + az1ea + ... + agiex.

f hat also die darstellende Matrix (4 %) mit einer kx k-Matrix A zu f|V),\ in der Basis e, ..., e und einer (n — k) x (n — k)-
Matrix B.

Also gilt: x¢ (T) = det (M —T'Idy,) = det (A — T'Idy) - det (B — T'Id,, ).
—_——
=xslyy
Behauptung: Der einzige Eigenwert von f‘VA' ist A.

Sei A\’ # X ein Eigenwert von f‘v)’\ und sei v’ € V der zugehdrige Eigenvektor, d.h. v' € V] \ {0} und f (v) = Nv'.

(f = AID* (V) = (N = XN)" (V)
—_————
=0,dav € VA/
Da gilt v’ # 0, weil v’ ein Eigenvektor ist, miisste (A — X\)* = 0 sein. Das ist ein Widerspruch zu A # \'.

Xf|V)( ist Produkt von Linearfaktoren (da K algebraisch abgeschlossen ist). Die einzige Nullstelle ist A. Also gilt:
k
Xf|v>'\ (T)=(\-1)

Also teilt (A — T)* das charakteristische Polynom xf(T) = (A= T)”fo‘) - (weitere Faktoren ohne Nullstelle X). Also ist
E<wvp(N).

Behauptung: dim V{ = vy (X)
Angenommen, k = dim V{ < vy (). Dann betrachte den Vektorraum W = V/V].

™

> W
Sei f: W — W, v+ V] — f(v)+Vy. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da V f-invariant ist. Und f ist offensichtlich
linear. Es gilt x 5 (T) = xB (T), denn die darstellende Matrix von f ist B.

f
E—

f
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Die Klassen vgy1 + V{, 042 + VY, ..., vn + V{ sind eine Basis von W. Also:

Xf :Xf\vi TXF

Nach Annahme ist A eine Nullstelle von x 7, d.h. A ein Eigenwert von f.
Sei 7 = v 4 V{ € W ein Eigenvektor von f zum Eigenwert \. Das bedeutet:
(F=2Id) (9) =0 & (f — A1d) (v) € Vy
Nach Definition von VY gilt:
(f = MA)™ ((f = A1d) (1)) = 0
bzw.
(f =AD" =0=veVy,
also 7 = v+ V) = 0+ VJ. Doch das ist ein Widerspruch dazu, dass ¥ ein Eigenvektor sein sollte.
Also: k =vyg (X) |

Satz 10.5. Sei K algebraisch abgeschlossen und f : V. — V linear. Seien A1, ..., A, die Eigenwerte von f.
Dann ist die natirliche Abbildung

VXIEB...@V)(THV, (1, ., 0) P V1 + ...+ U
ein Isomorphismus.

Beweis. Es gilt nun dimVy +...+dimV{ = vy (M) +...+vs(Ar) = degxy = dim V. Die beiden Réume haben die
selbe Dimension, daher geniigt es, die Injektivitdt oder die Surjektivitdt zu zeigen.

T
Wir zeigen die Injektivitdt: Sei v; € VY ,i=1,...,r mit Y v; =0.
‘ i=1
Behauptung: v; = 0.

Sei s die Anzahl der v; # 0. Wir wéhlen vq, ..., v, so, dass s minimal ist. O.B.d. A. sind v1,...,vs # 0und vs41,...,v, = 0.
Wir betrachten nun g = (f — A1 Id)"f(>‘1). Alle V/\”i sind g-invariant, da sie f-invariant sind. Also sind alle g (v;) € V/\”i. Es
gilt:
0=g(0)=g(1+...+vs)=g(v1)+g(v2) +...+g(vs)
N N = N——
=0 GVX’Z evy,

Also wieder eine Summe von Elementen der Hauptrdume mit Summe 0. Hier sind allerdings nur noch hochstens s — 1
Summanden ungleich 0. Da s als minimal vorausgesetzt war, muss g (v2) = ... = g (vs) = 0 sein.

Zu zeigen ist: 9|V>\. ist injektiv fiir ¢ # 1. Dafiir geniigt es, zu zeigen: (f — A1 Id)lVX ist injektiv.
Sei v € V/\’_ ein Element von ker (f — A11d), d.h. v ist eine Eigenvektor von f zum Eigenwert A;. Der einzige Eigenwert

von f in Vy_ ist A; # A1 nach Satz Also ist v = 0. Damit gilt g (v;) =0 (i =2,...,8) = v; =0 (i = 2,...,s). Dieser
Widerspruch zeigt die Behauptung. O

Bemerkung. Zur Konstruktion der Jordan-Zerlegung geniigt es jetzt, f : V — V mit (f — A1d)" =0 zu
betrachten. Die Abbildung g = f — A\1d ist nilpotent, d.h. ¢g" = 0 fiir ein n € IN.

Lemma 10.6. Sei: V — V nilpotent. Dann gilt g4"™" = 0.

Beweis. Betrachte
0 Ckerg C ker g2 C... Ckerg" = kerg“tl =...=V (u der stabile Exponent)
Es gilt:
dim ker g“L1 > dim ker gi + 1 = ker gi > ¢, dimker gdimv > dimV
Also:
ker gdimV = v/
bzw. gdimV =0, O
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2100
.. . 210 . . . . . .. .
Beispiel. Sei f durch (8 2 8) oder (8 29 ?) gegeben. In beiden Fillen gibt es zwei Jordan-Bldcke und zwei jeweils 1-
0002
dimensionale Hauptraume.

Wie finden wir jetzt die Blocke?
01
) baw (g 0
00

Definition 10.7. Sei f: V — V linear, dim V' < oco. Eine zyklische Basis von V ist eine Basis der Gestalt

fd_l(v),...,fQ(U),f(v),v (dimV = d).

Der Vektor v heifst dann Hauptvektor. V heifst f-zyklisch, falls er eine f-zyklische Basis hat. Ein linearer
Unterraum W C V heifst f-zyklisch, falls f (W) C W gilt und W f|;,-zyklisch ist. Die Ordnung von
v € V ist die kleinste Zahl i € INg U {oo} mit f*(v) = 0.

01
- —QId:(
g=1F 00

[=lele)

Beispiel. Ist f = (8(1)), dann ist ((1)) ein Hauptvektor. f(((l))) = (8(1)) ((1)) = ((1)) Also ist {f (v),v} = {((1)) , ((1))} eine
Basis. V = K2 ist f-zyklisch.

010 0
Ist f = (8 8 (1)), dann ist (?) ein Hauptvektor.

Wohingegen es bei (§ é §) keinen Hauptvektor gibt, da f2 in jedem Fall die Nullabbildung ist. Aber <(§) , (g» =V
ist f-zyklisch (Hauptvektor fly,, ist (g)) und <(§)> ist ebenfalls f-zyklisch.

Lemma 10.8. Sei dimV < oo, f : V — V nilpotent. Dann ist die darstellende Matriz von f beziglich
einer f-zyklischen Basis ein Jordan-Block zum Eigenwert 0:

0 1 0
1
0 0
Ist umgekehrt eq, ..., eq eine Basis, so dass die darstellende Matrix von f ein Jordan-Block ist, so ist eq

ein Hauptvektor und die Basis ist zyklisch.

Beweis. ¢1 = f4 1 (v),ea = f42(v),...,eq_1 = f (v),eq = v.
0 1 0
Die darstellende Matrix ist (f (e1) --- f(eq)) = R , also gerade ein Jordan-Block.
R
0 0
fe) =1 (71 @) =s*@w)=0,  da f nilpotent
flea) =1 (F72@) =17 ) = e
f (ez) _ f (fd*i (U)) — fd*'H*l (’U) —e_1
0 1 0
Sei umgekehrt e1,...,eq eine Basis, so dass die darstellende Matrix J = R ist. Dann ist:
oy
0 0

f(ei):Oel +0ex+...+1le;—1+0e; +...+0eq =€;—1 éei:fdii(ed)

eq ist Hauptvektor. O
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Wir haben also jetzt:
Finden von Jordan-Blocken < Finden von zyklischen Unterrdumen

Theorem 10.9. Sei V d-dimensional, d < oo, f : V — V nilpotent. Dann gibt es f-zyklische Teilrdume
Vi,...,V,. CV, so dass

ein Isomorphismus ist.

Sei ferner:
or (f) = #{Vi : dimV; = k}
Dann sind v und alle gy, (f) eindeutig bestimmt durch f und firi=20,...,d—1 gilt:

d

S (k—i)or(f)=rkf  (f°=1d)

k=i+1

Beweis. Es gilt r = 01 (f) + 02 (f) + ... + 04 (f)- Also ist r eindeutig bestimmt.
Zur Eindeutigkeit von gy (f): Die Formel
d .
Y k—dex () =xkf  (f'=1d)
k=i+1

liefert ein lineares Gleichungssystem fiir die g (f):

i=d—1: log (f) =rk fo1
d
izd—2: S (h—d+2) o (f) = 101 () + 2042 (f) = rk f4=2
k=d—1

Wir erhalten also fiir das Gleichungssystem eine Dreicksmatrix mit Termen ungleich Null auf der Hauptdiagonalen. Damit
ist das Gleichungssystem eindeutig 16sbar und die gx (f) durch f eindeutig bestimmt.

Wir beweisen nun die Existenz durch vollstdndige Induktion nach ord f =: m, also der kleinsten Potenz, so dass gilt
ford f=o0.

Idee: Es gilt ja

J1 0 A1 0
0 i 1
f= Ja mit J; =
. : 1
0 . 0 Ai

und zu jedem Jordan-Block gehdrt genau ein Eigenvektor von f. Es gilt auch

e1 = f(e2), ez = f(e3),

Seim =1,d.h. f1 =0. Sei eq,...,eq eine Basis von V. V; = (e;). Dann gilt:
Vid..oVig=(e1)®...®(eq) = (e1,...,eq) =V
d k=1 ; 0 7>0
= k f* =
Betrachte auch die Formel:
d
i>1: ) 0=0
k=i+1
i=0: 1o (f)=rkf0=d
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Die Formel gilt also ebenfalls.

Sei nun m > 1. Dann ist f! # 0, denn sonst wire m = 1. Wir betrachten W = ker f. Wegen f # 0 ist W C V. W ist auch
f-invariant. Betrachte nun

F:V/W —V/W, v+W e f(v) +W.
Diese Abbildung ist wohldefiniert, da W f-invariant ist. Wegen f™ = 0 ist dann auch f nilpotent.
Behauptung: ord f < m = ord f bzw. fm~1 = 0.
Sei v =v+ W € V/W. Es gilt fm~1(3) = f™~1 (v) + W und wir wissen f™ (v) = 0. Also gilt
FUmHw) =0
d.h. fm=1(v) € ker f = W. Daraus folgt: f™~! (¢) = 0+ W. Also ist ord f < m = ord f.
Nach Induktionsvoraussetzung (angewendet auf f) gilt nun:
VW= o...oVr fiir V; C V/W f-zyklische Teilrdume
Seien nun o1, ..., 07 jeweils die Hauptvektoren. Wir wihlen jetzt vi,...,vs € V mit v; + W = ;.
Sei Vi = (vs, f (vi), f2 (v3),...). Dann ist die
Behauptung: dim V; = dim V; + 1.

Seien d; = dim V;. Die Bilder von v;, f (v;), f2 (vi),..., f%~1 (v;) in V/W bilden genau die zyklische Basis von V; zum
Hauptvektor ;. Insbesondere sind v;, f (v;), f2 (vi), ..., f% ! (v;) linear unabhingig in V;. Damit ist

dimV; > d;.

Der Vektor f% (v;) hat nun das Bild f% (7;) =0 in V/W, d.h. f% € W = ker f. Also ist f%T! (v;) = 0 und daraus folgt:
dimV; <d; +1

d; d d;—1

Sei S a;f7 (v;) = 0. Dann ist i: a; f7 (v;) = 0 und wegen f% =0ist auch 3 a;f7 (3;) = 0.
7=0 j=0 J=0
0, F(03),..., f4 1 (9;) ist eine zyklische Basis von Vi, d.h. ap = a1 = ... = ag,—1 = 0. Nun gilt:

ag, f% (vi) =0
Zu zeigen ist jetzt f% (v;) # 0, denn dann ist ag, = 0 und die Vektoren sind linear unabhingig.

Fall f% (v;) = 0, dann ist f%~! (v;) € ker f = W und das bedeutet f%~!(7;) = 0 in V/W. Das ist ein Widerspruch zur
‘Wahl von v; als Basisvektor.

Also ist v; ein Hauptvektor fiir V; und es ist dimV; = d; + 1.
Behauptung: Die natiirliche Abbildung V1 & ...® V7 — V ist injektiv.

Food
Beweis. Sei 0= > > cj,if" (v;). Das schreiben wir um zu
i=1k=0

Fodi—1 7

DO kit i) == cani fh(vi) €W,

i=1 k=0 i=1 S
ceW=ker f

d.h. die linke Seite hat jetzt das Bild 0 in V/W. Die f* (%;) bilden eine Basis von V/W, sind also insbesondere linear
unabhéngig.

Also: ¢y =0fiiri=1,...,7und k=0,...,d; — 1, d.h. die linke Seite ist gleich 0, d.h. die rechte Seite ist gleich 0:
7

> carifh (vi) =0

i=1
Das konnen wir auch schreiben als

7
f (Z ca; if 4t (W))
i=1

=:w

Also: w € ker f bzw. das Bild in V/W ist 0.

Die f41=1(v1), f%271 (v2),... sind also linear unabhingig in V/W, d.h. cq, ; = 0. Damit ist die Tnjektivitit gezeigt. v
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Behauptung: Es gibt einen linearen Unterraum W’ C W, so dass
Vio..eVieoW -V

ein Isomorphismus ist. (W’ hat eine Basis aus Eigenvektoren von f, also zyklische 1-dimensionale Teilriume. = Zerlegung
von V wie gesucht.)

Beweis. Behauptung: Zu v € V gibt es ein w € W mit v+ V' =w+ V' in V/V’ wobei V/ = V1 + ...+ V5.

Beweis. Betrachte 9 =v+W in V/W =V, & ... Vi

Z Z ka (Uz)

Das bedeutet:

—EZ%J ew

%
Also gilt: v=v"4+wmit v/ € V, w € W. Oder: v —w =v" € V'. v
Wir ergiinzen nun unsere Basis von V'’ zu einer Basis von V. Neue Elemente e1,...,es werden ersetzt durch Elemente

/ /s .
€l,...,e, in W:
/ ! ! ’ ’
ej =¢€; €V, 4% :<el,...,es>CW

el + V' ... e} + V' ist eine Basis von V/V’. Wir erhalten also immer noch eine Basis von V' von der gesuchten Form. v’

Formeln:

i=0: Y kop(f)=dimV =rkf°

i>0: Y (k—de(H= Y (k=1-(-1))ex-1(f) (demn gp(f)=or-1(f))
k=i+1 k=i+1
= Z (k= (i-1) oz () (nach Induktionssannahme; k = k — 1)
= rk fz—l

Behauptung: rk f* = rk fi=1.
Beweis. Es gilt nach der Dimensionsformel:

rk f771 = dim V/W — dim ker f*~1

=dimV — dim W — dimker f*~!
rk % = dim V — dim ker f*

Also ist zu zeigen: dimker f2~1 = dimker f* — dim W. Dafiir geniigt es zu zeigen: ker f*~1 = ker f?/W.
Sei also v € ker f*. Dann ist f (f*~' (v)) =0, d.h. f*~" (v) € ker f = W und das bedeutet fim (v + W) =0in V/W. Das
ist dquivalent zu v + W € ker f~1. O
Beweis (von Theorem . Sei K algebraisch abgeschlossen, dimV < oo, f: V — V linear.
Nach Satz[10.5] gilt

Vv @..‘@VA’T,
wobei V><_ der Hauptraum zum Eigenwert \; ist, d.h. V/\’i = ker (f — X\; Id)" fiir ein geniigend grofes n.

=(f-\ Id)\v, ist nilpotent. Nach Theorem 9| gilt daher:

Vi, =Vie..eV},

wobei die V!, g-zyklisch sind.

Die darstellende Matrix von gl;,; beziiglich einer g-zyklischen Basis ist ein Jordan-Block.
J
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A1 0
Die darstellende Matrix von f|;,; beziiglich der selben Basis f = g + A; Id ist
J
. 1
0 A
Dies liefert die gesuchte Jordan-Basis. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit in[10.9] a
Beispiel (zum Beweis von Theorem [10.9). Sei f : C° — C® gegeben durch die Multiplikation mit
T 9 4 6 14
1 g 2 % 1
Y 5 5 5
A= 5 0 O 0 3
-1 0 O 0 -2
-7 9o -2 _3 _T
10 5 5 5
i
Offensichtlicher Eigenwert: 0 mit dem Eigenvektor es = <8>.
0
Zur Information: A ist nilpotent.
Wir betrachten W = ker f, also das Gleichungssystem Az = 0:
7+0+4+6+140:>2 3
-z z -z -z —x5 = z3 = —3x
571 2FpT3t ot s 3 4
! +0 4 6 + ! 0 = 2 3
—z To — —T3 — =T —r5 = z3 = —3x
o 2T pT3 T gt s 3 4
3
Ewl + 0x2 4+ 0x3 +0x4 + 325 =0 = r1 = —2x5
—x1 + 0x2 4+ 0x3 + O0xg — 225 =0 = r1 = —2x5
7 2 3 7
- Oxo — —23 — -4 — —25 =0 = 2z3= -3
10$1+ z2 5903 514 5$5 3 T4
Also:
T\ 11 = —2z5 (1) 8 —02
ker f=1 (23 || 3 o=((o].[-2]).(¢9
zg T3 = _5504 8 (1) ?
N——
f2 fa fs
Betrachte f : V/W — V/W, .+ W — Az + W also €C°/ ker A:
Neue Basis von C°: Erginze Basis von ker A durch Elemente der Standardbasis zu einer Basis von C°:
f1=e, fa=e3 = f1,..., fs Basis von C?
Sei f; = fi + W € V/W. Dann ist f1, f3 eine Basis von V/W (da fo = fa = fs = 0 & fa, fa, f5 € ker A).
Darstellende Matrix von f beziiglich der Basis f1, f3:
7
i
_ 1 _ _
Fh)=AR+W=| 2 | +W=afi+8f
-1
_7
10
Schreibe f (f1) in der Basis f1,..., f5:
% 0 0 -2
@ 1 0 7 0
5 | =ahitg |0 82 -5 O
-1 0 1 0
7
-5 0 0 1
= 0f1 + 0f3 + (irgendwas in ker A)
Denn:
! la+0+0+0+ 1 = 0
- =la — a=
5 10
3 3
—=1 = = =0
5 =18+3 B
Universitéit Leipzig 99



Lineare Algebra, Analytische Geometrie II

10. Jordansche Normalform

Also: f(f1) =0f1 +0f3
Schreibe f (f3) in der Basis f1,..., f5:

5 4 2
0 [=vfi—cfot+dfs—<fs
0 5 5

Also: T (f3) = 0 +0fs

Bestimme eine Jordanbasis fiir f. f = 0 = beliebige Basis ist Jordanbasis. Wir wihlen geschickterweise f1, fs.

Lifte f1, fs nach V: Das sind f1, f3. Zyklische Basen fiir Unterrdume: f (f1), f1 und f (fs),
N~ N N~

ersten vier Elemente der Jordanbasis.

f3 . Dies sind also gerade die
~~
ty

Ergénze s1, s2,t1,t2 durch ein Basiselement von ker A zu einer Basis des C®. Zum Beispiel mit (geratenem) fo:

% 1 4 0y /0

= 4

wo (o) [—2] (o] (®
Sllol. | o |.]t].]o
“1 [ o 0 of o

—7J\o/ \-2/ \o/ \o
10

Die gesuchte Jordansche Normalform ist die darstellende Matrix beziiglich dieser Basis:

0 1 0 0 O
0O 0 0O 0 O
0O 0 0 1 o0
0O 0 0 0 O
o 0 0 0 O
Denn:
f (51) = 1sg + 0s1 + Ot2 + 0t1 + 0f2
f(t1) =082 + 0s1 + 1t2 + 0t1 + 0f2
Formel:
kO =rkld=5
rkf=dimV —dimkerf =5—3 =2
tkf2=rk0=0
5 .
ST(k—i)  ex(f)  =rkf,  i=0,..
k=i+1 S~
# Jordankistchen
der Grofe k
5
i=0: > kor(f)=5
k=1
5
i—1 (- e () =2
k=2
5
1 =2: Z(k—?)gk(f)zo
k=3
Also:

01 (f) =1 ein Jordankistchen der Gréfe 1
02 (f) =2 zwel Jordankistchen der Grofe 2

bilden eine Basis von CP.
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Bemerkung. Bestimmen der Jordanschen Normalform bedeutet wiederholtes Losen von linearen Glei-
chungen.

Fir die Grofle der Jordankéstchen muss die Basis nicht bestimmt werden.

Falls f nicht nilpotent, betrachte f — AId fiir einen Eigenwert A. Algorithmus funktioniert nur, falls A
einziger Eigenwert ist.

Das Schwierigste ist das Bestimmen der Eigenwerte.

10.1 Anwendung: Die Normalform von Jordan-Chevalley

Definition 10.10. Ein Endomorphismus heiflt halbeinfach (semi-simple), wenn er diagonalisierbar ist,
nilpotent, falls f* = 0, und wunipotent, falls f = Id +n, mit n nilpotent.

Korollar 10.11. Sei K algebraisch abgeschlossen, V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, f :V — V
linear. Dann gilt: f = fs + fn mit fo halbeinfach, f, nilpotent und f vertauscht mit fo und f,

Ferner vertauschen fs und f, mit allen Endomorphismen, die mit f vertauschen.
fs und f, sind eindeutig durch diese Eigenschaft bestimmt.

Beweis. Wihle Jordanbasis von f. Die darstellende Matrix ist dann:

J1 0
A= mti J; Jordanblock
0 Jk
Also ist:
Ai 0 0 1 0
Ji = +
1
0 A 0 0
halbeinfach nilpotent

Zusammenfassung dieser Zerlegungen gibt fs und fy.
Behauptung: f vertauscht mit fs, fn: fo fs = fso f.
Es geniigt, einen einzelnen Jordanblock zu betrachten:
J=AId+ N mit N nilpotent
=~
fs fn
Also:

(AId)oJ = AJ = Jo (A1d)

Es gilt: fn, = f — fs, also:
fofn=fo(f—fs)=f—fofs=f>—fsof=(—fs)of="faof
Sei g ein Endomorphismus, der mit f vertauscht. Behauptung: g vertauscht mit fs.

Hauptrdume von f sind g-invariant:

x € ker (f — Ald)" = (f=Ald)" (g(=)) =g ((f = AId)" ()) =g (0) =0

Es geniigt, die Aussage fiir f, g eingeschrinkt auf einen solchen Hauptraum zu zeigen, d.h. 0. B.d. A. V = ker (f — A1d)",
A der einzige Eigenwert. Nach Konstruktion: fs = AId, f,, = f — A1d. Offensichtlich gilt nun: fs 0o g = go fs.

Damit:

fnog=(f—fs)og=fog—fsog=gof—gofs=gofn
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Eindeutigkeit: Sei f = f. + f!, = fs + fn, wobei f., f! ebenfalls die Eigenschaften des Korollars haben. Dann gilt:
(*) fS_f;:fT/‘L_fn

fn und f}, sind nilpotent:
f’nk = 07 quLl = 0

Es gilt nun:
k41
k+1 . » .
(fr/L o fn)k+l _ Z ( ) )f;Zank+l i (71)k+l i
1=0

Entweder ist i > [ (also f/,? = 0) oder k41 —1i > k (also f,*T!=% = 0). Das heifit in jedem Fall:
(fr—=fa)" =0
Also ist die rechte Seite von (*) nilpotent.
fs, fL vertauschen und sind beide diagonalisierbar. Also gibt es eine simultane Eigenbasis:
Eigenraum V), (fs) ist fl-invariant. Man hat:
V=vVieWho...0V

fs ist diagonalisierbar, alle V; sind f;-invariant. Daraus folgt: f;|y, ist diagonalisierbar:

xpp =gy, =1lngy,

=Hg o also herrscht jeweils Gleichheit.

Xf1 = Kyt undxfé‘ v

Vi
Vereinigung der Eigenbasen aller Vi (fs) fiir f;\wm ist die gesuchte simultane Eigenbasis.

Die darstellenden matrizen von fs, f. beziiglich dieser Basis sind Digonalmatrizen. Also ist die Matrix von fs — f. ebenfalls
diagonal. Die Linke Seite von (x) ist also diagonalisierbar.

Aber:
diagonalisierbar = nilpotent = verschwindet
Also gilt fn = f} und fs = f.. Das war die Eindeutigkeit. O

Bemerkung (Korrektur). Die Jordan-Chevalley-Zerlegung gilt fiir alle perfekten Korper z.B. Q C K
(Ndheres dazu in der Algebra I).

Satz 10.12 (Multiplikative Version der Jordan-Chevalley-Zerlegung). Sei K algebraisch abgeschlossen,
V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, f : V — V ein Automorphismus (d. h. f sei invertierbar). Dann
gilt:

f = fs o fn

mit fs halbeinfach, f, unipotent (Id +nilpotent), fs, fn vertauschen mit allen g, die mit f vertauschen.
Sie sind dadurch eindeutig bestimmdt.

Beweis. Jordansche Normalform von f:

A1 0
0
-0
0 An
fs: Zugehorige Diagonalmatrix. f invertierbar, also alle Eigenwerte ungleich Null, fs invertierbar.
1 *
fn= fs_1 o f hat Matrix , ist also unipotent. Der Rest wie im additiven Fall. O
0 1

Alternativer Beweis (K = R, C):
exp : My, (K) — GL,, (K), A=As+ A, — expA =expAs-expAp
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Bemerkung. Dies gilt auch fiir K nicht algebraisch abgeschlossen. Der Beweis ist einfach, benutzt aber
Galois-Theorie (Algebra I).

Beispiel. K =R. A € M, (R) C M, (C). Dann gilt:
A=As+ Ap mit As € My, (C) diagonalisierbar, A,, € M, (C) nilpotent

Komplexe Konjugation:

A=A=A,+ A, mit As € M, (C) diagonalisierbar, A,, € M, (C) nilpotent
Wegen der Eindeutigkeit der Jordan-Chevalley-Zerlegung gilt As = As; und A,, = A, also sind bereits As, A, € My, (R).
f heift halbeinfach, falls f diagonalisierbar {iber K.

10.2 Lineare Gruppen

Im Vorlauf der Linearen Algebra haben wir viele Gruppen eingefiihrt. Seien K ein Korper und V ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

10.2.1 Automorphismengruppe GL (V)

GL(V)=Aut(V)={f:V — V: f linear, bijektiv}

Neutrales Element: Id
Inverses: f bijektiv, linear = f~! bijektiv, linear.

GL,, (K) ={A € My (K) : A invertierbar}

Neutrales Element: Id
Inverses: A~! existiert.

Da dimV < oo, ergibt sich durch Wahl einer Basis: GL (V) = GL,, (K) (allgemeine lineare Gruppe,
general linear group)

10.2.2 Spezielle lineare Gruppe SL (V)

SL(V)={f € GL(V) : det f = 1}

det (fog)=detf-detg=1-1=1
Neutrales Element: det Id = 1 Inverses: det f~ = (det )" =1

Spezielle lineare Guppe:
SL, (K)={A € Mpxn (K):det A=1}

det A = 1 = A invertierbar

10.2.3 Orthogonale Gruppe O (V)

K =1, V euklidischer Vektorraum.
O(V)={feGL(V): f orthogonal, d.h. (f (x), f(z)) = (z, y)}

O(n)={A€ M, (R): A'A=1d}
Wabhl einer Orthonormalbasis fiir V' liefert : O (V) 2 O (n)
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10.2.4 Spezielle Orthogonale Gruppe SO (V)
SO (V)=0(V)nSL (V)
SO (n) = O (n)NSL, (R)

Bemerkung. f orthogonal = det f = 4+ (det f = 1: die Abbildung ist orientierungserhaltend).

10.2.5 Unitdre Gruppe U (V)
K = C, V unitér.
U(V)={fe€GL(V): f unitar}
U(n) = {A € Myxn (C): A'A = Id}
Wahl einer Orthonormalbasis liefert : U (V) = U (n).

10.2.6 Spezielle unitdre Gruppe SU (V)

SU(V)=U (V)N SL(V)
U(n)N SL, (C)

w2

(e
S

]

Bemerkung. [ unitir = |det f| = 1.

Die Beispiele 3-6 sind Teilmengen von M, ., (R) = R™ bzw. €. Das liefert Topologien auf diesen
Gruppen. Also ist auch Differentialrechnung in diesen Gruppen moglich. Das fiihrt zu Lie-Gruppen.

10.2.7 Orthogonale Gruppe O (V, s) zu einer Bilinearform s

K Dbeliebig und s: V x V — K eine Bilinearform
O(V,s)={f€Aut(V):s(f(v),f(w))=s(v),w fir alle v,w € V}
Konkret: Sei M € M, x,, (K):
{A€GL, (K): A'MA= M)

1 0

Beispiel. K =R, M = ( 1 1 ) liefert die » Metrik« der Relativitdtstheorie. Das liefert die Lorentzgruppe.
0 -1

10.2.8 Symplektische Gruppe Sp (V)

s heiflt symplektisch, falls s schiefsymmetrisch (d. h. s (v, w) = —s (v, w)), nicht-degeneriert (d.h. s (v,-) =
0=v=0und s(,w) =0= w=0).

Sp (V) =0(V,s)

. 0 Id
Sei M = (—Id 0).

Sp(n) ={A€GL, (K): AAMA= M}
Bemerkung. Selbstadjungierte Abbildungen ({f (v), w) = (v, f (w)) bilden keine Gruppe.)
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10.2.9 Matrizengruppen

Diagonalmatrizen in GL,, (K):
D,=T,
Obere Dreiecksmatrizen in GL,, (K):
B (nach Borel)
Obere Dreiecksmatrizen in mit Diagonale 1:

1 *

10.2.10 Gruppe der Projektivititen PGL (V)

PGL(V)=Auwt(P(V))={f:P(V)— P (V) : f induziert von einer bijektiven, linearen Abbildung V" — V'}
PGL, (K) = Aut (P"') = GL, (K) / ~ mit A ~ M fiir A € K*

Dazu wieder méglich:

PSL, (K),  PSL(V),

10.2.11 Gruppe der affinen Abbildungen Aff (A)

Sei A affiner Raum {iiber V.
Aff (A)={f:A— A: f affin, bijektiv}
A=K"

AH(A)N{MEGLnH(K):M:(b B

)J)GK", BeGLn(K)}

Die Jordansche Normalform hat in diesen Gruppen oft eine einfachere Form.

Satz 10.13. Sei V ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum und f € U (V). Dann ist f diagona-
lisierbar. Es gibt eine Orthonormalbasis von V|, beziglich derer f Diagonalgestalt hat.

Beweis. Sei V — 1 € V Eigenvektor von f zum Eigenwert Ai. (Es gilt nach [A1] = 1.) Setze:
U1

e1 = ——
llvs]]

W= ()t ={weV:(w v)=0}

Behauptung: f (W) C W.
Sei w € W. Dann ist:

A (f (w), vi) = (f (w), Avr) = (f(w), f(v1)) = (w, v1) =0
~—

#0
Also: 0 = (f (w), v1) = f(w) € W.

Weiter mit vollstdndiger Induktion. O
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Satz 10.14. Sei V' ein euklidischer Vektorraum, dimV < oo, f : V — V orthogonal. Dann gibt es eine
Orthonormalbasis, so dass die darstellende Matriz die folgende Form hat:

1

mit Co = (252 7 5) (Drehung um o)

sina cosa

Beweis. Fasse f als unitire Abbildung auf:
fo: Ve - Ve=V®C
(Die Matrix zu f wird in M, (C) aufgefasst.) Das charakteristische Polynom &ndert sich dabei nicht: x; = x .-

= V¢ hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von fg. Die Eigenwerte erfiillen [\;| = 1, also A; = £1 € R, d.h. x¢
hat eine Nullstelle in R, also: f hat einen Eigenvektor bereits in V.

Fiir A; #1,—1: A\j; = cosa; +isina;. Sei v; der zugehdrige Eigenvektor. Dann gilt:
f (@) =775
Also ist v; Eigenvektor zum Eigenwert ;.
Man kann v; schreiben als v; = Rev; +ilmuv;. Es gilt:
(v, 05)y, = (Revy, Imvy)
Denn:
vj + v = 2 Re v
1

; (’Uj —’17]') =2Imuv;

Dabei sind Rev;,Imv; € V. Matrix von f beziiglich (Rev;,Imwv;):

1 1 _
f(Revj) = 5 (f (vj) + f(95)) = 3 (A\jvj +X;9;) = ... = cosaRev; + sinaImv,
f(Imv;) =...=—sinaRev; + cosalmuv;

|

Bemerkung. Eine Jordanbasis existiert fir f : V — V mit dimV < oo, K beliebig genau dann, wenn
das charakteristische Polynom x {iber K in Linearfaktoren zerfillt.
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11 Algebren

Definition 11.1. Sei K ein Korper. Eine K-Algebra ist eine Menge A zusammen mit

Addition +: AxA—-A
Multiplikation i AxA— A
Skalarmultiplikation -: K x A — A,

so dass (4, +,-) ein Ring ist, (A, 4, Skalarmultiplikation) ein Vektorraum ist und
A(ab) = (Aa)b=a(A\b) fir alle A € K, a,bec A

gilt (d.h. die Multiplikation ist bilinear).
A heiltt kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist, d. h.

ab=1"> fiir alle a,b € A.

A ist eine Algebra mit Eins, falls es ein Element 1 € A gibt mit

la=al =a firalleac A

Beispiel.

1. Mpxn (K) mit Addition und Multiplikation von Matrizen und der gewthnlichen Skalarmultiplikation ist eine (nicht-
kommutative) K-Algebra mit Eins. Die Einheitsmatrix spielt die Rolle des Eins-Elements.

2. Sei V ein Vektorraum. Dann ist End (V') eine Algebra beziiglich 4, o (Hintereinanderausfiihrung), Skalarmultiplikation.
Das Einselement ist die identische Abbildung.

3. Die Polynome in einer Variablen K [X] bilden eine kommutative Algebra mit Eins (siche Abschnitt [5.3] auf Seite [6).
4. Der Polynomring in n Variablen K [X71,..., X5] ist eine kommutative Algebra mit Eins.
5. Sei M eine Menge. Dann ist
Abb (M,K) ={f: M — K : f Abbildung}
mit der Addition und Multiplikation von Funktionen eine kommutative Algebra mit Eins.
6. Sei U ein topologischer Raum. Dann ist
C(U,R)={f:U — R : f stetig}
eine R-Algebra mit Eins.
7. Die Menge
Ce (R,R) ={f: R — R : f stetig mit kompaktem Triger}

ist eine kommutative R-Algebra ohne Eins. (Das Einselement wire die konstante Funktion 1 : R — R, = — 1, doch
deren Triger ist nicht kompakt!)

(Kompakter Triger: Es gibt ein N > 0 mit f (z) = 0 fiir alle z mit |z| > N.)

Definition 11.2. Ein K-Algebrenhomomorphismus ist eine K-lineare Abbildung f : A — B zwischen
K-Algebren, die zusétzlich ein Ringhomomorphismus ist:

fla+bd)=f(a)+ [ (), f(ab) = f(a) f(b), f(a) = Af(a), fira,bc A, N K

Ein Homomorphismus von Algebren mit Eins muss zusétzlich f (1) = 1 erfiillen.
Ein Homomorphismus heifst Isomorphismus, wenn er bijektiv ist.

Beispiel.
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1. Sei dimV = n < oo. Die Wahl einer Basis von V induziert einen Isomorphismus von Algebren mit Eins End (V) —
Mpxn (K) mit f— MyL g™ (f) (darstellende Matrix).

----- Un

2. Die Abbildung

ev: K [X] — Abb (K, K), P(X)ZaiXi»—»<fp:K—>K, aHP(a)Zaiozi>
1=0 1=0

heiflt Auswertungsabbildung.

Lemma 11.3. ev ist injektiv, wenn K unendlich viele Elemente hat. (z. B. K =R).

Beweis. ev ist K-linear, daher geniigt es, den Kern zu betrachten.
n .

Sei P (X) € kerev,d.h. P(X) = 3" a; X" (n =deg P, d.h. an, #0) mit P («) =0 fiir alle « € K.
i=0

Seien jetzt a1, ..., an+1 verschiedene Elemente von K (geht, da |K| = co) mit P (a1) = P(a2) = ... = P (an) = 0. Nach
Satz [5.8] auf Seite [7] gilt:
P(X)=(X—-—a1)(X —a2)--- (X —an)

Einsetzen von ay,41:

0= P(ant1) = (@nt1 — 1) (ant1 — a2) -+ (@nt1 — an)

20 #0 #0
#£0
Das ist ein Widerspruch! Also ist n =0, P(X) =ap =0,d.h. P(X)=0¢€¢ K [X]. |

Beispiel. Sei V ein K-Vektorraum, f € End (V). Dann gibt es einen Homomorphismus von Algebren mit Eins:

K|[V] — End(V), P— P(f).
dim V' < oco. Cayley-Hamilton (Satz auf Seite besagt: x s (f) = 0. Dieser Homomorphismus ist also nicht injektiv.

Definition 11.4. Sei V ein K-Vektorraum. Die Tensoralgebra T* (V') ist der Vektorraum

Bryv) mtr(V)=VeVe..gV,T'V)=K T (V)=V
N——
=0

i Faktoren

Seien v = (vg, v1,v2,...), v; € T* (V) fast alle 0 und w = (wg, w1, ws,...), w; € T* (V) fast alle 0.

“®7~U:(w700®w1+vl®wo,vo®w2+v1®w1+v2®w0,...)

=vg-woEK =vg-wi+v1 woEV

(vew), = Z v; ®wy

jHl=i

mit ® als Multiplikation.

Bemerkung. Wir identifizerien 7% (V') mit seinem Bild in 7* (V) beziiglich der Abbildung
v; — (0,...,0,1,0...,0).

Dann gilt:
(vo,v1,v2,...) =vo+v1 +v2+ ...+ vy, (endliche Summe)

Lemma 11.5. T* (V) ist eine K-Algebra mit Fins.
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Beweis. Das ist ein Vektorraum nach Definition, insbesondere ist (T* (V) , +) eine kommutative Gruppe.

Assoziativitdt der Multiplikation:

(vew)®u),= > (Wew),du
JHi=i

DY mOuwn)®u

jHl=i n+m=j

Z (vn @ Wm) @y

n+m-+l=1

Z Vp ® ('wm ® Ul) nach m m
n+m-+4l=1
(W (weu)),

Vertréglichkeit von ® und + gilt nach [7.19|b)| Vertriiglichkeit mit Skalarmultiplikation nach [7.19]a)| (siehe Seite .
Einselement ist (1,0,0,...)=1€ T°(V) = K. 0

Satz 11.6 (universelle Eigenschaft). Jede lineare Abbildung f : V — A eines K-Vektorraums V in eine
K-Algebra mit Eins kann eindeutig zu einem Homomorphismus F : T* (V) — A von K-Algebren mit
FEins fortgesetzt werden, d. h. zu einem Algebrenhomomorphismus F mit F|,, = f.

Beweis. f:V — A ist K-linear und damit ist

fm VXV x...xV — A Jm (V15 vm) = f(v1) - f(v2) - f (vm)
— N~ N N~
m Faktoren €A €A €A

€A

linear in jeder Variablen. Damit faktorisiert fn, {iber die lineare Abbildung Fi, : VRV ®...®V — A (siehe universelle
————

m Faktoren
Eigenschaft des Tensorproduktes!). Setze Fp : K — A, Fy (M) := Al (zwingend, da sowohl T* (V) als auch A K-Algebra mit
Eins sind).

Dann ist F' = (Fy, F1, Fa,...) ein Algebrenhomomorphismus von T* (V) nach A und wegen der Linearitdt muss jeder
Algebrenhomomorphismus diese Gestalt haben. O

Beispiel. Sei V ein K-Vektorraum, A eine K-Algebra und f € Homg (V, A), d.h. eine K-lineare Abbildung von V nach A.
Seien v1,v2,v3,v4 € V. Dann gilt:

F(2+501 ®uva) =245f (v1)- f(v2),  F(v2—3vs®@vs) = f(v3) — 3f (va)?

Satz 11.7. Sei V ein K-Vektorraum und {vi,...,v,} eine Basis von V. Dann ist die Menge
{vi, ®vi, ® ... ®v;,, :m >0, 1 <i; <nVj}

eine Basis von T* (V). Insbesondere gilt dim T™ (V') = n™ fir alle m > 0.

Beweis. Folgerung besagt, dass fiir K-Vektorrdume V, W und Basen {v1,...,vn} von V und {wi,...,w,} von W
{viow;:1<i<n, 1<j<r}

eine Basis von V ® W ist. Benutze Assoziativitit des Tensorproduktes. O

Definition 11.8. Seien V und W K-Vektorrdume und f : V x V x ... x V — W eine Abbildung. Man
—_————

n Faktoren, n > 2
nennt f eine symmetrische (bzw. alternierende) multilineare Abbildung, falls gilt:

— f(v1,..,0) = €0 f (Vo(a)s-- -+ Vo(n)) fiir jede Permutation o € Perm,,. Dabei ist e, das Vorzeichen
der Permutation o fiir alternierende multilineare Abbildungen. ¢, = 1 fiir symmetrische multilineare
Abbildungen.

— f(f (01, 0im1, A0y + NV g1, o 0n) = A (V1,0 v0) X (V1,0 00— 100, 04, - .-, Uy fiir alle
NN eK, vy, 0,0, €V, 1<i<n.
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Ist W = K, so nennt man f auch symmetrische (bzw. alternierende) Multilinearform auf V.

Tensorprodukte sind universelle Vektorrdume, die zur Beschreibung von Multilinearformen benutzt wer-
den konnen. Analog gibt es universelle Vektorrdume, die im Zusammenhang mit symmetrischen bzw.
alternierenden Multilineaformen auftauchen. Dazu miissen wir weitere Strukturen auf K-Algebren be-
nutzen.

Definition 11.9. Sei A eine K-Algebra. Ein Ideal I von A ist ein Untervektorraum von A, welcher der
folgenden Bedingung geniigt:

ve€l,aeA=a-z€l, x-a€l

Beispiel. In der K-Algebra K [X] (Polynomalgebra) ist die Menge der durch X2 + 1 teilbaren Polynome ein Ideal. Aber
zum Beispiel die Polynome vom Grad < 5 bilden kein Ideal.

In C'[0,1] ist die Menge der stetigen Funktionen, die an der Stelle x = % verschwinden, ein Ideal. Aber die polynomialen

Funktion bilden kein Ideal.

Satz 11.10. Sei A eine K-Algebra (mit Eins) und I ein Ideal von A. Dann induziert die Multiplikation
auf A die Struktur einer K-Algebra (mit Eins) auf dem Faktorraum A/I (d.h. a=b< a—b € I) durch
die Regel

a-b=a-b,
wobei a,b € A/I und a,b sind Reprisentanten von a bzw. b.

Beweis. A und I sind per Definition K-Vektorrdume, I C A, also ist A/I ein Vektorraum. Definiere eine Multiplikation -
auf A/I wie im Satz. Man hat zu zeigen, dass diese Operation wohldefiniert ist. Da (A, +,-) ein Ring (mit Eins) ist und
die Gleichung (Aa)b = a (Ab) = X (ab) gilt in A, fiir alle A € K, a,b € A, erfiillt die obige Definition der Multiplikation auf
A/I alle Bedingungen, die zu einer K-Algebrenstruktur (mit Eins) notwendig sind. (Falls A eine Eins 1 hat, ist 1 die Eins
in A/I.)

Zur Wohldefiniertheit: Seien a,b,a’,b’ € A mit a —a’,b — b’ € I. Dann gilt: @ = @/, b = b’ und wir miissen a - b = a’ - b/
zeigen. Es gilt:

b=+ (a—a)F+0-b)=ab +(a—a)t +a (b-b)+(a—a) (b b)=ab

—_——— —— —,— —
eI eI el

er
|

Definition 11.11. Sei A eine K-Algebra und B eine Teilmenge von A. Der kleinste Vektorraum, der alle
Produkte b,a - b,b-c,a-b-a mit b € B, a,c € A enthilt, heilst das von B erzeugte Ideal von A. Man
beachte: Das von B erzeugte Ideal besteht aus endlichen Summen der Form ) . a; - b; - ¢;, wobei b; € B,
a;,c; € AUK.

Beispiel. Fiir eine beliebige K-Algebra mit Eins 1 ist das B = {1} erzeugte Ideal identisch mit A selbst, denn a -1 = a fiir
alle a € A.

Fir A = C[-1,1] ist das von f (z) = z erzeugte Ideal von A die Menge der stetigen Funktionen auf [—1,1], die an der
Stelle x = 0 verschwinden.

Fiir die Tensoralgebra A = T* (V') eines K-Vektorraums V ist das von T™ (V'), m > 1 erzeugte Ideal gerade:
oo
P rrw
n=m

Definition 11.12. Sei V ein K-Vektorraum und T™* (V) die Tensoralgebra von V. Sei I; das von der
Menge {v@w —w® v : v,w € V} und I, das von der Menge {v ® v : v € V'} erzeugte Ideal von 7™ (V).
Die Quotienten S (V) := T* (V) /Is und A (V) := T* (V) /I, heilen symmetrische Algebra bzw. dufere
Algebra von V. Das Produkt in S(V) wird durch - und das der duferen Algebra durch A (» Wedge«)
bezeichnet.

Li=@wveuw—-—weuv:v,weV)=K{aw@w—-—w®v)b:a,beT*(V), v,w eV}
I=(w@uv:veV)=K{a(w®v)b:a,beT*(V), veV}
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Satz 11.13. Die Algebra S (V') ist kommutativ.

Beweis. Die Algebra S (V) wird von den Nebenklassen der Elemente von V erzeugt. Da jedes Element von S (V) als
eine Linearkombination von Produkten aus den Erzeugern geschrieben werden kann, reicht es, zu zeigen, dass die Erzeuger
kommutieren. Letztere folgt daraus, dass v-w—w-v = 0 gilt fir allev,w € (V + L) /I, = V/ (V N Is) (wegen v@w—w®v € I
fiir alle v,w € V).

Beispiel. Sei V ein K-Vektorraum mit dim V' = 1. Sei {v} eine Basis von V. Dann gilt fiir alle A, \’ € K die Gleichung

M@ No— Mo @ WA @ v — Nw e o2 (AN = XA vev =0

| N —
=0, da K
kommutativ

Also gilt Is = {0} und S (V) = T* (V). Wegen Satz[1L.7] (gibt Basis von T* (V) an) folgt S (V) =T* (V) 2 K [x].

Satz 11.14 (universelle Eigenschaft von S (V')). Sei V ein K-Vektorraum und A eine kommutative Al-
gebra mit FEins. Sei f : V — A eine lineare Abbildung. Dann kann f eindeutig zu einem Homomorphismus
F:S(V)— A von K-Algebren fortgesetzt werden.

Beweis. Nach Satz kann f eindeutig zu einem Homomorphismus F’ : T* (V) — A von K-Algebren fortgesetzt werden.
Wir wollen zeigen: F” (I;) = {0}. Es gilt

Foew—-—w®v)=F (v)F (w)— F' (w)F' (v)=0 firallev,weV,
da A kommutativ ist, und

F’ (abc) = F' (a) F' (b) = F' (c) fiir alle a,b,c € T* (V).

Damit folgt F’ (Is) = {0} und damit faktorisiert F’ als T* (V) 5 S (V) =T* (V) /I £ A mit einem eindeutig bestimmten
K-Algebrenhomomorphismus F, so dass F/ = F o 7 gilt, wobei « : T* (V) — T* (V) /I die kanonische Projektion ist. [J

Lemma 11.15. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Es gilt:

oo oo
=@Prnr(v und I, =@PL.NT (V
1=2 =2

Insbesondere ist , NV = {0} =I,NV.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung fiir Is. Fiir I, verfahrt man ganz analog.
Is und T? (V) sind K-Vektorrdume, also ist I, NT? (V) ein K-Vektorraum. Dieser ist ein Unterraum von 7% (V), und die

Summe der T° (V) ist direkt, also ist die Summe der I, N T? (V) direkt. Dariiberhinaus ist Is N T* (V) eine Teilmenge von
Is und so gilt:

iy .
PrnTi(vV)CIs
i=2

Schlieflich hat man fir E={v@w —w®v : v,w € V} die Relation:

[e) oo 1—2 (o)
Iy=  T*(V)ET*(V) = Y T/(V)ET™(V)=>_ > TI(V)ET" 7 2(V)C > I,nT" (V)
— j,m=0 i=0;—=0 i—0

=K{abc:a,ceT*(V), beE}

CTH(V)NIs

|

Folgerung 11.16. Sei S™ (V) = T (V) /(I NT™(V)) und A™ (V) = T™ (V) /(L. NT™(V)). Dann
gilt:

= é S™(V) und @ A (V

m=0 m=0

Insbesondere gilt V = S*(V), V. = A (V).
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Satz 11.17 (universelle Eigenschaft von S™ (V') und A™ (V')). Sei V ein K-Vektorraum und m > 2.
Dann gibt es eine m-lineare Abbildung

OV x...xV —=8"(V) (bzw. 0, -V x ... xV — A™(V))
—_——— —_———
m Faktoren m Faktoren

mit folgender Eigenschaft: Jede symmetrische (bzw. alternierende) m-lineare Abbildung f : V x...xV —
W in einen K-Vektorraum W faktorisiert eindeutig als

Vx..oxVEismnany Iw o Vx . ox v Emoam vy Lw)

mit einer linearen Abbildung f'. Der Vektorraum S™ (V) (bzw. A™ (V)) und die Abbildung 0, sind
eindeutig bestimmt bis auf eindeutigen Isomorphismus.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung fiir S (V).
Da f multilinear ist, faktorisiert die Abbildung f:V X ... x V — W nach Theorem [7.18] als

0 f//
Vx..xV—=T"V)>W

Da f symmetrisch ist, gilt:

Ff @ @vm)=f (v, vm) = f (Vo) Vo(m) = £ (Vo(1)s- -5 Vo(m))
fiir alle o € Perm,, und alle vy,...,vym € V. Damit gilt

1 IsnT™ (V) = {0}

und f" faktorisiert weiter als

’
Vx...ox Lo vy Imosm vy L ow
wobei 7, : T™ (V) — T™ (V) / (Is N T™ (V)) = S™ (V) die kanonische Projektion ist, und f’ eindeutig bestimmt ist.
Setze 0, = mm o 6. Die Eindeutigkeit von S™ (V') folgt wie die Eindeutigkeit von V' ® W in Theorem

Satz 11.18. Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und {v1,...,v,} eine Basis von V. Dann
ist die Menge

{vlvi2-~-vim:m207 ’Llélzgélm}

eine Basis von S (V). Insbesondere gilt:

dim §™ (V) = (”*m 1)

m

Beweis. Nach Satz 11.13 ist S (V') kommutativ, also wird sie als Vektorraum von der Menge

1y {vi™ -0, imy >0 fiir alle ¢}

erzeugt. Wir miissen noch zeigen, dass die Menge (1) linear unabhingig ist. Wegen Folgerung reicht es, die lineare
Unabhéngigkeit fiir Produkte mit demselben m = i m; zu zeigen. Wir verfahren durch vollstdndige Induktion {iber n =
dim V. =

Ist n =1, dann ist V = K {v} und S (V) = T* (V). In diesem Fall foltg die Behauptung aus Satz

Sei nun m > 1. Definiere V' = K {wa,ws,...,w,} (lineare Hiille) und eine lineare Abbildung f : V — S(V’) durch
f(v1):=1, f(vi) := w; fiir ¢ > 2. Nach den Sétzen [11.13|und [L1.14] gibt es eine eindeutig bestimmte Fortesetzung von f
zu einem Algebrenhomomorphismus F : S (V) — S (V’). Dieser erfiillt dann

m m m m m m
F (1M wg™2 v ™) = wa™2ws™ - wn

esn—mi(v7)

n
Nach Induktionsvoraussetzung sind die Elemente F (v1™!---v,™n) mit Y, m; = m linear unabhingig und wegen der
j=1
Wohldefiniertheit von F ist die Menge (1) geschnitten mit S (V') linear unabhingig.

Der Beweis der kombinatorischen Dimensionsformel bleibt als Ubungsaufgabe. O
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Lemma 11.19. Sei V ein K-Vektorraum und f € V* = Homg (V, K) ein lineares Funktional auf V.
Dann existiert eine lineare Abbildung F : A (V) — A (V) derart, dass gilt:

F (1) =0, Fl, =T, FloAhw)=fw)w—vAF (w) fir alleveV, we A(V)
Diese Abbildung heifit Kontraktion durch f.

Beweis. Wir miissen noch die Existenz von F zeigen. Aus der Linearitit von f folgt, dass wir induktiv eine lineare Abbildung
F':T™ (V) — T~ 1 (V) fiir jedes m > 1 derart definieren kénnen, dass gilt:

Fvoaw) =f@w-veF(w) firallev € V, w € T (V)
Fiir w = v ® w’ erhilt man:

Frlogvew))=Ff@rvew —veF (vew)=f0vew —ve (f@)uw —veF(vw))=vev® F (v)
Damit gilt F/ (I) C I, und somit induziert F’ eine Abbildung F : A (V) — A (V) wie im Lemma.

Satz 11.20. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und {v1,...,v,} eine Basis von V. Dann
st die Menge

{vig Ao A;,, 1< <ig<...<ipym<n, m>0}
eine Basis von A (V). Insbesondere gilt dim A™ (V) = ().

m

Beweis. Man hat v; ® v;, (vi +v5) ® (v; +vj) € I, fiir alle 4, 5. Insbesondere hat man

=v; @ Vi + v @ Vj +v;Quj+v;Qu;
N —

€lq
2 vi Nv; =0 fiir alle 4
vj ANv; = —v; Av;  fiir alle 4,5 mit j > 4

und damit wird A (V) von der Menge {v;; Avjy -+ Avs,, :m >0, i1 <i—2<...<in} (3) aufgespannt. Um die lineare
unabhingigkeit von (3) zu zeigen, benutzen wir die Lemmata [11.15{und |11.19] Angenommen, wir haben eine nichttriviale
Linearkombination

AV)=EPAm™(v)
m=0

von Elementen aus (3)NA™ (V), die in A™ (V') Null ist. Dann gibt es auch eine nichttriviale Linearkombination

E Aiterosin AVig Ao i ANV
s im

V=
i1,00yi

in der der grofite auftretende Index i,, minimal ist, sagen wir d. Das bedeutet, dass alle nichttrivialen Linearkombinationen
in (3)NA™ (V), die nur Faktoren v; mit ¢ < d enthalten, linear unabhingig sind. Schreibe v = m A vqg + w’ (siehe [7.19)),
wobei w € A™~1(V), w’ € A™ (V) keinen Faktor v; mit i > d enthalten. Es gilt v = 0, aber w # 0 nach Konstruktion. Sei
f:V — K die lineare Abbildung mitf (v;) = 0 fiir ¢ # d und f (vq4) = 1. Dann gilt fiir das zugehorige F aus Lemma
die Formel

0=F(0)=F(v)=F (wAvg+w) :(—1)”@*1\%]0(%)7&0

#0 1

Das ist ein Widerspruch. O
11.1 Anwendungen von A (V)

11.1.1 Determinanten von Matrizen

V' K-Vektorraum, {v1,...,v,} Basis, A= (@), ., € M, (K), w; = i a;;v;. Dann gilt:

Jj=1

wi Awas A .. Aw, = (det A)vy Avg Ao Avy in A™ (V)
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11.1.2 Vektorprodukt auf K2 = K K P K
Sei V = K? mit der Standardbasis {v1,vs,v3}. A% (V) ist 3-dimensional mit der Basis
BQ = {7.)2 /\’03,1)3 /\’1)1,”[)2 /\’1)2}.
Dann hat man
aq b1 a2b3—a3b2
(QZ) /\ (bz) = <a3b1a1b3>
as b3 a1b2—b2a1

beziiglich der Basis By von A% (V).
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