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Kapitel 0

Einleitung

Zahlentheorie beschiftigt sich mit Eigenschaften von Zahlen, d.h. Elementen
von Z. Damit ist sie eine der dltesten Wissenschaften tiberhaupt - die Konigin
der Mathematik. Wir wissen sehr viel, sehr vieles aber auch nicht. Unter

http://www.ams.org/mathscinet

finden Sie die “Mathematical Reviews”, in denen alle wissenschaftlichen Ar-
beiten der Mathematik besprochen werden. Unter “MSC Primary” 11 sind die
Arbeiten zur Zahlentheorie zu finden. (Kann als “Search Term” eingestellt wer-
den!) Eine genauere Untergliederung konnen Sie nachlesen, wenn Sie den Links
“Free Tools” und dann “Search MSC” folgen.

Heute sollen einige Teilgebiete der Zahlentheorie vorgestellt werden.

Elementare Zahlentheorie

Es werden nur die Mittel der Mittelstufe verwendet, d.h. Mathematik bis zum
17. Jahrhundert. Zum Beispiel:

Satz 0.1. Fine ganze Zahl ist durch 3 teilbar genau dann, wenn ihre Quersumme
durch 3 teilbar ist.

Beweis: Sei n = Y. ;a;10" mit 0 < a; < 10. Wegen 10 = 1 mod 9 folgt
n=>y",a; mod 3. O

Aber Vorsicht: elementar heifit nicht unbedingt einfach!

Satz 0.2 (Fermat). Jede natiirliche Zahl ist Summe von vier Quadraten (0 ist
als Summand zugelassen).

Literatur: W. Scharlau, H. Opolka, Von Fermat bis Minkowski, Springer Ver-
lag.
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Analytische Zahlentheorie

Zahlentheoretische Information wird in Reihen kodiert und analytisch weiter-
verarbeitet.

Satz 0.3. FEs gibt unendlich viele Primzahlen.
Beweis: Sei ((s) =)_,>,1/n’ die Riemannsche (-Funktion.
Behauptung. ((s) konvergiert absolut und gleichmdfig in Res > o > 1.
s =u+ i mit u,v € R.

Ul

‘nfslz‘n7u|.|n7iv|:n7 7ivlogn|:n7u

Fiir u > o folgt (z.B. Integralvergleichskriterium)

Z|n‘s\ = Zn_“ < Zn“’ < o0

Behauptung.

=TI 75

p prim

Summenformel fiir die geometrische Reihe:

1
1—p—s

=14+p+p 4. ..

Beim Ausmultiplizieren kommt jeder Term

n—s — (P;Llp;m . p’gk)—s

genau einmal vor. Sorgfiltigeres Hinsehen zeigt auch die Grenzwertaussage, sie-
he: Hardy, Wright: An introduction to the Theory of Numbers, Theorem 280.
Damit kénnen wir nun den Satz beweisen. Gébe es nur endliche viele Primzah-
len, so ware

1 1
lim = H < 0
S =S _ mn—1 —
15 l-p S1-p
Der Grenzwert lim,_, ((s) existiert jedoch nicht (harmonische Reihe). O

Durch genaueres Studium der ¢-Funktion wurde das grofie Ergebnis der analy-
tischen Zahlentheorie bewiesen.

Theorem 0.4 (Primzahlsatz). Sei w(z) die Anzahl der Primzahlen kleiner

gleich x. Dann gilt
x

m(x)

(d.h. der Quotient geht gegen 1).

- log x



Diese Aussage wurde von Gauf ca. 1792 vermutet. Der erste Beweis stammt von
Hadamard und de la Vallée-Poussin (unabhiingig) 1896. Ein sehr kurzer Beweis
stammt von Newman, vergleiche

D. Zagier, Newman’s short proof of the prime number theorem, American Math.
Monthly 104 (97) 705-708.

Vermutung 0.5 (Riemannsche Vermutung). Die Nullstellen von ((s) in C sind
—2n fiirn € N oder haben Res = 1/2.

Dies hat Folgen fiir den Fehlerterm im Primzahlsatz.

Algebraische Zahltheorie

Satz 0.6 (Euler). Die Gleichung x>+ y® = 23 hat keine Losung in natiirlichen
Zahlen.

Ansatz:
P =2 =P = (2= y)(z— oy)(z — %)

eine dritte Einheitswurzel ist. Allgemeiner:
Z* —y* =(Z - y)(Z - ey)(Z — o*y) € C[Z]

da die Nullstellen iibereinstimmen. Sei nun K = Q(p), R = Z[o]. Die Korperer-
weiterung K/Q ist quadratisch, denn das Minimalpolynom von g ist Z? +Z +1.
Es gilt

wobei p = ¢27/3

R={a+bo|a,beZ}.
R ist ein Hauptidealring, darin ist A = 1 — p eine Primzahl.
Man beweist allgemeiner:

Satz 0.7. Die Gleichung x> + 3% + X\3"23 = 0 hat in R keine Lésungen mit
zyz # 0.
Beweis: Geschickte Teilbarkeitsargumente in R modulo A, vergl. Hardy-Wright,
Kapitel 13.4. O
Leider funktioniert dieselbe Idee nicht fiir

2P 4 yP = 2P

(p Primzahl), da Z[(p] mit {, = e2™/P im Allgemeinen kein Hauptidealring
ist. Dennoch: Um Eigenschaften von Z zu studieren, lohnt es sich, endliche
Erweiterungen von Q zu studieren. Diese Zahlkorper sind der Hauptgegenstand
dieser Vorlesung.

Literatur:

(i) P. Samuel, Algebraic Theory of Numbers
(ii) S. Lang, Algebraic Number Theory
(iii) J. Neukirch, Algebraic Number Theory

(iv) A. Leutbecher, Zahlentheorie - eine Einfiihrung in die Algebra

)
)
)
)

(v) Atiyah, MacDonald, Introduction to Commutative Algebra



4 KAPITEL 0. EINLEITUNG

Arithmetische Geometrie

In diesem Gebiet findet ein grofer Teil der aktuellen Forschung der Zahlentheorie
statt.

Gleichungen wie 2P 4 y? = 2P definieren eine Punktmenge in R? oder C3. Dies
ist ein Beispiel fiir eine algebraische Varietédt. Sie konnen nun mit geometrischen
Methoden studiert werden.

Theorem 0.8 (Mordell Vermutung, Faltings 1983). Sei C' eine algebraische
Kurve vom Geschlecht grifier gleich 2 iber Q. Dann hat C' nur endliche viele
Punkte tiber jedem Zahlkorper.

Beispiel. Fiir n > 4 definiert die Gleichung X™ + Y" = 1 eine Kurve vom
Geschlecht grofer gleich 1. Also hat die Gleichung nur endlich viele rationale
Losungen, d.h. die Fermatgleichung hat nur endlich viele ganzzahlige Losungen.

Theorem 0.9 (Wiles 1994). 2™ + y™ = 2" hat nur die trivialen Losungen.

Wiles benutzt die Methoden der arithmetischen Geometrie, insbesondere Geo-
metrie von Modulformen. Der Beweis ist anspruchsvoll. Unsere algebraische Zah-
lentheorie ist hierfiir das Einmaleins.



Kapitel 1

Ganze Ringerweiterungen

Zahlringe

Definition 1.1. Fin Kiorper K der Charakteristik null mit [K : Q] < oo heifit
Zahlkorper. Der Ganzheitsring von K ist

Ok ={a € K |esgibtne€N,ay,...,an € Z,a" +a10" ' +--- +a, =0}
Ringe von dieser Form heiflen Zahlringe.
Entscheidend ist hierbei der Koeffizient 1 vor a™!

Bemerkung. Fast alles, was wir in diesem Semester entwickeln, funktioniert
genauso auch fir endliche Erweiterungen von F,(X), die sogenannten Funk-
tionenkorper. Beide Klassen fasst man als globale Kérper zusammen. Der Ring
F,[X] tibernimmt die Rolle von Z in der Definition des Ganzheitsrings. Ent-
scheidend ist, dass beides Hauptidealringe sind.

Beispiel. Sei K/Q quadratisch, d.h. [K : Q] = 2 = K = Q(vd) mit d € Z
keine Quadratzahl.

Satz 1.2. Sei K = Q(\/d), d quadratfrei (d.h. kein doppelter Faktor in der
Primfaktorzerlegung). Dann gilt:

(i) Fird=2,3 mod 4 ist Ox = {a+bV/d | a,b € Z},
(ii) Fird=1 mod 4 ist O = {1/2(u+vVd) | u,v € Z,u = v mod 2}.

Beweis: Es ist Gal(Q(v/d)/Q) = {id, o} mit o(v/d) = —V/d. Sei a = a +bV/d €
Ok, d.h. Nullstelle von

PX)=X"4+a1 X" '+ +a,=0,a,€7Z.
Dann ist auch o(«a) eine Nullstelle von P(X). Das Polynom
Qa) = (X —a)(X —o(a) = X? - (a4 0a)X + aca
= X2~ (a+bVd+a—bVd)X + (a+bVd)(a — bVd)
= X? —2aX + (a® — b*d) € Q[X]
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muss also P(X) teilen. Nach dem Gauf-Lemma hat @ also ganze Koeffizienten
(z.B. Bosch, 2.7 Kor.6). Es gilt also

2a,a> —b*d € Z = (2a)* — (20)*d € Z = (2V*)d € Z .

Wire 2b ¢ 7Z, so miissten sich die Primfaktoren des Nenners gegen Faktoren von
d wegheben. Wegen (2b)? miisste der Faktor sogar doppelt in d vorkommen. Dies
ist ein Widerspruch zur Wahl von d. Also:

a:E,b:Emitu,UGZ
2 2
u\ 2 v\ 2 u? —v3d
—) — (=) d=——€Z
=(3) - (5) ek

4| u? —vid

Die Quadrate u? und v? kénnen nur 0 oder 1 modulo 4 sein. Fiir u? — v%d
ergeben sich daher unterschiedliche Moglichkeiten je nach Restklasse von d.
Man iiberpriift tabellarisch, dass fiir d = 2,3 nur u?> = v?> = 0 mod 4 in Frage
kommt, also beide gerade. Fiir d = 1 ist u?> = v?> =1 mod 4 ebenfalls moglich,
also beide ungerade. O

Beispiel. Sei (i eine primitive N-te Einheitswurzel. Der Ganzheitsring von

Q(¢w) ist Z[CN]-

Der Beweis ist aufwéndiger. Wir werden ihn spéter fithren, wenn wir schon mehr
iiber Zahlringe wissen.

In diesen Beispielen sieht man, dass Ok ein Ring ist. Fiir den allgemeinen Fall
holen wir weiter aus.

Konvention: Alle Ringe sind kommutativ mit Eins. Alle Ringhomomorphismen
bilden Eins auf Eins ab.

Definition 1.3. Sei A C B eine Ringerweiterung. Fin Element b € B heifst
ganz iiber A, wenn esn € Nund ai,...,a, € A gibt mit 2" +a,2" '+ -+a, =
0. Der ganze Abschluss von A in B ist die Menge der Elemente von B, die ganz
iber A sind. Die Ringerweiterung heif$t ganz, wenn alle Elemente von b ganz
iber A sind.

Beispiel. (i) A = Z, B = K endliche Korpererweiterung von Q. Dann ist
Ok nach Definition der ganze Abschluss von Z in K.

(i) A = K C L eine Korpererweiterung. Ein Element von L ist genau dann
ganz iiber K, wenn es algebraisch iiber K ist. (Das Minimalpolynom kann
normiert gewiihlt werden!).

Satz 1.4. Sei A C B eine Ringerweiterung. Dann ist der ganze Abschluss von
A in B ein Ring.

Insbesondere sind Zahlringe Ringe!



Bemerkung. Zum Beweis erinnern wir uns an den Fall von Koérpererweite-
rungen. Warum ist der algebraische Abschluss ein Korper? Warum sind Sum-
men/Produkte von algebraischen Elementen algebraisch? In der Algebra wurde
dies auf die Theorie der endlichen Erweiterungen zuriickgefiihrt - endliche Er-
weiterungen von endlichen Erweiterungen sind endlich, endliche Erweiterungen
sind endlich. Endlich bedeutet hierbei endlichdimensional als Vektorraum.
Dieses Argument wollen wir mit Ringen wiederholen. Dafiir miissen wir zuerst
den Vektorraumbegriff auf Ringe iibertragen!

Moduln

Definition 1.5. Sei A ein Ring. Fin A-Modul M ist eine abelsche Gruppe
(M, +) zusammen mit einer Skalarmultiplikation

AxM—M
so dass fiir alle a,b € A, z,y € M gilt:
(i) a(a +y) = az + ay,
(ii) (a+b)x = ax + bz,
(iii) a(bx) = (ab)z,
(v) 1z = z.

Beispiel. A = k ein Korper. Dann ist ein A-Modul das Gleiche wie ein k-
Vektorraum.

Lemma 1.6. Ein Z-Modul ist das Gleiche wie eine abelsche Gruppe.

Beweis: Sei M ein Z-Modul, dann ist nach Definition M eine abelsche Gruppe.
Interessant ist also die Gegenrichtung. Sei M eine abelsche Gruppe, © € M,
n € N. Wir definieren na = x+(n—1)x. Fiir negative n setzen wir nx = —(—n)zx.
Die Modulaxiome gelten alle. Man beweist alles mit Induktion, z.B.

nz+y)=@+y+n-D@+ty)=z+y+n—-1z+@n-1y=nc+ny.
O

Bemerkung. Man sieht an der Beispielrechung, dass die Kommutativitdt von
M wirklich benétigt wird.

Definition 1.7. Sei M ein A-Modul.

(i) Ein System von Elementen {m;|i € I} heifit Erzeugendensystem, wenn es
fiir jedes m € M einn € N, endlich viele iy,...,i, €  unday,...,a, € A
gibt mat

m=aim;, +---+a,m;,
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(ii) M heifst endlich erzeugt, wenn es ein Erzeugendensystem mit endlich vie-
len Elementen gibt.
(i4i) FEin System {my|i € I} heifft linear unabhingig, wenn aus
0=aim; + - +anm,,
mitn € Niy,...,in € I,a1,...,a, € A folgt, dass a1 =--- = a, = 0.
(iv) Ein linear unabhingiges Erzeugendensystem heifst Basis.

(v) M heifit frei, falls es eine Basis gibt. Die Mdchtigkeit einer Basis heifst
Rang von M.

Beispiel. (i) Wenn A ein Korper ist, so sind alle Moduln frei. (Basisexistenz-
satz, Lineare Algebra). Der Rang ist nichts anderes als die Dimension.

(ii) Sei A =7, M = 7Z/2Z. Dieser Modul ist nicht frei, denn fiir jedes Element
gilt 2z = 0. Es gibt keine linear unabhéngigen Teilmengen!

(iii) A? ist frei vom Rang 2 mit Basis {(1,0), (0,1)}.

Die Wohldefiniertheit des Rangs werden wir noch zeigen.
Die Grundlagen der Theorie funktionieren wie in der linearen Algebra.

Definition 1.8. (i) N C M heifit Untermodul, wenn N abelsche Untergrup-
pe von M ist und abgeschlossen unter Multiplikation mit A.

(i) f: N — M heifft Modulhomomorphismus, wenn f ein Gruppenhomomor-
phismus ist und f(am) = af(m). Die Menge der Modulhomomorphismen
wird durch Homy (M, N) bezeichnet.

Beispiel. A ist auch ein A-Modul. Die Untermoduln von A sind genau die
Ideale. Ist A — B ein Ringhomomorphismus, so ist B ein A-Modul.

Lemma 1.9. (i) Kern und Bild eines Modulhomomorphismus sind Unter-
moduln.

(i) Ist N C M ein Untermodul, so ist M/N ein Modul mit der induzierten
Skalarmultiplikation. Ist speziell M = A der Ring, so ist A/N ein Ring
falls N # A.

Beweis: Kern und Bild sind Untergruppen. Zu zeigen ist, dass sie von der Skalar-
multiplikation respekiert werden. Sei f : M — N ein Modulhomomorphismus,
x € Ker f, a € A. Dann gilt

flax) =af(x) =a0=0.
Sei y = f(x) im Bild. Dann gilt

ay = af(x) = f(ax) .



Da M abelsch ist, ist N automatisch ein Normalteiler. Damit ist M/N als
abelsche Gruppe definiert. Auch die Modulaxiome sind leicht zu iiberpriifen.
Einzige Frage ist die Wohldefiniertheit der Skalarmultiplikation. Seien also a €
A, z,y € M in der selben Nebenklasse, d.h. x —y € N. Dann gilt

alt+N)=ax+ N ;a(ly+ N)=ay+ N .

Da N ein Untermodul ist, gilt a(x —y) = ax—ay € N, also ist die Multiplikation
wohldefiniert. Ist speziell M = A der Ring, so ist N ein Ideal. Die Ringaxiome
sind leicht zu iiberpriifen (oder vergleiche Algebra). O

Satz 1.10 (Homomorphiesatz, Noethersche Isomorphiesétze). Sei f: M — N
ein A-Modulhomomorphismus. Dann ist die induzierte Abbildung

f:M/Kerf —1Imf
ein Isomorphismus von A-Moduln. Sind N, N' C M Untermoduldn, so ist
(N+N')/N=N'/(NNN)
ein kanonischer Isomorphismus. Sind N’ C N C M Untermoduln, so ist
(M/N')/(N/N') = M/N
ein kanonischer Isomorphismus.

Beweis: In der Algebra zeigt man diese Ausagen fiir abelsche Gruppen. Die
Vertréglichkeit mit der A-Modulstruktur ist leicht zu iiberpriifen. O

Satz 1.11. Sei M = A" ein freier A-Modul. Dann ist der Rang wohldefiniert.

Beweis: Sei I C A ein maximales Ideal, d.h. I # A und maximal mit dieser
Eigenschaft. Solche Ideale existieren. (Satz der Algebra). Sei N = IM, d.h. der
Untermodul, der von den ax mit a € I, x € M = A" erzeugt wird.

Behauptung. N = I" (direktes Produkt von Moduln)
Zunéchst N D I™. Sei (z1,...,z,) € I™.

(1,...,2n) = (21,0,...,0) + (0,22,0,...,0) +--- 4+ (0,...,0,2,,) =
21(1,0,...,0) + -+ 2,(0,...,0,1) € N .

Fiir die zweite Inklusion sei (a1, ..., a,) € A" und z € I. Dann folgt z(ay, ..., a,) =
(zai,...,za,) € I". Dann ist

M/N = A™/T" = (A/I)" .

Die Zahl n ist die Dimension des k = A/I-Vektoraums M /N, also wohldefiniert.
O
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Lemma 1.12. Sei R ein Ring, B eine quadratische Matriz mit Koeffizienten in
B. Wenn das Gleichungssystem By = 0 eine nichttriviale Losung (A1, ..., A\p)
hat, so folgt \; det B =0 fiir alle .

Beweis: Ist R ein Korper, so gilt diese Aussage mit det B = 0. (Lineare Algebra)
Fiir den Ringfall gehen wir die Beweise durch: Die Determinante wird durch die
Leibniz-Formel definiert. Sie ist multilinear und alternierend in den Zeilen und
Spalten. Insbesondere bleibt sie unveréindert, wenn man ein Vielfaches einer
Spalte zu einer anderen addiert. Wir multiplizieren also die Spalte ¢ mit A;
(dies multipliziert die Determinante mit ;) und addieren dann das A;-fache der
Spalte j fiir alle j # i. In der neuen Matrix verschwindet die i-te Spalte, also
auch die Determinante. O

Ganze Ringerweiterungen

Satz 1.13. Seien A C R Ringe, x € R. Dann sind dquivalent:
(i) Es gibt n € N und ay,...,a, € A mit 2" + a1z~ '+ +a, = 0.
(ii) Alz] = {31 yaiz’ | n € No,a; € A} ist ein endlich erzeugter A-Modul.

(i1i) Es gibt einen Teilring B C R, der A und x enthdlt und der ein endlich
erzeugter A-Modul ist.

(iv) x ist ganz dber A.
Beispiel. Seien speziell A C R Korper. Dann bedeuten die Bedingungen:
(i) « ist algebraisch iiber A.
(ii) A[x] ist ein endlich dimensionaler A-Vektorraum.
(iii) A,{z} C B und B ist ein endlich dimensionaler A-Vektorraum.

In dieser Form ist der Satz aus der Algebra bekannt. Der Beweis bleibt derselbe.

Beweis: (i) = (ii): Sei M C R der A-Modul, der von 1,z,...,2""! erzeugt
wird. Nach Vorraussetzung gilt

"= —aqa" = —a, e M

Rekursiv erhilt man also 2"/ € M fiir alle j. Es folgt A[x] C M. Die umge-
kehrte Inklusion ist klar. Insbesondere ist A[x] endlich erzeugt.

(#4) = (4i1): Wahle B = Alz].

(#i1) = (i): B werde von yi,...,y, also A-Modul erzeugt. Wegen = € B gilt
zy; € B. Es gibt also Koeflizienten a;; € A mit

wyi = Y aiy; & ) _(ai; — diyx)y; =0
J i
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Dies kann als ein lineares Gleichungssystem iiber dem Ring B fiir die y; gele-
sen werden. Sei d die Determinante der Koeffizientenmatrix, also das charak-
teristische Polynom von (a;;). Die Spalten der Koeffizientenmatrix sind linear
abhéingig. Nach Lemma 1.12 folgt y;d = 0 fiir ¢ = 1,...,n. Da B von den
y; erzeugt wird, folgt bd = 0 fiir alle b € B, insbesondere auch 1d = 0. Das
charakteristische Polynom ist die gesuchte Polynomialgleichung fiir x.

(1) < (iv) gilt nach Definition. O

Beweis von Satz 1.4. Es gilt x +y,x —y,xy € Alz,y]. Sei 2 ganz iiber A. Dann
ist Alz] ein A-Modul mit Erzeugern {z1,...,2,}. Sei y ganz iiber A. Dann ist
Aly] ein A-Modul mit Erzeugern {y1,...,yn}. Dann sind die Elemente z;y;
Erzeuger von A[z,y], denn in a = Y ag;x*y! konnen z und y durch die z; und
y; ausgedriickt werden. Durch Ausmultiplizieren erhélt man eine Darstellung
von « in Termen der x;y;. Also ist Alx,y] endlich erzeugt. Nach Satz 1.13 sind
dann alle Elemente von Afz,y] ganz iiber A. O

Damit haben wir unser erstes Hauptziel erreicht.

Korollar 1.14 (Transitivitdt). Seien A C B, B C C ganze Ringerweiterungen.
Dann ist A C C ganz.

Beweis: Sei x € C. Es erfiillt also eine Gleichung
2" bz V4 4D, =0,b€B

B ist ganz iiber A, also ist A[b;] endlich erzeugter A-Modul. Wie beim letzten
Beweis folgt A[by,...,b,] endlich erzeugter A-Modul. Wegen = € Alby,...,by]
ist = ganz iiber A (Satz 1.13). O

Korollar 1.15. Sei B ein Integrititsring, A C B ein Unterring, so dass B ganz
iber A ist. Dann gilt:

B Kérper < A Korper

Beweis: Sei A ein Kérper, 0 # b € B. Nach Satz 1.13 ist B’ = A[b] ein endlich-
dimensionaler A-Vektorraum. Die Multiplikation mit B ist eine A-lineare Ab-
bildung B’ — B’. Da B nullteilerfrei ist, ist diese Abbildung injektiv. Da B’
endlich dimensional ist, ist sie dann auch surjektiv. Also hat b ein multiplikatives
Inverses in B’ C B.

Umgekehrt sei B ein Korper, 0 # a € A. Sei b = a~! € B. Dieses Element ist
ganz iiber A, erfiillt also eine Gleichung

P4 ab" '+ 4a,=0a; € A.
Diese Gleichung wird mit a”~! multipliziert.
b+ai+asa+...apa" 1 =0.

Alle Summanden aufler dem ersten liegen in A, also auch b. O
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Definition 1.16. Sei A ein Integrititsring. A heifit ganz abgeschlossen, wenn
A mit seinem ganzen Abschluss im Quotientenkdrper ibereinstimmdt.

Beispiel. Faktorielle Ringe (d.h. solche mit eindeutiger Primfaktorzerlegung,
z.B. Z, diskrete Bewertungsringe) sind ganz abgeschlossen.

Beweis: Sei A ein Hauptidealring, K der Quotientenkorper, x € K ganz iiber
A. Dann ist
" +ax" M+ ta, =0, a,€A

Sei x = a/b mit a und b teilerfremd. Die Gleichung wird mit 4™ multipliziert:
a" +aia" b4 4 a,b" =0.

b teilt jeden Summanden aufler dem ersten, also folgt b | a™. Dies ist ein Wider-
spruch zur Teilerfremdheit. Es folgt b invertierbar in A und damit x € A. O

Korollar 1.17. Zahlringe sind ganz abgeschlossen.

Beweis: Sei Oy der ganze Abschluss von Z in K, O’ der ganze Abschluss von
Ok in K. Wegen der Transitivitit von ganzen Erweiterungen ist dann O’ ganz
iiber Z, also O’ C Ok. O



Kapitel 2

Moduln iiber
Hauptidealringen

Unser néchstes groles Ziel ist der Beweis des folgenden Resultats.

Theorem 2.1. Sei K/Q ein Zahlkérper, Ox C K der Ganzheitsring. Dann ist
O 2 7% mitd=[K : Q.

Beispiel. (i) Fiir K/Q vom Grad zwei ist dies eine Ubungsaufgabe.

(ii) Fir K = Q(¢y) gilt Ox = Z[(,] (ohne Beweis). Als Z-Modul hat dieser

Ringe die Basis 1, (7, (2, ..., ff(n)_l, wobei ¢(n) der Grad des Minimal-
polynoms von ¢, ist.

Bemerkung. Sei oo € Ok. Dann ist Z[«] nach Satz 1.13 eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe. Ist Z[a] # Ok, so nehmen wir 8 € Ok \ Z[a]. Wieder nach
Satz 1.13 ist Z[w, 4] ein endlich erzeugter Z[a]-Modul und damit eine endliche
erzeugte abelsche Gruppe (vergleiche Beweis von Satz 1.4). Wenn dies nicht
ganz Ok ist, dann ...

Es gibt zun#chst keinen Grund, warum dieses Verfahren enden sollte.

Wir wenden uns den einfachen Reduktionen zu.

Moduln iiber Hauptidealringen

Satz 2.2. Sei A ein Hauptidealring, M ein endlich erzeugter freier Modul,
N C M ein Untermodul. Dann ist N ebenfalls frei von kleinerem Rang als M.

Proof. Es geniigt M = A™ zu betrachten. Der Beweis wird durch vollstandi-
ge Induktion nach n gefithrt. Fiir n = 1 gilt die Aussage, da jedes Ideal ein
Hauptideal ist, also frei vom Rang 1 oder 0.

Seinunn > 1, p: A" — A die Projektion auf die letzte Koordinate. Der Kern
ist A"~ x 0, also frei vom Rang n — 1. Wir betrachten 7 = p|y. Es gilt

Kerm = NNKerp C Kerp = A"}

13
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also ist Ker 7 frei. Weiter gilt

ImmCImp=A
Nach Induktionsvoraussetzung ist dieser Modul frei vom Rang hochstens 1.
Behauptung. N = Kern @ Im

Im Fall Im7 = 0 ist nichts zu zeigen. Sei nun y eine Basis von Im 7 und g ein
Urbild in N.

¢:Kerm @ Imm — N; (z,ay) — x + ay

Wie in der linearen Algebra rechnet man nach, dass diese Abbildung injektiv
und surjektiv ist. Hier die Details: Sei (z, ay) € Ker ¢, d.h. x = —ag. Auf diese
Relation wenden wir 7 an und erhalten 0 = —ay. Wegen y # 0 folgt a = 0,
somit z = 0. Fiir die Surjektivitit sei n € N. Sei n’ = n(z) = ay. Dann ist
x =n — ay € Kerr. Es gilt nach Konstruktion n = ¢(z, ag).

Dies beendet den Beweis. Als direkte Summe von freien Moduln ist N frei. O

Definition 2.3. Ein A-Modul M heifst torsionsfrei, wenn ax = 0 fiira € A,z €
M impliziert a = 0 oder x = 0.
Besonders interessant ist der Fall A = Z.

Beispiel. Q-Vektorrdume sind torsionsfreie abelsche Gruppen, denn ax = 0,a #
0=x= %aax = 0. Alle Untergruppe von Q-Vektoriumen sind torsionsfreie abel-
sche Gruppen, insbesondere unsere Ganzheitsringe O C K.

Satz 2.4. Sei A ein Hauptidealring. Torsionsfreie endlich erzeugte A-Moduln

sind frei von endlichem Rang.

Proof. Sei M ein endlich erzeugter torsionsfreier Modul. Seien z1,...,zx Er-
zeuger von M. Darin sei ohne Einschrinkung {1, ...,z,} eine maximale linear
unabhingige Teilmenge. Fiir ¢ > n gilt

a;r; +arx1+ - +apxy, =0

mit a; # 0, denn sonst wire {z1,...,Z,,2;} linear unabhéingig. Mit ande-
ren Worten: a;x; €< x1,...,Z, >a. Sei a = Hf\;nH a;. Dann ist ax; €<
T1,...,Tp >4 furi=1,..., N. Wir definieren

¢ M—M; xz— ax .

M ist torsionsfrei, daher ist Ker ¢ = {z € M | axz = 0} = 0. ¢ faktorisiert iiber
< X1y, Tn >4 A" Der Untermodul ¢(M) ist dann frei. O

Bemerkung. Wir haben hier einen Spezialfall des Elementarteilersatzes be-
wiesen. Jeder endlich erzeugte Modul iiber einem Hauptidealring hat die Form

A" X Alqy X ... A/ qm

Fiir n,m € Ny und Ideale ¢; C Cg,,. Fiir A = Z nennt man das Ergebnis auch
Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen. Fir A = k[X] (k Korper)
ist es die Jordansche Normalform.
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Voriiberlegungen zum Beweis des Theorems

Ok C K ist eine torsionsfreie abelsche Gruppe. Daher ist ist Ok endlich erzeugt
genau dann, wenn O = ZV fiir ein N.

Lemma 2.5. Seix € K. Dann gibt es m € Z mit mx € Og.

Beweis: x erfiillt ™ + a1z ' + as2” 2 + - 4+ a, = 0 mit a; € Q. Sei m der
Hauptnenner der a;. Multiplikation der Gleichung mit m™ ergibt

(mz)™ + aym(mz)* ' 4+ ...m"a, =0 .
Also gilt ma € Ok. O

Korollar 2.6. Ok enthilt eine freie Gruppe vom Rang d = [K : Q).

Beweis: Sei x1,...,xq eine Basis von K iiber Q. Seien my,...,mg € Z, so dass
m;x; € O.
Behauptung. < myzi,...,mgxqy > hat Rang d.

Wire der Rang kleiner als d, so hitten wir eine Relation
ny(miz1) + ne(mexs) + - -+ + ng(maxq) =0,
dies ist ein Widerspruch zu linearen Unabhéngigkeit von x1, ..., x4 tiber Q. O

Lemma 2.7. Sei M C K eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gilt
rgM <d.

Beweis: Sei Mg = {% | m € M,s € Z} C K. Dies ist ein Q-Vektorraum der
Dimension héchstens d.

Behauptung. dim Mg = rgM.

Sei x1,...,x eine Basis von M als Z-Modul. Dies ist eine Basis von Mg als
Q-Vektorraum, da ein linear unabhingiges Erzeugendensystem. O

Insgesamt: Wenn O endlich erzeugt ist als abelsche Gruppe, dann O = Z.%.
Wir fassen zusammen:

Lemma 2.8. Fiir den Beweis von Theorem 2.1 geniigt es zu zeigen, dass Og C
M C K wobei M eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist.

Beweis: M endlich erzeugt, torsionsfrei = M freier Z-Modul von endlichem
Rang. Ox C M = Ok frei von endlichem Rang. Die Gradaussage des Theorems
folgt wie bereits bemerkt aus Korollar 2.6 und Lemma 2.7. O
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Kapitel 3

Norm, Spur und
Diskriminante

Erinnerung an Algebra

Sei L/ K algebraisch und separabel, & € L. Das Minimalpolynom Min(«) von «
ist das normierte Polynom minimalen Grades mit Nullstelle a.

Beispiel. In Charakteristik Null sind alle Erweiterungen separabel. Erweite-
rungen von endlichen Kérpern ebenfalls. Dies sind die beiden Fille, die bei uns
vorkommen werden.

Lemma 3.1. Min(«) ist das charakteristische Polynom det(X id —m,,) der K-
linearen Multiplikationsabbildung m,, : K(a) — K(«) mit x — ax.

Beweis: Sei P das charakteristische Polynom. Es hat den Grad [K(«a) : K] =
deg Min(a). Es ist normiert. Es gilt (Satz von Cayley-Hamilton) P(m,) = 0 als
Abbildung K (o) — K(a). Auswerten in 1 ergibt P(«) = 0. Also erfiillt P alle
Eigenschaften von Min(«). O

Seien au, ..., a4 die d verschiedenen (L/K separabel!) Nullstellen von Min(a)
in K. Jedes «; definiert einen Kérperhomomorphismus o; @ K(o) — K mit
oi(a) = ;. Dies sind alle Kérperhomomorphismen o : K (o) — K mit o|x = id.

Lemma 3.2. Es gilt

d d
Min(a) = H(X —a;) = H(X —oi(a)) .

Beweis: Klar O

Bemerkung. K(«)/K ist galois genau dann, wenn alle o; € K (o). Dann ist
{o1,...,04} = Gal(K(a)/K).

17
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Definition 3.3. Sei L/K endliche Kérpererweiterung, o € L. Das charakteri-
stische Polynom von « st

P,(X) = det(X id —my,)
wobei my, : L — L die Multiplikationsabbildung mit o ist. Die Norm von « ist
Np/k(a) = det(mqg)

Die Spur von « ist
T‘I‘L/K(Oé) = Tr(ma)

Bemerkung. Es gilt P (X) = XKl - Tr(o) XK= 4o (D) IFEEIN (@),

Lemma 3.4. Sei L/K separable Korpererweiterung, [L : K| = d. Seien aq, ..., aq
die Nullstellen von Min(a), jede mit Vielfachheit [L : K(«)]. Seien

o1,...,04:L—K
die Einbettungen mit o;|x = id. Dann gilt

P.(X) = Min(a) BN = TT(X - a;) = [](X — 03())
1 =1

Trp/k(a) = Zai = Zai(a)
Npjr(a) = H%‘ = Hai(a) :

Beweis: Es geniigt, die Aussge fiir P, zu zeigen. Es gilt

d d

{ag,...,aq} ={o1(a),...,04(a)}

als Mengen mit Vielfachheit, denn jede der [K(a) : K] vielen Einbettungen
K(a) — K ldsst sich auf [L : K(«)] viele Weisen nach L fortsetzen. Der Fall
L = K(«) ist Lemma 3.1. Sei nun r = [L : K(«a)].

Behauptung. Pp i = P, /-

Sei y1,. .., Yy, eine Basis von L/K(«), #1, ..., 24 €ine Basis von K(«)/K. Dann
ist {y;2; | ¢ =1,...,7,75 =1,...,¢} eine Basis von L/K. Sei M = (m;;) die
Matrix der Multiplikation mit « beziiglich der z;, d.h. mq(2z;) = >, mjrzk.
Dann gilt mq (y:2z;) = Zk m;rYs 2k Die Matrix von m,, beziiglich der Basis y;z;
ist eine diagonale Blockmatrix aus » Kopien von M. O

Korollar 3.5. Sei L/K Erweiterung von Zahlkorpern, a € Or. Dann gilt P, €
Ok [X]. Insbesondere ist Trp /i (), N i () € O

Bemerkung. Falls Oy = 0% (im Allgemeinen falsch!), so hat die Matrix von
me, Eintrige in Ok und die Aussage ist klar.
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Beweis: Py(X) = [[(X — o()) mit o wie im Lemma. Nach Vorraussetzung
erfiillt « eine Gleichung

X"+ X" P4 4+ ap =0 mit a; € Ok

Dann erfiillt o(«) dieselbe Gleichung, ist also ebenfalls ganz iiber O. Damit
sind alle Koeffizienten von P, ganz {iber Ok . Gleichzeitig liegen sie in K. Da
Ok ganz abgeschlossen ist, liegen die Koeffizienten in Og. O

Beispiel. K = Q, L = Q(v/3), O = Z[v/3]. Wir wihlen die Basis 1,v/3. Sei
a = a+ bV/3. Die Multiplikation mit o hat die Matrix

a 3b
b a
Also ist die Spur 2a, die Norm a? — 3b2, das charakteristische Polynom

Po(X) = X? — Tr(a)X + N(a) = X? — 2aX + (a* — 3b%)

Fiir b # 0 ist dies das Minimalpolynom von a. Fiir b = 0 gilt X2 —2aX + a? =
(X —a)? = Min(a)?.

Definition 3.6. Sei A C B eine Ringerweiterung, B ein freier A-Modul vom
Rang d. Die Spurpaarung ist die symmetrische A-bilineare Abbildung

(v):BxB— A, (z,y) =Trp/a(zy) .
Sei x1,...,xq eine Basis von B. Dann heif§t
D(.’L’l, e ,xd) = det(TI‘(.Z‘il‘j)i,j)

Diskriminante der Basis. Die Diskriminante Dg, 4 ist das Ideal, das D(x1,. .., xq)
erzeugt wird.

Bemerkung. Uns interessiert vor allem L/K endliche Képererweiterung, aber
auch Ok /Z.

Beispiel. Sei L = Q[X]/(X?+pX +q) mit p, q € Q. Dies ist ein 2-dimensionaler
Q-Vektorraum, Basis 1, X. Es gilt Tr(1) = 2. Multiplikation mit X hat die

Matrix
0 —q
I —p

also, Tr(X) = —p.
Es gilt

Tr(l) Tr(X) 2 - 2
D(1,X) = det (Tr(X) Tr(X2)> = det (—p e _p2q> = p° —4q

Dies ist genau die Diskriminate der quadratischen Gleichung.
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Lemma 3.7. Seiyi,...,yq € B mity; =Y a;jxj. Dann gilt
D(y1,...,yq) = det(a;;)?D(x1, . .., 2q)
Insbesondere ist Dga wohldefiniert.

Beweis: Es gilt

Tr(ypyq) = Tr | D apiagjziz; | = apiagTr(wia;)
]

Es folgt

(Tr(Ypyq))pg = (api)pi(Tr(ziz;))s; (aqj)t
wobei ¢ die transponierte Matrix ist. Dies impliziert die Gleichheit der Deter-
minanten. O

Exkurs in die bilineare Algebra

Sei (+,+) : V XV — k eine symmetrische Bilinearform, (k Kérper, V ein Vektor-
raum). Sei vy, ..., vq eine Basis von V', M = (v;,v;),; die zugehorige symmetri-
sche Matrix. Dann gilt fiir v =3 a;v;,w =}, bjv;

(v,w) = Zaivi,ijvj = Zai(vi,vj)bj = (al, N .,ad)tM(bl,. . .,bd)
J

i,J

Definition 3.8. Die Bilinearform (-,-) heifit nicht-degeneriert, wenn aus (v, w) =
0 fiir alle w die Gleichung v =0 folgt.

Lemma 3.9. (-, ) ist nichtdegeneriert genau dann, wenn die zugehdérige Matriz
M invertierbar ist, also genau dann, wenn det M # 0.

Beweis: Falls M nicht invertierbar ist, so gibt es v mit v*M = 0, also auch
v!Mw = 0 fiir alle w. Sei nun M invertierbar, v = _ a;v;. Der Fall d = 1 ist
trivial, also sei d > 1. Wihle (c1,...,cq) mit

aici+---+agea #0

Wir 16sen das Gleichungssystem Mw = (c1,...,cq)". Dies ist moglich, da M
invertierbar ist. Es folgt v!Mw # 0. O

Bemerkung. Die Diskriminante entscheidet also, ob die Spurpaarung nicht-
degeneriert ist.

Beispiel. K = Q(v/3)/Q. Es gilt

Tr(1) Tr(v3) 2 0
D(1,V/3) = det <Tr(\/§) Tx(3) > = det (0 6) =12
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Lemma 3.10. Sei (-, -) nicht-degenererierte symmetrische Bilinearform, vy, ..., vq
eine Basis. Dann g¢ibt es eine duale Basis wq, ..., wq mit (vi,wj) = ;5.

Beweis: Die Bestimmung von w; bedeutet das Losen eines linearen Gleichungs-
systems Mw; = (0,...,1,...,0) (mit 1 an der j-ten Stelle). Dies ist moglich,
da M invertierbar ist. O

Satz 3.11. Sei L/K separable endliche Kdrpererweiterung. Dann ist Dy i # 0.
Die Spurpaarung ist nicht-degeneriert.

Beweis: Es gilt Tr(a) = Y. o;(a), wobei o; : L — K fiir i = 1,...,d die
Einbettungen mit ;| = id durchlduft. (Hier benutzen wir die Separabilitiit.)
Sei x1,...,xzq eine Basis von L iiber K. Es gilt

D(z1,...,2q) = det (Tr(z;y;)i;) = det (Z Jk(xixj)>

k

= det (Z Uk(xi)ak(xj)> = det ((on(:))in(on(7;)),;) = det(oy(z;))?
k ij

Angenommen diese Determinante verschwindet. Dann gibt es u1,...,uq € K
mit Y. u;0;(x;) = 0 fiir alle j. Da die z; eine Basis sind, folgt > u;o; = 0
als Abbildungen L* — K. Als Gruppenhomomorphismen L* — K sind die o;
jedoch linear unabhéngig nach Lemma 3.12. O

Lemma 3.12. Sei G eine Gruppe, k ein Kéorper, o; : G — k* firi=1,...,m
verschiedene Gruppenhomomorphismen. Dann sind sie linear unabhdnging im

k-Vektorraum Abb(G, k).

Dies ist ein wesentlicher Schritt im Beweis des Hauptsatzes der Galoistheorie.
Da das Lemma wichtig und einfach ist, fithren wir den Beweis noch einmal.

Proof. Angenommen, die Aussage ist falsch. Dann gibt es eine minimale linear

abhéingige Teilmenge von {o1,...,0m,}. Ohne Einschrinkung besteht sie aus
01,...,0n mit n < m. Esist n > 2, denn o1 # 0, da es Werte in £* annimmt.
Sei nun

ai01+---+apno, =0

eine nichttriviale Relation in Abb(G, k). Wegen der Minimalitét der Relation
gilt a; # 0 fiir alle 7. Seien g, h € G. Es gilt

0 =ayo1(gh) + -+ anon(gh)
=ay101(g9)o1(h) + - + anon(g)on(h)

Da dies fiir alle & gilt, erhalten wir eine neue Relation

0=ayo1(g9)o1 + -+ + anon(g)on
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Andererseits multiplizieren wir die urspriingliche Relation mit o1(g)
0=a101(9)o1 + -+ ano1(g)on
Durch Subtraktion ergibt sich

0=0+ a2(01(g) - 02(9))02 +--+ an(on(g) - 01(9))0?1

Wir wihlen speziell g mit o1(g) # o2(g). Dies ist moglich wegen o1 # os.
Damit haben wir eine neue, kiirzere nichttrivale Relation gefunden. Dies ist ein
Widerspruch zur Wahl der o;. O

Beispiel. L = Q[X]/(X? + pX + ¢) hatte Diskriminante p? — 4¢. Diese Zahl
verschwindet genau dann, wenn X2 4 pX + ¢ eine doppelte Nullstelle hat, also
wenn L kein Korper ist.

Beweis von Theorem 2.1. Sei O C K der Ganzheitsring. Nach Lemma 2.8
geniigt es zu zeigen, dass Ok in einem endlich erzeugten Z-Modul M C K
enthalten ist. Sei 1, ..., x4 eine Basis von K/Q. Ohne Einschrinkung gilt x; €
Ok. Sei y, ..., yq die duale Basis beziiglich der Spurpaarung.

Behauptung. Ox C<y1,...,Yq >z-

Sei z € Ok. Wir schreiben z = 3" b;y; mit b; € Q, da die y; eine Basis bilden.
Es gilt z;2 € Ok, da Ok ein Ring ist. Nach Korollar 3.5 ist Tr(z;z) € Z. Es
folgt weiter

Tr(ziz) = Y Tr(wbjy;) = Y b;Tr(ziy;) = b,
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Ideale von Ganzheitsringen

Dedekindringe

Definition 4.1. Fin Ring A heifit noethersch, wenn jedes Ideal endlich erzeugt
15t.

Beispiel. Hauptidealringe sind noethersch, denn jedes Ideal wird von nur einem
Element erzeugt.

Lemma 4.2. Sei Ok ein Zahlring. Dann ist Ok noethersch.

Beweis: Nach Theorem 2.1 ist O = Z¢ fiir d = [K : Q)] (als abelsche Gruppe).
Jedes Ideal I ist eine Untergruppe, nach Satz 2.2 ist I daher endlich erzeugt als
Gruppe. Dann ist I erst recht endlich erzeugt als Ideal. O

Bemerkung. Nicht so leicht zu sehen, aber richtig: Ist k£ ein Korper, so ist
k[X1,...,X,] noethersch.

Meist werden die folgenden Eigenschaften noetherscher Ringe ausgenutzt:

Lemma 4.3. Sei A ein noetherscher Ring.
(i)
Lclhcly3C...
eine Folge von Idealen. Dann wird diese stationdr, d.h. es gibt ng € N, so

dass I, = I,41 fiir alle n > ng.

(i1) Sei ® # () eine Menge von Idealen von A. Dann hat ® ein mazimales
Element.

Beweis: Wir betrachten eine Idealkette. Sei I = |J I,,. Dies ist ein Ideal. Nach
Vorraussetzung ist I endlich erzeugt. Seien aq,...,a,, Erzeuger. Dann gibt es
n; fir ¢« = 1,...,m, so dass a; € I,,. Sei ngp = maxn,;. Dann gilt a; € ay, fiir
alle ¢. Dies bedeutet I,,, = I, also auch I,, = I,,, fiir n > ny.

23
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Sei nun ¢ ein Menge von Idealen von A. Angenommen, es gibt kein maximales
Element. Sei I; € ®. Da I; nicht maximal ist, gibt es Iy € ® mit Iy C I5.
Da I nicht maximal ist finden wir I3 € ® mit I, C I3. Iterativ finden wir
eine Kette von Idealen, die nicht stationér wird. Dies ist ein Widerspruch zu A
noethersch. O

Definition 4.4. Sei A ein Ring. Fin Primideal von A ist ein Ideal p C A, so
dass gilt: p # A und
abep=acypoderbeyp

Beispiel. (i) Ist A ein Hauptidealring, so ist I = (f) genau dann ein Prim-
ideal, wenn f ein Primelement (oder 0), denn

ab € (f) & flab= fla oder f|b

(if) A ist ein Integritéitsbereich genau dann, wenn 0 ein Primideal ist:
abc0&ab=0=>a=0o0derb=0

Lemma 4.5. Sei A ein Ring, I ein Ideal. I ist genau dann ein Primideal, wenn
A/I ein Integrititsbereich ist.

Beweis: Sei I ein Primideal, a,b € A mit ab =0 mod I. Dies bedeutet ab € I,
also ohne Einschrénkung a € I. Dies bedeutet wiederum a =0 mod I.

Sei umgekehrt A/I Integrititsbereich, ab € I. Dann ist ab = 0 mod I, also
ohne Einschrankung ¢ =0 mod I. Dies bedeutet a € I. O

Korollar 4.6. Mazimale Ideale sind Primideale.

Beweis: Sei m maximales Ideal von A. Dann ist A/m ein Korper, also ein Inte-
gritatsbereich. O

Definition 4.7. Sei A ein Ring. Die Krulldimension von A ist die maximale
Léinge n einer Kette von Primidealen

PoSpPL & &b
Die Krulldimension kann auch unendlich sein, sogar in noetherschen Ringen.
Beispiel. (i) Korper haben Krulldimension Null.

(ii) Ein Hauptidealring, der kein Kérper ist, hat Krulldimension 1. Ist p ein
Primelement, so hat die Kette 0 C (p) keine Verfeinerung.

(iii) Schwierig: k[X7, ..., X,] hat Dimension n.
Lemma 4.8. Zahlringe sind eindimensional.

Beweis: Sei O ein Zahlring. Sei p C O ein Primideal ungleich 0. Zu zeigen ist,
dass p maximal ist.
Auch p’ = pN7Z ist ein Primideal.
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Behauptung. p’ # 0.
Sei & € p mit
O=a2"+a1z" 4+ +a, = (x4 a2+ ... ap-1)+an

und a; € Z, ohne Einschrankung a,, # 0. Es folgt a, € pNZ.
Es folgt p’ = (p) fiir eine Primzahl p. Die Abbildung

z/(p) — O/p

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Also ist der Integritéitsring O/p eine
ganze Erweiterung des Korpers Z/(p). Nach Lemma 1.15 ist dann auch O/p ein
Korper, d.h. p ist maximal. O

Definition 4.9. Fin Dedekindring ist ein noetherscher, ganz abgeschlossener
1-dimensionaler Ring.

Wir fassen zusammen:
Satz 4.10. Sei O ein Zahlring. Dann ist O ein Dedekindring.

Beweis: Lemma 4.2, Lemma 4.8 und Korollar 1.17. O

Strukturtheorie fiir Ideale von Dedekindringen

Definition 4.11. Sei A ein Ganzheitsring mit Quotientenkdrper K. Ein gebro-
chenes Ideal von A ist ein A-Untermodul I C K, so dass es d € A~ {0} gibt
mit dI C A, d.h. ein gemeinsamer Hauptnenner.

Bemerkung. e Gebrochene Ideale heiflen auch invertierbare Ideale

e Ein Ideal I C A ist ein gebrochenes Ideal (mit d = 1). Zur Unterscheidung
nennen wir sie auch ganze Ideale.

e Die Menge der gebrochenen Ideale hat eine Addition und Multiplikation

I+I'={a+blacl,bel'} CK
I~I/:{Zaibi|ai617bi€ﬂ}CK
i=1

Wir werden zeigen, dass die gebrochenen Ideale ungleich 0 eine abelsche
Gruppe beziiglich der Multiplikation bilden.

Lemma 4.12. FEin Untermodul I C K ist ein gebrochenes Ideal genau dann,
wenn er endlich erzeugt ist.
Ist A = Ok ein Zahlring, so ist I freie abelsche Gruppe vom Rang [K : Q).
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Beweis: Sei I =< x1,...,2, >4, d der Hauptnenner der x;, dann gilt dI C A.
Ist umgekehrt dI C A, so ist dI ein Ideal eines noetherschen Rings, also endlich
erzeugt. Dann ist auch I endlich erzeugt.

Sei nun A = Ok Zahlring. Als abelsche Gruppe ist I isomorph zu dI C Ok.
Als endlich erzeugte Untergruppe einer freien abelschen Gruppe ist er frei vom
Rang hochstens [K : Q]. Sei a € I. Wegen Oka C I ist der Rang mindestens
(K : Q). O

Theorem 4.13. Sei A ein Dedekindring. Dann ist jedes mazximale Ideal inver-
tierbar als gebrochenes Ideal, d.h. zu I existiert I™' mit I-I~' = A.

Bemerkung. Wire A ein Hauptidealring, so wéren alle gebrochenen Ideale
von der Form Ab mit b € Q(A). Das inverse Ideal wiire einfach Ab~1.

Lemma 4.14. Sei A noetherscher Ring, 0 # I ein (ganzes) Ideal. Dann gibt es
Primideale ungleich O mit I D py...pn,.

Beweis: Sei ® die Menge der Ideale I # 0 von A, fiir die das Lemma nicht gilt,
d.h. die kein Produkt von Primidealen enthalten. Angenommen, ® # (). Da A
noethersch ist, hat ® ein maximales Element Iy. Das Ideal I ist nicht prim,
also gibt es z,y € A\ Iy mit xy € Iy. Nach Voraussetzung

IoClo+(z), Io+ (y) = Lo+ (z), Io+ (y) ¢
Also gibt es Primideale p1,...,95,q1,-- -, qm ungleich null mit

pl...pnCIo—l-(:c),ql...qmCIO+(y):>

Dies ist ein Widerspruch. O

Beweis des Theorems: Sei m C A maximal, m # 0. Sei
m ={reQ(A)|zmcC A}

Dies ist ein A-Untermodul von Q(A). Fiir 0 # y € m folgt ym’ € A, also ist dies
ein gebrochenes Ideal. Schlielich gilt nach Definition mm’ C A. Da m ein Ideal
ist, gilt A C m’. Es folgt

m=AmCcm'mcC A

Da m maximal ist, gilt
m'm =m oder m'm = A

Behauptung. m'm = m ist unmdglich.
Angenommen, m = m’m. Sei x € m’ = xm C m. Iterativ folgt

r*m=z(rm) Cz(m)Cm= - = 2"mCm firalen >1

Sei 0 # d € m, also 2"d € A fiir alle n. Dann ist A[z] ein gebrochenes Ideal (mit
Hauptnenner d), also endlich erzeugter A-Modul. Also ist x ganz iiber A. Dies
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bedeutet wiederum, dass x € A, da A ganz abgeschlossen ist. Also m’ C A. Die
Inklusion A C m’ war trivial, also haben wir A = m’ gezeigt. Insgesamt:

A={zeQ(A) | am C A}

Sei nun 0 # a € m, also (a) # 0. Nach Lemma 4.14 gibt es Primideale ungleich
null mit p; ...p, C (a). Ohne Einschrinkung sei n minimal. Es folgt

mD (a) Dp1...pn

Angenommen, fiir alle 4 ist p; ist nicht in m enthalten, d.h. es gibt x; € p; \ m.
Dann gilt 1 ...2, € p1...p, C m. Dies ist ein Widerspruch zu m Primideal.
Also gibt es ein i mit p; C m, z.B. ¢ = n. Nach Definition ist p,, # 0. Da A
eindimensional ist, folgt p,, = m. Damit:

mD (a) DmImit I =pg...pp_1

T ist nicht in (a) enthalten, da n minimal gewéihlt war. Sei b € I \ (a). Wegen
m/l C (a) folgt mb C (a) = Aa. Dies impliziert mba—! C A. Also nach Definition:
ba=' € m’ = A & b € (a). Dies ist ein Widerspruch zur Wahl des Elementes
b. O

Theorem 4.15. Sei A ein Dedekindring, Spm A die Menge der maximalen
Idealevon A.

(i) Jedes gebrochene Ideal ungleich Null schreibt sich eindeutig als

I = H p”p(l)

pESpm A
mit vy (I) € Z fast alle null.
(1t) Es gilt vy(I) > 0 fiir alle p genau dann, wenn I ein ganzes Ideal ist.
(iii) Der Monoid der gebrochenen Ideale ungleich Null ist eine Gruppe.

Beweis: Zur Existenz: Es gilt dI C A, I = (dI)(d~!). Daher geniigt es, die
Produktzerlegung fiir ganze Ideale zu zeigen, so dass gleichzeitig (ii) gilt. Sei
® die Menge der Ideale, die keine Primidealfaktorisierung hat. Angenommen,
® # (). Da A noethersch ist, hat ® ein maximales Element I. Es ist I # A, da
A= HpespecApO. Also ist I C p fiir ein maximales Ideal p. Sei p’ = p~! das
Inverse als gebrochenes Ideal. Wir betrachten I’ = Ip’. Es folgt

Icp=I=1IpCcpp’=A
d.h. auch I’ ist ein ganzes Ideal. Wegen A C p’ gilt I C I’ = Ip.

Behauptung. I C I’
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Angenommen, die Ideale sind gleich. Sei z € p’. Nach Annahme ist I C I, also
iterativ ™I C I fiir alle n. Ein Hauptnenner fiir I ist auch ein Hauptnenner fiir
Alx], also ist dieser Modul endlich erzeugt und « ganz iiber A. Damit ist z € A.
Wir haben p’ = A gezeigt, dies ist ein Widerspruch.

Nach Wahl von I € ® ist nun I’ ¢ ®. Es gilt

I'=pyt g = T=pp'T=ppi* ... pyt
Tatséichlich sind hierbei die Exponenten alle grofler gleich 0.
Zur Eindeutigkeit: Sei []p™ = [[p™>, also [[p™» ™ = A. Wir schreiben die
Gleichung so um, dass alle Exponenten grofler gleich Null und minimal sind.
Wir erhalten also

Pt =t g

mit p; # q; fiir alle 4,7 und n;,m; > 0. Es gilt p1 D q7"" ... q;"". Also enthilt
p1 eines der q; (wie im Beweis von Theorem 4.13). Da A ein Dedekindring ist,
folgt p1 = q;, Widerspruch.
Die Behauptung iiber die Gruppenstruktur ist nun klar. O

Definition 4.16. Die Idealklassengruppe oder Klassengruppe des Zahlkorpers
K st
CI(K) = Gruppe der gebfochenen Ideale # 0

Hauptideale # 0

Die Klassenzahl h ist die Anzahl der Elemente von Cl(K).

Bemerkung. h = 1 bedeutet, dass jedes Ideal ein Hauptideal ist. Die Klassen-
zahl misst also, wie weit Ok davon abweicht, ein Hauptidealring zu sein. Sie ist
endlich (tief! spéter)

Lemma 4.17. l?ie Klassengruppe ist isomorph zur Halbgruppe der echten Ideale
ungleich 0 mit Aquivalenzrelation I(g) ~ I(f) fir f,g € A~ {0}.

Beweis: Sei C’ die im Lemma definierte Halbgruppe. Sie bildet sich in die Klas-
sengruppe ab. Jedes gebrochene Ideal ist dquivalent zu einem echten Ideal, also
ist die Abbildung surjektiv. Die Aquivalenzrelation ist offensichtlich die gleiche,
also ist sie auch injektiv. O

Dieser Beschreibung sieht man die Existenz des Inversen nicht an! Man spart
also keine Arbeit gegeniiber unserem Ansatz.

Beispiel

K = Q(V-5), O = Z[V/=5]. Es gilt O 2 Z[X]/(X? + 5). Wir bestimmen die
Primideale: Sei p C O prim, (p) = p N Z fiir p € Z Primzahl.

(i) p = 2: Wir haben
0/(2) = Z[X]/(X? 4 5,2) = Fo[X]/X? + 1 = Fy[X]/(X + 1)?

Also ist (2) selbst kein Primideal von O. Es gibt genau ein Primideal, das
2 enthélt. Modulo 2 wird es von X + 1 erzeugt, also P> = (2,v/—5+ 1).
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(i) p=3
0/(3) = ZIX]/(X* +5,3) = F3[X]/(X? — 1) = Fo[X]/(X + 1)(X — 1)
= F3[X]/(X — 1) x F3[X]/(X + 1)

Es gibt zwei Primideale, die 3 enthalten, ndmlich Py = (3,/=5 + 1),
P; = (3,v/—5—-1). Es gilt (3) = P3P in O. Wichtig fiir diese Berechnung
war nur, dass —5 eine Quadratzahl modulo 3 war.

(iii) p=5
0/(5) = ZIX]/(X> + 5,5) = F5[X]/X?

Ps = (5,v/—5) = (v/—5b) ist das einzige Primideal, das 5 enthilt. Es gilt
(5) = P2.

(iv) p=7

O/(7) = ZIX]/(X? +5,7) = F3[X]/(X? - 2) = F2[X]/(X + 3)(X - 3)
= F3[X]/(X = 3) x F3[X]/(X +3)
P; = (7,/—5 £ 3) (wie Fall p = 3)

(v) p =11 In diesem Fall ist 5 keine Quadratzahl modulo 11, das Ideal (11)
ist prim in O.

beim Rechnen modulo Hauptideale gilt also: Py ~ 1, Ps ~ 1, P3 ~ (P})71,
P11 ~ 1 etc.
Frage: Ist P, ein Hauptideal? Falls P, = («), so gibt es x,y mit

za=2= N(z)N(a) =N(2) =4

ya=+v-5+1= N(y)N(a) =N(vV-5+1)=6

Dies impliziert N(a) = 2. Sei a = a1 + a2v/—5 (a; € Z)
a3 + 5a3 =2

Dies fiihrt also auf die Theorie der Losbarkeit der quadratischen Gleichungen in
Z. Die obige ist nicht losbar, also ist P, kein Hauptideal.

Man sieht bereits in diesem Beispiel: die Bestimmung der Klassengruppe ist
schwierig, da sie unendlich viele Erzeuger und unendlich viele Relationen hat!

Die Frage nach Primidealen in Z[\/&] fiihrt auf die Frage, ob d eine Quadratzahl
ist modulo p oder nicht. Dies wird durch Gauf3’ quadratisches Reziprozitéitsge-
setz zufriedenstellend beantwortet.
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Folgerungen

Satz 4.18. Sei A ein Dedekindring. Seien I = [[, p®» D und J = I, pvr ()
ganze Ideale von A. Dann gilt

INnJg= H pmax(vp(l),vp(J))
p

IT+J= Hpmin(vp(l),vp(J))
p

Beweis: Aus dem Struktursatz folgt, dass Enthaltenseinsrelationen sich in >-
Relationen von die Exponenten vy, iibersetzen.

Wir betrachten v, (I'NJ). Wegen I NJ C I gilt v,(I NJ) > vp(I). Ebenso folgt
vp(INJ) > wp(J), also

INnNJcC Hpmax(vp (I),0p (7))
p

Die rechte Seite ist in I und J enthalten, also auch in I N .J.
Die zweite Aussage wird analog gezeigt. O

Satz 4.19. Sei A ein Dedekindring und I = Hp p»r (D) ein ganzes Ideal. Dann
gilt
A/r=]lA/m»®"

Beweis: Man beachte, dass die Produkte endlich sind, da fast alle v,(I) = 0,
fast alle A/p¥»() = 0.

Die Ideale p¥» (D) fiir verschiedene maximale Ideale p sind paarweise teilerfremd,
d.h. p7* +p5? = Ok nach Satz 4.18. Thr Schnitt ist I nach Satz 4.18. Die Aussage
ist nun genau der Chinesische Restsatz. O

Lemma 4.20. Sei A ein Dedekindring, p ein maximales Ideal. Sei F = A/p
der Restklassenkdrper. Dann ist p¥ /pv+L ein F-Vektorraum der Dimension 1.

Beweis: Die A-Operation auf p?/p**! faktorisiert durch A/p, dies definiert die
Vektorraumstruktur. Wegen p¥ # p?*! ist die Dimension wenigstens 1.

Behauptung. Es gibt y € p¥, das p?/p*T! erzeugt.

Sei z € p \ p?, also (z) C p, aber nicht (z) C p?. Dies bedeutet vy(z) = 1 und
daher vy (V) = v. Weiter ist nach Satz 4.18 (zV) + pUT = p?. Also ist 2 der
gesuchte Erzeuger. O

Definition 4.21. Sei Ok ein Zahlring, I C Ok ein ganzes Ideal ungleich Null.
Dann heifit N(I) = |Ok/I| Idealnorm von I.

Beispiel. (i) Ist Ox = Z, so ist I = (a) fir a # 0. Es gilt also N(I) =
Z/(a)| = |al.
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(ii) Ist I = p, so ist Ok /p eine ganze Erweiterung eines Korpers der Form
F, = Z/(p), also ein endlicher Kérper mit p¢ Elementen.

(iii) Nach dem Elementarteilersatz gibt es eine Basis 21, ..., z, von O sowie
ganze Zahlen A1, ..., A\, so dass \iz1, ..., A,T, eine Basis von [ ist. Dann
gilt (als Gruppe)

Or/IZZ/(A) XL/ A3 X X L[ (An)
Es folgt N(I) = |A1...As|. Insbesondere ist die Idealnorm endlich.
Lemma 4.22. Sei I = Hp pU» (D) Dann gilt

N =T ¥ G
Die Idealnorm ist multiplikativ. Ist I = (x), so gilt N(I) = |Ngq(x)|.

Beweis: Wegen des chinesischen Restsatzes geniigt es, Ideale der Form p” zu
betrachten. Fiir v = 1 gilt die Aussage. Wir schliefen von v auf v + 1. Die
Abbildung

Ok /p"T! — Ok /p”

ist surjektiv mit Kern p¥/p¥+!. Nach Lemma 4.20 ist dies ein O /p-Vektorraum
der Dimension 1, hat also N (p)-viele Elemente. Es gilt also N (p**1) = N(p*)N(p).

Sei nun I = (x). Nach dem Elementarteilersatz gibt es eine Z-Basis x1, ..., 2,
von Ok und ganze Zahlen \q,...,\,, so dass \ix1,..., A\, eine Basis von [
ist. Andererseits ist xzx1,...,xx, ebenfalls eine Basis von I. Sei v : K — K
durch z; — M\;z; gegeben. Sei v : K — K durch z; — x/\;x; gegeben. Dann
gilt v ou = my, also

Ngg(x) = det(v) det(u) = £N(I)

denn v ist eine Basiswechselmatrix auf 1. O
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Kapitel 5

Gittertheorie

Unser Ziel ist es, die Endlichkeit der Klassengruppe zu zeigen.

Abstrakte Theorie

Definition 5.1. Fine Untergruppe H C R™ heifst diskret, wenn fiir jede kom-
pakte Teilmenge K C R™ der Schnitt K N H endlich ist.

Eine Teilmenge K ist kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endlich
Teiliiberdeckung hat. In R” ist dies dquivalent dazu, dass jede Folge in K ein
konvergente Teilfolge hat, oder dazu, dass sie beschrinkt und abgeschlossen ist
(Heine-Borel).

Beispiel. Z C R ist diskret.

Satz 5.2. Sei H C R" diskret. Dann wird H von r Vektoren erzeugt, die linear
unabhdngig tber R sind. Insbesondere gilt H = Z" mit < n.

Beweis: Seien ey, ...,e, € H eine maximale R-linear unabhéngige Teilmenge.
Sei

P:{Zaieimgaigl}CR"

Diese Menge ist kompakt, also P N H endlich. Sei € H. Dann ist x = Y \;e;
mit \; € R. Sei 1 = x — > [\;]e;, wobei [a] die kleinste ganze Zahl kleiner
gleich « ist (GauBklammer), also 0 < a — [a] < 1. Dies bedeutet ;1 € PN H.
Also erzeugen die e; zusammen mit PN H die Gruppe H. Wir konstruieren eine
unendliche Folge x; € H N P, némlich

zj = jr =Y [jAie
Da P N H endlich ist, gibt es zwei Indices j # k mit z; = . Es folgt
JA = A = kXi — [kA]i & (5 — k)Ai = [JA] — [kA]

Insbesonder ist A; rational. Damit liegt die endlich erzeugte abelsche Gruppe
H in dem Q-Vektorraum, der von ey, ..., e, erzeugt wird. Es folgt H = Z". Die
Erzeuger von H sind linear unabhéingig iiber R, da e, ..., e, es sind. O
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Definition 5.3. Fine diskrete Untergruppe H C R™ vom Rang n heifit Gitter.
Sei e ={ey,...,en} eine Basis von H. Dann heifst

PGZ{ZOZZ'GZ‘|OS(1,‘<1}

Fundamentalparallelogramm von H.
Beispiel. Z" C R” ist ein Gitter.

Lemma 5.4. Das Volumen von P, beziiglich des Standardlebesque-Majes p auf
R™ ist unanhdngig von der Wahl der Basis.

Beweis: p induziert ein Mafl 7 auf R"/H. Es gilt m(R"/H) = u(P,). Oder:
zweite Basis in Termen der ersten ausdriicken. Sie und ihr Inverses sind ganz-
zahlig, also die Determinante 4+1. Der Absolutbetrag der Determinante taucht
als Ubergangsfaktor auf. (Forster Analysis 3, Bsp. (5.3)). O

Theorem 5.5 (Minkowski). Sei H C R" ein Gitter, S C R"™ messbar mit
w(S) > vol(H). Dann gibt es v,y € S, x #y mitx —y € H.

Beweis: Sei eq,...,e, eine Basis von H, P, das Fundamentalparallelogramm.
Es gilt

S={Jsn(h+P)
heH

da R™ =, h + P.. Also gilt

u(8) = (SN (h+P) =" u((~h+8)NP) > u(P.)
h h

Also kénnen die (—h+.S)NP,.) nicht paarweise disjunkt sein. Es gibt h # h' € H
mit
Pon(=h+8)n(=h"NS)#0

Also gibt es z,y € S mit —h+x = —h' +y. Wegen z —y = b’/ — h liegt die
Differenz in H und ist ungleich 0. O

Korollar 5.6. Sei H C R™ ein Gitter, S messbare Teilmenge von R™, symme-
trisch beziiglich 0 (d.h. x € S & —x € S) und konvex. Sei entweder

(i) u(S) > 2"vol(H) oder
(i) u(S) > 2"vol(H), S kompakt
Dann enthdlt S N H einen Punkt ungleich 0.

Beweis: Erster Fall: Sei §' = %S, also

u(S") = on(S) > vol (H)
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Nach dem Theorem von Minkowski gibt es z,y € S’ mit 0 # z =2z —y € H. Es
gilt z = $(2z + (—2y)) € SN H wie gewiinscht.
Zweiter Fall: Wende den ersten Fall an auf (1 + ¢)S mit € > 0. Es folgt

(H~{0)N(1+e)S#£0

Dabei ist der Schnitt endlich, da H diskret und S kompakt. Dann ist auch
(YH {0 N (1 +e)S#0
e>0

Ein Element im Schnitt liegt in A \ {0} und in (), (1 +¢)S = S. O

Die kanonische Einbettung

Sei K/Q ein Zahlkorper, n = [K : Q]. Dann gibt es n verschiedene Kérperho-
momorphismen

o, K —C
Beispiel. K = Q(Vd), 0;(V/d) = £V4d.

Zwei Fille sind zu unterscheiden: o; = 7; (komplexe Konjugation) genau dann,
wenn o;(K) C R. In diesem Fall heifit o; reelle Einbettung.

Andernfalls ist o; = o fiir ein j # 7. In diesem Fall heifit o; kompleze Finbettung.
o; und o; sind konjugiert.

Bemerkung. Jedes o; induziert eine Absolutbetrag auf K via |z| = |o;(z)|.
Die Komplettierung von K beziiglich dieses Absolutbetrages ist dann R bzw. C
fiir reelle bzw. komplexe Einbettungen.

Sei r1 die Anzahl der reellen Einbettungen von K, ro die Anzahl der Paare von
komplexen Einbettungen, also n = r; + 2ry. Wir nummerieren die o; so, dass
o; reell fiir ¢ <7y, 0, 4; konjugiert zu oy, 4r,4i. Wir schreiben r = rq + rs.

Beispiel. K = Q(vd) n = 2. Fallsd > 0: r; = 2,75 = 0,7 = 2. Falls d < 0:
7‘1:0,7'2:1,7”‘:1.

Definition 5.7. Die kanonische Einbettung ist
c: K —-R*xC?=2R"

via a — (o1(a),...,0.(a)).

Bemerkung. o ist ein injektiver Ringhomomorphismus.

Satz 5.8. Sei M C K freier Z-Untermodul vom Rang n, x1,...,x, Basis von
M. Dann ist o(M) ein Gitter in R™ mit Volumen

vol(o(M)) = 27"2| det(0i(z;)} 1)
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Beweis: o(x;) ist der Vektor
(o1(zi), ..., 00 (xi), Reoy, +1(2:), Imoy, 11 (x;), . . ., Reoy(z;), Imo,-(x;))

Zu berechnen vol(o(M)) = |det(o(z;))|. Falls diese Zahl ungleich 0 ist, sind die
o(x;) linear unabhingig iiber R und ein Gitter.

Es gilt Rez = §(z +z),Imz = (2 — 2). Es folgt

(e 500,100, 15(000) = ( 50 13(05) 4 7@ g ) — 7))

= (30mas(e) + 0y o) = o))

2 21

Hieraus berechnen wird den Absolutbetrag der Determinante via Multilinear-
litéit. Im ersten Schritt ignorieren wir den Faktor %, der den Betrag 1 hat. Dann
beachten wir

1 1 1
det(...,i(a—l—b),i(a—b),...):—§det(...,a,b,...)

und schliellich sortieren wir die o; um. Wir erhalten
1
| det(o(x:)) = |57 det(o(2:))|

Diese Determinante ist ungleich 0, da die Charaktere o; linear unabhéngig sind.
O

Korollar 5.9. Sei Oxg C K der Ganzheitsring. Dann ist c(Og) C R™ ein
Gitter mit Volumen
vol(o(Ok)) = 27"2d"/?

wobei (d) = Do, /z, d € Ny die absolute Diskriminante ist.
Beweis: Im Beweis von Satz 3.11 haben wir
D(xy,...,2n) = det(ai(xj))2

gezeigt. D(x1,...,1,) = det(Tro z(w;x;)) war die Diskriminante, Dp 7 das von
ihre erzeugte Hauptideal. O

Korollar 5.10. Sei I C Ok ein Ideal ungleich 0. Dann ist o(I) ein Gitter mit
Volumen
vol(o(I)) = 2m2dY2N(I)

wobei N(I) = |Ok/I| die Norm des Ideals ist.

Beweis: I C O ist freier Z-Modul vom Rang n. Auch o(I) ist ein Gitter. Wir
wéahlen eine Basis x1,...,x, von Ok nach dem Elementarteilersatz so, dass
gleichzeitig A1 21, ..., \px, fiir gewisse \; € N eine Basis von [ ist. Damit gilt
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Andererseits ist

LA A det(o(2:))] = N(T)vol(a(0))

vol(a(I)) = 2%| det(o(Nizy))| = o
O

Satz 5.11. Sei K ein Zahlkérper vom Gradn iiber Q, r1 die Anzahl der reellen,
ro die Anzahl der Paare von komplexen Finbettungen, d die Diskriminante tiber
Q. Sei I ein Ideal des Ganzheitsrings. Dann enthdlt I ein Element x # 0 mit

[Nk /o(z)| < <i>r2

Beweis: Wir betrachten die kanonische Einbettung o : K — R™ xC". Seit > 0
reell,

n!
—d'2N(1
o ()

Bu= {1t 210 20) €RT X T | Yl 423 Iz <t
ist kompakt, konvex, symmetrisch beziiglich 0.
Behauptung. u(B;) = 2™ (%)m %
Diese Formel wird durch Induktion nach ry, ro gezeigt. Sei V (r1,72,t) = u(By).
(i) Es gilt

ot

V(L,0,6) = (o | Il < 1)) = 26 = 2" (n/2)°

V(0,1,t) = u({z1 | 2]z1| < t}) = 7r(t/2)2 — 20(7.(./2)1%

(ii) r1 —r+1
V(Tl + 17T25t) = P’({(yoﬂ'"amiZla"'vZ?"z) | }
— [ Verira.t = uoldso
R

t
. (= o)™
:/ 271(7-(-/2) 2( ’r|L:l'JO|) dy()
—t :

L2 [
= 27"1 (7‘(/2)72*‘ / (t — yo)ndyo
mn. 0

1 —(t—yo)" '
— 2T‘1+1 92 T2
(m/2) n! n+1
tn+1

(n+1)!

= 2"t (1 /2)"
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(iii) 7o+ 7 + 1
V(ry,ra+1,8) = n({(y1y s Yrys 205 -y 2rg) | -+ }

/ V(1 7ot — 2)20])dpa(20)
C

/ V(r1,re, t — 2|20|)dpu(20)
|z0|<t/2
t/2 2T B DAY
- / / 211 (/2 20" a9
O O n.

ot t/2
=2"(m/2)" — / (t —20)"odo
n! Jo
n+2

=2M (77/2)T2+1 (’I’l + 2>|

wobei in Polarkoordinaten zy = e, du(zg) = ododf, und in der letzten
Zeile partielle Integration [ /v =wuv — [wv’ benutzt wird

t/2 -
/O (t —20) @dg:/O (t — z)"ax/2dx /2

—1/4 {Wm o ) /0 _(En_fi)ﬂdm]
_an ¢
=1/4 {0_ (n(t4—1)()n+—|—2)J
tn+2

- 1/4(n—|- 1)(n +2)

Damit ist die Formel fiir das Volumen verifiziert. Wihle nun ¢ so, dass u(B;) =
2"vol(o(I)), d.h.

t?’L
2 (r/2)" — = 2"""2d"AN(I) = " = 2" "t "nld 2N (T)
n!
Aus dem Theorem von Minkowski, genauer Korollar 5.6 folgt die Existenz eines
0 # x € I mit o(z) € By so dass

n r1 ri+ra
IN(@)| = [ loi(@)| = [Tlos(@)| ] loj(@)?
=1 =1 Jj=r1+1
n ri4rs n
< |1/n) loi@)+2/n Y |oj(@)]
=1 i=r1+1
< (t/n)"

= 2" "l /ntd 2 N(T)

da das geometrische Mittel kleiner ist als das arithmetische Mittel. O
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Korollar 5.12. Jede Idealklasse von K enthdlt ein ganzes Ideal J mit
|
N(J) < (4/m) 2 di/?
nn

Beweis: Sei J' ein Ideal, ohne Einschrinkung ist 7 = .J'~! ein ganzes Ideal. Sei
x wie im Satz, J = z.J' = z1~!. Es gilt

N(J) = N(JZ)N(I)_l < (4/F)T2$d1/2m

O
Theorem 5.13 (Dirichlet). Die Klassengruppe eines Zahlkérpers ist endlich.

Beweis: Nach Korollar 5.12 geniigt es, Klassen von Idealen zu betrachten, deren
Norm kleiner gleich einer Konstante C' ist. Also geniigt es zu zeigen, dass es nur
endlich viele Ideale mit N(J) = g < C gibt fiir ein festes ¢q. Es gilt

N(J)=0k/J|=q=qeJ

Die Ideale von Ok mit g € J entsprechen genau den Idealen von Ok /(q). Dies
ist ein endlicher Ring, hat also auch nur endlich viele Ideale. O

Beispiel. K =Q(v/-5), 11 =0, 73 =1, n =2, Basis 1,/—5. Also folgt

d:|det<i _*7_%) P=]-V-5-V-5°=4-5=20

Die Konstante aus dem Beweis ist also
42
C = —zzx/Sz 4/mV5 = 2,847 ...
T

Fir 1 € J ist J = A das triviale Element. Ideale mit 2 € J entsprechen den
Idealen von Z[/—=5]/(2) = O/P% wobei P, das eindeutige Primideal ist, das
2 enthilt. Die Klassengruppe wird also von P erzeugt. Es gilt P§ = (2), also
die Relation P§ ~ 1. Da Z[y/—5] kein Hauptidealring ist, ist die Klassengruppe
isomorph zu Z/2.

Korollar 5.14. Sei K ein Zahlkorper vom Grad n tiber Q und Diskriminante
d. Firn > 2 gilt
. Cat
— 3\ 4

Der Quotient n/log d wird durch eine Konstante unabhingig von K beschrinkt.

Beweis: Sei wie im Beweis des Theorems J ein ganzes Ideal mit

|
N(J) < (4/77)7'2%&/2
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Wegen N(J) > 1 folgt
d'/? > (z/4)2n" /n! =
d > (n/4)"2n*" [(n))? > (z/4)"n*" /(n))* = an

dan>2rs und 7/4 < 1.

Sl)n_l'

Behauptung. a, > % ( T

Wir zeigen dies induktiv. Fiir n = 2 gilt wie gewiinscht
ag =m2/4%.24/2% = 7% /4 .
Nun a, — apy1:

(n + 1)2(+0p)2

1 T IRT)
an, 4 n?"(n + 1)32
n+1)%"
=/t O a gy

>n/4-(1+2n-1/n)=n/4-3
Die zweite Aussage folgt durch Logarithmieren der Ungleichung. O

Theorem 5.15 (Hasse-Minkowski). Sei K # Q ein Zahlkérper. Dann ist seine
Diskriminante ungleich 1.

Beweis: d > /3 (3r/4)" "1 > 1 O

Bemerkung. Wir werden spéter darauf zuriickkommen, warum diese Aussage
wichtig ist, Stichwort Verzweigung. Das Theorem besagt, dass alle Zahlkorper
verzweigt iiber Q sind.

Theorem 5.16 (Hermite). Bis auf Isomorphie gibt es nur endlich viele Zahlkorper
mit gegebenener Diskriminante.

Beweis: Nach Korollar 5.14 gilt n < alogd fiir eine Konstante «, d.h. der Grad
ist beschrankt. Es geniigt also zu zeigen, dass es nur endlich viele Kérper mit
gegebenem d, n, 71,72 gibt. Sei zunédchst r1 > 0. Wir betrachten B C R™ x C2
definiert durch

{lyi] < C/2,lys| <1/2furi=2,...,r, 2| <1/2fiir j=1,...,72}

wobei C' = (7/4)~ 22"~ "2d"/2. Die Menge B ist konvex, kompakt und punkt-
symmetrisch beziiglich 0. Das Volumen ist

u(B) = C(1)" ! (x/4)" = 2"vol(o(0))

nach Wahl von C. Nach Korollar 5.6 gibt es 0 22 € O N B.
Behauptung. K = Q(x)
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Nach Voraussetzung ist |o;(z)| < 1/2 fir alle i # 1. Wegen
n
N(z) =[] loi(x)] > 1
i=1

folgt o1 (x) > 1, insbesondere o1 (z) # o;(x) fiir alle ¢ #£ 1. Wiire x nicht primitiv,
so kiime jedes Element in der Menge der o;(x) mehrfach vor, also auch oq(x).
Folglich gilt [Q(z) : Q] = n. Dies zeigt die Behauptung.

Wegen o(z) € B sind die 0;(z) beschrankt und damit auch alle Koeffizienten
des Minimalpolynoms von z. Es gibt nur endlich viele Polynome in Z[X] vom
Grad n mit beschrénkten Koeffizienten, also auch nur endliche viele mogliche .
Es bleibt der Fall 71 = 0. In diesem Fall benutzen wir

B ={|Imz;| < C,|Rez1| <1/2,|z] <1/2fir i =2,...,r9}
so dass p(B) = 2"vol(B). Wie im ersten Fall finden wir z € ¢(O) N B mit

lo1(x)] > 1. Wiederum ist oq(z) # o;(x) fir ¢ # 1. Wegen Reoy(z) < 1/2 ist
Imoy (x) # 0, also ist auch oy (x) # 71 (). Wieder ist « primitives Element. [
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Kapitel 6
Die Einheitengruppe

Definition 6.1. Sei K ein Zahlkérper. Die Einheiten von K sind die invertier-
baren Elemente des Ganzheitsrings.

Beispiel. 1, 1,4, —i sind Einheiten von Q(i). In Q(+/3) ist 2+ /3 eine Einheit
mit Inversem 2 — \B

Lemma 6.2. x € K ist eine Einheit genau dann, wenn x ganz ist und N(z) =
+1.

Beweis: Ist x eine Einheit, so ist 1 = N(z2z~!) = N(z)N(x)~!. Da die Norm
eines ganzen Elementes ganz ist, folgt N(z) = £1. Sei umgekehrt x € Ok mit
N(x) = £1. Das charakteristische Polynom

2"+ ap 12" P+ tazt+ag=0
hat ganze Koeflizienten, speziell ag = £N(x) = £1. Es folt
+r(" 4 da) =1
Damit ist = eine Einheit. O

Theorem 6.3 (Dirichlet). Sei K ein Zahlkdrper, 1 die Zahl der reellen und ro
die Zahl der komplexen Einbettungen, r = r1+ra. Die Gruppe O} der Einheiten

von K ist isomorph zu
O =71 xa

wobei G die Gruppe der Einheitswurzeln in K ist, insbesondere eine endliche,
zyklische Gruppe.

Beispiel. Fiir K = Q(i) gilt O} = G = {£1,+i},dar = 0+1. Fiir K = Q(v/3)
gilt O} = {£1} x Z, da r = 2 + 0. Tatsiichlich ist 2 + /3 ein Erzeuger der
freien Untergruppe. Die Frage nach Erzeugern von Q(v/d) fiir d > 0 fiihrt auf

die Theorie der Pellschen Gleichung, die mit der Theorie der Kettenbriiche
behandelt werden kann.
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Beweis: Seien wie bisher o1, ..., 0., die reellen Einbettungen, o, ..., o, nicht-
konjugierte komplexe Einbettungen. Die logarithische Finbettung L : K* — R"
ist

L:xw (logloi],...,log|or]) € R

L ist ein Gruppenhomomorphismus.
Sei B C R" kompakt, B’ = L=!(B) N O%. Dann gibt es eine Konstante C, so
dass fiir alle z € B’ und i = 1,...,n gilt

loi(z)| < C
Damit sind die Koeffizienten von
P(X) = (X = 01(@))(X = 03(@)) ... (X — 0(2))

beschriankt. Gleichzeitig sind sie ganz, da € Og. Es gibt also nur endliche
viele mogliche P, daher ist B’ endlich.

Dies gilt insbesondere fir G = L~!(0) N O%. Dies ist eine endliche Gruppe,
besteht also nur aus endlich vielen Einheitswurzeln. Insbesondere ist sie zyklisch
(Algebra). Ist umgekehrt w eine Einheitswurzel, so gilt |o;(w)| = 1 fir alle 4.
Damit liegt w im Kern von L.

Nun studieren wir das Bild von L(O3) C R". Nach unserer Voriiberlegung ist
dies eine diskrete Untergruppe, also L(OF) = Z° fiir s <.

Behauptung. s <r —1.
Fir x € O3 gilt

T2

+1=N(z) = Hoi(x) = HO’@(I) H oi(z)oi(z)

j=ri+1

Hieraus folgt

1 r2
L) eW =2 (y1,....0r) ER"[D yi+2 Y y; =0
i=1 j=ri4+1

W hat Dimension r — 1, L(O*) ist eine diskrete Untergruppe, also s < r — 1.
Behauptung. L(O*) enthdlt r — 1 linear unabhdingige Elemente.

Aquivalent: Fiir jede lineare Abbildung f : W — R mit f # 0 gibtesu € O3 mit
f(L(u)) # 0. Wir identifizieren W =2 R"~! via des Isomorphismus (y1, ..., ¥,) —
(Y1, -+ -,Yr—1). Also schreibt sich f(y1,...,y,) = c1y1 + ... cr—1yr—1 fiir ¢; € R.

Wir wéhlen
9 T2 r—1
o> (77) d/?, ﬂ>Zciloga
=1
Wir werden eine Folge x5, € Ok ~ {0} konstruieren mit

|f(L(zn)) = 28h| < B, |N(zn)| < a
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Aus der ersten Bedingung folgt (2h —1)5 < f(L(zr)) < (2h+1)3, also sind die
f(L(xy)) paarweise verschieden. Die | N (x,)| sind beschréinkt und ganz, also gibt
es nur endliche viele Ideale (x,). Also gibt es zwei Indizes h, b’ mit (xp) = (zp).
Dies bedeutet, dass es u € O} gibt mit z, = uzy,. Aulerdem

f(L(w)) = f(L(zn)) = f(L(zn)) # 0

Damit wére das Theorem gezeigt.

Wir konstruieren nun die x;. Wahle A1, ..., A\, mit
r—1
H)\ H X =a, > cilog A; = 26h
i=1  j=ri+1 i=1

Dies ist moglich fiir » > 2. Im Fall r = 1 ist s = 0, und es ist nichts zu zeigen.
Sei nun
B ={(yi,zj) € R™ x C™ | |yi| < Ai, |25 < Ajgr, }

Diese Menge ist kompakt, symmetrisch und konvex. Sie hat das Maf}

1
n(B) =] @n) HmQ—Tl
=1 j=1
2\
> 2T (ﬂ) d'/? = 2n=r2q/2 = 2"yol(a(Ok))

Nach dem Theorem von Minkowski, Korollar 5.6 gibt es z € Ok, x # 0 mit
|oi(x)] < A; fiir alle 7. Andererseits

[N ()| 1
Iz loj(@) — TN

= Oz_l)\i

|oi ()] =

Also

/\i()é_l < |O’Z($)| <\ =
log \; —log a < log|o;(x)] <log\; =
loga > log A\; — log |o;(x)| > 0

Wir iiberpriifen nun die gewiinschten Eigenschaften von z:

r—1 r—1 r—1
|f(L(z)) — 28k = > cilogloi(x)| = Y cilogi| < il logar < 3
1=1 i=1 i=1
IN@)| = [[loi@)I < [[xi =«
=1 i=1
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Die analytische Klassenzahlformel

Definition 6.4. Sei K Zahlkdrper vom Grad n mit 1 reellen und ro tmagindr
Einbettungen, r = r1 + ro. Seien €1, ...,6._1 eine Basis des freien Anteils von
Oj. Seien o1,...,0, : K — C paarweise verschiedene und paarweise nicht
konjugierte Einbettungen. Sei N; = 1 falls o; reell und N; = 2, falls o; imagindr.
Dann heifst

Ry = |det(N; log |oi(e5)[; 71, |
Dirichlet-Regulator von K.
Bemerkung. Die letzte Einbettung o, bleibt also unberiicksichtigt!

Definition 6.5. Sei K Zahlkérper, s eine komplexe Variable.
1
Ck(s) = 21: N

(hierbei durchlauft I die ganzen Ideale ungleich 0) heifst Dedekindsche Zeta-
Funktion von K.

Beispiel. K = Q, dann durchéuft I die Menge (n) fiir n € N, also

oo

Gols) =3~

ns
n=1

die Riemannsche Zeta-Funktion.

Theorem 6.6. (i konvergiert absolut und lokal gleichmdfig fiir Res > 1 und
hat eine holomorphe Fortsetzung nach C ~ {1}. In 1 hat die Funktion einen
einfachen Pol. Sie erfillt eine Funktionalgleichung, die s und 1 — s verbindet.

Beweis: 7Z.B. Neukirch, Algebraic Number theory, Chapter VII, §5, Lang Alge-
braic Number theory VIII, §2. O

Theorem 6.7 (Analytische Klassenzahlformel). Sei K Zahlkdrper vom Grad n
mit r1 reellen und ro komplexen Einbettungen. Sei w die Anzahl der Einheits-
wurzeln in K. Dann ist

2" (2m)"2 Rh

wdl(2

Beweis: Man betrachtet die partiellen Zeta-Funktionen, bei denen iiber die Idea-
le einer festen Klasse summiert wird. Dann heifit es sorgféltig abschétzen in
unseren bisherigen Uberlegungen. Wieder siehe Neukirch, Lang o.4. O

Res; (k(s) =

Bemerkung. Die Formel wird einfacher fiir s = 0. Dort hat (x meist eine
Nullstelle. Der fithrende Koeffizient der Taylorentwicklung ist
hR
Cw
Die Klassenzahlformel wird - sowohl theoretisch, als auch praktisch - benutzt,

um die Klassenzahl zu berechnen. Alle anderen Terme, auch das Residuum sind
leichter zu berechnen als die Klassenzahl.



Kapitel 7

Verzweigung

Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern, p C Ok ein Primideal, Opp das
von p erzeugte Ideal von Op. Nach Theorem 4.15 gilt

k
OLp = [[ 85

i=1
wobei die B; Primideale von O, sind, ndmlich genau diejenigen, die p enthalten.

Definition 7.1. B, heifit Primideal von L iiber p. Wir sagen auch, B;|p (B
teilt p). Der Exponent e; = e(B;/p) heifst Verzweigungsgrad von L/K in P;.
Die Frweiterung L/K heifft unverzweigt, wenn e(B/p) = 1 fir alle Primideale
p von K und alle B|p. Der Kirper k(p) = Ok /p heifft Restklassenkorper von
K in p. Die Zahl f(Bi/p) = [£(B;) : k(p)] heifst Restklassengrad von L/K in

PBi.
Satz 7.2 (Gradformel). [L: K] =} g, e(B/p)f(B/p).

Beweis, erster Versuch: Sei zunéchst K = Q, also O = Z, k((p)) = F,. Dann
ist [L : Q] = rgOr = dimp, Or/(p).

k
0L/ = 00/ T] %

Wegen der Multiplikativitdt der Norm von Idealen gilt

k
N((p)) = 101/ (p)] = T N ()"
i=1

Gleichzeitig handelt es sich um Fp-Vektorrdume mit
10,/ (p)| = plimm Or/ @) N(;) = plim O/

Mit anderen Worten, pl&@ = [T peifi.

Fiir allgemeines K funktioniert dieser Beweis nicht, denn i.a. ist O, kein freier
Ok-Modul. O
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Satz 7.3. Sei A ein Dedekindring, K = Q(A), p C A ein Primideal, S = A\ p.
Dann ist “
Ap:S‘lA:{geKmeA,seS}

ein Hauptidealring mit einem einzigen Primideal, ndmlich 3 = S™'p. Es gilt
Afp = A, /8.

Hauptidealringe mit nur einem Primideal heiflen auch diskrete Bewertungsringe.
Beweis: A, ist ebenfalls ein Dedekindring, wie man leicht sieht.

(i) (Integritétsring) a/s-a’/s’ = aa’/(ss’) = 0 genau dann wenn aa’ = 0, also
a =0 oder a =0.

(ii) (ganz abgeschlossen) x € Q(A,) = Q(A) = K, ganz iiber p. Dann gentiigt
es einer Gleichung

aq _ a
It it T Ml L
S1 Sn

mit a; € A, s; € 5. Sei s =s7...8,. Dann ist sz ganz iiber A, also sz € A,
da A ganz abgeschlossen ist. Es folgt © = sz/s € A,.

(iii) (noethersch) Sei I C A, einIdeal, I’ = ANI. Als Ideal von A ist I’ endlich
erzeugt.

Behauptung. S~'I' = 1.
Die Inklusion C ist klar. Sei umgekehrt 2 = a/s € I. Dann liegt a = sz €
ANI, und daher z = 2% € S—1I.

(iv) (Dimension 1) Sei nun I C A, prim, also I’ = AN I ein Primideal von
A. Dann ist I’ entweder 0 oder maximal. Hieraus folgt, dass auch S~'I’
entweder 0 ist oder maximal.

Wir bestimmen nun die Menge Primideale von A,:
Spec A, = {S7'q [ q C A prim }
Sei nun ¢ # p ein maximales Ideal, d.h. g~ p # 0. Sei s € g\ p C S. Dann gilt
l=s/s=1/s-s/1€ S 'q=95"1q= 4,

Also ist A, lokal mit maximalem Ideal 3 = S~!p. Nach Theorem 4.15 hat jedes
Ideal von A, die Form " mit n € Ny. Sei 7 € P~ P2, d.h.

PO (m) DR

Wegen (1) # B2 folgt P = (7), denn andere Ideale gibt es nicht. Damit ist
A, ein Hauptidealring. Schliellich betrachten wir A/p — A, /9. Dies ist ein
wohldefinierter Kérperhomomorphismus. Sei a/s € A,. Wegen s € A \ p gilt
5 # 0in A/p. Dann ist 5 'a ein Urbild von a/s. Die Abbildung ist surjektiv,
also bijektiv. O
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Beweis von Satz 7.2. Sei p C Ok ein Primideal, L/K eine Erweiterung und
Orp = [[B5

Sei S = Ok \p, Ok, =S 1O — S~y ist eine Erweiterung von Dedekin-
dringen. Wegen S—1(I1") = (S7)(S~1I") folgt

S*loLp _ H(Sflgﬁpi)ei

Der Verzweigungsgrad kann also auch nach Lokalisieren an S berechnet werden,
ebenso wie die lokalen Korpergrade f;.

Behauptung. S7'Oy, ist freier ST'Ox-Modul vom Rang [L : K].

S~y ist der ganze Abschluss von S™!Ok in L. Da Oy, ein endlich erzeugter
Ox-Modul ist (sogar endlich erzeugt iiber Z), ist auch S™'Oy, endlich erzeugt
iiber S™'Ok. Wie im Beweis von Theorem 2.1 mit dem Hauptidealring S™1 A,
statt Z folgt die Behauptung.

In dieser lokalen Situation kann das Argument aus unserem ersten Beweisver-
such angewendet werden. O

Diskriminante

Wir erinnern: Sei A ein Hauptidealring, A — B eine Ringerweiterung mit B &2
A", Basis x1,...,%,.

dp/a = (det(Tr(ziz))i,;))
Speziell fiir A = Z, B = Ok heif}t der positive Erzeuger von dp,4 absolute
Diskriminante von K.

Satz 7.4. Sei K ein Zahlkorper. Dann ist eine Primzahl p € Z unverzweigt in
K, genau dann wenn p{d.

Beweis: Og = Z™ mit n = [K : Q. Sei p Primzahl, (p) = [[B;*. Die Erweite-
rung ist unverweigt iiber p, wenn Ok /(p) = [[ Ok /B¢ (chinesischer Restsatz)
ein Produkt von Korpern ist. Sei z1,...,z, eine Basis von Ok als Z-Modul.
Dann ist Z7, ..., T, eine Basis von Ok /(p) als Z/(p) = F,-Vektorraum. Nach
Definition ist d = det(Tr(z;z;)), also ist d = det(Tr(z;Z;)) die Diskriminante

von F,, — Ok /(p). Die Bedingung p t d ist dquivalent zu d # 0. Zu zeigen ist
also:

Behauptung. F, — B = Ok/(p) eine Ringerweiterung. Dann ist dgp, # 0
genau dann, wenn B ein Produkt von Korpern ist.

Sei zunédchst B = [] k; wobei k; endliche Korpererweiterungen von F,, sind. Es
gilt dp/r, = [[dk,/r, (rechne in Basen der k;). Nach Satz 3.11 ist dj, /r, # 0.

Sei umgekehrt B = [[ Ok /B;* kein Produkt von Kérpern. Dann enthélt B ein
nilpotentes Element x # 0. Ergéinze © = x1 zu einer Basis x1, ..., z, von B. Die
Produkte z1x; sind nilpotent, also ist Multiplikation mit zix; eine nilpotente
Abbildung. Daher sind alle Eigenwerte 0 und Tr(z;2;) = 0. Dann verschwindet
auch die Diskriminante. O
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Theorem 7.5 (Hasse-Minkowski). gibt keine Erweiterung K/Q, die dberall
unverzweigt st.

Beweis: K # Q = d # 1 nach Theorem 5.15. Also gibt es Teiler von d, also
verzweigte Primzahlen. O

Korollar 7.6. Sei L/K FErweiterung von Zahlkorpern. Dann sind nur endlich
viele Primideale verzweigt.

Beweis: Z. C Og C Oy, Sei p C Ok ein Primideal, das in L/K verzweigt, d.h.
Orp = []B;* mit einem e; > 1. Sei (p) = p N Z. Es folgt

e(B:i/(p)) = eie(p/(p))

Also geniigt es, K = Q zu betrachten. Dann sind die verzweigten Primideale
die Teiler von d, also gibt es nur endlich viele. O

Bemerkung. Allgemeiner besagt Klassenkdrpertheorie: K/Q ein Zahlkorper.
Dann gibt es eine Erweiterung H/K, den Klassenkédrper mit

(i) H ist maximale unverzweigte Erweiterung von K
(ii) Op ist ein Hauptidealring
(iii) Gal(H/K) = CI(K)

Literatur: Lang, “algebraic number theory”, part II, Neukirch, Ch. 4-6, Cassels-
Frohlich, Ch.VII

Fiir allgemeine L/K ist Of, kein freier Og-Modul, daher ist die Diskriminante
bisher nicht definiert worden.

Definition 7.7. Sei L/K Erweiterung von Zahlkérpern. Dann ist ist das Dis-
kriminantenideal definiert als

DL/K = Hpv(p) (- OK

mit d@L’p/@K’p = p;(p) - OK,p-

Bemerkung. Da O , ein Hauptidealring ist, ist die Diskriminante von Oy, ,, /O
definiert. Da fast alle Primideale unverzweigt sind, ist v(p) = 0 fast immer.

Korollar 7.8. L/K unverzweigt in p genau dann, wenn Dy {p.

Beweis: Verzweigung ist eine lokale Eigenschaft, ebenso die Teilbarkeit von Idea-
len. Wir lokalisieren also in p. Danach ist der Beweis der gleiche wie in 7.4 mit
Ok,p statt Z. O
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Beispiele

Sei K/Q quadratisch, (p) = []{_; p; Dann gibt es in 2 = >°7_, e; f; nur drei
Moglichkeiten:

g=1l,e=2,f=1 pist rein verzweigt
g=2,e=1,f=1 pist zerlegt
g=1l,e=1,f=2 pist trige

Wir bestimmen die verzweigten Primzahlen: Sei K = Q(+/§) mit § = 2,3
mod 4, also O = Z[V6], d = 49. Die Erweiterung ist verzweigt in 2 und
Teilern von §.

Fiir 6 =1 mod 4 ist 1, (1 4+ /§)/2 eine Basis von Ok.

1 1 2 )
d_det<(1+\/g>/2 (1_\/5)/2> =[1-V0)/2—(1-V58/2? =56

In diesem Fall ist also 2 unverzweigt.

Beispiele fiir triige und zerlegte Primzahlen haben wir bereits gesehen: In Q(y/—5)
ist 3 zerlegt und 11 trége. Das quadratische Reziprozitétsgesetz impliziert, dass
es das Zerlegungsverhalten nur von den Restklassen von p mod 5 abhéngt. Nach
dem Dirichletschen Dichtesatz hat enthélt jede Restklasse mod 5 (ungleich 0)
unendliche viele Primzahlen. Beide Félle kommen also unendlich oft vor.

Galoistheorie

Sei nun L/K eine Galoiserweiterung von Zahlkérpern, d.h.

[L: K] =Gal(L/K) & LEE/K) = |
wobei Gal(L/K) = {o: L — L | o|x = id}. Dies ist dquivalent dazu, dass L/K
normal ist, d.h. fiir & € L liegen alle Nullstellen des Minimalpolynoms in L.

Lemma 7.9. Sei L/K eine Galoiserweiterung von Zahlkirpern. Dann operiert
Gal(L/K) auf Oy, auf den Primidealen von Op, und auf den Primidealen von
Oy, iiber p C Ok.

Beweis: Sei 0 € Gal(L/K), x € Oy, d.h. es gibt eine Polynomgleichung
2"+ az" P+ . a, =0 a; € Og
Anwenden von o auf diese Gleichung ergibt
ox)"+ao(x)" P+ +a, =0

Damit ist auch o(x) ganz.

Sei nun q C Op ein Primideal. Wir betrachten o(q). Dies ist offensichtlich
ein Ideal. Sei ab € o(q), also o~ (a)o~1(b) € q. Da q ein Primideal ist, folgt
o~ la € q oder o71b € g, also a € o(q) oder b € o(q).

Schliefllich sei p = qN Ok. Dann gilt o(q) N Ok = p, denn o lisst Elemente von
Ok invariant. O
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In dieser Situation heiflen q und o(q) konjugiert. Verzweigungsindex und Rest-
klassengrad von konjugierten Idealen stimmen {iberein.

Lemma 7.10. Sei L/ K Galoiserweiterung von Zahlkirpern. Je zwei Primideale
von Oy iber p C Ok sind konjugiert. Es gilt

[L:K]=gfe

wobei g die Anzahl der Primideale iber p ist, e der Verzweigungsindezr, f der
Restklassengrad.

Beweis: Die Formel folgt aus der ersten Aussage mit der Gradformel. Seien ¢, q’
tiber p nicht konjugiert, also o(q’) nicht in g enthalten fiir alle o. Seien ¢f, . .., g},
die Konjugierten von q". Wir wéhlen z;; € q; \ q; fiir i # j und z; € q \ q;. Sei

l‘leH$1j+$2Hl‘2j+"'+$kH$kj
1] 2:4j ki

Es gilt « € q, da x; € q. Andererseits ist « ¢ q}, denn jeder Summand aufer
dem zu j enthélt einen Faktor in g, (ndmlich z;;). In dem Summanden zu j ist
kein Faktor in q’;. Es folgt

N(z)=]]o(x) e Ok na=pcq
Also liegt ein o(z) € ¢/ und € o~ 'q’. Dies ist ein Widerspruch. O

Definition 7.11. Sei L/K Galoiserweiterung von Zahlkdrpern, q ein Primideal
von Op, p = Og N q. Die Zerlegungsgruppe von q ist

Dy = {0 € Gal(L/K) | o(q) = q}

Die natirliche Abbildung ¢ : Dq — Gal(k(q)/k(p)) ist ein Gruppenhomomor-
phismus. Die Tragheitsgruppe I ist der Kern von ¢, d.h.

Io={0:L— L|o(e)=a mod q fir alle o € Or}
Lemma 7.12. Es gilt |Dy| = ef, e = |I4|. Die Abbildung ¢ ist surjektiv.

Beweis: Wie vorher sei g die Anzahl der Konjugierten von ¢, d.h. |G|/|Dg|, denn
G operiert transitiv mit Standgruppe Dy. Also

g =n/|Dq| = gef/|Dq|

Sei nun F = LP« C L. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist Gal(L/E) =
Dy. Sei pg = qN Og. Nach Definition liegt q iiber pg. Das Primideal g wird
von allen Elementen auf Dy festgelassen, also ist die Zerlegungsgruppe von g
in L/FE ganz Dy. Damit liegt nur ein Primideal von L iiber pg (nédmlich q). Es
folgt

ef =|Dql =[L: El = e(a/pr)f(a/pe)
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Verzweigungsgrad und Restklassenindex sind multiplikativ in Ko&rpertiirmen,
also folgt

e=e(q/p) =e(da/pE), f=1f@/p)=fa/ve)

Dies bedeutet k(pg) = k(p).

Nach dem Satz vom primitiven Element ist x(q) = s(p)(@) fiir ein o € Op.
Sei P € Og[X] das normierte Minimalpolynom von «. Es stimmt mit dem
charakteristischen Polynom von « iiberein. Dann ist P € k(pg)[X] eine Potenz
des Minimalpolynoms von @. Sei & € Gal(k(q)/k(pg)), also (@) eine Nullstelle
von P. Dann muss es o € Gal(L/E) = D, geben mit o(a) = (@). Dann ist
7 = ¢(0), d.h. ¢ ist surjektiv. Es folgt f(q/pr) = [Im¢| = |Dq|/|I| = ef/|I]. O

Korollar 7.13. Sei L/K Galoisweiterung von Zahlkérpern, p C Ok ein Prim-
ideal. Dann ist p unverzweigt genau dann, wenn |I4| =1 fir ein q | p. Allgemein
ist L1a /K unverzweigt iiber p.

Lemma 7.14. Sei q,0(q) | p. Dann gilt Dyq = 0Dqo™ !, 1,4 = clgo™ 1. Insbe-
sondere sind diese Gruppen isomorph.

Proof. Die Aussage fiir D, ist die Formel fiir die Standgruppe von zwei Elemen-
ten derselben Bahn. Die Aussage fiir die Triigheitsgruppe rechnet man leicht
nach. O

Bemerkung. Ist die Galoisgruppe abelsch, so gilt Dy = D,q. Wir schreiben
dann auch D, und I,.

Korpertiirme

Seien L/E /K Erweiterungen von Zahlkérpern, pr|pg|px Primideale von L, E, K.
Dann ist nach Definition

e(pr/pK) =e(pr/pr)e(PE/PK)
for/pr) = for/pe)f(PE/PK)

Besonders interessant ist der Fall L = E; Es fiir Eq, Fo/K Erweiterungen von
Zahlkorpern.

Satz 7.15. Seien E, E'/Q Galoiserweiterungen von Zahlkérpern. Die Diskrimi-
nanten d,d" seien teilerfremd. Dann ist OgOg = Ogg/. Die Korpererweiterung
EFE'/Q verzweigt genau in den Primzahlen, die dd' teilen. Es gilt dgp = d™ d'".

Proof. Der Kérper E N E’ ist eine unverzweigte Erweiterung von Q, also nach
Theorem 7.5 gleich Q.

Sein=[E:Q],n =[E :Q]. Dann ist [FE': Q] = nn'. Es gilt Gal(FE'/Q) =
G(E/Q)xG(E'/Q). Sei 1, ..., z, eine Basis von Og und 27, ..., z,, eine Basis
von E’. Dann ist {xlm;h =1,...,n,5 =1,...,n'} eine Q-Basis von FE’. Sei

nun o € Ogg,
a= E @ij i
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Behauptung. a;; € Z.
Sei G = Gal(E/K) = {01,...,0,}, G = Gal(E'/K) = {0},...,0,,}. Dann gilt

Gal(EE'/K) = {okojlk=1,...,n,l=1,...,n'}

Wir betrachten die Matrix T' = (o7). Es gilt d’ = det(T)?. Seia = (010, . . ., o )"
Dann gilt
a=Tb

mit b = (3, ainwi, Y, @inTiy- ., 9; @inxi)t. Sei T* = det(T)T~'. Nach der
Cramerschen Regel hat sie Eintrége in Op:. Daher hat

T*a = det(T)b

Eintréige in Opgs. Hieraus folgt, dass >, d'a;;x; ganz fir alle j. Da x1,..., 2,
eine Basis von Op ist, folgt d'a;; € Z fiir alle 1, j.

Dieselbe Uberlegung mit vertauschten Rollen von E und E’ impliziert da;; € Z
fir alle 4, 5. Da d,d’ teilerfremd sind, ist a;; € Z.

Ist p verzweigt in E oder E’, dann offensichtlich auch in EE’/Q. In der expliziten
Basis, die wir gefunden haben, kénnen wir auch die Diskriminate von F; FE5/Q
leicht berechnen. O

Beispiel. (i) Sei K = Q(v/2,v5) = Q(v2)Q(+/5). Der erste Korper hat
Diskriminante 8, der zweite hat Diskriminante 5. Es folgt nach dem Satz

Ok = Z[V?2]O sz mit der Basis 1,v2, (1+ v5)/2,v2(1 + V5)/2.

(ii) Sei K = Q(v/3,vV7) = Q(v/3)Q(+/7). Der erste Korper hat Diskriminante
12, der zweite hat Diskriminante 28. Der Satz ldsst sich nicht anwenden.



Kapitel 8

Zyklotomische Korper

Erinnerung

¢ € Q heifit n-te Einheitswurzel, wenn ¢ = 1. Es heifit primitive n-te Einheits-
wurzel, wenn (" # 1 fiir m < n. Die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln ist eine
endliche zyklische Gruppe der Ordnung n. Die primitiven n-ten Einheitswurzeln
sind gerade ihre Erzeuger. Es gibt also ¢(n) viele primitive n-te Einheitswurzeln
(Eulersche ¢-Funktion).
Sei ¢, € Q primitive n-te Einheitswurzel. Dann hat das Minimalpolynom ®(n)
von ¢, den Grad ¢(n). Die Erweiterung Q(¢,)/Q ist galois mit Galoisgruppe
(Z/nZ)*. Wir erhalten den Isomorphismus wie folgt: Sei a € Z teilerfremd zu
n. Dann definiert

Oa G C’SL
ein Element von Gal(Q(¢,)/Q). Es héngt nur von der Restklasse a € Z/nZ
ab, von dieser aber dann wirklich. Es gibt ¢(n) solche Restklassen, daher hat
die Galoisgruppe mindestens ¢(n) Elemente. Dann ist die Erweiterung galois
und unsere Zuordnung surjektiv. Man beachte, dass o, unabhingig von der
Wahl von (, ist! Die zyklotomischen Koérper sind also Beispiele von abelschen
Erweiterungen, Galoiserweiterungen mit abelscher Galoisgruppe.

Der Ganzheitsring

Sei (, eine primitive n-te Einheitswurzel. Einheitswurzeln sind ganz, also gilt
Z[Cn] C Ogyc,)- Wir wollen Gleichheit zeigen und beginnnen langsam.

Satz 8.1. Sein =1 Primzahl. Dann ist

Z[G] = Og(¢,)

Proof. Sei O = Ogq¢,), ¢ = ¢ Sei ¢ = ag + -+ + a—2C'7? € O mit a; € Q.
Wegen z(1 — ¢) € O folgt Tr(z(1 — ¢)) = agp € Z. Andererseits gilt

Tr(z(1 - () = Y o()(1 - o(())

o

95
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mit 0(¢) = ¢, also 1—0(¢) = (1-¢)(1+¢+- -+ ¢/~ L. Damit gilt Tr(z(1—C)) €
O01-¢)NZ.

Behauptung. O(1 -({)NZ=IZ

Mit = 1 und Tr(1—¢) = I gilt D. Wére Gleichheit falsch, so miisste 1 € O(1—¢)
liegen, also 1 — ( eine Einheit sein. Die Norm von 1 — ( ist aber

-1
N(l—C)=H(l—Cj)ZH(X—Cj)(l)=(1+X+~'~+Xl_1)(1)=l

also ist dies nicht der Fall.

Somit gilt lag € pZ, d.h. agp € Z. Dann ist auch a1¢ + ...a,-2P7% = ((a1 +
...ap,QCp*S € O. ( ist eine Einheit. Wir wiederholen nun das Argument und
erhalten a; € Z und iterativ a; € Z fiir alle 4. Damit ist die Berechnung von O
abgeschlossen. O

Lemma 8.2. Sein = 1" eine Primzahlpotenz, A = (1 — (), d = ¢(I¥). Dann
ist (A\) ein Primideal mit Restklassengrad 1. gilt

(1) = (N* € Og(en)
[ ist rein verzweigt. Es gilt
D(1,Cny e Y = %15 mit s =1""Y(wl—v—1)
Proof. Sei O = Oq(c,), ¢ = Cn- Es gilt

X1 . o
Py (X) = X — x0T x4
Einsetzen von 1 ergibt
= II -
a€(Z/nZ)*

Es ist

L=t =14+ + (=)
Der Vorfaktor ist also ganz. Wegen N (1 — (%) = N(1 — ¢) hat er Norm 1, ist
also eine Einheit in O. Dies bedeutet (1 —(¢) = (1 —(®) als Ideale. Damit haben
wir die Idealidentitit gezeigt. Wegen N(I) = [ folgt N(\) = [. Damit ist dies
ein Primideal. Wegen d = efg mit g =1,e =d ist f = 1.

Seien (i, ..., (s die Konjugierten von (. Dann gilt
1 G ... gt 2

D(l,C,...,Cd_l):il T 2d—1

I Ca . -1

=1 - ¢)?

i<j
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Das von diesem Ausdruck in O erzeugte Ideal ist nach dem Obigen eine Potenz
von (A). Da es gleichzeitig eine ganze Zahl ist, erhalten wir (bis auf Vorzeichen)
eine Potenz von [. Den Exponenten lesen wir ab. O

Satz 8.3. Sein = 1" eine Primzahlpotenz. Dann ist Ogc,y = Z[(n]. In Q(¢n)
ist | rein verzweigt, alle anderen Primideale sind unverzweigt.

Proof. Sei O = Ogc,,), ¢ = n- Wir wissen Z[(] C O. Sei [* die Diskriminante.
Nach Lemma 8.2 gilt Z/IZ = O/(\) (Restklassengrad 1), also

O=Z+X0=0=Z[¢]+ )0
Wir multiplizieren mit A und setzen das Ergebnis ein. Es gilt also
O =7ZN+N0=...0=7ZN+\0O

Behauptung. [°O C Z[(]

Allgemeiner gilt AO C< x1,...,2q >, wenn zy,...,xq € Omit D(zq,...,24) =
A. Sei yy,...,yq die duale Basis von 1, ..., x4 beziiglich der Spurpaarung. Wir
wissen, dass

OC<yi,- - Yd >z

Es geniigt also zu zeigen, dass Ay; €< x1,...,xq >z. Wir schreiben die y; mit
Hilfe der Cramerschern Regel in Termen der x; hin. Als Nenner taucht nur A
auf. O

Satz 8.4. Sein € N. Dann ist Og,) = Z[¢n]. Q(n)/Q verzweigt genau in
den Primteilern von n.

Proof. Dies ist eine Anwendung von Satz 7.15. O

Beispiel. Wir betrachten wieder den Fall n = [ ungerade Primzahl. Dann ist
Gal(Q(¢;)/Q) = Fy zyklisch der Ordnung [ — 1. Sei H die Untergruppe der
Ordnung (I — 1)/2. Wir betrachten E = Q(zeta;)™. Dies ist eine quadratische
Erweiterung von Q. Welche? In Q(¢;)/Q ist nur die Primzahl [ verzweigt, also
ist auch in E/Q hochstens [ verzweigt. Es folgt

o QW1 1=1 mod4
QW= I=-1 mod4

Satz 8.5. Sei d € Z quadratfrei. Dann gibt es N mit Q(v/d =C Q(zetay).
Das minimale N mit dieser Eigenschaft heifit Fiihrer von Q(v/d).

Proof. Beachte, dass i = (4. Wir beginnen mit d = p Primzahl. Ist p = 1
mod 4, so gilt nach dem Beispiel Q(\/p C Q(¢p). Fiir p = 3 mod 4 gilt nach
dem Beispiel

Q(vp) cC Q(i; v=p) C Qi &) = Q(Cap) -
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Fiir p = 2 beachten wir (s = Vi = \/571 + z'\/iil, also Q(v/2) € Q((g).
Ist d € Z quadratfrei, so gilt d = +p; ... p, fiir verschiedene Primzahlen. Wir
setzen die Félle von vorher zusammen. Demnach gilt

Q(Vd) = Q(Cs:Gprs-- - Gp) € QCsa)

Tatsédchlich gilt viel allgemeiner:

Theorem 8.6 (Kronecker-Weber). Sei K/Q endlich abelsche Erweiterung. Dann
gibt es N mit K C Q(¢n).

Dies ist ein Spezialfall von Klassenkorpertheorie. Wir wollen versuchen, das
Theorem bis Ende des Semesters zur beweisen. Offensichtlich ist ein Hauptpro-
blem, den richtigen Kandidaten fiir N zu finden. Er wird vom Verzweigungsver-
halten von K diktiert.

Zyclotomische Einheiten

Sei in diesem Abschnitt n € N;n # 2 mod 4. Wir betrachten Einheiten von
Q(¢n)- (Die Einschrankung wird wegen des Sonderfalls (5 € Q nétig.)

Definition 8.7. Sei V,, die multiplikative Untergruppe von Q(zeta,)* erzeugt
von £(, und 1 — (% fira=1,...,a—1. Sei

die Gruppe der zyklotomischen Einheiten.

Beispiel. (i) Ist n = [¥ Primzahlpotenz, so haben wir gezeigt, dass (1 —
Cn)/ (1 —¢%) fir a € (Z/nZ)* eine zyklotomische Einheit ist.

(ii) Ist n = pg Produkt von zwei Primzahlen, so gilt N(1 — (,)) = ®,(1) und

B, (X) = (XP4—1)(X —1)  XPotl_ Xpi_ X 41
" C(XP—1)(X9—1)  Xpta—XP— Xda+41]
(pg+ 1) XP? — pgXPi—1 —1 (1)

(p+q)Xprta—l — pXr-1 — gXa-1

(pq + 1)pgXPi~t — pq(pg — 1) X P12 1)
(P+q)(p+q—1)XP+ra=2 —p(p — 1)XP~2 — g(qg — 1) X2
(pq + 1)pg — pq(pg — 1)

r+qp+q—1)—plp—1)—qlg—1)

_ 2pq _q

P+ +2-p—q+1-pP+p—q®+q
PP+a?+2pg—p—q P+p—q®+q

®, (1) =

Also ist dies eine zyklotomische Einheit.



59

Man zeigt allgemein, dass die zyklotomischen Einheiten eine Untergruppe von
vollem Rang in Z[(,]* bilden. Der Index ist im wesentlichen die Klassenzahl.
Twasawa-Theorie beschéiftigt sich mit dem System der Klassengruppe und dem
System der zyklotomischen Einheiten fiir den ganzen Turm Q({,,») fir v =
1,2,.... Die Situation hat eine iiberraschend einfache Asymptotik.

Literatur: L. Washington, Introduction to Cyclotomic Fields, Graduate Text
in Mathematics 83, Springer Verlag.

S. Lang, Cyclotomotic Fields I, II, Graduate Text in Mathematics, Springer
Verlag.

Neukirch, Schmidt, Wingberg, Cohomology of Number Fields, Grundlehren der
Mathemtik, Springer Verlag.



60

KAPITEL 8. ZYKLOTOMISCHE KORPER



Kapitel 9

Bewertungstheorie und
lokale Korper

Definition 9.1. Sei k ein Korper. Ein Absolutbetrag v ist ein Abbildung
k—R x|z,
so dass
(i) x|y > 0 und |z|, =0 <z =0.
(i) Fir alle z,y € k gilt |xy|y = |z|o|ylo-
(iii) |2+ ylv < |zlo + [ylo.

Ein Absolutbetrag definiert eine Topologie via: U C k heifit offen, falls fiir alle
z € U ein € > 0 existiert, so dass {y € k| |y — =], < e} C U.

Beispiel. e R, C mit dem gewdhnlichen Absolutbetrag, ebenso Q.

e Fiir p € Q eine Primzahl |z|, = p~*(®) wobei v(x) die Vielfachheit von p
in x ist. Dies ist der p-adische Betrag.

Definition 9.2. Sei k ein Korper. Fine diskrete Bewertung ist eine Abbildung
v:k— RU{oo} mit

(i) v(z) =00 <z =0.
(i) v(zy) = v(z) + v(y).
(i) v(x 4+ y) > min(v(x), v(y))
und v(k*) diskrete Untergruppe von R vom Rang 1.
Wir konnen jede diskrete Bewertung ohne Einschrinkung so normieren, dass

v(k*) =Z.

61
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Lemma 9.3. Sei v eine diskrete Bewertung, a > 1 fest. Dann ist |z|, = a¥(*)
ein Absolutbetrag.

Beweis: Die Eigenschafte (i) und (ii) sind klar.
Dreiecksungleichung:

4@ty < @min(@)0() < g=v(@) 4 —v()

O

Beispiel. Sei O ein Dedekindring, p ein Primideal, K der Quotientenkorper
von O. Fiir € K* sei (z) = [[q"®) die Produktzerlegung in Primideale.
Dann ist die Abbildung v : K* — Z mit « — v, (z) eine diskrete Bewertung.

Allgemein:

Definition 9.4. Fin Dedekindring mit genau einem mazimalen Ideal heifit dis-
kreter Bewertungsring.

Satz 9.5. Sei A ein Ring. Aquivalent sind:
(i) A ist ein diskreter Bewertungsring.
(i) A ist Hauptidealring mit genau einem mazimalen Ideal.

(iii) A ist von der Form {x € k|v(z) > 0} fir eine diskrete Bewertung eines
Korpers k.

Es gilt dann k = Q(A) und das mazimale Ideal ist m = {x € x|v(z) > 0}.

Beweis: Die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen folgt wie wir bereits gese-
hen haben aus der Strukturtheorie von Dedekindringen. Wie im Beispiel wird
die Bewertung auf k& = Q(A) definiert. Sie hat Wertebereich Z U co. Sei nun
umgekehrt v : k — Z U oo eine diskrete Bewertung, A und m wie in (iii).

Behauptung. A ist ein Ring mit maximalem Ideal m und Quotientenkorper k.

Sei a,b € A. Dann ist v(a + b) > min(v(a),v(b)) > 0, also a + b € A. Ebenso
v(ab) = v(a)v(b) > 0. Ebenso folgt, dass m ein Ideal ist. Alle Elemente u € A~m
haben v(u) = 0, also v(u~1) = 0 und daher u~! € A. Sie sind invertierbar. Jedes
echte Ideal muss daher in m enthalten sein, es ist maximal. Ist € k mit v(z) <
0, so gilt v(x~1) > 0, also 7! € A. Insbesondere ist k der Quotientenkérper
von A.

Der Wertebereich von v ist diskret. Sei 7 € m mit v(7) minimal. Ohne Ein-
schrinkung ist v(7) = 1, d.h. v(k*) = Z.

Behauptung. Jedes Element von k* hat die Form um® mit u € A*, v € Z.
Sei z € k*, v =v(z), v = zr~?. Dann gilt v(u) = v(z) —v =0, alsou € A*. O

Definition 9.6. Sei Char k = 0. Ein Betrag heiffit kanonisch, wenn seine Ein-
schrankung auf Q mit | - | oder einem |- |, ibereinstimmd.
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Wir interessieren uns nur fiir die kanonischen Betrége.

Definition 9.7. Zwei Absolutbetrdge heiffen dquivalent, wenn sie dieselbe To-
pologie induzieren. Eine Aquivalenzklasse von Absolutbetrigen auf einem Kérper
heif$t Stelle des Kdorpers.

Lemma 9.8. Seine |-|1 und |-|2 dquivalente Absolutbetrdge. Dann gibt es A > 0,
so0 dass |x|1 = |z|3.

Beweis: Wir betrachten

{rek]||z)y <1} ={z]| lim 2" =0}
n—oo

Dies ist die gleiche Menge wie fiir | - |2, da Grenzwerte nur von der Topologie
abhéngen. Also:
|£U‘1 >1s ‘Jilg >1

Wenn |z|; = 1 fiir alle z # 0, dann ist die Topologie diskret. Die Aussage gilt
dann trivialerweise.

Sei also y € k mit a = |y|1 > 1. Sei b = |y|2. Fiir z € k* gibt es & > 0 mit
|z]1 = a®. Seien m,n € N mit m/n > a. Dann folgt

m/n

.,ETL
lz]y < [yly " = ’ym

™
1 Y 2

Ebenso argumentiert man fiir m/n < a = |z|y > b”™/". Da die Ungleichungen
fiir alle m,n gelten, erhalten wir |z|s = b®. Mit anderen Worten

|z = a® = prlogya _ |1,|120gba

Dies beweist die Behauptung mit A = log, a. O

Ein Korper heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert. Ist k ein
Koérper mit Absolutbetrag v, dann ist &, (der Koérper der Cauchy-Folgen in &
modulo Nullfolgen) ein vollstandiger Korper beziiglich der Fortsetzung von v.
Dieser Korper k, heifit Komplettierung von k. (Beweise wie in Analysis).

Beispiel. R ist die Komplettierung von Q beziiglich | - |. Sei Q, die Komplet-
tierung von Q beztiglich | - |,. Dies ist der Korper der p-adischen Zahlen.

Definition 9.9. Sei Chark = 0. k heifst lokaler Korper, wenn er Komplettie-
rung eines Zahlkdrpers beziiglich eines kanonischen Betrages ist.

Diese Korper wollen wir klassifizieren. Es gilt iibrigens eine glattere Charakte-
risierung:

Theorem 9.10. Sei Char k = 0. Dann ist k lokal genau dann, wenn k vollstindig,
lokalkompakt und nicht-diskret.

Beweis: vergl. Weil, Basic number theory §3. O
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Zur Erinnerung: ein metrischer Raum ist lokalkompakt, wenn jede beschréankte
Folge eine konvergente Teilfolge hat.

Satz 9.11. Sei K ein Zahlkirper, p ein Primideal, |-|, der Absolutbetrag zur p-
adischen Bewertung vy : K* — Z. Set K, die Komplettierung von K, beziiglich
v.

(1) vy ist eine diskrete Bewertung auf K.

(i) Der topologische Abschluss O, von Ok in K, ist {x € K, | |z| < 1}, ein
diskreter Bewertungsring mit Restklassenkdrper Ok /p.

(i1i) O, ist kompakt, K, ist lokalkompakt.

Beweis: Sei x € K,,, x = limx; mit z; € K. D.h. fiir alle ¢ > 0 gibt es N, so
dass |z; — ;| < € fiir alle 7,5 > N. Also

2| = |z — 2 + 25| < max(|z; — x4, [25]) < max(e, [z])

1. Fall: z = 0. Dann bilden die z; eine Nullfolge.
2. Fall: x # 0, die x; bilden keine Nullfolge. Dann gibt es g > 0, so dass es fiir
jedes N ein i > N gibt mit |z;| > go. Fiir alle € < g folgt dann |z;| < |z;|. Also
wird |z;| konstant.
|x| = |z;]| fiir groBes i hat denselben Wertebereich wie der Betrag auf K, insbe-
sondere ist er diskret. Ebenso ist v(x) = limv(x;) konstant, die Bewertung auf
K, ist diskret.
Sei

O,={zeK,||z|<1}={z e K, | v(z) >0}

Sei Op ={a/s € K|a€ O,s € O\p} die Lokalisierung des Ganzheitsrings in
p.
Behauptung. O, ist der topologische Abschluss von Oy.

O, ist ein lokaler Hauptidealring (vergleiche Satz 7.3). Das einzige Primideal
wird erzeugt von m € pO,. Nach Definition ist v(r) = 1. Jedes Element von
K* ist von der Form ur” mit v € Oy und r € Z. Es gilt Oy C O,, denn
v(a/s) =v(a) —v(s) =wv(a) > 0. Sei x € O,, also x = limz;, z; € K, v(x) > 0.
Hieraus folgt, wie wir gesehen haben v(x;) > 0 fiir ¢ groff genug.

Offensichtlich ist K N O, = O,. Sei x € K, r = v(z) € Z. Dann ist « = un”
mit v(u) = 0, also u € O}. Demnach ist auch O, ein Hauptidealring, einziges
Primideal ().

Behauptung. Ok ist dicht in O,.

Sei x = a/s mit s € O ~p=O0x NOZ Sei N > 0. 7 und s sind teilerfremd,
d.h. (7, s) = 1. Es gibt b,c € O mit

bV dsc=1=sc—s5' = b = |c—s = s(c—s N, <|n|; N

Damit wird s~! (und dann auch as~!) durch ein Element von O approximiert.
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Beachte (Satz 7.3)
Ok /p = Oy /pOyp — Oy/()

Die Abbildung ist injektiv, da es ein Kérperhomomorphismus ist.
Behauptung. Die Abbildung ist surjektiv.

Sei z = limx; mit x; € Op. Es gilt v(z — ;) — oo, insbesondere v(z — z;) > 1
fiir 7 groB8 genug, d.h. 7 | x — x;. Hieraus folgt = x; modulo 7, also liegt x
modulo 7 im Bild von O,.

Dies beendet den Beweis von (ii).

Sei x; eine Folge in O,. Seien T; die Bilder in O, /(7). Dies ist ein endlicher
Korper. Nach dem Schubfachprinzip enthélt eine Restklasse unendlich viele Ele-
mente, d.h. eine Teilfolge ist konstant modulo 7. Iteration dieses Argumentes
liefert Teilfolgen, die konstant sind modulo 72, dann modulo 73. Die Diagonal-
folge wird fiir ¢ grof genug konstant modulo 7", d.h. v(x; —x;) > n fiir 4, j groB
genug. Die x; bilden eine Cauchy-Folge. Der Grenzwert existiert dann in O,,.
Abgeschlossene Kugeln in K, sind von der Form x + n"O,,, also kompakt. [

Satz 9.12. Sei k ein vollstindiger, lokalkompakter Kérper mit Absolutbetrag,
E/k endlich. Dann setzt sich der Betrag von k auf hichstens eine Weise nach
E fort. E ist beziiglich dieses Betrages vollstindig und lokalkompakt.

Beweis: Seien | - |y und |- |2 zwei Fortsetzungen nach E. Wie in der reellen
Analysis zeigt man, dass E vollstédndig und lokalkompakt ist. Ebenso zeigt man
(nur Lokalkompaktheit geht ein), dass sie dquivalent sind, d.h. dieselbe Topolo-
gie induzieren. Nach Lemma 9.8 gilt dann | - |; = | - [3. Setzt man z € k ein, so
folgt A = 1. O

Bemerkung. Insbesondere gilt fiir alle 0 € Gal(E/k) die Gleichung |o(z)| =
|z|, da |o - | ein neuer Betrag ist.

Satz 9.13. Sei K ein Zahlkorper, k der Abschluss von K beziiglich eines Be-
trages, der |- |, fortsetzt. Dann ist k eine endliche Erweiterung von Q.

Beweis: Wir betrachten das Kompositum KQ,, den Teilkérper von K, der von
K und Q, erzeugt wird. Er ist endlich iiber Q,. Da Q,, lokalkompakt ist, ist es
nun auch KQ, (Satz 9.12) lokalkompakt und vollstdndig. Damit ist KQ, = K,,
also ist dieser Korper endlich. O

Lemma 9.14. Sei k/Q, endlich, O, der ganze Abschluss von Z, in k.
(1) Oy ist diskreter Bewertungsring mit mazimalem Ideal p.
(i1) Der p-adische Betrag auf Q, setzt sich nach k fort und gehort zu p.

Beweis: Wir betrachten den ganzen Abschluss O,,. Der Ring ist ganz abgeschlos-
sen. Mit denselben Argumenten wie im Beweis von Theorem 2.1 (der Fall des
Ganzheitsrings) zeigt man, dass O, endlich erzeugt iiber Z, ist, insbesondere
also noethersch. Wie im Beweis von Satz 4.10 ist O, nun ein Dedekindring.
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Wiéhle p C O, ein Primideal ungleich 0. Dann ist p € p. Der Betrag | - |, setzt
- bei geeigneter Normierung - den Betrag | - |, fort. Nach Satz 9.12 ist diese
Fortsetzung eindeutig. Wegen

p={z €0z, <0}

legt dies auch das Primideal eindeutig fest. Damit ist O, ein diskreter Bewer-
tungsring. O

Bemerkung. Insbesondere ist O, ein Hauptidealring. 7 € p p? ist ein Erzeu-
ger.

Theorem 9.15. Sei k/Q, endlich. Dann gibt es einen Zahlkorper K/Q mit
(K :Q] =[k: Q) und K C k ist dicht, d.h. k ist Abschluss von K beziiglich
eines Betrages, der |- |, fortsetzt.

Beweis: Nach Lemma 9.14 gibt es einen Betrag auf k, der | - |, fortsetzt. Er ist
eindeutig nach Satz 9.12. Wir schreiben | - |, auch fiir die Fortsetzung.

Sei k = Qp() (Satz vom primitiven Element), f = X%+ a; X9 1 4. + a4 €
Q,[X] das Minimalpolynom. Wihle g = X4 + b; X9 ! + ... + b; € Q[T] mit
|ai - bilp < e. Es gilt

F=1]x —a) a; €Q,
g=[1x-5) B €Q
Die Differenz
[f(@) = g(@)l, = 10=][(a =Bl =] lo — Bl

ist klein nach Wahl der b;, also ist ein Faktor klein. Also wird jede Wurzel von
f durch eine Wurzel von ¢ approximiert. Weiterhin sind alle Wurzeln von f
verschieden, da das Polynom separabel ist. Fiir geniigend kleines e sind dann
auch alle Wurzeln von g verschieden, d.h. g ist irreduzibel. Sei § die Nullstelle
von ¢, die o approximiert. Wir setzen K = Q(3).

Behauptung. Q,(a) = Q,(8) fiir ¢ klein genug.

Beide Korper sind in &', der normalen Hiille von Q,(c, §) enthalten. k'/Q, ist
galois.

Wir iiberpriifen o € Q,(3) = (k')G2* /@ (%) (Hauptsatz der Galoistheorie). Da
|8 — af, klein ist, gilt

B—aly<lo(@) —al, o€ Cal(k/Qy(B)) falls o(a) # o

Sei 7 € Gal(k’/Q,(83)). Dann folgt |7(v)], = |v|p, fir alle v € k' nach der
Bemerkung nach Satz 9.12. Es folgt

1B —T1al, =18 —1(a)], <|oa—al,
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Hieraus folgt
[Ta—af = |ra— B+ —al, <lo(a) —a)l,

fir alle o € Gal(k'/Q,(8)) mit o(a) # «a. Fiir 0 = 7 ist dies ein Widerspruch,
also o(a) = « fiir alle 0. Damit haben wir Q,(a) C Q,(3) gezeigt. Die andere
Inklusion wird genauso gezeigt.

Auf K erhalten wird durch Einschrianken des Betrages auf k eine Absolutbetrag,
der | - |, fortsetzt. Da d = [K : Q] = [k : Qp] stimmt & mit der Komplettierung
von K iiberein. O

Korollar 9.16. k ist lokal, d.h. Komplettierung eines kanonischen Betrages auf
einem Zahlkérper, genau dann, wenn k = R, C oder endliche Erweiterung eine

Qp.

Beweis: Theorem 9.15 und Satz 9.13 O
Definition 9.17. Die kanonischen Absolutbetrige auf K heifien Stellen von K.
Wir schreiben v|w, wenn | - |, den Betrag | - |, fortsetzt.

Bemerkung. Q hat die Stellenmenge S(Q) = {oo, pprim}.

Korollar 9.18. Sei K ein Zahlkérper, v eine Stelle von K, plv eine Primzahl.
Dann ist v assoziiert zu einem Primideal p von Oy, das p enthdlt.

Beweis: Auf K,, C O, ist der Betrag |- |, nach Lemma 9.14 von einem Primideal
p, induziert. Es gilt O C O,, da die Elemente von O ganz iiber Z, also erst recht
ganz iiber Z, sind. Das Primideal p = O N p, induziert dann | - |,. O

Korollar 9.19. Sei K ein Zahlkérper, S die Menge der Stellen von K, die
Unendlich nicht teilen. Dann gilt
Ok ={r e K| |z|, <1 fir alleve S}

Beweis: Sei x = a/b mit a,b € Ok. Sei |z|, = |z|, fiir ein Primideal p. Dann
gilt

’E

b

In der Primfaktorzerlegung von a und b gilt also

(@ =TTe® c @) = [[o®

Dies bedeutet a = ~b fiir v € Ok, also vy =z € Ok. O

<1 e u,f(a) > vy(b)

v
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Kapitel 10

Erweiterungen von lokalen
Korpern

Sei L/K eine Erweiterung von lokalen Korpern. Falls R C K gibt es nur drei
Mboglichkeiten: R/R,C/R,C/C. Wir definieren e(C/R) = 2 (Verzweigungsin-
dex), f(C/R) =1 (Restklassengrad). Ab jetzt behandeln wir den Fall Q, C K
fiir eine feste Primzahl p. Wir nenne diese Korper p-adisch.

Definition 10.1. Sei L/K Erweiterung von p-adischen Korpern. Sei wy, Prim-
elemet von Or, mx Primelement von Ok . Dann heift K(K) = Ok /(7 ) Rest-
klassenkorper von K. f(L/K) = [k(L) : k(K)] heifst Restklassengrad von L/K.
Der Verzweigungsgrad e(L/K) wir definiert durch (mxOp)(m, )¢/ K).

Bemerkung. Sei v : L* — R eine diskrete Bewertung. Nach Definition gilt
TR = mrz(L/K) fiir eine Einheit v € O7F. Es folgt

v(irg) =0+e(L/K)v(ry) = e(L/K) =v(rg)/v(ry)
Satz 10.2 (Gradformel). Sei L/K Erweiterung von lokalen Kérpern. Dann ist
[L: K] = e(L/K)f(L/K)
Beweis: Siehe Beweis von Satz 7.2 (Gradformel fiir Zahlkorper). O

Korollar 10.3. Sei L/K Erweiterung von Zahlkérpern, p | B ein Primideal.
Dann gilt

e(Ly/Ky) = e(B/p) f(Lp/Kp)
Beweis: Nach Satz 9.11 stimmen die Restklassenkdrper tiberein, £(p) = k(K,),
daher auch der Restklassengrad. Die Aussage fiir den Verzweigungindex folgt
aus der Definition der Bewertung und der obigen Bemerkung. O

Die globale Gradformel kann also umgeschrieben werden als

[L: K] =" e(Ly/Ky) f(Ly/Kp)
Blp

69
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Bemerkung. Unsere Definition fiir v | co ist so gemacht, dass diese Formel
auch fiir v | oo stimmt, z.B. fir K/Q:

[K:Ql=r1+2r =) eK,/R)
v|oco

Viele Eigenschaften des Zahlrings, z.B. die Verzweigung, konnen also bestimmt
werden, ohne O aus den Gleichungen zu bestimmen.

Galoistheorie

Lemma 10.4. Sei L/K Galoiserweiterung p-adischer Kérper. Dann operiert
Gal(L/K) auf Oy,. Dies induziert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

O : Gal(L/K) — Gal(s(L)/k(K)
Sei I(L/K) = Ker ®. Dann gilt
(L/K)| = e(L/K), | Gal(x(L), x(K)| = f(L/K)
Beweis: Wie im Zahlkorperfall, nur einfacher. O

Bemerkung. Wie im Zahlkorperfall gilt: Die Teilerweiterung L!(Z/F) /K ist
unverzweigt.

Satz 10.5. Sei L/K Galoiserweiterung von Zahlkdrpern, B | p Primideale. Es
gilt
D(B/p) = Gal(Le/Kyp), [(B/p) = I(Ly/Kp)

Beweis: Sei w die zu P gehdrende Bewertung auf L, ¢ € Gal(L/K). Durch
w'(x) = w(o(x)) wird eine andere Bewertung von L definiert. Beide stimmen auf
K iiberein und gehoren dort zu p. Sei P’ das Primideal zu w’. Fiir o € D(B/p),
so gilt nach Definition o() = P, also P’ = P. Wegen der Eindeutigkeit der
Bewertung folgt w = w’. Durch stetige Fortsetzung operiert D(3/p) auf L,,. Auf
K und damit auf K,, operiert D(B/p). Wir erhalten eine injektive Abbildung

D(‘B/p) - Gal(Lw/Kw)

Da beide Gruppen ef Elemente haben, ist die Zurordnung bijektiv. Das Dia-
gramm

D(B/p) —— Gal(s(B)/r(p))

! !

Gal(Ly/Ky,) —— Gal(k(Ly)/k(Ky)
kommutiert. Daher stimmen auch die beiden Kerne iiberein. O
Satz 10.6. Seien L1, Ly/K Galoiserweiterungen, e(L1/K) = 1, L = LiLs.

Dann ist e(L/K) = e(Ly/K). Insbesondere ist L/K unverzweigt, falls Lo/ K
ebenfalls unverzweigt.
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Beweis: Der Teilkorper L N Lo ist unverzweigt iiber K. Ohne Einschrinkung
ist K = L1 N Ls. Wir betrachten den unverzweigten Fall. Wie im globalen Fall
(Satz 7.15) gilt O = O, 0, und die Diskriminante kann explizit berechnet
werden. Sie ist in unserem Fall 1.
Allgemein sei LY der unverzweigte Teilkorper von Lo/L. Dann ist L' = L L¥
unverzweigt iiber K und

e(L/K)<[L:L)=[Ly: L% =e(Ls/K)

Andererseits ist der Verzweigungsindex multiplikativ, daher e(Ly/K)|e(L/K).
Es folgt Gleichheit. O

Theorem 10.7 (lokaler Satz von Kronecker-Weber). Sei k/Q, abelsche Galoi-
serweiterung lokaler Korper. Dann gilt

k C Qp(Cn)
fiir geeignetes N.

Beweis von Theorem 8.6. Sei K/Q abelsche Erweiterung. Sei S die Menge der
Primzahlen, die in K verzweigen. Sei K, die Komplettierung beziiglich einer
Stelle von K iiber p € S. Dann ist L,/Q, abelsch und daher L, C Q,((,,) fiir
geeignetes n,. Sei p°» die genaue p-Potenz i n,. Wir setzen

N = Hpep
peS
Behauptung. K C Q((n).

Sei M = L({n). Dies ist abelsch iiber Q und unverzweigt auflerhalb S. Sei
M, die Komplettierung beziiglich einer Stelle, die die Stelle zu L, enthilt, also
Qp, C L, C M,. Es gilt
My = Lp(Cn) = Qp(Gperns) = Qp(Gper )Q(Cnr)
fir (n’,p) = 1. Hierbei ist Q,((n/)/Qp unverzweigt und Q,({per )/Q) rein ver-
zweigt. Da Q((pe» ))/Q ebenfalls rein verzweigt ist in p, folgt
ep(Q(Cpe»))/Q) = e(Qp(Cper )/ Qp = ¢(p7)

Die Tragheitsgruppe I, = I(M,/Q,) hat daher ¢(e°») Elemente.

Sei nun I die Untergruppe von Gal(M/Q), die von den I, fiir p € S erzeugt wird.
Da die Gruppen abelsch sind, ist dies das Bild von [] I, unter der natiirlichen
Abbildung. Es gilt

111 < [T 15] =[] 6(™) = 6(n) = [Q¢w) : Q)]

peES peS

Der Fixkérper M7 ist unverzweigt an Stellen, muss also nach dem Theorem von
Minkowski mit Q iibereinstimmen, d.h.

[M: Q] = [I] < ¢(N)
Hieraus folgt M = Q(¢{w). O



72 KAPITEL 10. ERWEITERUNGEN VON LOKALEN KORPERN

Strukturtheorie lokaler Kérper (Schnelldurchgang)

Sei nun k/Q, lokaler Korper.

Lemma 10.8. In k gilt: Y-, a; konvergent genau dann, wenn (a;):2, Nullfol-
ge.

Beweis: Beachte: | ZZN:O a;] < max  |a;| O

Satz 10.9 (Henselsches Lemma). Sei O C k der Bewertungsring, f € O[T].
Sei ag € O mit

|f(ao)| < | ()’

wobei [’ die formale Ableitung von f ist. Dann konvergiert die Folge

Qis1 = Qi — f/(ai)
f'(ai)
gegen eine Wurzel o von f. Es gilt
|.f (cvo)]
a—q| < ——= <1
= 0l = o,

Bemerkung. Dies lisst sich auch in Termen der Bewertung, also von Teilbar-
keit durch das Primelement formulieren und beweisen. Ein wichtiger Spezialfall
ist ap € O, f(ap) = 0 im Restklassenkorper (d.h. |f(ap) < 1) und f'(ag) # 0
im Restklassenkorper (d.h. |f'(ap)| = 1).

Beweis: Dies ist das Newton-Verfahren fiir den p-adischen Betrag. Fiir Ein-
zelheiten siehe: Koblitz, p-adic Numbers, p-adic Analysis and Zeta-Functions,
Lang: Algebraic Number Theory.

Sei
o ‘ f(ao)

= T(ao)? <1

P

Wir zeigen induktiv:
(i) i <1
(ii) |Ozi — CYO| S c

f(ai)

2i
f/(ai)? P <¢

(iii)

Die Bedinung (i) besagt, dass alle «; und damit auch alle f(a;), f'(c;) ganz
sind. Die Bedingung (iii) besagt, dass

flav)
f'(ev)

<|f (i)lpe® <&
p

\Oém-l - ail = ’
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Also ist dies eine Nullfolge. Hieraus folgt Konvergenz der Folge «;. Wegen der
Stetigkeit des Betrages folgt aus (ii) die Abschitzung fiir a. Der Grenzwert
erfiillt wegen Stetigkeit von f und f’ die Gleichung

fla)
f'(a)

o= o —

Dies bedeutet f(a) = 0.
Nun verifizieren wir die Eigenschaften (i), (ii), (iii). Fiir ¢ = 0 ist dies jeweils die
Voraussetzung. Schluss von ¢ nach i + 1:

(i) Die Eigenschaft (iii) bedeutet

£/ (@i)]p < 1c¥

Qi1 — ai| = ‘ ;’((Z))

P
Mit (i) impliziert dies |a; 11 < 1.

(ii) Jog1r — ool < max(|oipr — i, | — ap]) < max(c?',¢) = c.

(iii) Sei g € O[T] ein Polynom. Seine Taylorentwicklung in einem Punkt z ist

g(wo +T) = g(xo) + ¢’ (x0)T + h(T)T?

(Betrachte z.B. g(T) = ¢IT™) Wir setzen nun g = f, g = o;, T = — 7{,(&1)).
Es gilt also

P ORI LIRS
flaw = flew) = ') s + 8 (f’(a»)

mit 3 € O. Die ersten beiden Summanden heben sich weg, also

flav)
f' ()

Nun setzen wir g = f/, 29 = a; und T = — ]{,((O:v)). Damit

flav)
[ (i)

2

If(aip1)] <

faisr) = flloa) +
mit v € O. Dies impliziert

flai

; /( i)
f'(ai)

und sogar Gleichheit, falls die Betréige unterschiedlich sind. Nach Induk-

tionsvoraussetzung gilt

[ (014)] > max (If’(ai)l,

flaw)
f'(as)

el > |
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Also |f'(ai+1)] = | f'(e;)]. Zusammen folgt nun
fais) ‘ﬂai) F 1 _‘ flog) [ 2y
), = | Flag| 1]~ | Flanz| =)

O

Beispiel. Sei (N,p) = 1, &5 das zyklotomische Polynom, also ein Teiler von
XN — 1. Sei @ € O eine Nullstelle dieses Polynoms im Restklassenkorper,
|f(ap)] < 1 wobei 7 ein Primelement ist. Weiterhin ist f’(a) # 0 im Restklas-
senkorper, da (XY — 1) = NX¥~! ungleich Null. Dies bedeutet |f’(ag)|? = 1.
Die Vorraussetzung des Henselschen Lemmas ist erfiillt. @ hat eine Nullstelle
in k.

Korollar 10.10. Sei k/Q,, endlich. Dann gibt es einen Teilkérper k* C k, der
unverzweigt Gber Q, ist. Es gilt f(k/Q,) = f(k*/Qp) und e(k/k™) = e(k/Q)).

Der Koérper k% wird von Einheitswurzeln erzeugt, deren Ordnung prim zu p ist.

Beweis: Sei f = f(k/Qp), d.h. F,s ist der Restklassenkérper von k. Es gilt
F,s = F, (@), wobei @ eine primitive (p/ —1)-te Einheitswurzel ist. Dies bedeutet,
dass das zyklotomische Polynom ®,s_; eine Nullstelle im Restklassenkérper
hat. Wie im Beispiel hat ®,7_; eine Nullstelle « in k, die @ induziert. Sei nun

k" = Qp(a) C k. Der Restklassenkorer von k" enthilt @, ist also ganz IF,;.
Damit ist f(k*/Qp) = f. O

Kronecker-Weber

Wir reduzieren nun den Beweis von Theorem 10.7 auf die folgenden Aussagen:

Lemma 10.11. Sei K p-adischer Korper, e € N mit (p,e) =1 und u € Op.
Sei L = K(a), wobei a® = u. Dann ist L/K unverzweigt.

Beweis: Ubungsaufgabe. O
Lemma 10.12. Q,({p) = Q,(»+/—p)
Beweis: Ubungsaufgabe. O

Beide Korper sind Galois mit derselben Ordnung und zyklischer Galoisgruppe.

Satz 10.13. Es gibt keine Galoiserweiterung von Q, mit Galoisgruppe isomorph
2u (Z)pZ)3.

Beweis: Kummertheorie, kommt noch. O

Beweis von Theorem 10.7. Sei K/Q, Galoiserweiterung mit abelscher Galois-
gruppe. Wir betrachten nacheinander die Fille

(1) unverzweigt: e(K/Q,) =1 (ok nach Korollar 10.10)
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(i) zahm verzweigt: (p,e(K/Qp)) =1
(iil) wild verzweigt: ple(K/Qp).

K/Q, zahm verzweigt: Sei e der Verzweigungsindex, 7 ein Primelement von
K.

Sei K* = Q,(¢,,) der maximale unverzweigt Teilkdrper von K. K/Q,((,) ist
rein verweigt vom Grad e.

Es ist 7 = —up fiir u € O%. Wir gehen iiber von K zu L = K(u'/¢). Nach
Lemma 10.11 ist L/K unverzweigt, d.h. 7w bleibt Primelement von L. Nach
Korollar 10.10 wird L/K von einer Einheitswurzel {y mit (p, N) = 1 erzeugt.
7" = u~'/°r ist ein anderes Primelement von K'. Es erfiillt (7')¢ = —p, d.h.
7’ = /—p. Daher ist

L= Qp(C’m CNa \e/jp) = @P(Cnv CN)QP(\e/jp)

Insbesondere sind L und sein Teilkérper Q(/—p) abelsch. Da Q,(v/—p)/Q,
galois ist, folgt (. € Q,(/—p). Da der Koérper zahm verzeigt ist, folgt e|p — 1.
Andererseits ist Q,( »+/—p) = Qp(¢p). Damit ist dieser Fall abgeschlossen.
K/Q, wild verzweigt: Sei nun K/Q, beliebig, G = Gal(K/Q,). Dann ist
K = K1 Ky mit [K; : Q] teilerfremd zu p, [K2 : Q] eine Potenz von p. Die
Erweiterung K; /K ist zahm verzweigt. Diesen Fall haben wir bereits behandelt.
Es geniigt also ohne Einschrankung, K = K5 zu betrachten. Seine Galoisgruppe
ist ein p-Gruppe der Ordnung p?.

Wir kennen zwei solche Korper: Ly C Q((pa+1) der Teilkérper vom Grad p?. Er
ist rein verzweigt iiber Q,. Sei Lo die unverweigte Erweiterung vom Grad p?. Das
Kompositum L = L; L, ist abelsch mit Galoisgruppe (Z/p?)?. Angenommen,
K ist nicht in L enthalten. Dann ist KL eine Galoiserweiterung von Q, mit
Galoisgruppe (Z/p?)? x G fiir eine p-Gruppe G’. Dann gibt es einen Teilkérper
E von KL mit Galoisgruppe Gal(E/Q,) = (Z/p)3. Dies ist unméglich. O

Nachtrag zur Galoistheorie: Seien L, KQ, wie im Beweis: L/Q, galois mit
Gruppe (Z/p?Z)?, K/Q, endlich abelsch mit Galoisgruppe eine p-Gruppe mit
p¢ Elementen, K N L # K. Nach Elementarteilersatz hat ein endliche abelsche
p-Gruppe die Form

(Z/p"2Z) x ... (Z/p™Z)

mit dy > ds > ...d,. Dabei sind n und die d; eindeutig.

Nach Voraussetzung hat die Galoisgruppe von L/Q, zwei Elementarteiler, die
von K/Q, wenigstens einen. Angenommen Gal(L/L N K') hat weniger als zwei
Elementarteiler. Dann geht ein Faktor Z/dZ in der Galoisgruppe von K NL/Q,
auf. Diese hat Ordnung mindestens p?. Wegen [K : Q,] = p? folgt KN L = K.
Dies widerspricht der Vorraussetzung.

Es gilt Gal(LK/L N K) = Gal(L/L N K) x Gal(K/L N K). Also hat diese
Gruppe wenigstens drei Elementarteiler. Wegen Gal(LK/Q,) D Gal(LK/LNK)
folgt dies auch fiir Gal(LK/Q,). Mit etwas mehr Sorgfalt erhilt man, dass der
maximale Elementarteiler p? ist. Dies wird aber fiir den Beweis des Satzes gar
nicht benotig.



76 KAPITEL 10. ERWEITERUNGEN VON LOKALEN KORPERN



Kapitel 11

Kummer-Theorie

Etwas homologische Algebra

Definition 11.1. Sei [a,b] C Z ein Intervall (a = —o0, b = oo sind erlaubt).
Ein (kohomologischer) Komplex ist eine Folge K' fiir i € [a,b] von abelschen
Gruppen zusammen mit Randabbildungen d* : K* — K'*t!, so dass gilt d* o
di=1 =0 firi€[a+1,b].

. i—1 . 7 . 1+1 .
Y Gt AN 7 d—>C'H'l KNy

7' = Ker d' heifit Gruppe der i-Kozykel. B = Im d’~! heifit Gruppe der Kor#nder.
HZ(K*) — Zz/Bz

heifit i-te Kohomologiegruppe von K*. Ein Komplex heifit exakt, wenn H'(K*) =
0 fiir alle i.

Bemerkung. Wegen d’ o d'*! = 0 gilt B' C Z*. Ein Komplex ist exakt, wenn
Imd~t = Kerd® fiir alle i.

Exakte Komplexe der Form

0-A4LBL oo

heiflen kurze exakte Sequenz. Dies bedeutet, dass g surjektiv ist mit Kern A.
Oder umgekehrt formuliert: f injektiv mit Kokern B/f(A) = C.

Definition 11.2. Seien A* und B* Kompleze. Fin Morphismus von Komplexen
f* : A* — B* ist eine Folge von Homomorphismen f': A* — B, so dass die
Diagramm kommutieren:

i+1
qitr L RBitl

g e

fi

7
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Eine kurze exakte Sequenz von Komplexen ist ein Folge von Morphismen von
Komplexn
0—-A"—=B"—-C"—0

so dass alle Zeilen 0 — A — B — C' — 0 kurze evakte Sequenzen von
abelschen Gruppen sind.

Der Witz ist, dass man mit Kohomologiegruppen rechen kann.

Satz 11.3. Set 0 — A* — B* — C* — 0 ein kurze exakte Sequenz von
Komplexen. Dann gibt es eine natiirliche lange exakte Sequenz

— H'(A*) — H(B*) — H'(C*) — H"T'(A*) — ...

Beweis: Vergl. z.B. S. Lang, Algebra oder Biicher zur algebraischen Topologie.
Die Abbildungen H!(A*) — H*(B) sind einfach, sie werden von A* — B? indu-
ziert. Schwierig ist der Verbindungshomomorphismus

J: HI(C*) — HH'I(A*)

Man erhiilt ihn wie folgt. Seie € H(C), ¢ € Z*(C*) ein Repriisentant. Wegen der
Surjektivitit von B — C? gibt es ein Urbild b € B*. Wir bilden es mit d’ nach
b € B! ab. Nun iiberpriifen wir, dass das Bild von ¥’ in C*t! verschwindet.
Es stimmt némlich mit d*(c) iiberein und nach Vorraussetzung liegt ¢ im Kern
von d¢. Da die Sequenz

O N AiJrl N Bi+1 N Ci+1 N O

exakt ist, folgt dass b’ € A", Zur Unterscheidung nennen wir es dort a. Wir
zeigen, dass d*tla = 0. Es ist nimlich d*T0' = d**1d'b = 0. Wir setzen §(¢) die
Klasse von a in H*tL(A).
Wohldefiniertheit und Exaktheit der Sequenz rechnet man nach. O
Galoiskohomologie

Definition 11.4. Sei G ein Gruppe. Fin G-Modul ist eine abelsche Gruppe M
zusammen mit einer Abbildung

G x M — M;(g,m) — gm
so dass gilt
(i) (gh)m = g(hm) fir alle g,h € G, m € M.
(i) em =m fir das neutrale Element e € G.
(i1i) g(m +n) =gm+ gn fir alle g € G, m,n € M.

Beispiel. Sei M eine abelsche Gruppe. Dann ist gm := m eine Operation. M
heifit dann trivialer G-Modul.
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Ist speziell G = Gal(L/K) fiir eine Korpererweiterung, so sprechen wir auch
von Galoismoduln.

Beispiel. Sei L/K algebraische Korpererweiterung. Dann sind L und L* mit
der natiirlichen Operation oz = o(z) Galoismoduln.

Lemma 11.5. Sei G eine Gruppe, M ein G-Modul. Wir setzen fiir i > 0
CY(G, M) = Abb(G*, M)

(mengentheoretische Abbildungen) mit dem Differential d* : C/(G, M) — C**F1(G, M)

dv(f)(gh .. agn-i-l) -

(3

91f (g2, iy )+ F(91,- -, 951959541, - gy ) (=1 g1, -, 95)
j=1

Dies ist ein Komplez.

Beweis: Wir machen kleine Grade explizit: C°(G, M) = M. Es gilt d°(m)(g) =
gm —m. Fiir f € C*(G, M) gilt

d' f(g,h) = gf(h) — f(gh) + f(9)
Es folgt also
d*d°(m)(g, h) = gd°(m)(h) — d°(m)(gh) + d°(m)(g)
=g(hm —m) — (ghm —m) + (gm —m) =0

Hohere Grade werden wir nicht bendtigen. Man rechnet sie genauso explizit
nach. O

Definition 11.6. Mit den Notationen aus Lemma 11.5 heifit
H'(G,M) = H'(C*(G,M))

die i-te Gruppenkohomologie von G mit Koeffizienten in M. Ist speziell G =
Gal(L/K), so heifst _ ‘
H'(L/K,M)=H'(G,M)

i-te Galoiskohomologie.
Beispiel.
H(G, M) =Ker(d’ : M — CY(G,)) = {m € M|gm = m} = M“

Insbesondere H°(L/K,L) = K, H°(L/K,L*) = K* falls L/K Galoiserweite-
rung.

Z'(G,M) =Kerd" = {f : G — M|gf(h) — f(gh) + f(h) = 0}
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Abbildungen f : G — M mit f(gh) = gf(h) + f(h) heiBen auch verschrinkte
Homomorphismen. Ist M ein trivialer G-Modul, so sind dies genau die Grup-
penhomomorphismen.

BYG,M)=1Imd" = {f : G — Mles gibt m € M, f(g) = gm —m}
Ist M trivialer G-Modul, so gilt f(g) =m — m = 0. Also zusammen:
H'(G, M) = Hom(G, M)
fiir triviale G-Modulen.

Satz 11.7. Sei 0 — My — My — M3z — 0 ein kurze exakte Sequenz von
G-Moduln. Dann erhalten wir eine natiirliche exakte Sequenz

0 — HY(G,My) — H%(G, M) — H(G, Ms) — H'(G,My) — ...
Beweis: Fir jedes 1 ist
0— Cl(G,Ml) — Cl(G7M2) — Ci(G,Mg) — 0

eine kurze exakte Sequenz. Es handelt sich um die lange exakte Kohomologie-
sequenz einer kurzen exakten Sequenz von Komplexen. O

Satz 11.8 (Hilbert 90). Sei L/K endliche Galoiserweiterung. Dann gilt
HYL/K,L*) =1

Jeder Kozykel ist ein Korand.

Beweis: Sei f: Gal(L/K) — L* ein Kozykel. Zu z € L betrachten wir

b= Z f(m)r(z) e L

T€Gal(L/K)

Da die 7 linear unabhéingig sind, gibt es ein x mit b # 0. Fiir dieses x, b folgt

a(b) =0 (Z f(T)T(iU)) =Y ol(f(m)or(x)
=Y flom)fo) or(z) = f(o) b

wobei wir die Kozykelbedingung ausgenutzt haben. Es folgt f(o) = b/o(b), also
F=do). O

Sei pn (L) die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in L. Dies ist ein Untergruppe
von L*. Es ist der Kern der n-Potenzierungsabbildung x — x™. Wir schreiben
L*™ fiir die n-ten Potenzen, also das Bild.

Korollar 11.9. Sei L/K endliche Galoiserweiterung.
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(i) Es gilt
HI(L/K,,U%(L)) o [ 1 ﬂK*/K*n

(i) Enthdalt K alle n-ten Einheitswurzeln, so gilt
Hom(Gal(L/K), un(L)) 2 L** N K* /K™
Die induzierte Paarung
L' NK*/K*™ x Gal(L/K) — pn(L)

ist gegeben durch (a,c) — o(/a)/ Va.

Bemerkung. Man beachte, dass {/a in L existiert. Es unterscheidet sich von
o({/a) um eine n-the Einheitswurzel, da beides Losungen von X" — a sind.

Beweis: Wir betrachten die lange exakte Kohomologiesequenz zur kurzen exak-
ten Sequenz

1—>un(L)—>L*ﬂ>L*"—>l

(Wir schreiben 1 statt 0, da die abelschen Gruppen multiplikativ sind). Sie
lautet
1= pp(K)— K* - K*NL*" — HY(L/K, pn,(K) — 1

nach Hilbert 90. Also ist die letzte Abbildung surjektiv und der Kern ist das
Bild von K* unter n-Potenzierung. Die zeigt die erste Aussage.

Ist pn (K) = un (L), so operiert die Galoisgruppe trivial. Die zweite Ausage folgt
wegen unserer Berechnung fiir Gruppenkohomologie von trivialen Moduln. Die
explite Formel folgt aus der Konstruktion der Randabbildung der Kohomolo-
giesequenz. O

Theorem 11.10 (Kummererweiterung). Sei K ein Korper, n natirliche Zahl
mit (Char K,n) = 1. K enthalte alle n-ten FEinheitswurzeln. Sei weiter L/ K
eine endliche Galoiserweiterung mit Gal(L/K) zyklisch der Ordnung n. Dann
gilt L = K(a) und Min(a)(X) = X" —b, d.h. a = V/b.

Bemerkung. Umgekehrt sieht man leicht, dass K(¥/b)/K Galois ist mit Ga-
loisgruppe eine Untergruppe von Z/nZ, also zyklisch.

Beweis: Wegen der Vorraussetzung an die Charakteristik hat p,(K) genau n
Elemente. Die Gruppe ist als Untergruppe eines Korpers zyklisch. Daher gilt

Hom(Gal(L/K), i) = Hom(Z/n,Z/n) = Z/n
Nach Korollar 11.9 folgt

Sei b ein Erzeuger. Dies ist ein Element von K, das in L von der Form a™ = b
ist. Es erfiillt das Polynom X™ — b
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Behauptung. X" — b ist das Minimalpolynom von a.

Sei o Erzeuger von Gal(L/K). Nach Wahl von b ist unter der Kummerpaarung
(b,0) = o(a)/a eine primitive n-te Einheitswurzel. Nach dem Hauptsatz der
Galoistheorie muss dann K (a) = L sein. O

Theorem 11.11. Sei K Korper der Charakteristik 0, P € K[X] ein irreduzibles
Polynom, a € K ein Nullstelle von P. Dann ist a genau dann durch Radikale
ausdrickbar, wenn die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers von P auflosbar ist.

Beweis: Die Hinrichtung folgt aus der Analysise von Radikalerweiterungen L( {/a)/L
und wird in der Regel in Algebra behandelt. Nun geht es um die Riickrichtung.

Sei L der Zerféllungskérper von P und G = Gal(L/K). Nach Vorraussetzung
(und Strukturtheorie von auflésbaren Gruppen) gibt es ein Kette von Unter-
gruppen

{e}=Goc G C...G, =G

so dass G;_1 C G; Normalteiler und G;/G;_1 zyklisch von Ordnung n;. Ohne
Einschriankung enhilt K alle n;-ten Einheitswurzeln. Sei K* = L. Dann ist
Gal(K*"1/K?%) =2 G;/G;_1. Nach dem Hauptsatz der Kummertheorie ist dies
eine Erweiterung der Form K*( n/a;). O

Auch wenn K nicht alle n-ten Einheitswurzeln enthélt, kann die Kummerpaa-
rung ausgenutzt werden.

Korollar 11.12. Sei L/K endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe zy-
klisch der Ordnung p fir eine Primzahl p # Char K. Sei w : Gal(K((,)/K) —

Iy definiert durch o(C,) = C;)(U). Seia € L(¢p)*? N K((p)*. Dann gilt gilt
o(a) = a®@ mod K(,)*”

Beweis: Falls ¢, € K ist die Aussage leer. Andernfalls ist w ein Isomorphismus.
Sei H = Gal(K((p)/K = F; und G = Gal(L/K). Dann gilt Gal(L((,)/K(¢p) =
G und Gal(L(¢y)/K) = G x H. Die Kummerpaarung

L(Cp)*p n K(Cp)*/K(Cp)*p X G = pip

ist vertréiglich mit der Operation von H. Da L((,)/K abelsch ist, operiert H
trivial auf G. Sei also a € L({,)*? N K ((p)*/K(¢p)*P, g € G, 0 € H. Dann gilt

(CLW(G)ag) = (a7g)w(0)) = (U(Cl),g)

Da dies fiir alle g gilt und die Paarung nicht ausgeartet ist, folgt die Behauptung.
O

Beweis von Theorem 10.7. (Vergl. Washington, Introduction to Cyclotomic Fields,
GTM 83, Lemma 14.8) Wir wollen dies anwenden auf N/Q, mit G = Gal(N/Q,) =
(Z/pZ)". Es gilt dann

N(Gp)™ NQp(Cp)"/Qp(Gp)™ = Hom(G, pp)
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Wir untersuchen daher die Einheiten von Q,({). Sei A = 1—(, das Primelement
von Q,(¢,). Dann ldsst sich jede Einheit schreiben als \u mit u € Z,[(,]*. Es
gilt Z,[Cp]/(N) = Z,/(p) da die Erweiterung rein verzweigt ist. Fir a € Z/pZ
sei [a] € Z,, die p — 1-te Einheitswurzel mit Reduktion a (bzw. [0] = 0). Dann
lidsst sich u schreiben als [a]Jv mit v =1 mod A. Es gilt also

Qp(¢p) = 7l x Fy x Uy

wobei Uy = {u|lu =1 mod A} die Gruppe der FEinseinheiten ist. Es gilt U =
{ulu =1 mod N\PT'} (Henselsches Lemma oder Argument mit p-adischem Lo-
garithmus, Ubungsaufgabe), also ist die F,-Dimension von Uy /U} gréBer als 1,
daher miissen wir die Situation genauer analysieren.

Sei Sei v die Bewertung auf Q,(¢,) mit v(A) = 1. Dann gilt

v(a) =v(o(a)) = w(o)v(a) mod p

Fiir 0 # e ist w(o) # 1 mod p, also folgt v(a) = 0 mod p. Wir kénnen a
modulo Q,(¢,)*? abéndern, so dass v(a) = 0. Die Elemente in I, sind p-te
Potenzen. Wir kénnen also a um eine p — 1-te Einheitswurzel abéndern, so dass
a €U Seia=1+Ab. Wegen (, =1+ A gilt C;Z:l+b)\+..., alsoa:g:m
mit a; = 1 mod A\2. Wieder gilt

o(a) =a*? mod UP = o(a)) = af(”) mod U?

Fiir ¢, ist die Relation erfiillt, also gilt sie auch fiir a;. Wir schreiben a; =
1+cA+... mit pfece Z. Wegen o(\)/A =w(o) mod A (nachrechnen) folgt

o(ar) =1+ cw(o)\+ ...
Andererseits folgt aus der Relation
o(ar) =a?” =14 cw(@)A+... mod UP

Da UP = {z|]z =1 mod A**1} (Argument mit p-adischem Logarithmus, siche
Nachtrag) folgt also entweder d > p+ 1 oder d =1 mod p — 1, also d = p.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass a €< (,,1 + \? >C U;/U;}. Diese Gruppe
hat [F)-Dimension 2, also n < 2. [

Nachtrag: p-te Potenzen von Uj.
Wie im Beweis betrachten wir den Ganzheitsring Z,[(,] von Q,(¢,) mit seinem
Primelement A =1 — ¢,. Wir setzen

Upy={x€Zy{] | x=1 mod A"}
Fiir £k =1 finden wir die Einseinheiten wieder. Es gilt (, =1 - X € U;.
Behauptung. U; =< (, > xUs
Das Argument haben wir oben schon benutzt: Fiir x = 1+ b\ + ... gilt
CGr=(1-N'1+bA+...)=(1-bA+...)(1+bA+...) =1 mod A\’



84 KAPITEL 11. KUMMER-THEORIE

Behauptung. Fiir k > 2 gilt U, 2 A\*Z,[(,] als abelsche Gruppen.

Der Isomorphismus wird durch die Exponentialabbildung z — >~ f—, gegeben,

die Umkehrabbildung durch den Logarithmus 1 +z — > .., (713%1’. Zu zeigen
ist Konvergenz, vergleiche Washington, Cyclotomic Fields §5.1. Normiert den
p-adischen Betrag zu |p|, = 1/p, so konvergiert exp fiir |z|, < p~ Y/ @=1 Eg
gilt |\, = |p|,1g/(p_l), also liegt A\* fiir & > 2 im Konvergenzgebiet. Wegen
|log(1 + z)|, = |z|, im Konvergenzgebiet (loc. cit. Prop. 5.5.) ergibt sich die
behauptete Bijektion.

Behauptung. U} = U} = U,qq

Wegen ¢} und der Zerlegung Uy =< (, > xUs gilt die erste Gleichheit. Auf Uz
gehen wir mit log zur additiven Situation iiber. Zu zeigen ist dann pA?Z,[(,] =
NPFLZ,,[¢,). Dies ist erfiillt wegen (p) = (A\)P~! als Ideale von Z,[(,).



