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Alle Lösungen sind vollständig zu begründen.
Es werden nur zwei Aufgaben abgegeben und bewertet.

Aufgabe 12.1: Zeigen Sie: Die Multiplikation induziert einen Isomorphismus
von reellen Vektorräumen:

R ⊗Q Q[X]
∼=

−→ R[X].

(6 Punkte)

Aufgabe 12.2: Sei k ein Körper, und V ein endlich-dimensionaler Vektor-
raum. Bezeichne can : V ∗ ⊗k V → End(V ) die in Lemma 7.3.1 definiert
Abbildung. Zeigen Sie:

(i)

can

(

n
∑

i=1

v∗

i ⊗ vi

)

= idV .

(ii) Das folgende Diagramm kommutiert:

V ∗ ⊗k V
ev

//

can

��

k

=

��

End(V )
tr

// k

Dabei bezeichnet v1, . . . , vn ∈ V eine beliebige Basis, und v∗

1
, . . . , v∗

n ∈ V ∗

die dazu duale Basis. Die Abbildung ev : V ∗ ⊗ V → k ist definiert durch
ev(f, v) = f(v).

(6 Punkte)

(bitte wenden)



Aufgabe 12.3: Sei k ein Körper, V ein endlich-dimensionaler Vektorraum.
Wir betrachten die Abbildung

τ : V ⊗k V → V ⊗k V :
∑

λijvi ⊗ vj 7→

∑

λijvj ⊗ vi,

wobei v1, . . . , vn ∈ V eine beliebige Basis ist. Geben Sie Basen der Eigenräume
zu den Eigenwerten ±1 an.

(6 Punkte)

Aufgabe 12.4: Sei k ein Körper, und V ein endlich-dimensionaler Vektor-
raum. Zeigen Sie, daß es einen Isomorphismus

V ∗

⊗k V ∗

→ Bilk(V )

gibt.

(4 Punkte)


