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Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern können benutzt
werden, um zusätzliche Punkte zu erhalten.

Aufgabe 2.1: Bestimmen Sie, ob die folgenden Moduln frei sind (mit Be-
gründung). Geben Sie ggfl. eine Basis an.

1. Der Z-Modul

M =


xy
z

 ∈ Z3

∣∣∣∣∣∣ 3 · x+ 4 · y + 5 · z = 0


2. Der Z[

√
−5]-Modul

N =

{(
x
y

)
∈ Z[
√
−5]2

∣∣∣∣ (1 +
√
−5) · x− 2 · y = 0

}
Hinweis zu 2. auf der Rückseite. Versuchen Sie es zunächst ohne!

(4 Punkte)

Aufgabe 2.2: Sei M der Z-Modul aus Aufgabe 2.1. Beweisen Sie Z3/M ∼= Z
indem Sie den Homomorphiesatz benutzen.

(2 Punkte)

Aufgabe 2.3: Sei A ein Ring, M ein A-Modul, und N1, N2 ⊆ M Untermo-
duln von M . Zeigen Sie: Wenn M/N1 und M/N2 noethersche Moduln sind,
dann ist auch M/(N1 ∩N2) noethersch.

(6 Punkte)

(bitte wenden)



Aufgabe 2.4: In der Vorlesung werden wir sehen, dass R = k[X, Y ] (Po-
lynomring in 2 Variablen) noethersch ist. Zeigen Sie jedoch, dass für jedes
N ∈ N, das Ideal

(X, Y )N = {p ∈ k[X, Y ] | alle Monome in p haben Grad ≥ N}

nicht durch < N + 1 Elemente erzeugt werden kann.

(6 Punkte)

Hinweis zu Aufgabe 2.1, 2.:
Zunächst ist nach Definition Z[

√
−5] = {α + β

√
−5 | α, β ∈ Z}.

Die Elemente (
1−
√
−5

3

) (
2

1 +
√
−5

)
liegen beide in M . Nehmen Sie an, dass sie gemeinsames Vielfaches eines
Elementes von M sind und untersuchen Sie Implikationen für |x|2 (komplexer
Absolutbetrag der x-Koordinate).


