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Informationen zur Vorlesung finden Sie unter:

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/arithmetische-
geometrie/lehre/ss13/kommalg.html

Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern kénnen benutzt
werden, um zusétzliche Punkte zu erhalten.

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.
Aufgabe 8.1: Im affinen Koordinatenring R = k[ Xy, ..., X,,| definieren wir
fiir jedes n € Ny!

R, :={f € R | f homogen vom Grad n}.

1. Zeigen Sie:

(a) R=€D, Rn,

Ein Paar (R,{R,}.) aus einem Ring R und Abelschen Untergruppen
R, C R mit (a) und (b) nennt man einen graduierten Ring.

2. Sei R ein graduierter Ring. Ein Ideal I C R heiflit homogen, wenn
es von homogenen Elementen (d.h. hier: von Elementen aus den R,,)
erzeugt wird. Beweisen Sie: Falls I homogen ist, so ist R/ in natiirlicher
Weise ein graduierter Ring.

3. Folgern Sie: Homogene Koordinatenringe von projektiven Varietéiten
sind in natiirlicher Weise graduiert.

(4 Punkte)

Aufgabe 8.2: Sei V' C P} eine projektive Varietét und I C k[Xo,..., X,)]
das dazugehorige homogene Ideal. Beweisen Sie den Hilbertschen Nullstel-
lensatz fiir projektive Varietédten: Es gibt eine 1:1 Korrespondenz zwischen
homogenen Radikalidealen J C k[Xy, ..., X,]/I (homogen im Sinne der Gra-
duierung von Aufgabe 8.1 - 3.), die im Ideal (X, ..., X,) enthalten sind und
projektiven Untervarietaten W C V.

(6 Punkte)

(bitte wenden)

!die 0 wird als homogen von beliebigem Grad bezeichnet



Aufgabe 8.3: Zeigen Sie, daf es einen Isomorphismus von projektiven Va-
rietdten

gibt.

(1)

(iv)

V(X?+Y?- 2% - P!

Gehen Sie wie folgt vor:

Stereographische Projektion vom Punkt (0, 1) liefert eine Abbildung
VIX2+Y2 =D\ {(0,1)} = V(Y).

Geben Sie die Abbildungsvorschrift an.

Zeigen Sie, daf} dies einen Isomorphismus von affinen Varietéten indu-
ziert.

Zeigen Sie, dafl diese Abbildung zu einer Abbildung
V(X?+Y?- 2% - P!

fortgesetzt werden kann. Zeigen Sie, dal diese Abbildung ein Isomor-
phismus ist.

Erkléren Sie, wie diese Konstruktion die Erzeugerformel fiir pythagore-
ische Tripel liefert: Alle pythagoreischen Tripel (a,b,c) mit ggT(a,b) =
ggT(a,c) = ggT(b,c) = 1 sind von der Form (2mn,n? —m?2 n? + m?)
fiir ganze Zahlen m,n.

(8 Punkte)



