Ubungen zur Vorlesung “Analysis II”
SS15 Blatt 7
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Informationen zur Vorlesung finden Sie unter:

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/arithmetische-
geometrie/lehre/ss15/analysis.html

Alle Losungen sind vollsténdig zu begriinden.
Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern kénnen benutzt wer-
den, um zusitzliche Punkte zu erhalten.

Aufgabe 7.1: Was ist das grofitmogliche Volumen eines Quaders mit vorgegebener
Oberfléche?

Préziser formuliert: Wir betrachten Quader mit den variablen Seitenlédngen a, b, ¢ >
0. Wenn wir die Oberfldche

A = 2ab 4+ 2bc + 2ac

fiir einen festen Wert A > 0 fixieren, wird das Volumen V(a,b,c) = abc eine
Funktion in nur noch zwei Variablen, z.B. a¢ und b. Bestimmen Sie das Maximum
dieser Funktion. Fixieren wir stattdessen das Volumen, gibt es einen Quader mit
grofitmoglicher Oberfliche?

(5 Punkte)

Aufgabe 7.2: Sei f : U — R differenzierbar mit U C R" offen. Sei nun z € U ein
Punkt mit grad(f)(x) # 0. Eine anschauliche Interpretation des Gradientenvektors
grad(f)(z) ist, dass er stets in die Richtung “des steilsten Wachstums” der Funktion
f deutet. Bringen Sie diesen Slogan in eine prézise Form und geben Sie einen
Beweis. Als Anregung:

1. Betrachten Sie Wege v : (—=1,1) — R™ mit v(t9) = x und [|¥/(to)]| = 1.
Interpretieren Sie die Richtungsableitung % als Skalarprodukt.

2. Fiir welchen Winkel zwischen +/(t9) und grad(f)(z) nimmt die Richtungs-
ableitung den grofiten Wert an?

(4 Punkte)
Aufgabe 7.3:
Wir betrachten die Funktion
f : R*—R
y% fir0<z<y<l
flz,y) = L o fir0<y<wz<l1

0 sonst.



Zeigen Sie, dass

1 1f(:c,y)da:dy;«é 1 lf(:n,y)dydm.
0 0 0 0

Wieso widerspricht diese Rechnung nicht dem Satz von Fubini aus der Vorlesung?

(4 Punkte)

Aufgabe 7.4: Aus der Analysis I wissen wir, dass

1

arCtan/(x) = 1_{_72
T

Dies hatten wir z. B. auf Ubungsblatt 12 gezeigt, man kann es allerdings auch
direkt nachrechnen. Sei nun a > 0 eine reelle Zahl.

1. Berechnen Sie (fiir 0 < s <)

t
1
/de'
s T°+a

Fiir dies geniigen die Methoden der Analysis I vollkommen.
2. Folgern Sie mit der Methode parameter-abhéngiger Integrale die Formel

/t —2a__ L (x) N T !
————dr=— |5 arctan (= ) + —5—=
s (224 a?)? a? a a(x?+a?)]|,

3. Folgern Sie daraus die schone Formel

/°° 1 T
0o (22 +a?) da

(5 Punkte)

Bonus-Aufgabe 7.5: Man kann dieses Verfahren ausbauen, um die Integrale
fooo mdx fiir beliebige natiirliche Zahlen n berechnen zu kénnen. Zeigen Sie
z.B. mit dieser Methode, dass falls a > 0 die Formel

/°° 1 d 3

T Q=2
o (22 +a?)3 16 a®
gilt.

(5 Punkte)



