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Informationen zur Vorlesung finden Sie unter:
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/arithgeom/lehre/ss16/algzt.html

Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern kénnen benutzt
werden, um zusatzliche Punkte zu erhalten.

Aufgabe 5.1: Sei f(X) = X® — 2 und K := Q[X]/(f). Der Ganzheitsring
Ok von K ist erzeugt von a := /2, eine Ganzheitsbasis ist gegeben durch

{1,a,a*}.

1. Bestimmen Sie fiir p =7, p = 11 und fiir p = 31 jeweils eine Faktorisie-
rung von f modulo p in irreduzible Faktoren.

2. Bestimmen Sie jeweils die Primidealfaktorisierung des Ideals (p) in Ok.

3. Fir jede der von Thnen angegebenen Faktorisierungen (p) = IIpi*,
berechnen Sie die Grade der Restklassenkorpererweiterungen O /p;
tiber Z /p.

(6 Punkte)

Bonus-Aufgabe 5.2: Zeigen Sie: ein Gitter I' C R” ist vollstdndig (d.h.
der Rang von I ist n) genau dann, wenn I' kokompakt ist (d.h. R"/T" ein
kompakter topologischer Raum ist).

Sie diirfen hierbei verwenden, dass R™/T" ein metrischer topologischer Raum
ist, und daher Kompaktheit und Folgenkompaktheit iibereinstimmen. Folgen-
kompaktheit ist die Eigenschaft, dass jede Folge eine konvergente Teilfolge
besitzt.

(3 Punkte)


http://home.mathematik.uni-freiburg.de/arithgeom/lehre/ss16/algzt.html

Aufgabe 5.3: In der Vorlesung wurde fiir K = Q(v/d) mit d quadratfrei
untersucht, wie eine Primzahl p in Ok in Primideale zerfallt, in Abhangigkeit
davon, ob p gerade oder ungerade ist und ob p ein Teiler von d ist oder nicht.
Fiir den Fall d = 2,3 mod (4) ergibt sich, wie in der Vorlesung gezeigt wurde:

« Der Ganzheitsring O ist als Ring erzeugt von v/d.
o Ist p gerade, also p = 2, so ist (p) = p? (fiir ein Primideal p in Ok).
o Ist p ungerade und p | d, so ist ebenfalls (p) = p?.

o Ist p ungerade und p t d, so hiangt die Antwort davon ab, ob d ein
Quadratrest modulo p ist:

— Falls (g) =1, also d ein Quadratrest modulo p ist, so ist (p) = pp.

— Falls <%) = —1, also d kein Quadratrest modulo p ist, so ist (p)
ein Primideal in Og.

Thre Aufgabe ist es, fiir den Fall d =1 mod (4) zu beweisen:

o Der Ganzheitsring Oy ist als Ring erzeugt von (wurde in der

Vorlesung bereits gezeigt).

o Ist p gerade, also p = 2, so hingt die Antwort davon ab, welchen Rest
d modulo 8 hat:

— Fallsd =1 mod (8), so ist (p) = pp.
— Falls d =5 mod (8), so ist (p) prim in Ok.

o Ist p ungerade und p | d, so ist ebenfalls (p) = p?.

o Ist p ungerade und p t d, so héngt die Antwort davon ab, ob d ein
Quadratrest modulo p ist:

— Falls <§) = 1, also d ein Quadratrest modulo p ist, so ist (p) = pp.

— Falls (%) = —1, also d kein Quadratrest modulo p ist, so ist (p)
ein Primideal in O.

Hierbei soll jeweils p ein Primideal von Ok iiber p sein und fir z,y € Q

schreiben wir
T+ y\/E =T — y\/c_l.

(6 Punkte)



