
“Algebraische Zahlentheorie”
SS 2016 — Übungsblatt 6
Ausgabe: 02.06.2016, Abgabe: 10.06.2016

Informationen zur Vorlesung finden Sie unter:

http://home.mathematik.uni-freiburg.de/arithgeom/lehre/ss16/algzt.html

Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern können benutzt
werden, um zusätzliche Punkte zu erhalten.

Bonus-Aufgabe 6.1: Sei K ein quadratischer Zahlkörper, also K := Q(
√
d)

mit d quadratfrei. Sei D die Diskriminante von K. Zeigen Sie: Ist d ≡ 1

mod (4), so ist D = d, ansonsten D = 4d. In jedem Falle ist
{
1, 1

2

(
D +

√
D
)}

eine Ganzheitsbasis.

(1 Punkt)

Aufgabe 6.2: Sei K ein quadratischer Zahlkörper mit Diskriminante D.
Zeigen Sie: Ist D = 5 oder D = −7, so hat K die Klassenzahl 1 (d.h. es gibt
stets eine eindeutige Zerlegung in Primelemente, OK ist ein Hauptidealring).

(4 Punkte)

Aufgabe 6.3: Berechnen Sie die Klassengruppe von Q( 3
√
2). Sie dürfen dabei

verwenden, dass {1, 3
√
2, 3
√
4} eine Ganzheitsbasis ist, was auf einem früheren

Übungsblatt zu zeigen war.

(4 Punkte)

Aufgabe 6.4: Sei K ein Zahlkörper, ρ1, . . . , ρr : K → R die reellen und
τ1, . . . , τs, τ1, . . . , τs : K → C die komplexen Einbettungen, n := r + 2s (der
Grad von K über Q). Betrachten Sie die durch komplexe Konjugation auf
dem zweiten Faktor von K ⊗Q C induzierte Abbildung

F : K ⊗Q C → K ⊗Q C, α⊗ λ 7→ α⊗ λ.

Zeigen Sie: Unter der Identifikation

K⊗QC
∼−→ Cn, α⊗1 7→

(
ρ1(α), . . . , ρr(α), τ1(α), . . . , τs(α), τ1(α), . . . , τs(α)

)
gilt K ⊗Q R = (K ⊗Q C)F ∼−→ Rr ⊕ Cs wobei Rr ⊕ Cs ↪→ Cn via

(x1, . . . , xr, y1, . . . , ys) 7→ (x1, . . . , xr, y1, . . . , ys, y1, . . . , ys) .

(2 Punkte)
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Aufgabe 6.5: Die Einschränkung des hermiteschen Skalarprodukts von Cn

auf den Unterraum Rr ⊕ Cs (aus der vorherigen Aufgabe) hat die Form

〈


x1
...
xr

y1
...
ys


,



x′
1
...
x′
r

y′1
...
y′s


〉

=
r∑

i=1

xix
′
i +

s∑
j=1

2<
(
yiy′i

)
.

Für Zahlen ci, di ∈ R berechnen Sie das Volumen der unten angegebenen
Menge X ⊂ Rr ⊕ Cs bezüglich des durch dieses Skalarprodukt induzierten
Volumenbegriffs auf Rr ⊕ Cs:

X :=





x1
...
xr

y1
...
ys



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|xi| <ci,

|yi| <di


(2 Punkte)


