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Alle Losungen sind vollstédndig zu begriinden.
Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern kénnen benutzt wer-
den, um zusétzliche Punkte zu erhalten.

Aufgabe 5.1: Berechnen Sie die Laurent-Entwicklung:
1. fiir die Funktion S”;# bei z = 0;

2. fiir die Funktion 12_22, bei z = 1.

(2 Punkte)

Aufgabe 5.2: Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils an, ob z = 0 eine
isolierte Singularitdt ist, und falls ja, welchen Typ sie besitzt, z.B. wesentliche
Singularitidt oder Polstelle n-ter Ordnung.
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(5 Punkte)

Aufgabe 5.3: Sei f : C — C eine meromorphe Funktion. Wir sagen, dass f
eine isolierte Singularitit im Unendlichen besitzt, falls es eine offene Kreisscheibe
U C C gibt, sodass f |c\y— C holomorph ist. Gilt dies, so definieren wir eine neue
meromorphe Funktion

g:C\{0} —C, g@%zf(i)-

Falls g um z = 0 eine Singularitét eines gewissen Typs besitzt, so nennen wir diese
die Singularitit von f im Unendlichen (z.B. eine Polstelle im Unendlichen).



1. Zeigen Sie, dass g wohldefiniert ist, d.h. g ist in der Tat eine meromorphe
Funktion.

2. Zeigen Sie, dass g bei z = 0 eine isolierte Singularitét besitzt.

3. Zeigen Sie, dass die Exponentialfunktion z — e* eine wesentliche Singularitét
im Unendlichen besitzt.

4. Sei f ein Polynom der Ordnung n > 1. Zeigen Sie, dass f eine Polstelle von
Ordnung n im Unendlichen hat. Geben Sie die Laurent-Entwicklung dieser
Polstelle an.

5. Beweisen Sie: Ist f eine ganze Funktion, die im Unendlichen eine hebbare
Singularitdt besitzt, so ist f notwendigerweise eine konstante Funktion.

(5 Punkte)

Aufgabe 5.4: Sei f : C — C eine meromorphe Funktion, die im Unendlichen eine
hebbare Singularitdt oder Polstelle besitzt.

Wir wollen beweisen, dass f dann sogar eine rationale Funktion ist, d.h. von der
Form

wobei P und @ Polynome sind. Wir folgen den folgenden Schritten: Falls f konstant
null ist, ist die Aussage trivial, d.h. wir kénnen fortan annehmen, dass f nicht
konstant null ist.

1. Beweisen Sie, dass f nur endlich viele Polstellen besitzt.

2. Zeigen Sie: Ist h : C — C eine ganze Funktion, die im Unendlichen eine
hebbare Singularitét oder Polstelle besitzt, so ist h notwendigerweise ein
Polynom.

3. Folgern Sie, dass f eine rationale Funktion ist.

4. Zeigen Sie: Zwei meromorphe Funktionen f,g: C — C, die

(a) bei Unendlich eine hebbare Singularitét oder ein Polstelle besitzen, und

(b) die auf C U {oco} die gleichen Nullstellen mit gleichen Vielfachheiten,
sowie die gleichen Polstellen mit gleichen Vielfachheiten, besitzen,

miissen eine Gleichung der Form
f=2Xg

mit A € C erfiillen. (Tipp: Fiir diese Beobachtung spielt es eine grofie Rolle,
dass wir die Annahme fiir alle Null- und Polstellen auch bei Unendlich stellen!
Kennen Sie ein Gegenbeispiel falls wir diese Annahme fallenlassen?)

(6 Punkte)



