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Aufgabe 1:
Formulieren Sie den Hilbertschen Basissatz.

Beantworten Sie die folgenden Fragen mit Ja oder Nein und geben Sie nur eine knappe Be-
grilndung, z.B. ein Gegenbeispiel (ein oder zwei Sitze; kein vollstindiges Argument!).
Sei R ein Ring.

1. Ist jedes Primideal auch ein reduziertes Ideal?

2. Ist das von Null erzeugte Ideal I := (0) stets ein Primideal?

3. Sei X eine affine Varietdt. Hat X dann zwangsliufig nur endlich viele Zusammenhangs-
komponenten?

4. Ist jeder Noethersche Untermodul eines endlich erzeugten Moduls wieder endlich erzeugt?

5. Seien X C Y algebraische Mengen, die nicht gleich sind, in A3. Gilt dann zwangsliufig
dim X # dimY?

6. Ist die Hilbert-Funktion ¢ stets ein Polynom?



Aufgabe 2:
Bestimmen Sie die Dimension und die Anzahl der irreduziblen Komponenten:

1. Vi:=V (X1 + Xo, X2 X3) in A3,

2. Vo i=V(X} +3X{Xo +3X1 X3 + X3) in A3,

3. V3= V(X1 4+ 2Xo, X1+ 5Xo + 3 X3, X4 + 3X5, X7 ) in AS,

4. Vy, welches als das offene Komplement von V(X7 + X5) in A? definiert ist.

Begriinden Sie Thre Antwort ausfiihrlich.



Aufgabe 3:
Sei ¢ € C fest. Wir betrachten die Punkte der Form

Se:={2*+y*=c*|z,y€C}
in A2,
1. Zeigen Sie, dass S, eine algebraische Teilmenge von A? ist. Geben Sie I(S.) an.

2. Bestimmen Sie die Dimension von S, in Abhéingigkeit von c.

3. Bestimmen Sie die irreduziblen Komponenten von S, in Abhéngigkeit von c.



Aufgabe 4:
Sei K ein Korper.

1. Beweisen Sie, dass die Ideale (X; —a1,..., X, —a,) in K[X1,...,X,] maximal sind.

2. Beweisen Sie, dass falls alle maximalen Ideale von KI[Xj,...,X,] die Form
(X1 —ay,..., X, — ay) besitzen, der Korper K algebraisch abgeschlossen sein muss.



Aufgabe 5:

Sei R ein Ring und m ein maximales Ideal. Es gelte weiter, dass fiir alle x € m das Element 1+ x
eine multiplikative Inverse besitze (d.h. eine Einheit ist). Beweisen Sie, dass R dann ein lokaler
Ring ist.



