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Sie erhalten zusétzlich 2 Punkte fiir das Ausfiillen des Online-Tests. Diese
sind Teil der Pflichtwertung. Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung
ein, sondern kénnen benutzt werden, um zusétzliche Punkte zu erhalten.

Aufgabe 6.1: Sei k algebraisch abgeschlossen. Sei M € M3(k) eine Matrix.
Bestimmen Sie welche mogliche Formen die Jordansche Normalform von M
haben kann, und geben Sie fiir jede Form die Eigenwerte und deren algebraische
und geometrische Multiplizitéiten an. (4P)

Aufgabe 6.2: Sei V ein k-Vektorraum, A, i zwei verschiedene Elemente von
k. Sei f: V — V ein Endomorphismus mit Minimalpolynom (X — A)(X — p).
Fithren Sie einen direkten Beweis (ohne Jordansche Normalform) fiir die
Diagonalisierbarkeit von f. Gehen Sie mit folgenden Schritten vor:

1. Es gilt Bild(f — Aid) C V,, und Bild(f — pid) C Vj.
2. Es gibt a,b € k, so dass
I=a(X —\)+bX —p).
3. Fiir jedes v € V gibt es eine Zerlegung v = vy + vy mit vy € Bild(f — Aid)
und vy € Bild(f — pid).
4. Esgit V=V,oV,. (6P)
Aufgabe 6.3: Es seien Uy, Uy C V Untervektorrdume und f: V — V ein En-

domorphismus, der sich zu Endomorphismen f;: U; — U;, @ = 1,2, einschrankt.
Zeigen Sie:

1. Gilt V = U; + Uy, so folgt puy = kgV(puy,, piy,) fiir die Minimalpolynome
von f7 f17 f2‘

2. f schrankt sich zu einem Endomorphismus fi5: Uy N Uy — U; N U ein,
und es gilt py,|ggT (1, ps,) fir die Minimalpolynome von f, fi, fo.
Gilt im Allgemeinen auch die Gleichheit pys,, = ggT (s, pt,)?  (6P)

(bitte wenden)



Bonus-Aufgabe 6.4: Die Folge der Fibonacci-Zahlen c¢q,¢y,... € N ist
definiert durch ¢; = c; =1 und ¢, 49 = ¢,11 + ¢, fir n € N.

1.

2.

Berechnen Sie ¢; fiir i € {1,...,7}.

Bestimmen Sie eine Matrix A € My(R) mit
A . Cn+1 _ Cn4-2
Cn Cn+1

Finden Sie eine Basiswechselmatrix S € GLy(R), derart dass S™- A- S
Diagonalgestalt besitzt.

firn > 1.

Benutzen Sie diese Information, um einen geschlossenen Ausdruck fiir
¢, zu finden, der nur von n abhéngt. (8P)



