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Das sieht
euch ahnlich

Kongruenzen von Figuren |
nachweisen [
Mit Groen rechnen

Konstruktionen durchfiihren /

Ob Dinge sich dhneln, erkennen wir schnell,

auch wenn sie nicht gleich sind. Es kommt
auf Form und Gréfe an.
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1 VergréBern und Verkleinern von Vielecken - Ahnlichkeit

Bei einem VergroBe-
rungsfaktor groBer 1
ergibt sich eine Vergro-
Berung.

Bei einem Vergrofie-
rungsfaktor zwischen 0
und 1 ergibt sich eine
Verkleinerung.

Bei einer maBstdblichen
VergroBerung entstehen
dhnliche Figuren.

Mit einem Kopierer vergroerte
oder verkleinerte Bilder haben Gemein-
samkeiten und sind doch unterschied-
lich.

Ob Modelleisenbahn, Foto, Mikroskop, Landkarte, Overheadprojektor oder Mikroelektronik
- das Vergrofiern oder Verkleinern hat jeder schon ausgenutzt. Aber ist auch klar, was sich
beim Vergrofern oder Verkleinern dndert und was unverandert bleibt? Um dies zu erken-

nen, betrachtet man eine Figur und ihre mit dem Fotokopierer erzeugte Vergréfierung.

rr

Fig.1 Fig. 2

Die Winkel des Vielecks haben sich durch das VergréBern nicht geandert. Nur die Seiten-
langen sind groier geworden. Beim genaueren Betrachten der Seitenlangen erkennt man

einen Zusammenhang.

A8 B | © DE EA
Fig.1 I | 2em [ 1cm [ 1cm [ ;
Fig. 2 L | 3m | 15am | Ty
Langenverhaltnis :—2 i 5=15 : | 1 ‘

Alle Langen einander entsprechender Seiten stehen in einem festen I.éingenverh&ltnis
zueinander. Dieses Verhaltnis nennt man VergréBerungsfaktor.

Wenn bei einer VergroBerung oder Verkleinerung einer Figur die einander entsprechen-
den Winkel und die Langenverhéltnisse gleich bleiben, dann sagt man, die Figuren sind
ahnlich.

Zwei Vielecke heien dhnlich, wenn die
Langenverhiltnisse einander entspre-
chender Seiten und einander entspre-
chende Winkel gleich sind.
W=§=——9und(x o;B=Ry=Y;0=0
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Beispiel Untersuchung auf Ahnlichkeit und dhnliche Figuren zeichnen
a) Untersuche, ob Fig. 1 zu Fig. 2 oder Fig. 3 &hnlich ist.
b) Zeichne ein zur Figur 2 dhnliches Viereck mit dem Vergroferungsfaktor 2.

=

Losung:

a) Vergleich der Fig. 1 mit Fig. 2:

Winkel: Entsprechende Winkel sind gleich grof.

Dies erkennt man durch Vergleich der detchen oder durch Messen.

FG _ GH _ HE _ EF _
Seitenverhaltnisse: oA e

Vergleich der Fig. 1 mit Fig. 3:
JK _10_5 KL _3

2, daraus folgt: Fig. 1 und Fig. 2 sind &hnlich.

Seitenverhéltnisse: — =3 T die Seitenverhaltnisse sind nicht gleich, also sind

BC
Fig. 1 und Fig. 3 nicht ahnlich. -
b) GH' =2-GH =1cm L
HE =2-HE=2cm :
FG'=2-FG=3cm

U

EF=2-EF=2V2Zem }
Die Winkel bleiben alle gleich groR. l

Aufgaben

1  Zeichne ahnliche Figuren unter Verwendung des angegebenen Vergroerungsfaktors
ins Heft.
a)——

Vergroferungsfaktor: %

Vergroﬁeru ngsfaktor

Vergrofierungsfaktor: 2

2 Zeichne die Figur ab und vergrofere sie zu einer dhnlichen Figur, so dass sie gerade
noch in ein 10cm x10cm grofRes Quadrat hineinpasst. Welcher Vergrofierungsfaktor ist zu
wahlen?

b)-
1 |
|
\
|

o
|
|
|
|

Warum kann man
einer Landkarte Him-
melsrichtungen direkt
entnehmen, wihrend
man Entfernungen erst
umrechnen muss?
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Bist du sicher?

3 Priife, ob die drei iibereinander liegen- . f
den Rechtecke in der Fig. 1 dhnlich sind. -+
Bestimme, wenn moglich, den Vergrofie-

rungsfaktor. T ——l

4 Berechne die fehlenden Seiten der ahnlichen Figuren.

a) b) 5cm ¢ 4cm
4cm

Untersuche die beiden Figuren auf
Ahnlichkeit. Welcher Vergroerungsfaktor
liegt vor?

Das Viereck ABCD ist durch die Punkte
A(1]1), B(4]1), C(2|3) und D(2]2) gegeben.
Zeichne ein zu ABCD &hnliches Viereck mit
dem Vergroerungsfaktor 3.

5 Auf den Bildern ist jeweils die Pyramide des Louvre zu sehen.

a) Handelt es sich um eine mafdstébliche Vergréfierung des Fotos? Begriinde deine Ant-
wort.

b) Die beiden Bilder wurden mithilfe eines Computers bearbeitet. Weifit du, wie aus dem
ersten Bild das zweite entstand? Erklare, wie man mit dem Computer eine maf3stabliche
Vergrofierung erzeugt.

6 Schneide ein Rechteck aus und falte

es entlang der kurzen Mittellinie einmal.

Ist das entstandene Rechteck dhnlich zum

Ausgangsrechteck? Probiere dies mit ei-

nem DIN-A4-Blatt.

Zeige, dass die Rechteckseiten im Verhalt- 24
nis a : b = V2 stehen miissen, damit hnli-

che Rechtecke beim Falten entstehen. b

7  Zeichne auf eine Folie eine Figur. Lege die Folie auf den Overheadprojektor und richte
diesen so ein, dass eine mafistabliche Vergroferung mit dem Faktor 6 entsteht.
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2 Zentrlsche Strecku ng

Mit Gummi und Stift wird ein Bild /_7\
vergroert. ‘ |
Befestige das Gummi an einem Punkt und ZEAN

bewege den Stift so, dass der Knoten sich
Uiber die Linien der Vorlage bewegt.

Bei einem Diaprojektor wird ein vergro- x

fertes Bild durch die Lichtstrahlen, die x x x
von einer zentralen Beleuchtungsstelle *
ausgehen, erzeugt. Nach einem solchen

Prinzip soll auch eine vergrofierte Figur
konstruiert werden. Als Ausgangspunkt

fir die Konstruktion legt man dazu einen s*
Punkt S fest. Verlangert man alle Strecken

von S zur Figur mit demselben Faktor k

(z.B. k = 2), so erhélt man die Punkte der
vergroferten Figur.

Eine solche Konstruktion nennt man zen-

trische Streckung mit dem Streckfaktor k. ’ P
Der Punkt S ist dabei das Streckzentrum . = P

der Konstruktion. §*

Bei der Betrachtung von Ausgangs- und Bildfigur einer zentrischen Streckung, sind fol-

gende Eigenschaften zu erkennen:

1. Einander entsprechende Winkel in der Ausgangs- und in der Bildfigur sind gleich grof.

2. Die Seitenlangen der Bildfigur haben bei einem Streckfaktor k =2 die doppelte Lénge
der Ausgangsfigur.

Aus den Eigenschaften der zentrischen Streckung erkennt man, dass Ausgangs- und Bild-

figur dhnlich sind.

Zentrische Streckung mit dem Streck-

zentrum S und dem Streckfaktor k:

a) Zeichne einen Strahl von S durch P.

b) Trage von S aus das k-fache der Lange

der Strecke SP ab und erhalte P’ v
Eine Figur und die durch zentrische Stre-
ckung erzeugte Bildfigur sind ahnlich.

Fiir die zentrische Stre-
ckung gilt:

Fiir k>1 wird eine
Figur vergréBert und fiir
0 <k <1 wird die Figur
verkleinert.

| Ahnliche Figuren - Strahlensatze
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Beispiel 1 Konstruktion &hnlicher Figuren y

Gegeben sind die Punkte A(2|3), B(5|1), gl

C(84) und S(0|0). Zeichne das Dreieck | ..

ABC und den Punkt S in ein Koordinaten- et -

system. Konstruiere ein zum Dreieck ABC i

ahnliches Dreieck durch eine zentrische 4+

Streckung mit dem Streckzentrum S und i

dem Streckfaktor k =1,5. 2T

Lésung: — X
OA =3,6; 3,6-15=5,4. Fiir die Punkte B o%s ‘

und C ist gleich vorzugehen.

Beispiel 2 Bestimmung des Streckzentrums
Untersuche, ob die gréfiere Figur durch eine zentrische Streckung aus der kleineren Figur
entstanden sein kann.

Losung:

Zeichnet man durch die jeweils einander entsprechenden Punkte Linien, so schneiden sich
diese in einem Punkt. Dieser Punkt ist das Streckzentrum S.

Die grofiere Figur ist durch eine zentrische Streckung aus der kleineren Figur entstanden.
Der Streckfaktor ist k = 2.

Aufgaben

1 Ubertrage die Figur ins Heft und fiihre die zentrische Streckung mit dem Streckfaktor
k durch.
a) k=3 b) k =2 k=1

2 Die rote Figur ist durch zentrische Streckung aus der blauen entstanden. Wo befindet
sich das Streckzentrum und wie grof ist der Streckfaktor?
a) b) 9}

I Ahnliche Figuren - Strahlensitze

3 Uberlege, ob die blaue Figur durch eine zentrische Streckung aus der roten Figur ent-
standen sein kann. Gib gegebenenfalls den Streckfaktor an und zeichne das Streckzent-

rum ein.
a) b) 9]

4  Zeichne die Figur in dein Heft. Lege ein A
Streckzentrum fest und fiihre eine zentri-
sche Streckung mit dem Streckfaktor k =3

durch.

Ubertrage die Figur in dein Heft und
fuihre eine zentrische Streckung mit dem
Streckfaktor k = 3,5 durch.

Die Punkte A(2]1), B(5/2) und C(1]3) c
bilden das Dreieck ABC, die Punkte A'(6]3),
B'(15/6) und C'(3|9) das Dreieck ABC'. Prii- A
fe, ob eine zentrische Streckung vorliegt. B
Gib gegebenenfalls das Streckzentrum S
und den Streckfaktor k an.

5 a) Zeichne ein Fiinfeck und fiihre fiir unterschiedliche Streckzentren und gleichen
Streckfaktor k = 2 die zentrischen Streckungen durch.

b) Was kann man {iber die Lage der Streckfigur sagen, wenn das Streckzentrum innerhalb
der Figur liegt? Gibt es weitere besondere Lagen fiir das Streckzentrum?

6 Zeichne das Viereck ABCD mit A(41), B(8]2), C(9|7) und D(3|6). Bei einer zentrischen
Streckung wird der Eckpunkt C auf C'(12,5/10,5) und der Eckpunkt D auf D’(0,5|8,5) abge-
bildet. Konstruiere das Bildviereck AB'C'D’.

7  a) Zeichne das Dreieck ABC mit A(3]1), B(6|1) und C(5|3) und fiihre eine zentrische
Streckung mit k = 2 durch. Bestimme und vergleiche die Flacheninhalte der Dreiecke.

b) Fiihre eine zentrische Streckung durch, sodass der Flacheninhalt des Bildes nur ein Vier-
tel des Flacheninhaltes der Ausgangsfigur betragt. Welcher Streckfaktor ist zu benutzen?

Bist du sicher?

| Ahnliche Figuren - Strahlensitze 15
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8 Bestimme das Streckzentrum und den Streckfaktor der zentrischen Streckung.
a) b) 9]

9 In das gleichseitige Dreieck ABC aus Fig. 1 wurde ein moglichst groRes Quadrat einge-
zeichnet. Dies ist nicht so einfach, wie man vielleicht denkt. Fig. 2 zeigt eine Idee, wie man
die Konstruktion durchfiihren kann. Beschreibe die Konstruktion in einem kurzen Text.

C C

A B A
Fig. 1 c
10 a) Zeichne in ein gleichschenkliges
Dreieck ein moglichst grofles Quadrat ein.
Nutze fiir die Konstruktion den Ansatz, der
in Fig. 3 dargestellt ist.
b) Suche nach weiteren Moglichkeiten, ein
maximales Quadrat in ein gleichschenkli-
ges Dreieck einzuzeichnen. A

Fig. 2

Fig. 3

11 In Fig. 4 wurde versucht, eine Figur
und deren zentrisch gestrecktes Bild zu
zeichnen. Sowohl Figur als auch Bild sind
noch nicht vollsténdig. Ubernimm das Bild
in dein Heft und zeichne Figur und Bild
vollsténdig. Welcher Streckfaktor wird fiir
die zentrische Streckung benutzt?

Fig.4

Kannst du das noch?

12 Welcher Kongruenzsatz garantiert die eindeutige Konstruierbarkeit des Dreiecks ABC?
Konstruiere das Dreieck.
a)a=5cm, b=2cm, o =50° b) b =7cm, a=35° y=90°
13 Lése die Klammern auf.

a) 2x -5a)-3ax b) 2z-3s)(3s+2z) ¢ 2x-3)x-(2-3x)-2
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3 Ahnliche Dreiecke

erkennen.

Um die Ahnlichkeit von zwei Figuren zu iiberpriifen, muss man eigentlich die Winkel und
die Seitenverhéltnisse vergleichen. Bei Dreiecken ist ein solch groBer Aufwand nicht not-
wendig. Es geniigt der Vergleich der Winkel oder der Seitenverhéltnisse.

Als Erstes wird der Fall betrachtet, dass Y
die Dreiecke ABC und XYZ in den einander
entsprechenden Winkeln tbereinstimmen.
Durch eine zentrische Streckung wird das
Dreieck ABC so gestreckt, dass die Bildstre-

cke A'C' so lang wie die Strecke XZ ist. Die *

X
[ c
S
Winkel bleiben dabei unveréndert. Nach B
dem Kongruenzsatz WSW sind die Dreiecke B
XYZ und A'B’'C’ kongruent. Dreieck ABC und
Dreieck A'B'C’ sind ahnlich, da sie aus einer A
W

zentrischen Streckung hervorgehen. Damit
ergibt sich, dass die Dreiecke ABC und XYZ
ahnlich sind.

Nun wird der Fall betrachtet, dass fiir die beiden Dreiecke ABC und XYZ gilt: Entsprechen-
de Seiten der Dreiecke bilden das gleiche Verhaltnis. Das Dreieck ABC kann durch eine
zentrische Streckung so vergroiert werden, dass die Seiten des Dreiecks ABC gleich grof3
zu den entsprechenden Seiten des Dreiecks XYZ sind. Dazu nutzt man eine zentrische
Streckung, die als Streckfaktor das Seitenverhaltnis hat. Dreiecke mit gleichen Seiten sind
nach dem Kongruenzsatz SSS kongruent. Sie stimmen also auch in allen Winkeln tberein.
Da bei der zentrischen Streckung die Winkelweiten unveréndert bleiben, ergibt sich, dass
die Dreiecke ABC und XYZ &hnlich sind.

Rhnliche Dreiecke
1. Wenn zwei Dreiecke in allen entspre-
| chenden Winkeln {ibereinstimmen, dann

sind sie &hnlich. r;)
2. Wenn in zwei Dreiecken die entspre- NS
chenden Seitenlangen das gleiche Ver- \ \?

héltnis bilden, dann sind sie dhnlich.

//‘ : N\ . // N
Ahnliche Dreiecke sind einfach zu _/'/ / \ :

Kongruenzsatz WSW:
Zwei Dreiecke sind kon-
gruent, wenn sie in ei-
ner Seite und zwei Win-
keln iibereinstimmen.

Kongruenzsatz SSS:
2Zwei Dreiecke sind
kongruent, wenn sie in
allen drei Seiten iiber-
einstimmen.

Zum Nachweis der
Ahnlichkeit bei Drei-
ecken reichen auch
zwei iibereinstimmende
Winkel aus. Die Uber-
einstimmung im dritten
Winkel ergibt sich aus
der Innenwinkelsumme
im Dreieck.
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Beispiel Berechnung iiber Ahnlichkeit c
In der Fig. 1 wurde in das Dreieck ABC eine
Senkrechte eingezeichnet, sodass das Drei-
eck DBE entstand.

a) Begriinde, dass die Dreiecke ahnlich sind.
b) Berechne die fehlenden Seitenldngen.
Losung:

a) Beide Dreiecke stimmen im rechten
Winkel und im Winkel o tiberein. Also sind A D 4em B
die Dreiecke ahnlich. Fig.1
b) Sich entsprechende Seiten sind: AB und BE, CA und DE, BC und BD

5o . BC_8cm _
Vergréfierungsfaktor: 85~ 4em = 2

6cm
5cm

AB =2-BE=10cm. Aus AC=2-DE=6cm folgt: ﬁ=%-ﬁ=3cm.

Aufgaben

1 Ein Dreieck hat die Winkel 65° und 42°, ein anderes Dreieck die Winkel 42° und 73°.
Sind die beiden Dreiecke ahnlich?

2  Priife, ob ein Dreieck mit den Seiten a = 4,5cm, b =72cm und c¢=3,3cm zu einem
Dreieck mit den Seiten d =16,8cm, e =77cm und f=105cm &hnlich ist.

3 In Fig. 2 sind die Geraden g und h
parallel.

a) Begriinde, dass die Dreiecke ABM und
CDM &hnlich sind.

b) Berechne die Langen der Strecken AB
und BM, wenn CD =1,5cm, MC =1cm,
AM =7cm und DM =2cm sind.

Fig. 2
4 In Fig. 3 sind die Geraden g und h
parallel.

a) Begriinde, dass die Dreiecke ABM und
CDM &hnlich sind.

b) Berechne alle Seiten im Dreieck CDM,
wenn die Seitenldngen MA =2,5cm,

MB =4cm, AB=15cm und BD =35cm
bekannt sind.

5 In das rechtwinklige Dreieck ABC wird ¢
die Hohe h eingezeichnet. Der FufSpunkt

der Hohe sei D (Fig. 4). Begriinde, dass die

Dreiecke ABC, ADC und BCD &hnlich sind.

Fig. 4
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a) Begriinde, dass die Dreiecke ABC B E
und CDE &hnlich sind.
b) Berechne die fehlenden Dreieckseiten, C
wenn AB =75cm, AC =19,5cm, D
CE=10,8cm und DE = 4,5cm. A

6 In einem Rechteck mit den Seiten D C
a=6cm und b =8cm ist die Diagonale
e =10cm lang. Zeichnet man wie in Fig.1 NE
von A und C aus die Orthogonalen zur Dia-
gonalen, so erhalt man verschiedene Drei- X
ecke.
a) Welche Dreiecke sind ahnlich? Weise die A B Fig.1
Ahnlichkeit nach. D C
b) Berechne die Seitenlangen der Dreiecke DN
AED und ABE.

7 a) Zeige, dass die vier Teildreiecke | bis
IV in Fig. 2 &hnlich sind.

b) Berechne die Seitenldngen der Dreiecke. I
c) In welchem VergréBerungsverhaltnis v B
stehen die Dreiecke zueinander? 3cm E 3cm

4cm

Fig. 2
8 Die Dreiecke ABC und ABD (in Fig. 3) sind gleichschenklig mit AC = BC = 41cm und
AB =AD =2,9cm.
a) Zeige, dass die Dreiecke ABC und ABD &hnlich sind.
b) Wie lang ist die Strecke BD?

9 Zeichne ein Dreieck ABC mit a = 6cm,
b=4cm und c=7cm. Konstruiere iber
der Seite AC ein dhnliches Dreieck ACD, so
dass der Seite AB im Dreieck ABC die Seite
AC im Dreieck ACD entspricht. Mit wel-
chem VergréRerungsfaktor wird das Drei-
eck ACD gezeichnet? Wie verhalten sich die
Fldcheninhalte der beiden Dreiecke?

Fig. 3
Kannst du das noch?

10 Bestimme die Lésungen des linearen Gleichungssystems.
a)3x-2=2y b)x-2y-3=0

O 3x-y=3
=2x+1=y 2x+2y+1=0 =

1
2x+3y=2
11 Auf sechs Kugeln sind die Buchstaben des Wortes ANANAS verteilt. Von den sechs

Kugeln werden zuféllig vier Kugeln gezogen und hintereinander auf den Tisch gelegt. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit entsteht das Wort ANNA?

Bist du sicher?
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4 Strahlensatze

s S e e ——— - N e 1‘

Beispiel 1 Berechnung einer Lange

Viele Berechnungen von Strecken lassen
sich auf eine Grundfigur wie in Fig.1 zu-
riickfiinren. Dabei werden zwei Strahlen
mit gemeinsamem Anfangspunkt S von
zwei parallelen Geraden geschnitten. Man
erkennt in der Figur die Dreiecke SAB und
SCD. Sie sind &hnlich, da sie in den ent-

sprechenden Winkeln tibereinstimmen. Aus

den gleichen Seitenverhéltnissen bei ahnli-
chen Dreiecken ergibt sich fiir die Strecken
auf den Strahlen:

$_

SB SA’

Da SD= SB+ BD und SC=SA +AC ist, folgt:

BD
+ = AC
1 SB =1+ SA

im 1. Strahlensatz zusammengefasst. Im 2. Strahlensatz werden Verhéltnisse von Strah-

Durch das Bewegen der Kerze
oder der Figur kann der Schatten grofier
oder kleiner werden. Die GesetzmaRig-
keiten kann man durch Experimentieren
und Messen von Abstanden herausfin-
den.

SB+BD_§+R
o5 und

und % B . Die Verhaltmsglelchungen fiir Strahlenabschnitte werden

lenabschnitten und Parallelenabschnitten betrachtet. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke

erglbt sich:

Strahlensitze

Werden zwei von einem Punkt S ausge-
hende Strahlen von zwei Parallelen ge-
schnitten, dann gilt:

1. Die Abschnitte auf einem Strahl ver-
halten sich wie die entsprechenden Ab-
schnitte auf dem anderen Strahl.

2. Die Abschnitte auf den Parallelen
verhalten sich wie die von S aus gemes-
senen entsprechenden Abschnitte auf
einem Strahl.

| Ahnliche Figuren - Strahlensatze

In der Figur sind die Geraden g und h
parallel. Berechne die Lénge der Strecke a
und der Strecke b.

Losung:

b wird mit dem 1. Strahlensatz berechnet:
b 4 4-32 32

37=7 Un nd b= =6,4.

Beispiel 2 Anwendung Strahlensatz

In ein Dachgeschoss mit einer Hohe von
4,80m soll auf einer Hohe von 3,20m eine
Decke eingezogen werden. Wie lang muss
ein durchgéngiger Deckenbalken sein?

Losung:
Skizze:

3.6

Aufgaben

a wird mit dem 2. Strahlensatz berechnet:

\UAUUEERE VU RRRARAGRY
\PERINUNAURARUNE RN ERRANANAY
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
CULVERURIRURURERURRRANARAY
LSV RRRARARUNUU RN
\EEUEVRURRRANANN VAN
LSRR UU R RURERNRARAY
\\\\\\\\\\\\\\\\\\ UNNAAN
UUULUURUUAEURRRERRRURANAY
\\\ UEUUANAEA AR

Decke und Boden sind parallel.

Ansatz mit 2. Strahlensatz:

48-32 16 72
7%= 7g  und x= =24

Der Deckenbalken muss 2,40m lang sein.

1 In der Zeichnung ist g parallel zu h. Welche Verhltnisse sind gleich?

2

b)

| Ahnliche Figuren - Strahlensétze




Bist du sicher?

3 Berechne die Lénge des Sees.
a) c

4 Um die Hohe des Kirchturmes zu er-

mitteln, werden zwei Stibe AB und CD mit .
den Lingen 1,4m und 2,1m so aufgestellt,
dass iiber sie die Spitze des Kirchturmes

angepeilt werden kann. Die Abstande

AC=1,5m und CE=200m wurden ge- B____D'_" ________________________

messen. Wie hoch ist der Kirchturm? j[*}: .
AC

Die Geraden g und h sind parallel. Berechne die Langen a und b.

Wie hoch ist der Fernsehturm, wenn d =1,8cm, g = 64cm und e = 2,6km betragen?

5 Mit Messkeil und Messlehre kann man kleine Offnungen und kleine Dicken messen.
Bestimme die Weite der Offnung des Werkstiicks und die Dicke des Drahtes.

11 cm

10cm

6 Eine Treppenleiter mit der maximalen
Tritthéhe von 1,30m soll in einem Keller-
raum eingesetzt werden. Wie hoch muss
der Raum mindestens sein, damit die Lei-
ter aufgestellt werden kann? Welche Hohe
iiber dem Fu3boden hat man, wenn man
auf der vierten Sprosse der Leiter steht?

1,02m
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5 Erweiterung der Strahlensdtze

Mithilfe von so genannten Loch-
kameras wurden bereits im 16. Jahrhundert
Landschaften und Gegenstande exakt ver-
kleinert gezeichnet.

Bei den Strahlensatzen wurde immer

vorausgesetzt, dass parallele Geraden von h
Strahlen geschnitten wurden (Fig. 1). Lasst

man fiir die Strahlen auch Geraden zu, so

kénnen die Parallelen auch eine andere c

Lage haben (siehe Fig. 2). Dabei sind in 5

den entstehenden Dreiecken ABS und CDS
die sich entsprechenden Winkel gleich Fig.1
grof3. Die Dreiecke sind deshalb &hnlich
und man erhélt fiir die Seitenverhaltnisse:
u_a a_b qu_b

Vv grg-cund y=¢.

Addiert man bei der zweiten Gleichung
die Zahl 1, so ergibt sich

1+2=1+2 und damit 442 - <2,
Diese Gleichungen beschreiben die Strah-
lenséatze fiir sich schneidende Geraden.

Strahlensitze

Werden zwei Geraden, die sich im Punkt
S schneiden, von zwei Parallelen ge-
schnitten, dann gilt:

1. Die Abschnitte auf einer Geraden
verhalten sich zueinander wie die ent-
sprechenden Abschnitte auf der anderen
Geraden.

2. Die Abschnitte auf den Parallelen ver- 2. Strahlensatz
halten sich zueinander wie die von S aus u_a u_»b
gemessenen entsprechenden Abschnitte
auf einer Geraden.

Scheitelwinkel
4 CSD =< BSA

Wechselwinkel an ge-
schnittenen Parallelen:
< SAB = 4SDC,

<4 DCS = 4ABS
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Beispiel 1 Berechnung einer Lange
In der Figur ist a || b. Berechne x und y.

Losung:

1. Strahlensatz:

y_55 _55-2 _
2=22 also y = 27 = 5.
2. Strahlensatz:

x_22 _22-4
i=%55 also x = 55 =1,6.

Beispiel 2 Anwendung

Die beiden Gelandepunkte A und B sind
durch einen See getrennt. Um die Entfer-
nung zu bestimmen, wurde gepeilt und
gemessen.

Berechne die Entfernung von A nach B.
Losung:

Man erkennt die Strahlensatzfigur mit
dem Schnittpunkt B.

1. Strahlensatz:

X__ 560 _ 560180 _
380 = 2407 also x =% = 420.

Die Entfernung zwischen den Geldnde-
punkten A und B betrégt 420 m.

Aufgaben

1 Stelle mithilfe der Strahlensitze Verhiltnisgleichungen fiir die Fig. 1 auf.

Fig.1 Fig. 2
2 Ergianze das O im Heft so, dass eine richtige Verhéltnisgleichung fiir Fig. 2 entsteht.
b b i
D3-2  Bi-§  0%E-F  dgef 9% Ptg

3 Parallelen werden von zwei Geraden geschnitten. Berechne die fehlenden Léngen.
b) ]

4 Die Punkte A und B liegen am Rand

einer Schlucht. Im ebenen Gelénde wurden R
Messungen zur Berechnung des Abstandes 500
der Punkte durchgefiihrt (Fig. 3). Berechne R Q B
den Abstand zwischen den Felspunkten. U4 200m
S

Fig. 3
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5 Leonardo da Vinci (1452-1519) schlug ]
vor, die Breite eines Flusses nach der ne- .;\/.
benstehenden Zeichnung zu bestimmen. & p 1’\ i”i
Erldutere das Verfahren, mit dem man die j ’ =~ Z_'AQ’
Breite berechnen kann, und bestimme die | \ | S 7
Flussbreite, wenn die folgenden Gré3en J \ 7/' &A/;_f\\/‘ = JJ

gemessen werden: / A ,\;\—1‘”\ |
BC=1m, AB=20cm, AD=15m. et — —

Bist du sicher?

Berechne x, y und z in der Fig. 1.

gllhllk

Fig.1 Fig. 2
Um die Breite eines Flusses von einer Uferseite aus zu bestimmen (Fig. 2), werden die
Strecken a=15m, b=60m und c =48m gemessen. Bestimme die Flussbreite.

6 In Fig. 3 ist die Wirkungsweise einer
Lochkamera schematisch dargestellt. Mit G

und B werden die Gegenstandsgrofie und - ‘
die Bildgrofe bezeichnet, mit g und b die G T ::f:" IB
Gegenstandsweite und Bildweite. Wie grof3 e i

wird ein 114 m hoher Turm in 180 m Entfer- [
nung abgebildet, wenn die Bildweite 45cm ’ i ;
betragt? g b

7  Entfernungen im Geldnde kénnen
mit dem so genannten Daumensprung i
abgeschéatzt werden. Dabei peilt man ei- (e
nen Gegenstand hintereinander mit dem )

linken und dem rechten Auge an. Ist eine i : ‘
GelandegroBe bekannt, lasst sich die zwei-

te mittels Augenabstand und Armlange

abschatzen.

z (g } Beachte: 20 % aller Fin-
a z \ ger sind Daumen.

a) Wie weit steht Anke vom Dorf entfernt, wenn sie es mit zwei Daumenspriingen ab-
deckt? Augenabstand a = 6cm, Armlange | = 58cm, Dorfbreite z = 1,4km.
b) Miss deine Armlange und deinen Augenabstand und schatze Entfernungen im Gelande.
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Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen

Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen

Sonne

Sonnendurchmesser:
1392000 km
Monddurchmesser:
siehe Aufgabe 4

1 Betrachte die beiden Bilder.

a) Bestimme den Vergrofierungsfaktor, mit
dem das zweite Bild aus dem ersten her-
vorgeht.

b) Fertige von den Bildern eine Vergrofie-
rung mit einem Kopierer an. Merke dir den
eingestellten VergroBerungsfaktor. Wie
kann man aus Original und Kopie die Ko-
piereinstellung ermitteln?

2  Ein Baum wirft einen Schatten der Lange 4,8 m. Die daneben stehende Person von
1,8m GroRe hat einen Schatten von 1,5m. Wie groB ist der Baum? Nutze die Skizzen und
beschreibe unterschiedliche Lésungswege.

a)

3  Die vorgegebene Strecke AB soll zeich-
nerisch in vier gleiche Teile zerlegt werden.
a) Erlautere die abgebildete Methode der
Streckenteilung mithilfe der Strahlensétze.
b) Teile eine 11cm lange Strecke in vier
gleiche Teile.

¢) Teile eine Strecke der Lange 13cm in
fiinf gleiche Teile. Zeichne den Punkt T auf
der Strecke ein, der sie in zwei Teilstrecken
mit dem Langenverhaltnis 2:3 teilt.

4  Eine Erbse von 6mm Durchmesser ver-
deckt gerade den Vollmond (Fig. 1), wenn
man sie 66cm vom Auge entfernt halt. Be-

rechne den Mondradius. = 384000 km |

Fig.1
5 Bei einer totalen Sonnenfinsternis verdeckt der Mond die Sonne und es entsteht auf
der Erde ein Schatten des Mondes. Die Schattengrofie hangt von der genauen Stellung
der Himmelskorper zueinander ab. Berechne die Entfernung der Sonne von der Erde,
wenn bei einem Schattendurchmesser von 245km auf der Erde der Mond eine Entfer-
nung von der Erdoberflache von 384000km hat.

26 | Ahnliche Figuren - Strahlensétze

6 Die Figur zeigt den Strahlenverlauf zur Bildentstehung an einer Sammellinse. Dabei
ist g die Gegenstandsweite, b die Bildweite, G die Gegenstandsgréfie und B die Bildgrs-
Be. Die Brennweite f wird durch Form und Glasart der Linse bestimmt.

A /
G [ E

k o b 1

a) Suche nach Strahlensatzfiguren, die fiir eine Berechnung an der Sammellinse nutzbar
sind.

b) Stelle einen Zusammenhang zwischen den Grélen Gegenstandsweite g, Bildweite b,
Gegenstandsgréfie G und Bildgrofie B auf.

c) Wie weit muss ein Gegenstand von der Sammellinse mit der Brennweite 20 mm ent-
fernt sein, damit von einem 1,6 m hohen Gegenstand ein Bild der Gré3e 36 mm entsteht?

7  Zeichne ein Rechteck mit der Breite 2 cm und der Lange 3 cm. Lege einen Punkt S
fest und fiihre eine zentrische Streckung mit k = 3 durch.

a) Berechne und vergleiche die Flacheninhalte von Ausgangs- und Bildfigur. Welchen
Zusammenhang kann man feststellen? Begriinde deine Vermutung mithilfe von Strahlen-
sétzen und Streckfaktor.

b) Bestatige die Vermutung aus a mit einem Beispiel, in welchem ein Dreieck zentrisch
gestreckt wird.

) In der Fig. 1 sind M, und M, jeweils die T e €

Seitenmitten. Das Dreieck ABC habe den

Flacheninhalt von 5cm?2. Wie grof ist der

Flacheninhalt des Dreiecks CM;M,? M, M,

8 Eine Pizza ,Italia” mit 25cm Durchmes-
ser kostet 5,80 €. Die gleiche Pizza kann |

man auch mit einem Durchmesser von O s
28cm bestellen. Welchen Preis sollte diese
Pizza haben? Begriinde deine Antwort. -
9  Von einer quadratischen Pyramide mit
der Grundkante a;=40cm und der Man- 2 GréBen
zur Auswahl

telkante m;=50cm wird die Spitze abge-
schnitten, deren Mantelkante m, =18cm
betragt.

Wie lang ist die Kante a, der Deckflache
des verbleibenden Pyramidenstumpfes?

10 Ein Kegel mit dem Radius r, =74cm
und der Hohe h,=18,5cm soll so ge-
schnitten werden, dass die Schnittflache
den Radius r, =2,6cm besitzt. In welcher
Héhe muss der Kegel geschnitten werden? a

Ein Winkel von 0,5°

wird durch eine Lupe
betrachtet, die 4fach
vergrofert. In welcher

GroBe erscheint der
Winkel?

I Ahnliche Figuren - Strahlensitze
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! Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen

Experimentieren mit Geometrie

Entdeckungen
11 Mit den abgebildeten Geraten (,Stor- In der klassischen Geometrie wurde mit Zirkel und Lineal konstruiert. Das Experimentie-
chenschnabel” oder ,Pantograph”) kann ren mit geometrischen Figuren war damit sehr aufwéndig. Mit Computerprogrammen
man Zeichnungen vergrofiern oder verklei- kann man geometrische Konstruktionen im Nachhinein verandern. Durch das Beobachten
nern. von Veranderungen an einer geometrischen Figur oder das Vergleichen von Lédngen und
a) Schreibe einen mathematischen Aufsatz Winkeln kann man GesetzmaBigkeiten erkennen.
zur Funktionsweise des Gerdtes.
b) Mit welchem Streckfaktor arbeitet das Untersuchung der zentrischen Streckung
Gerét aus Fig. 17 Mit welchem Streckfaktor
arbeitet das Gerat aus Fig. 2?7 : Zum Dreieck ABC wird eine zentrische E G E
] ¢) Zum Bauen eines eigenen Pantogra- Fig.1 Streckung konstruiert. Dazu legt man das
phen kann man Teile des Metallbaukastens Streckzentrum S und den Streckfaktor k als
nutzen oder aus Holz Stabe zurechtségen. Verhaltnis der Teilstrecken EG und GF fest
Versuche eine Vergroferungsmaschine zu (Fig. 1). Durch das Verschieben des Punktes 4
bauen. G auf der Geraden EF kann der Streck- /\
e 19 i . . o faktor k = (Eig zwischen 0 und unendlich A
J ,) @ J Ze!chne e_zln Trapez ABCD emschlle_ﬁllch veraridart werdan,
== L= der beiden Diagonalen. Erkennst du eine
" Strahlensatzfigur? Beweise, dass sich die D c C Sx c
Diagonalen im Verhaltnis der Grundlinien a Fig. 1
f{2m 15mpen und c teilen.
.\ ‘ 13 2zwei runde Saulen mit 2m und 1,5m d b
} 7m Durchmesser haben einen Abstand (lichte
l Weite) von 7m. In welcher Entfernung zur
| ! AL Saule steht ein Betrachter, fiir den die diinne-
Y 'y re Saule gerade die dickere Séaule verdeckt? A a B ]
D
Kannst du das noch?
14 Ordne die angegebenen Zahlen den Zahlbereichen rationale Zahl, natirliche Zahl,
reelle Zahl und ganze Zahl zu.
254; ~1; V&; -352; 7,-1376;-V51; 1323; §
15 Ordne die Zahlen der GroRe nach. Beginne mit der kleinsten.
123 _7. 56 639 87 2
52,76; 5= —3i 30; ~ 137 73 ~23i 30i 253
16 Berechne ohne Taschenrechner. \
al+2 b)e-3 R d)2+172 e125-% Fig. 2
f) % . % 2 % : % h) % g i) 25 .% i) 1621-35 Um den Punkt A" zu konstruieren (Fig. 2), zeichnet man in E beginnend einen Strahl, auf X
dem die Lénge SA von E aus abgetragen wird. Man erhalt den Punkt H und EH = SA. @
17 a) Bestimme 20% von 2 Durch eine Parallele zur Strecke GH durch den Punkt F entsteht eine Strahlensatzfigur.
5° 4 2 . A o
b) Gib die um 120% vergréRerte Summe der Zahlen 3,5 und 3 an. &EIChF?em ersten Strahlensatz gilt: Egzten Kreis mit Radius
) Wie viel Prozent sind der achte Teil von 567 % = E——}: Da k= %, folgt: HJ =k-EH. antagen
d) 30% einer Zahl ergeben 20. Bestimme die Zahl. Die Lénge der Strecke SA entspricht damit der Lange der Strecke H] . Durch das Abtragen
18 Vereinfach N der Lange HJ, beginnend im Punkt S, erhdlt man den Punkt A’ In Analogie konstruiert
ereinfache so weit wie mogfich. man die Punkte B’ und C" und erhélt das Dreieck A'B'C". Nach dem Ausblenden der Hilfs-
a) (V3 +v12)V3 b) V5 (V125 - V45) o) (V50 - V98) : V2 linien kann durch das Ziehen an den Punkten S und G das Experimentieren beginnen.
28 | Ahnliche Figuren - Strahlensatze | Ahnliche Figuren - Strahlensitze 29

_




— Entdeckungen

Experimentieren mit Geometrie

Die zu einer Kreissehne
gehdrenden Periphe-
riewinkel auf derselben
Seite der Sehne sind
gleich gro8.

1 Konstruiere eine zentrische Streckung E G F
eines Dreiecks mit einem dynamischen B
Geometrieprogramm.

2| Wie verandert sich die Lage von Bild
und Original zueinander, wenn die Lage
des Streckzentrums verandert wird? Gib (o

die Erkenntnisse in Abhangigkeit von der

Lage des Punktes S an. c

3| Wie andert sich die Lage von Bild und Original zueinander, wenn der Streckfaktor ver-

sndert wird? Gib die Erkenntnisse in Abhéngigkeit von der Grofe des Streckfaktors an.

4| Konstruiere eine zentrische Streckung fiir ein Viereck bzw. Fiinfeck. Untersuche auch
hier die Lage von Bild und Original zueinander, wenn sich die Lage des Streckzentrums
oder der Streckfaktor dndern. Fiir welche Formen des Vierecks bzw. Fiinfecks gelten die
gleichen Erkenntnisse wie beim Dreieck?

Rhnlichkeitssédtze am Kreis

Zeichnet man in einen Kreis zwei Sehnen
ein, so kénnen diese sich wie in Fig. 1
schneiden. Dabei werden die Sehnen in
vier Teilstrecken unterteilt. Beobachtet
man die Ladngen der einzelnen Teilstrecken,
so kann man Zusammenhange feststellen.

5| Konstruiere mit einem dynamischen
Geometrieprogramm einen Kreis mit Seh-
nen wie in Fig. 1. Verdndere die Lage der
Sehnen und beobachte die Langen der Teil-
strecken. Welchen Zusammenhang kann
man beobachten? Beschreibe den Zusam-
menhang mit einer Gleichung.

Fig.1
6| Formuliere den Sehnensatz als Erkenntnis aus den Untersuchungen an Fig. 1. Nutze
den Satzanfang: ,Schneiden sich zwei Sehnen in einem Punkt E im Kreisinneren, dann
gilt: ..."

Einen weiteren mathematischen Zusam-
menhang zur Ahnlichkeit am Kreis kann
man beim Experimentieren an der Fig. 2
erkennen. Hier wurden von einem Punkt

S auBerhalb des Kreises zwei Sekanten
gezeichnet. Durch die Schnittpunkte der
Sekanten mit dem Kreis entstehen vier Se-
kantenabschnitte, deren Ldngen gemessen
werden.

30 | Ahnliche Figuren - Strahlensatze

Experimentieren mit Geometrie

i ——

7 Konstruiere mit einem Geometrieprogramm einen Kreis mit zwei Sekanten wie in
F.ig. 2 auf der vorhergehenden Seite. Miss die Langen der Sekantenabschnitte SK, SL, SK,
SL’ und versuche durch das Verandern der Figur Zusammenhange zu erkennen.

8 Formuliere den Sekantensatz als Er-

gebnis der Beobachtung der Sekantenab- /ﬁ c_~
schnitte mithilfe einer Verhaltnisgleichung. /
\/ergleiche deine Formulierung zum Sekan- //B

tensatz mit den Informationen aus einer
Formelsammlung.

9 Beweise den Sekantensatz. Nutze dazu

die Hilfslinien aus Fig. 1 und zeige im ers-

s
A 4
- \
o
N/ ¢
ten Schritt, dass die Dreiecke SAD und SBC

ghnlich sind. Fig. 1

10! Wie verandert sich die Aussage vom Sekantensatz, wenn eine Sekante die spezielle
Lage einer Tangente annimmt? Formuliere den Sekanten-Tangenten-Satz als Spezialfall
des Sekantensatzes.

11! Beobachte den Ubergang der Gilltigkeit des Sekantensatzes zur Giiltigkeit des Sekan-
ten-Tangenten-Satzes mit einem Geometrieprogramm. Zeichne eine Skizze fiir den Seh-
nen-Tangenten-Satz und veranschauliche die &hnlichen Dreiecke, auf denen die Aussage
des Sehnen-Tangenten-Satzes beruht.

Die Konstruktion eines maximalen Quadrates innerhalb einer vorgegebenen Figur

Soll in eine Figur ein maximales Quadrat A J B
eingezeichnet werden, so kann dies durch

eine zentrische Streckung erfolgen. Streck- E F
zentrum und Ausgangsquadrat werden
dabei so platziert, dass beim Zeichnen der
gestreckten Figur ein maximales Quadrat
innerhalb der vorgegebenen Figur ent-

steht. Um auf die richtige Lage des Aus- 2 F

gangsquadrates und des Streckzentrums

zu kommen, kann man mit einem Geome- c D’
trieprogramm experimentieren. ¥ C D

Fig. 2
12\ Konstruiere eine zentrische Streckung eines Quadrates (Fig. 2), bei der der Streck-

" - B .
faktor k durch Verandern des Streckenverhaltnisses k = f‘\:l eingestellt werden kann.

13\ Suche fiir die Figuren Dreieck, Halb-

kreis, Kreissektor und Parallelogramm A‘

passende Streckzentren und Lagen des

Ausgangsquadrates, um ein maximales

Quadrat durch zentrische Streckung in die Q ’S
Figur zu konstruieren.

Fig. 3
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Riickblick

Ahnliche Vielecke
Zwei Vielecke sind &hnlich, wenn die Léangenverhéltnisse entspre-
chender Seiten und die entsprechenden Winkel gleich sind.

b d ; 7 i ;
;=§=; und a=0a, B=B, y=y, 5=9

Ahnliche Dreiecke

Bei Dreiecken geniigt zum Nachweis der Ahnlichkeit der Nach-
weis, dass sich entsprechende Winkel gleich gro8 sind:

a=o, B=B, y=Y

oder

der Nachweis von gleichen Seitenverhaltnissen:
a_b_c

Xy z°

Zentrische Streckung

a) Zeichne einen Strahl von S durch P.

b) Trage von S aus das k-fache der Lange der Strecke SP ab und
erhalte P".

Ausgangsfigur und Bild einer zentrischen Streckung sind &hnlich.

75cm

Strahlensédtze

Werden zwei Strahlen mit gemeinsamem Anfangspunkt S von
zwei Parallelen geschnitten, dann gilt:

1. Strahlensatz:

a_c a+b_c+d a+b_c+d

b-di "a c i b d
2. Strahlensatz:

u__a __c

vV a+b c+d
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Training

1 Zeichne in ein Koordinatensystem den
Punkt S(1]1) und das Finfeck ABCDE mit
A(411), B(214), C(4]6), D(6]5) und E(7]3).
Fiihre eine zentrische Streckung mit dem
Streckzentrum S und dem Streckfaktor
k=25 fir das Fiinfeck aus.

2 Die Geraden g, h und I sind parallel.
Berechne die fehlenden Geradenabschnitte
%V, zund w.

3 In das Rechteck ABCD wurde ein rech-
ter Winkel eingezeichnet.

a) Zeige, dass die Dreiecke ADE, DEC und
EBC ahnlich sind.

b) Berechne die fehlenden Langenanga-
ben.

%4 Kathrin und Bernd peilen aus ihrem
Zimmer heraus einen Lichtmast auf der
anderen Straflenseite an. Um die Entfer-
nung zu berechnen haben sie die Strecken
im Zimmer gemessen. Die Fensterdffnung
betragt 1,20 m. Welche Entfernung kénnen
die beiden fiir den Mast bestimmen?

1 a) Begriinde, dass die Dreiecke dhnlich
sind.

b) Die Dreiecke sind das Ergebnis einer
zentrischen Streckung. Bestimme den
Streckfaktor k.

) Ubernimm die Dreiecke in dein Heft und
konstruiere dann das Streckzentrum.

2 Jana hat in der Zeichnung gepriift,
dass gl h ist, und sie hat die schwarz
beschrifteten Langen gemessen. Die mit
Rot notierten Zahlen sind Ergebnisse ihrer
Berechnung. Doch etwas kann nicht stim-
men. Wo hat sich Jana verrechnet? Gib den
Fehler moglichst genau an.

3 Gegeniiber einer Toreinfahrt hat sich
ein Polizeiauto platziert, um das im Hof be-
findliche 10 m breite Hinterhaus zu obser-
vieren. In welcher Entfernung von der Tor-
einfahrt muss das Fahrzeug stehen, damit
die gesamte Hausfront eingesehen wird?

Runde 1

D X c

y w 5 3

A z E 4 B

[ 4
2m 2,01m
1,42 m

Runde 2
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. [I Rechtwinklige Dreiecke

Streckenlangen und Winkel
in einem beliebigen Dreieck

] . | Pythagoras und
‘ noch viel mehr

nutzen
Strahlensédtze einsetzen

In Flugzeugen ist das Bordgeschirr aus
Gewichts- und Sicherheitsgriinden aus
Kunststoff. Eine Fluggesellschaft hat einen
Kaffeeloffel herstellen lassen, der nur so

groB ist wie unbedingt nétig.
Schiittdamm
(300 mm Korn)
Stausee Schiittdamm
(600 mm Korn)

43cm

Das kannst du bald

W In rechtwinkligen Dreiecken einen
rechnerischen Zusammenhang
zwischen den drei Seiten herstellen

W In rechtwinkligen Dreiecken einen
rechnerischen Zusammenhang
zwischen Winkeln und Seitenver-
haltnissen herstellen

W In rechtwinkligen Dreiecken aus
zwei geeigneten Grofen alle weite-
re Groen berechnen

S g W Rechnerische Zusammenhénge
? . zwischen Seiten und Winkeln
& 8 RS 3 in weiteren Figuren und Kérpern
& 3& L W nutzen
Zahl und Form und
Mafd Raum
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Diese beiden Zusam-
menhdnge nennt man
auch Kathetensdtze
(vgl. Aufgabe 14).

hypoteinusa (griech.):
die sich darunter hinzie-
hene Linie

kathetos (griech.):
senkrechte Linie

Pythagoras

(um 570v.Chr. -
um 475v.Chr.),

vgl. ,Alles ist Zahl’,
Seite 55.

1 Der Satz des Pythagoras

Es ist Uiberliefert, dass vor mehr als
3000 Jahren im alten Agypten so genannte
Seilspanner nach den jahrlichen Uber-
schwemmungen des Nils die Felder neu
vermessen haben. Dabei nimmt man an,
dass sie mit Knoten-Seilen rechte Winkel

gebildet haben.
12-Knoten-Seil

Sind von einem Dreieck drei geeignete Grofen bekannt, z.B. zwei Seiten und der ein-
geschlossene Winkel, so kann man es konstruieren und weitere Groen dieses Dreiecks
anschlieBend durch Messen bestimmen.

Es stellt sich die Frage, ob man aus drei Gréenangaben eines Dreiecks weitere Groen
dieses Dreiecks nicht nur konstruieren und messen, sondern auch berechnen kann.
Zuniéchst wird dies an rechtwinkligen Dreiecken untersucht.

Im rechtwinkligen Dreieck ABC (Fig. 1) sei-
en z.B. die beiden kiirzeren Seiten a und

b bekannt. Zur Berechnung der langeren
Seite c zerlegt man das Dreieck ABC mithil-
fe der Hohe auf der langsten Seite in zwei
rechtwinklige Dreiecke ADC und DBC.
Dreieck ADC und Dreieck ABC stimmen im

rechten Winkel und im Winkel o tiberein. ]
Sie sind also dhnlich. Daher gilt: % =t Fig:1
Dreieck ABC und Dreieck DBC stimmen im rechten Winkel und im Winkel B tiberein. Sie

sind also auch ahnlich. Es gilt: §=3.

Durch Umformen erhalt man a2=c-p und b?2=c-q.

Damitist a2+ b2=c-p+c-q=c-(p+q)=c? kurz a2+b?=c%

Das bedeutet, dass man in einem rechtwinkligen Dreieck die dritte Seite berechnen kann,
wenn man zwei Seiten kennt. Es gilt z.B. fiir die langste Seite c: ¢ = Va® + b?.

Die dem rechten Winkel gegeniiber lie-
gende langste Seite bezeichnet man als
Hypotenuse und die beiden anderen Sei-
ten als Katheten (Fig. 2). Mithilfe dieser
Bezeichnungen kann man wie folgt formu-
lieren:

Satz des Pythagoras:
| Wenn ein Dreieck rechtwinklig ist mit den
| Katheten a und b und der Hypotenuse c,
dann gilt a2 + b? = ¢

36 1 Rechtwinklige Dreiecke
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Wenn man im Satz des Pythagoras die Voraussetzung und die Behauptung vertauscht,
dann entsteht eine neue Aussage. Man kann beweisen, dass auch sie wahr ist. Sie lautet:
Wenn in einem Dreieck fiir die Seitenldngen a2 + b? = c? gilt, dann ist das Dreieck recht-
winklig. Dies ist die Umkehrung des Satzes von Pythagoras. Mit ihr |&sst sich also ohne
Winkelmessung entscheiden, ob ein Dreieck rechtwinklig ist oder nicht.
Interpretiert man in der Formel

a2+ b2=¢2
die Terme a2, b2 und c? als Flacheninhalte,
dann lautet der Satz des Pythagoras:
Die Summe der Flacheninhalte der Quad-
rate Uber den Katheten a und b ist gleich
dem Flacheninhalt des Quadrats tber der 2
Hypotenuse c (Fig. 1).

a2
b2 /.

Fig.1
Beispiel 1 Katheten und Hypotenuse erkennen und berechnen
a) Formuliere den Satz des Pythagoras fiir
die abgebildete Figur 2. Berechne s, wenn r
r=65cm und t=3_8cm ist.
b) Berechne t, wenn r=4,3cm und
s=121cm ist. s t
Losung:
a) Das Dreieck ist rechtwinklig, damit ist: Hypotenuse: s, Katheten: r und t
2+t2=g2 Fig. 2
Fiir die Hypotenuse gilt: s=Vr? +t2=1/6,52 + 3,82 cm ~ 75cm.
b) Aus r2+1t2 =52 ergibt sich t="Vs?-r?=v1212- 4,32 cm =11,3cm.
Beispiel 2 Rechtwinklige Dreiecke erkennen, Seitenlange berechnen
Die beiden Diagonalen einer Raute sind 2,3cm und 3,2cm lang.
Zeichne die Raute und berechne ihre Seitenlange.
Losung:
D Die Diagonalen der Raute stehen senkrecht
aufeinander und halbieren sich.
Das Dreieck ECD ist rechtwinklig. Nach
A C dem Satz des Pythagoras gilt:
CD2=EC2+ED2
Also ist:
B CD =VEC2+ ED2 =V1,15% + 1,62cm=2,0cm.
Aufgaben
1 Formuliere den Satz des Pythagoras fiir die abgebildeten Figuren.
a) b) ) d) G
. :(i . a " X S
b :G—
p c Z
A

2 Berechne x im Kopf: 3% +x2=10; 5+x*=3% 20+ 42=x% x2+122=132

Il Rechtwinklige Dreiecke

Das Pentagramm war
das Geheimzeichen der
Pythagoreer.
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Mit dem Satz des
Pythagoras kann man
Léngen oder Fldchen-
inhalte berechnen.

Bist du sicher?

3 Berechne die Lange der fehlenden Seite.

a) b) 9] d)
33cm 154m
272cm
28cm
34,8dm
178 m
45cm 56cm
4 Berechne den Flicheninhalt aller Quadrate.
a) b) <) d)
1,2dm
4cm 60mm “
3cm 4cm
21cm? 15cm?2

5 Petra hat verschiedene Figuren skizziert. Suche in diesen Figuren rechtwinklige Drei-
ecke und formuliere fiir diese den Satz des Pythagoras.

a
Quadrat

6 a) In einem rechtwinkligen Dreieck sind die beiden Katheten 4,5cm und 79cm lang.
Wie lang ist die Hypotenuse?

b) In einem rechtwinkligen Dreieck ist eine Kathete 4,5cm lang und die Hypotenuse

7.9 cm. Wie lang ist die zweite Kathete?

a) In einem rechtwinkligen Dreieck sind die beiden Katheten 6,5cm und 15,6 cm lang.
Wie lang ist die Hypotenuse?
b) In einem rechtwinkligen Dreieck ist eine Kathete 6,5cm lang und die Hypotenuse
15,6 cm. Wie lang ist die zweite Kathete?

Eine Raute hat die Seitenldnge 5/1cm. Eine Diagonale ist 4,5cm lang. Wie lang ist die
andere Diagonale?

D [ 7 Berechne den Umfang und den Flacheninhalt des Vierecks ABCD in Fig. 1.
\
2 8 a) Begriinde, dass das Dreieck mit den Seitenlangen 16 cm, 62cm, 64cm nicht recht-
g winklig ist. Andere eine Seite so ab, dass es rechtwinklig wird. Gibt es verschiedene Mog-
lichkeiten?
A BEcm o b) Uberpriife rechnerisch, ob Dreiecke mit diesen Seitenléngen rechtwinklig sind.
’ () 8cm, 15¢cm, 177cm (1) 1dm, 13cm, 177cm (11l) 20m, 99m, 101m (IV) 36km, 77km, 83km
Fig.1
38 1 Rechtwinklige Dreiecke

9 Wahr oder falsch?
a) Wenn ein Dreieck gleichschenklig ist, dann gilt der Zusammenhang a2 + b2 = ¢2 nie.
b) Wenn in einem Dreieck der Zusammenhang a? + b2 = ¢2 gilt, dann kann das Dreieck
nicht gleichseitig sein.

10 Um zwei sich beriihrende Leisten
rechtwinklig auszurichten, misst der Tisch-
ler auf der einen Leiste 90cm und auf der
anderen 120cm ab und markiert diese
Stellen. Dann werden die beiden Leisten
50 ausgerichtet, dass die Markierungen
150cm Abstand haben. Erklare dieses Ver-
fahren.

11 Punkte im Koordinatensystem y

a) Wenn zwei Punkte A und B in einem 741

Koordinatensystem angegeben sind, kann 61 B(10]6)

man ihren Abstand aus ihren Koordinaten 51

berechnen. 44

Ermittle fir A(3|2) und B(10]6) zunachst 3

die Streckenldngen AP und BP. Berechne 27 e R

damit den Abstand von A und B. 1T =

b) Berechne den Abstand der Punkte o
123 456789111213

C(-2|5) und D(-11|-3).

12 a) In einer Formelsammlung findet man fiir den Abstand zweier Punkte A(x,|y,) und
B(x,|y,) die Formel AB = v/(x, = X.)* + (¥, = Vo)>-

Erklére die Formel anhand einer Skizze. Trage darin auch die Strecken der Lange x, - x,
und y, -y, ein.

b) Berechne den Umfang des Dreiecks ABC mit A(1]1), B(10]2), C(6]8).

1
Langen-
einheit

13 Mithilfe des Satzes von Pythagoras
kdnnen Wurzeln aller natiirlichen Zahlen
als Strecken konstruiert werden. Es ent-
steht eine ,pythagoreische Schnecke”.
Zeichne die Schnecke, bis sich die Dreiecke
iiberschneiden.

el

14 Die zwei Formeln a2=p-c und b?=q-c werden unter dem Namen Kathetensatz
zusammengefasst (vgl. Seite 36). Wenn man die Terme als Flacheninhalte interpretiert,
dann lautet er:

In jedem rechtwinkligen Dreieck hat das Quadrat iiber einer Kathete den gleichen Flachen-
inhalt wie das Rechteck aus der Hypotenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt.
a) Fertige eine Skizze an, die die Gleichung b? = q - c veranschaulicht.

b) Berechne im Dreieck ABC (y = 90°) die beiden Katheten aus p = 57cm und q=72cm.

15 Patrik hat bei der Berechnung von Streckenlangen in einem Viereck Folgendes no-
tiert: 32 + 42 = 52, Wie kdnnte das Viereck aussehen? Zeichne verschiedene Vierecke.

Warum kann die Sum-
me der beiden Katheten
nicht so groB8 wie die
Hypotenuse sein?

p und q bilden zusam-
men die Hypotenuse.
Sie heiflen Hypotenu-
senabschnitte.
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( .
1M,2cm
13cm

Der Winkel bei B ist

ein rechter Winkel. Er
erscheint im Schrdgbild
jedoch nicht als rechter
Winkel.

2 Pythagoras in Figuren und Kérpern

i

\/gs cm Hoffentlich fallt der Trinkhalm nicht
in das Gefaf3.

1,2cm

6,2cm 6,2cm

Mit dem Satz des Pythagoras kann man in vielen Figuren Streckenléngen berechnen,
wenn es gelingt, in diese Figuren geeignete rechtwinklige Dreiecke einzuzeichnen.

In einem gleichseitigen Dreieck kann man
den Satz des Pythagoras anwenden, wenn
man die Héhe h einzeichnet (Fig. 1). Es ent-
stehen zwei rechtwinklige Dreiecke ADC
bzw. DBC. Nach dem Satz des Pythagoras a a

gilt:

h? + (%)2 =a? bzw. h?=a’- (%)2 = %az.

Also gilt fiir die Hohe im gleichseitigen A & D e Fig.1
Dreieck h = %\/?.

Damit kann man auch den Flacheninhalt
berechnen. Es ist

A=%ah =%a-%\/_=%2\/§.

Bei Kérpern konnen ebenfalls Streckenlan-
gen berechnet werden, wenn es gelingt,
geeignete rechtwinklige Dreiecke in die .
Figur einzuzeichnen. Fig.2
Um in einem Wiirfel mit Kantenlénge a die Raumdiagonale d zu bestimmen, kann man
folgendermafien vorgehen:

Man zeichnet zunichst auf einer Seitenflache die Flichendiagonale e ein und erhélt so-
mit zwei rechtwinklige Dreiecke ABC und ACD (Fig. 2). Die Raumdiagonale d bildet dann
zusammen mit der Flichendiagonalen e und einer Kante a ebenfalls ein rechtwinkliges
Dreieck ACE. Im rechtwinkligen Dreieck ABC gilt:

e?=a’+a’=2a2 Alsoist e=V2a? =aVv2.

Im rechtwinkligen Dreieck ACE kann man den Satz des Pythagoras noch einmal anwen-
den und erhélt fir die Raumdiagonale

d2=e?2+a2=2a2+a’=3a2 also d=aV3.

[o

Berechnung von Streckenléngen in der Ebene und im Raum:

1. Fertige eine Skizze an. Trage alle gegebenen und gesuchten Streckenlangen ein.

2. Suche nach rechtwinkligen Dreiecken, die diese Strecken enthalten. Eventuell sind
zusatzliche Hilfslinien nétig.

3. Berechne mithilfe des Satzes von Pythagoras die gesuchte Strecke.
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Beispiel Rechtwinklige Dreiecke suchen - Losungsweg beschreiben

Das Dach eines Kirchturms hat die Form einer quadratischen Pyra-

mide mit den Grundkanten a und den Seitenkanten b (vgl. Fig. 1). b
a) Zeichne ein geeignetes rechtwinkliges Dreieck ein, mit dessen

Hilfe man die Dachfldche berechnen kann. Berechne die Dachfla-

che, wenn a = 2,60m ist und b = 21,10m.

b) Gib zwei Mdglichkeiten an, wie man mithilfe von a und b die a

Hohe h des Daches berechnen kann.
Losung:

a)

A

b) 1. Moglichkeit

Das Dreieck MSP ist rechtwinklig. Eine
Seite ist die gesuchte Hohe h. Es ist

MP =% und MS = h, (ist aus Teilaufgabe a
bekannt).

Aufgaben

a
Fig.1
Im rechtwinkligen Dreieck AMS gilt:
a\2, .2 _ 42
(3) +h?=b2
Daraus lasst sich die Hohe h, des Dreiecks
ABS berechnen. Es ist

hy = yb? - ;a2

=1/21102 - 1 - 2,602m = 21,06m.

Fir den Flacheninhalt der Dachflache gilt

damit:

A=4-3-a-h=2-a-h,
=2-2,60-21,06m? = 109,5m>2

2. Moglichkeit

Das Dreieck BSP ist rechtwinklig. Eine Seite
ist die gesuchte Hohe h. Die Seite BS =b
ist gegeben, BP ist die halbe Diagonale im
Quadrat ABCD und kann berechnet werden.

1 ©° Formuliere zu jeder Figur eine Aufgabe, die man mit dem Satz des Pythagoras be-
rechnen kann. Zeichne dazu geeignete rechtwinklige Dreiecke ein.

2ACE
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Fig.1
B
7cm
(,: o—
5cm
3cm A
Fig. 2

Bist du sicher?

2 a) Die Diagonalen eines Quadrats sind 7cm lang. Zeichne das Quadrat. Miss seine
Seitenlange. Kontrolliere dein Ergebnis durch eine Rechnung.
b) Ein Rechteck ist 15,5cm lang und 7,2 cm breit. Wie lang sind seine Diagonalen?

3 a) Welche Skizzen passen zu welcher Aufgabe? Ordne jeder Aufgabe mogliche Drei-
ecke aus Fig. 1 zu und 6se die Aufgabe.

A Eine Leiter ist 4,50 m lang. Sie muss mindestens 1,50 m von der Wand entfernt aufge-
stellt werden. Wie hoch reicht die Leiter?

B Eine Klappleiter ist 2,50 m lang. Fiir einen sicheren Stand ist eine Standbreite von

1,20 m vorgeschrieben. Wie hoch reicht die Leiter?

C Zwischen zwei Hausern wird ein Seil gespannt. In die Seilmitte wird eine Lampe ge-
hangt. Die beiden Haken sind auf gleicher Héhe angebracht und 4,50 m voneinander ent-
fernt. Das Seil ist 5,10m lang. Wie groR ist der Durchhang?

D Ein Fahnenmast wird mit Drahtseilen gegen die Erde verspannt. Sie sind 510m lang
und werden am Mast in einer Hhe von 4,50 m angebracht. Wie gro muss der Platz um
den Mast mindestens sein?

b) Erfinde zu Dreieck Nr. IV eine Textaufgabe, bei der man den Satz des Pythagoras
braucht.

4 Konstruiere das Dreieck ABC (Fig. 2) in wahrer Gréf3e. Uberpriife deine Konstruktion
rechnerisch.

5 Zeichne das Schrégbild eines Quaders mit den Kantenlangen 8cm, 5cm und 3cm.

a) Zeichne eine Fliachendiagonale ein. Wie viele verschiedene gibt es? Berechne ihre
Langen.

b) Zeichne eine Raumdiagonale ein. Berechne ihre Lénge.

¢) Gib einen Schatzwert fiir die léngste Strecke in deinem Klassenzimmer an. Miss die n6-
tigen GrdRen und berechne sie anschlieBend. Um wie viel Prozent weicht dein Schatzwert
vom errechneten Wert ab?

In Fig. 3 ist der Querschnitt eines
3,20m hohen Damms dargestellt. Die Boschungs-
Dammbkrone ist 8,50 m breit, die Bo- linie
schungslinien sind 5,25m lang. Wie breit
ist die Dammsohle?

Dammkrone

Dammsohle
Fig. 3
Eine Tiir ist 2m hoch und 80cm breit.
Kann man durch sie eine 520m lange und
2,10 m breite Holzplatte transportieren?

Der Quader wird durch einen Schnitt
(Fig. 4) in zwei Halften geteilt. Wie grof ist
die ,Schnittflache”? %hem

6cm Fig. 4

6 Zeichne ein Rechteck mit den Seitenldngen 6cm und 4 cm. Markiere die vier Seiten-
mitten und verbinde sie. Welche Eigenschaft hat das neue Viereck? Berechne seine Sei-
tenlangen.
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e

7 a) Gib fiir den Flacheninhalt des Trape- 2a

zes in Fig. 1 eine Formel an.

b) Wie grof ist a, wenn der Flacheninhalt a a
des Trapezes 13,5cm? ist?

8 In einem Quadrat mit der Seitenl&n- Fig.1
ge a wird die Diagonale verdoppelt. Wie

verandert sich die Seitenldnge und der

Flacheninhalt?

Begriinde auf verschiedene Arten.

9 Ein Tetraeder besteht aus vier gleich-
seitigen Dreiecken (Fig. 2). Berechne seine
Oberfliche, wenn a =72dm ist. Fig.2

10 Ein Quadrat wird durch einen Schnitt
in zwei kongruente Flachen geteilt (Fig. 3).
a) Berechne die Lange der Schnittlinie, 10cm
wenn mit 1cm und 9cm geteilt wird.
b) Berechne bei anderen Schnitten die

Lange der Schnittlinie. Bei welcher Teilung 1cm 9cm
ist die Schnittlinie 12cm lang? Fig. 3

D
11 Im Viereck ABCD stehen die Dia- g |\ £
gonalen senkrecht aufeinander (Fig. 4). A €
[berpriife, ob fiir ein solches Viereck der a b
Zusammenhang a? + c2 = b2 + d? gilt. B

Fig. 4

12 Zwei Garten sind durch einen 5m breiten Weg getrennt (Fig. 5). Am Wegrand des
Gartens von Familie Maier steht eine 7m hohe Fichte, die so gefallt werden soll, dass sie
auf keinen Fall in den Garten von Familie Miiller fallt. Berechne fiir verschiedene Absédge-
hohen die Entfernung der geféllten Baumspitze vom Stamm. Notiere deine Ergebnisse in
einer Tabelle.

Veranschauliche die Tabellenwerte in ei-
nem Koordinatensystem. In welcher Hohe
sollte die Fichte abgeséagt werden?

Absdgehdhe in m
Entfernung Spitze - Stamm in m

13 Von einem Walmdach kennt man die
Kantenlangen a, b, c und d (Fig. 6).

a) Skizziere das Walmdach. Zeichne geeig-
nete rechtwinklige Dreiecke ein, mit deren
Hilfe man die Dachflache berechnen kann.
Beschreibe den Rechenweg in Worten.

b) Wie kann die Héhe des Dachs berechnet
werden?

‘Anzahl der Wiirfel 10234
L‘énge der Raumdiagonalen

14 Wiirfelturm (Fig. 7)

Ergédnze die Tabelle. Suche eine Gesetz-
maéRigkeit. Beschreibe sie in Worten und
mithilfe einer Formel.

Bei den Aufgaben 10
und 12 ist der GTR
niitzlich.

¢
AL o S
Maier Weg  Miiller

Fig.5
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Der Satz des Pythagoras beschreibt einen rechnerischen Zusammenhang zwischen Seiten
im rechtwinkligen Dreieck. Nun wird untersucht, ob es im rechtwinkligen Dreieck auch
rechnerische Zusammenhénge zwischen Seiten und Winkeln gibt.

Stimmen verschiedene rechtwinklige Drei- C
ecke zusitzlich im Winkel o Giberein, so b Q) 5
sind sie &hnlich und entsprechende Seiten- A‘
verhéltnisse sind gleich. A C B

. a _ £
EsgiltzB. =0

a_a

bzw. R

Dieses Seitenverhaltnis kann man z.B.

bei o =30° berechnen. Ergdnzt man das

Dreieck ABC wie in Fig. 1 zu einem gleich-
1

seitigen Dreieck ABD, so ist 2 =2 = 1 Das
Seitenverhaltnis 2 hat also fiir alle recht-
winkligen Dreiecke mit o =30° denselben
Wert %

Weifl man umgekehrt von einem rechtwinkligen Dreieck, dass das Verhéltnis 2= % ist,
so ist o =30° Andert sich in einem rechtwinkligen Dreieck der Winkel o, so &ndert sich
auch das Seitenverhiltnis 2. Es ist jedoch fiir jeden Winkel o fest. Man kann dieses Ver-
haltnis fiir jeden Winkel o dem GTR entnehmen.

In einem rechtwinkligen Dreieck mit Winkel o bezeichnet man die Kathete, die dem Win-
kel o gegeniiberliegt, als Gegenkathete von o, die andere als Ankathete von o.

Fig. 1

| In allen rechtwinkligen Dreiecken, die in einem weiteren Winkel o iibereinstimmen,

[
§ 3 ... Gegenkathete von a ;
| ist das Seitenverhaltnis Fiypotenuse gleich.

| e 5 . < _ Gegenkathete von o
Man nennt diese Zahl Sinus von o und schreibt sin(a) = = Tpotenuse.

444 || Rechtwinklige Dreiecke

Die Zahl sin(c) liefert der GTR. Meist rundet man sie auf vier Dezimalen. Umgekehrt liefert
der GTR durch den Befehl sin™' den zum Seitenverhéltnis gehérenden Winkel o (Fig. 1).

Beispiel 1 Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck

Gegeben ist das Dreieck ABC mit 3 = 90°. C
a) Berechne den Winkel o, wenn d
a=6,7cm istund b=73cm. b

b) Berechne die Seite ¢, wenn b = 6,7cm P
und y = 43° ist. A a
Losung: A c B

a) sin(@) = 2 = 52 = 09178. Fig. 2

. . L . _1(67 o
Mit dem GTR erhélt man o = sin 1(%) =sin 1(ﬁ) =~ 66,6°.
b) sin(y) = %, also ist ¢ =b -sin(y) = 6,7cm - sin(43°) = 4,6cm.

Beispiel 2 Winkel und Seiten berechnen - Seitenverhéltnisse angeben
a) Berechne in Fig. 3 den Winkel o, wenn
v=90°% a=72cm und c=10,8cm ist.
Wie grof3 ist die Hohe h?

b) Gib sin (), sin(B), sin(y,) und sin (y,) mit-
hilfe der Variablen a; b; ... aus Fig. 3 an.
Losung:

2) sin(o) = 2 = 772 = 0,6667. Mit dem GTR
erhilt man o = sin™(2) = 41,8°.

Da die Winkelsumme im Dreieck 180° betragt, ist B =180°- 90°- o ~ 48,2°.

Im Dreieck DBC ist sin(B) = 2, also h=a-sin(B) =72cm -sin(48,2°) = 54cm.

b) sin(a) = % bzw. sin(a) = %, sin(B) =% bzw. sin(B) = g, sin(y,) = Hb_ und sin(y,) =

o)
o

Aufgaben

1 a) Berechne die fehlenden Seitenldngen.

5cm
b q
2 25,.2km .
7
500 5o 2 cm

85m P
b) Berechne die fehlenden Winkel.

&/ — 15d
69 dm 4 .

23dm

2in(35)

sin(@. 4523)
26,8913

Fig.1
Achtung: Der GTR muss

auf ,Degree” eingestellt
sein.

Will man mit einem
genaueren Wert weiter-
rechnen, so kann man
die ANS-Taste verwen-
den.

7.2710.8

BEET
sin(Ans?
- 41.8183

Il Rechtwinklige Dreiecke 45




2 Erginze.

a) sin(x) = b) sin(d) =

3 In einem Dreieck ist y = 90°.
a) Berechne fiir a=13,2cm und c = 25,6cm den Winkel o und die Seite b.
b) Berechne fiir b =3,25m und c=7,6m alle Seiten und Winkel des Dreiecks.

) - [ /5\ [E~
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A ACHTUNG
ATTENTION

D Harakiri

%

starkes Gefalle
steepslope

Nur fiir gelibte
Skifahrer!

Only for good skiers!
[

Bist du sicher?

Berechne die fehlenden Grofen in dem Dreieck.

Mit dem Satz des Pythagoras und dem Seitenverhéltnis sin(«) =2 lassen sich alle Seiten
und Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck berechnen. Manchmal ist es jedoch giinsti-

At roran) ¥ b 2 et i 2 B i BT S ger, wenn man auch andere Seitenverhéltnisse verwendet.
a) 45cm 76cm | ) - 90°
b) 8,61dm 26° 90° — = _— —_—
0 36m | 132dm | 90°
] - T o In einem rechtwinkligen Dreieck nennt man das Seitenverhaltnis Friiher hatte jedes
Ankathete 2 Gegenkathete a Seitenverhdltnis einen
- Tiypotenise den Kosinus von o bzw. —;— i~ den Tangens von o Neitrier:
e . und schreibt cos (o) =% bzw. tan(o) = . A = g Sinus
= sin( ), sin(y) = Kosinus
L= % §= 3 e —— " e —— Tangens
sin(), sin(L) Kotangens
In einem rechtwinkligen Dreieck mit Sekans
Kosekans

o =30° kann man cos(30°) bzw. tan(30°)
berechnen. Ergénzt man das Dreieck ABC
zu einem gleichseitigen Dreieck ABD mit
der Seitenlange c, dann ist b die Hohe in
diesem Dreieck. Es ist also b =5V/3.
Somit ist cos(30°) = % =5V3:c= %\/?

Fiir tan (30°) ergibt sich tan(30°) = { =5 :5V3 = % = %\/?

4 Gib fir das Rechteck in Fig. 1 drei Seitenverhéltnisse fiir sin () bzw. sin(B) an.

c 5 a) Eine 7,5m lange Leiter lehnt in 6,6m Hohe an der Wand. Wie grof ist der Anstell-
g winkel?
b) Ein Mast soll mit 20m langen Seilen gesichert werden. In welcher Héhe miissen sie

a B angebracht werden, wenn ihr Neigungswinkel ca. 65° sein soll? )
Wie beim Sinus lassen sich cos () und tan (a) fiir jeden beliebigen Winkel o mit dem GTR
f 6 a) Bestimme sin (45°) und sin(60°) ohne GTR. Zeichne dazu ein geeignetes Dreieck. bestimmen.
B b) In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse c dreimal so lang wie die Kathe-
te a. Ermittle sin(x) und sin (B). Beispiel 1 Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck
4 a) Berechne a und b, wenn o = 37°, C
A a B 7 Die Gondel eines Riesenrads (Durch- Position 2 c=53cm und y=90° ist. a

Fig.1  messer 60m) startet in Position 1 und ist
nach 9 Minuten am hdchsten Punkt.
a) Ermittle die Hohenzunahme h nach
1min, 2min ... 9min zeichnerisch.
b) Uberpriife die Werte rechnerisch. Stelle
das Ergebnis in einer Tabelle und in einem
geeigneten Koordinatensystem dar.

b (>
b) Berechne o und B, wenn a = 6,1cm, A‘=

b=34cm und y=90° ist. A C B

Lésung:

a) cos(a) = %, b =c-cos(x) = 53cm - cos(37°) = 4,2cm,

sin(a) = %, a=c-sin(a) = 53cm -sin(37°)cm = 3,2cm.
8-
b

Hohenzu-

nahme h
Position 1

b) tan () = £ = 34 = 17941, = tan™'(55) = 60,9°, B = 90°- & = 291°
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Beispiel 2 Seitenverhaltnis bzw. Winkel angeben
a) Driicke in Fig. 1 cos (o) und tan (y) jeweils auf verschiedene Wei-
sen als Seitenverhaltnis aus.

b) Driicke in Fig.1 %; %; 2 und = als Kosinus oder Tangens aus.

Losung:

a) cos(a) = ” s Dreieck ABC: u: Ankathete von o, r + s: Hypotenuse

cos(a) = ﬁ Dreieck ABD: r: Ankathete von a, u: Hypotenuse

tan(y) = % Dreieck ABC: u: Gegenkathete von y

t: Ankathete von y Fig. 1

tan(y) = h Dreieck BCD: h: Gegenkathete von y, s: Ankathete von y
Im Dfﬂiefk ABC gilt b) & 4 = tan(a) % = cos(y) 2 = tan (o) - E S = cos(y)
i im Dreieck ABC im Dreieck BCD im Dreieck ABD im Dreieck ABC

Aufgaben

a) Berechne die fehlenden Seitenlangen.
72cm
A a
3 13.2km

b) Berechne die fehlenden Winkel.

5m 272dm
3,9km
'
2m .

2 Berechne die fehlenden GroRen.

r

3 a) Drﬁcke sin(oc) cos (o), cos (B), tan(B) als Seitenverhdltnis aus (Fig. 2).

b) Driicke 2 i ;,- V durch Sinus, Kosinus oder Tangens aus (Fig. 3).

Fig. 2

Bist du sicher?

a) Berechne die fehlenden Gréfien.
b) Driicke in Fig. 4 tan () und cos (y) je-
weils auf verschiedene Weisen als Seiten-
verhéltnis aus.
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4 3) In einem Dreieck ist o = 37°, B =90° und b =72cm. Berechneaund c.
Fig.4  p) In einem Dreieck ist o =90° c=32cm und a=86cm. Berechne B und v.

Fig. 3

5 Tom notiert: cos(p) =%. Wie kénnte ein zugehoriges Dreieck aussehen?

6 Was gehort in Figur 1 zusammen?

Fig.1 Fig.2
7 Fiihre in Fig. 2 geeignete Bezeichnungen ein. Notiere vier verschiedene Seiten- Merkhilfe:
verhéltnisse. Deine Partnerin bzw. dein Partner muss sie durch Sinus, Kosinus bzw. Tan-

gens geeigneter Winkel ausdriicken. a | sin(o) cos(@)
i \%j 0| 1Va

& Kosinus- und Tangenswerte fiir 45° und 60° kann man leicht berechnen. ‘ 1A ‘ 13

a) Zeichne ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck. Bestatige damit die Angaben in der ‘ 12 f

Tabelle (Fig. 3) fiir cos (45°) und tan (45°). A ‘ E

b) Zeichne ein gleichseitiges Dreieck. Zeichne eine geeignete Hilfslinie ein und bestatige ; % { %

dami i —

damit weitere Angaben aus der Tabelle. 0= [ %\/E ‘ i\/a

9 Die Steigung einer StrafRe ist das Verhltnis des Hohenunterschieds h zur horizonta- e

len Strecke s. Eine 320,5m lange gerade Strafie hat die Steigung 7,5%. & | tan(y.

a) Berechne den Steigungswinkel dieser Strafe. 0° } 0

b) Wie grof3 ist der Hohenunterschied, den die Strafie tiberwindet? 30° ‘ 1v3

) Wie lang ist dieses StraBenstiick auf einer Karte im Maf3stab 1:25000? e 1—43—1—

10 wahr oder falsch? 60° | V3

a) Wenn man den Winkel o verdoppelt, dann verdoppelt sich auch tan (o). oo ; _

b) Wenn man die Ankathete des Winkels o halbiert und die Hypotenuse c fest Iasst, so Pt |

halbiert sich auch cos ().
c) Je kleiner der Winkel o ist, umso kleiner ist auch cos (o).

Kannst du das noch?

11 Berechne ohne Taschenrechner: 105 5-25 3-4 - 3% (-10)¢ - 105 -106 - 10°.

12 Gegeben sind die Funktionsgleichungen y=13 y=-13 y=1x4 y=-x2+2und
die Punkte A(2ly), B(-2ly), C(-3ly) und D(0/1]y).

a) Bestimme fiir jeden Graphen die y-Koordinaten der Punkte A, B, C und D.

b) Skizziere die Graphen.

13 a) Bestimme die Wurzel: V744, V144, v/0,01, 10,25, (v25)% (-v25)* (vV25)
b) Berechne: 6V2 +13V2, 5V3 - 7V12 + V75, V5 - (V50 - V2) - V10,
(V3 -v7)(V3 + V7).

14 Multipliziere aus und fasse so weit wie moglich zusammen.
a)(x-3)5+x) b) (@ +3)(2a + 5) ) -2+b)(4b+7) d) (4-b)(4-Db)
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Genauer geht's mit dem
Speicher!

3.8/7.3
cos 1ICAns)

5205
Ehast 58.6318
S8.6318

3.8/7.3 ke
simicAns)_

, . 3690
7. Sw2inCs8, 63160
6.233@

5 Winkel- und Léngenberechnungen

In der Schifffahrt wird die Fahrt-
richtung Kurs genannt. Der Kurs wird in
Grad und Minuten als Abweichung von der
Nordrichtung im Uhrzeigersinn angegeben.

Ein Schiff fahrt auf dem Kurs 90°. Der
Kapitdn nimmt die erste Peilung bei 40°
vor. Wenn er die zweite Peilung geschickt
macht, kann er bei bekannter Geschwin-
digkeit berechnen, wie weit er vom Leucht-
turm entfernt ist.

Sind in einem rechtwinkligen Dreieck eine Seite und ein weiterer Winkel oder zwei Seiten
bekannt, dann lassen sich alle restlichen Seiten und Winkel des Dreiecks berechnen.

Sind Winkel gesucht, so kann man Seiten-
verhiltnisse wie z.B. sin(a) =% oder den
Winkelsummensatz verwenden.

Sind Seiten gesucht, dann sind der Satz
des Pythagoras oder ein umgeformtes
Seitenverhaltnis wie z.B. a = b - tan(a)

nitzlich.

Winkel gesucht

N\

|

= !
vy=90" ||

o+ B =90° i

|

sin(a) =

aloalo

cos(a) =

C

A Fa B

Seite gesucht ]

L By

Beispiel 1 Hypotenuse und eine Kathete gegeben
Im Dreieck ABC ist y =90°, c=73cm und b =3,8cm. Berechne B und a. Rechne dabei

zunachst nur mit Seitenverhaltnissen.

Gib einen zweiten Losungsweg an, bei dem du auch andere bekannte Satze verwendest.

Losung:

1. Méglichkeit (nur mit Seitenverhéltnissen):

o berechnen aus cos (o) = ﬁ, o = 58,6°
B berechnen aus sin(B) = 7’—3, B = 314°.
a berechnen aus sin(a) = %, a=c-sin(a)

a=73cm-sin(58,6°) = 6,2cm.
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2. Méglichkeit:
o berechnen aus cos (o) = %, o = 58,6°

B berechnen mit dem Winkelsummensatz:
B =180°- (90° + 58,6°) = 31,4°.

a berechnen nach dem Satz des Pytha-
goras:

a=Vc2-b?2=173?-38cm=62cm.

h

Beispiel 2

Von einem Dach kennt man die Maf3e (vgl. TN
Fig. ). Ao &
a) Wie lang ist der Trager? Wie weit ist AR \D
sein FufSpunkt vom Eckpunkt B entfernt? ¢ \%Q 2
Fertige eine Skizze an, fiihre geeignete Be- 60,2° &{}}

zeichnungen ein und rechne anschlieend. . B

b) Wie lang ist der andere Dachsparren?

L.osung: Fxg 1
a) Lange des Tragers:

Im Dreieck DBC ist sin(B) = ;, also ist
h=a-sin(B)=6,60m -sin(60,2°) = 573 m. .
Entfernung FufSpunkt D - Eckpunkt B: /’ Al N\

W24 B2 =82 =vaZ- A

h?+p?=a? also p=Va?-h? ) L ﬁg
~ /6,602 - 5732 m = 3,28m. A

b) Lénge des zweiten Dachsparrens b: Im Dreieck ADC ist sin (o) =2,

h _ 573m _
Sn@ = sin@asy = 220m.

o
-z

lso b =

o

Aufgaben

1 Berechne die fehlenden Seiten und Winkel des Dreiecks ABC mit y = 90°. Beschreibe
anschlieBend in Worten einen alternativen Rechenweg.
a)a=62cm, b=25cm b)a=62m, p=38° c)a=62m, o=41°

2 a) Wie hoch ist eine Tanne, wenn ihr Schatten 27,5m lang ist und die Sonnenstrahlen
unter dem Winkel 38,5° einfallen?

b) Otto Lilienthal (1840-1896) flog mit seinem ,Drachenflieger” aus ca. 25m Hohe unter
einem Gleitwinkel von 8°. Wie lang war seine Gleitstrecke?

3 Der Gleitpfad des Instrumenten-Lande-Systems fiihrt die Flugzeuge automatisch zur
Landebahn.

1500 4 Flughthe in m Anflug auf Rhein-Main == zﬂ—/
1000 pfad = e [ o
Gleitpla® —— Y 4000 FT
500 3000 FT 5 L 1220 H Entfernung
- = __ Platzhhe . e p2bm. g e e n km
o Normal Null 1'0 2'0 30
Landepunkt Autobahnkreuz Miihlheim
T2m NN Offenbach Rodenbach

a) Gib die Steigung des Gleitpfads in Grad und Prozent an.

b) Wie viele Kilometer gleitet ein Flugzeug auf dem Gleitpfad, das in 3000 Fut Hohe auf
die Bahn einschwenkt (1 Fuf} = 30,5cm)?

_C) 7Welche Hohe hat ein Flugzeug auf dem Gleitpfad, das 25km vom Flughafen entfernt
ist?

_4. Berechne im gleichschenkligen Dreieck ABC mit Basis AB die fehlenden Seiten und
Winkel sowie den Flacheninhalt. Skizziere zunéchst das Dreieck ABC und berechne zuerst
die Héhe.

a) b=586m, a=62°

b) a=452cm, y=98° ©) a=654m, c=547dm
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Warum gilt hier nicht
tan(a) =+
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Bist du sicher?

Ein Turm ist 28,6 m hoch und 0

6,0m vom Ufer eines Flusses =
entfernt. Vom Turm aus er- //
scheint die Flussbreite unter P8

dem Sehwinkel von 17°. Wie L N O e e

breit ist der Fluss? €

First
Grat

First
Grat

Ein symmetrischer Dachgiebel ist 8,4m breit und 54m hoch. Berechne die Dach-
neigung.

Ein Parallelogramm hat die Seitenldngen 12,0m und 72 m. Die Seiten schlieRen einen
Winkel von 30° ein.
a) Berechne die Hohe.
b) Wie groB ist der Flacheninhalt? Wie verandert sich der Flacheninhalt, wenn eine Seite
verdoppelt wird?

5 Der Flicheninhalt eines gleichschenkligen Dreiecks ist 6cm? Die Basis und die Hohe
ist ganzzahlig (in cm). Wie viele Dreiecke gibt es? Wie grof3 ist der kleinste bzw. grofite
Basiswinkel?

6 . Rund um den Turm Eine Turmspitze erscheint von einer

Stelle aus, die in hori

3 orizontaler Rich-
;ung 141 m vom Fuf des Turms e:t-
€rnt ist, unter einem Erhebungswin-

kel von 48 5°. Berech i -
(Augenhhe 1,5m), p~ O Umhohe

Auf einem 15,0m hohen Turm ist ein Fahne - |

festigt. Ein Beobachter ist 12,0m vom TurmneTtafsétr:te ) / ‘.‘
Ihm erscheinen die beiden Enden des Mastes unter.ei- =g l
nem Sehwinkel von 6,5°. Seine Augenhéhe betrat 1,6 m ‘
Wie lang ist der Fahnenmast? B o :

a) Ordne jeder Aufgabe eine Skizze zu. Besprich dich mit deinem Partner. Bearbeitet eine
Aufgabe gemeinsam.
b) Jeder berechnet nun eine weitere Aufgabe. Erklart euch gegenseitig den Losungsweg.

7 Ein Wiirfel hat die Kantenlénge 6cm.
a) Die Raumdiagonale schliefit mit jeder
Kante denselben Winkel o ein. Skizziere
den Wiirfel. Zeichne darin ein geeignetes
rechtwinkliges Dreieck ein, das diese Gro-
Ren enthalt. Berechne o.

b) Welchen Winkel B bildet die Raumdiago-
nale mit einer Seitenflache? Berechne B.

8 Ein Turmdach hat die Form einer regelméBigen vierseitigen Pyramide. Die Grundkan-
te ist 4,28 m lang und die Hohe betragt 6,45m. Skizziere die Pyramide.

a) Nun soll die Lange einer Seitenkante bestimmt werden. Zeichne ein geeignetes recht-
winkliges Dreieck ein und rechne anschlieend.

b) Man unterscheidet zwischen dem Winkel, den eine Seitenkante der Pyramide mit der
Grundfliche einschliet, und dem Winkel, den die Héhe einer Seitenflache mit der Grund-
flache bildet. Markiere beide Winkel in der Skizze und berechne sie. Welcher der beiden
Winkel bezeichnet die Dachneigung?

9 Ein Walmdach ist 12,4m lang und 8,3m breit. Die viereckigen Dachflachen sind unter

35° die dreieckigen unter 50° geneigt. Bestimme die Hohe des Daches und die Firstlange.
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Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen

L —

1 Rechtwinklig oder nicht - das ist die

Frage! 7
Schneide aus gelbem kariertem Papier J
Quadrate unterschiedlicher Grofe und
notiere darauf jeweils die Anzahl der Kast- N

chen, aus denen sie bestehen. Erstelle aus XN/ ]
blauem kariertem Papier zwei weitere Sat-

ze solcher Quadrate. ~ wd & /
a) Lege aus einem gelben und zwei blauen ~L { - [
Quadraten Dreiecke wie in Fig. 1. . ;

b) Lege moglichst viele Dreiecke und fiille \

die Tabelle aus. Fig.1

Gesamt Gelbes Quadrat
a? b2 a2 1 b2 2

1 | 25 2% 25

Art des Dreiecks

7 spitzwinklig 7

stumpfwinklig

Was stellst du fest? Formuliere dein Ergebnis in Worten.
2 In einem Dreieck ist die erste Seite 18cm lang und die zweite Seite ist 24 cm. Finde
eine passende dritte Seite, sodass ein rechtwinkliges, spitzwinkliges bzw. stumpfwinkliges
Dreieck entsteht.

3 Ein Satz - viele Beweise

Ein Beweis zum Legen:

a) Schneide aus Papier acht kongruente
rechtwinklige Dreiecke aus. Beschrifte die
Seiten mit a, b und c. Stelle zwei Quadrate
her mit jeweils der Seitenldange a + b

(Fig. 2).

b) Decke die Quadrate mit vier Dreiecken
auf die beiden folgenden Arten ab (Fig. 3
und 4).

c) Vergleiche den Flacheninhalt der Quad-
rate in beiden Figuren. Driicke sie durch
Terme aus. Erklare, weshalb damit der Satz e
des Pythagoras bewiesen werden kann. Fig. 3 Fig. 4

%4  Wie ein Prasident beweist

James Abram Garfield (1831-1881) war der 20. Prasident der Vereinigten Staaten von
Amerika. Wahrend seiner Zeit als Kongressabgeordneter entdeckte er einen Beweis des
Satzes von Pythagoras. Dabei werden zwei kongruente Dreiecke wie in Fig. 5 aneinander
gelegt.

a) Begriinde, dass y = 90° ist.

b) Das Viereck ABCD ist ein Trapez. Gib seinen Flacheninhalt auf zwei verschiedene Arten

an. Gelingt es dir, damit die bekannte Pythagorasgleichung herzuleiten?

| | 4
1l -
1]
LA |15
16 |\
25 T
36
49
64
D C
A. B
Fig. 5
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First
Grat

First
Grat
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Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen

A
A q D P B
Fig. 1

p, q: Hypotenusenab-
schnitte

S Eibsee
Eibsee 1000

A

1097
A

1639

226264/
Riffglwandsp.

Mafstab 1:50 000

Ein weiterer Zusammenhang am rechtwinkligen Dreieck

5 Im rechtwinkligen Dreieck gibt es auch einen Zusammenhang zwischen der Héhe h
auf der Hypotenuse und den beiden Hypotenusenabschnitten p und q (vgl. Fig. 1).

Er lautet: h?=p-q. Diesen Zusammenhang nennt man Hohensatz.

Wenn man die Terme als Flacheninhalte interpretiert, so lautet er: In jedem rechtwinkli-
gen Dreieck hat das Quadrat iiber der Héhe den gleichen Flécheninhalt wie das Rechteck
aus den Hypotenusenabschnitten.

a) Fertige eine Skizze an, die den Hohensatz veranschaulicht.

b) Formuliere den Satz des Pythagoras fiir das Dreieck ADC und den Kathetensatz (vgl.
Seite 39) fiir das Dreieck ABC mit dem Hypotenusenabschnitt g. Leite damit den Hohen-
satz her.

6 Im Dreieck ABC ist y = 90° (vgl. Fig.1).

a) Berechne die Héhe h und die fehlenden Winkel, wenn p =4,3cm und q=68cm ist.
b) Berechne c und o, wenn g =6,5cm und h=45cm ist.

¢) Berechne alle Seiten und Winkel, wenn h =4,5cm und p =27cm ist.

7 Die Zugspitzbahn ist die langste Seilbahn in Deutschland. Sie fiihrt von der Talstation
am Eibsee auf den Gipfel der Zugspitze.

Berechne die Mindestldnge des Seils und die durchschnittliche Neigung des Seils. Ent-
nimm dazu der Karte in Fig. 2 alle nétigen Angaben (Mafstab 1:50000).

Kannst du das noch?

8 Multipliziere aus und fasse zusammen.
a)(5-x)-(-3)+2-(x-6)
©) x+@2x-5(1-x)+2x -x2

b) 2+x)-(3+x)+2x2
d) (2 -3b)(a +3b) - (a%+ 9b)

9 Klammere aus.

a) 15x + 20x2 b) -24b? + 40b3 ©) 27x-30x2-9x® d)-3a+33a?
10 Uberpriife rechnerisch, ob die Terme aquivalent sind.
a)6-(x+7)-42 b)42-3-(m+1)-7m

3x +3(x +14) 4m+2Bm-21)+3

d-92+3-32d-9
2+8-d-8+3-d-5d

11 Lose die Gleichung zeichnerisch und rechnerisch.

a) 2x - 3=-0,25x b)-x+3=3x-5 0 x2-x-6=0 dyx2+2=3x+6
12 Zeichne die Graphen der Funktionen und vergleiche sie. Gib charakteristische Eigen-
schaften an. ; ; ;
a)y=-2x y=-2x+1, y=7x+1 b)y=5x% y=5x-x%y=5(x-12+2

1 1 1
0 y=3% y=-2% y=7x*

13 Gegeben sind die Punkte A(-2|4), B(-1|1), C(0I2), DAI).
Uberpriife rechnerisch, ob sie auf dem Graphen liegen mit

-_5,,3 3
a)y=-zx+3,

b)y= —%xz *3 Qy= %x".
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Alles ist Zahl

Felicitas Hoppe

Jedes Mal, wenn ich ein Dreieck sehe, das
einen rechten Winkel hat, muss ich an
Pythagoras denken. Auch mir kommen
Dreiecke einfach vor, eine klare und leicht
zu begreifende Form. Nur der Mann, der
hinter der Sache steckt, wird mir fir immer
ein Ratsel bleiben, das man mithilfe von
Formeln nicht I6st. Jedenfalls nicht nach
dem ABC im Quadrat. Statt dessen liest
man verriickte Geschichten und stofit auf
lauter offene Fragen: Hatte Pythagoras,
wie die Legende berichtet, wirklich einen
goldenen Schenkel? Und wenn ja, wem
hat er den Schenkel gezeigt, wer hat den
Schenkel wirklich gesehen? War es der
linke oder der rechte? Wenn ich einen gol-
denen Schenkel hatte, dann wiirde ich ihn
fiir mich behalten.

Aber ich bin nicht Pythagoras. Ich habe
keinen goldenen Schenkel. Ich bin noch
nicht tot und schon gar nicht beriihmt, und
mein Wissen hélt sich ziemlich in Grenzen.
Dafiir wusste Pythagoras alles. Uber die
Menschen und (iber die Zahlen, tiber das
Dreieck und tiber Musik. Und tber die Tie-
re, mit denen er ubrigens sprechen konnte,
weil er sich vollkommen sicher war, dass
Tiere, wie wir, eine Seele haben und alles
verstehen, sobald jemand ernsthaft mit
ihnen spricht. Wie zum Beispiel die wilde
griechische Barin, die Pythagoras auf die
Seite nimmt, die er streichelt und mit
Waldbeeren fiittert, bis sie zahm und fried-
lich im Wald verschwindet.

Ein Wunder oder ein Zirkustrick? Kein Wun-
der, kein Trick, sondern nur die Geschichte
von einem, der weif3, dass es im Leben
niitzlich ist, wenn man verschiedene Spra-
chen spricht. Also nicht nur die Sprache
der Zahlen und Formeln, sondern nebenbei
auch die Sprache der Baren. Und die Spra-
che der Menschen, die Fische fangen und
nicht daran denken, dass ein Fisch lieber
schwimmt als gefangen und dann geges-
sen zu werden.

Weshalb Pythagoras eine Wette abschliefit:
Wenn ich euch in ganzen Zahlen sagte,
auf die Zahl genau, wie viele Fische ihr
fangt, versprecht ihr mir dann, sie frei zu
lassen? Was die Fischer aus Neugier sofort
versprechen. Und als die den Fang schlief3-
lich ausgezéhlt haben, stellen sie plotzlich
erschrocken fest, dass der Fang mit der
Wettzahl zur Deckung kommt. Und werfen,
weil sie verloren haben, die zappelnden
Fische zuriick ins Meer. Wo sie bis heute
unzahlbar schwimmen. Denn alles ist Zahl.
Aber die Zahl ist nicht alles!
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Jetzt geht’s rund

Auf dem kreisférmigen Radarschirm eines
Schiffs werden Objekte, die sich im Erfas-
sungsbereich der Radaranlage befinden,
als leuchtende Punkte angezeigt. Im Mit-
telpunkt des Schirms ist immer das Schiff
selbst. Nahert sich ein leuchtender Punkt
dem Mittelpunkt des Schirms, so kann das
bedeuten, dass ein anderes Schiff auf Kolli-
sionskurs fahrt. In diesem Augenblick muss
man wissen, wie weit die beiden Schiffe
noch voneinander entfernt sind und aus
welcher Richtung das Schiff, das beobach-
tet wird, anfahrt.

Zur Darstellung dieser Informationen ist
ein Koordinatensystem geeignet, in dem
man die Lage eines Punktes durch die Ent-
fernung von einem ausgezeichneten Punkt
(dem Pol) und einem Winkel zu einer
Bezugsrichtung (der Achse) beschrieben
wird. Es heif3t Polarkoordinatensystem. Ein
Punkt P hat die Polarkoordinaten P(r|¢)
mit 0° = @ < 360° (Fig. 1). Dabei ist r die
Entfernung des Punktes P vom Pol O und
@ der Winkel zwischen der Achse und der
Halbgeraden OP.

Zu Beginn der Beobachtung erfasst das
Beobachterschiff zwei Versorgungsschiffe
und ein Sicherungsschiff. Eines der Ver-
sorgungsschiffe befindet sich am Punkt P.
Seine Position kann beschrieben werden
durch P(3|60°). Das bedeutet, dass es

3 Langeneinheiten vom Beobachterschiff
entfernt ist und mit der Bezugsrichtung
einen Winkel von 60° einschlieft. Das an-
dere Versorgungsschiff befindet sich am
Punkt Q(2|150°) und das Sicherungsschiff
in R(2,5]240°).

P(rl@)
i
© Bezugsrichtung
Pol 0
Fig.1
90°
s T
3 P(3160%
135°% X 50
Q(21150%)
x 2
180°L 60° 4 Achse
e Pol{ /1L, 273
3 X HE % e
2255 R(2,5/240°) 3950

270°
Fig. 2

Auf dem Radarschirm ist es moglich, den Wegeverlauf der beobachteten Schiffe als leuch-
tende Punkte zu speichern. Nun wird beobachtet, dass sich das erste Versorgungsschiff
von P aus geradlinig auf das Beobachterschiff zubewegt. Alle Punkte des Weges haben
die Form P(x|60°). Zur Beschreibung des Weges geniigt also die Angabe ¢ = 60°.

Das zweite Versorgungsschiff bewegt sich geradlinig von Q aus auf 0 zu. Sein Weg kann

beschrieben werden durch ¢ =150°.

Das Sicherungsschiff umfahrt das Beobachterschiff von R aus immer im gleichen Abstand.
Es bewegt sich also entlang einer Kreislinie. Alle Punkte der Kreislinie haben die Form
R(2,5]@). Sein Weg kann daher beschrieben werden durch die Gleichung r=25.
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1| Welche Koordinaten hat der Punkt P(3]60°) in einem rechwinkligen Koordinatensys-

tem?

2 | Wie lautet die Gleichung der Geraden durch die Punkte P und 0 in einem rechtwinkli-

gen Koordinatensystem?

3 | Zeichne in einem rechtwinkligen Koordinatensystem einen Kreis mit Radius 2,5cm
und Mittelpunkt 0(0]0). Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Koordinaten ei-

nes Kreispunktes und dem Radius?

Ein weiteres Schiff umfahrt das Beobach-
terschiff auf einer spiralférmigen Bahn.
Seinen Weg kann man ebenfalls mithilfe
von Abstédnden und Winkeln beschreiben.
Dazu braucht man nun auch Winkel, die
grofer als 360° sind.

Die Beobachtung beginnt, wenn sich das
Schiff im Punkt A befindet. Aus Fig. 1 ent-
nimmtman OA=r=1cm und @ =0°,
0B =13cm und @ = 60°.

Ergénze die Tabelle entsprechend.

Punkt ,,A, il B »C : D» E, F
o | 0 | 60 | 120° | 180° | 240° | 300°
rinem| 1 | 13

Punkt 6 | H | I | K L M| N
o 1360°]420°| 480°| 540°| 600°| 660°| 720°
rincm [ |

4\ Was kann man iiber den Abstand zwischen den Punkten A und G, B und H bzw. C und
| sagen? Bestétige, dass in der Tabelle der Zusammenhang r = 0,005- ¢ +1 gilt, wenn

man fiir r und ¢ die Mafizahlen einsetzt.

Spiralen kann man mit dem GTR zeichnen, wenn man den Polarmodus wihit.

Sci Eng WINDOW

Float B123E56789 Bmin=0
.ad Emax=12088

Ses Bstep=, 1308996,
ot Bmin=-151.6129.
Simul smax=151.61296..

bi re”gi Becl=1
oriz G-T +¥min=-180

%OEEM ORY

2:Zoom In
3iZoom Out
4:Z0ecimal
ZSsuare
i Z5tandard
TETrig

5| Zeichne weitere Spiralen mit r = 0,004 - @? bzw. r = 0,04 - /@ mithilfe des GTR und
vergleiche sie.
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Riickblick
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In einem rechtwinkligen Dreieck mit Winkel o bezeichnet man die
Seite, die dem rechten Winkel gegeniiberliegt, als Hypotenuse und
die beiden anderen Seiten als Katheten. Insbesondere heifit die
Kathete, die dem Winkel o gegentiberliegt, Gegenkathete von o,
die andere Ankathete von o.

Satz des Pythagoras

Wenn ein Dreieck rechtwinklig ist mit den Katheten a und b und
der Hypotenuse c, dann gilt a?+ b? = cZ

Umkehrung:

Wenn in einem Dreieck fiir die Seitenléngen a2 + b? = ¢? gilt,
dann ist das Dreieck rechtwinklig.

Sinus, Kosinus und Tangens

In allen rechtwinkligen Dreiecken mit Winkel o gilt
Gegenkathete von o

sin (o) = Hypotenuse

_ Ankathete von o
cos () = Hypotenuse
tan(a) = Gegenkathete von o

Ankathete von o

Winkel und Seiten berechnen
Fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit y = 90° gilt:

Winkel gesucht

%
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Hypotenuse

Seite gesucht

Gegeben: Dreieck ABC mit 'y = 90°,
a=52cm, c=94cm

Gesucht: b

Lésung: Dreieck ABC ist rechtwinklig, nach
dem Satz des Pythagoras gilt:

b=V~ b=1942-522cm=~78cm
C.

QG
b a
A‘
B

(o

b

A
a = =9
< cos(a) =%, tan(a) = b

sin(a) =

Winkel gesucht

Gegeben: Dreieck ABC mit y = 90°,
a=52cm, c=94cm

Gesucht: o, B

Lésung: Dreieck ABC ist rechtwinklig, es gilt:
sin(a) =2 =32 = 0,531,

o =sin(35) = 33,6°

Nach dem Winkelsummensatz ist

B = 90°- 33,6° = 56,4°.

Seite und Winkel gesucht
Gegeben: Dreieck ABC mit y = 90°,
b=62cm, a=43°

Gesucht: ¢, B

Lasung: Dreieck ABC ist rechtwinklig, es gilt:

cos(a) = %,

b _ 62

" cos(a)  cos(43°)
Nach dem Winkelsummensatz ist
B = 90°- 43° = 47°.

c cm = 8,5cm.
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Training

1 Berechne die farbig markierten GréRRen.

M
r
6,5cm h 5
)
4g° o d
s 48cm 5cm
Gleichschenkliges Dreieck Quadrat Rechteck

2 Die beiden parallelen Seiten des gleichschenkligen Trapezes in Fig. 1sind 3,2cm und
6,8cm lang. Sie haben den Abstand 2,6 cm. Wie grof ist a? Wie lang sind die Schenkel?

3 Die Steigfahigkeit eines Autos wird in Prozent angegeben. In einer Autozeitschrift fin-

det man: Steigfahigkeit: Mercedes G 500 80 %, Hummer H2 60 %.

a) Welchen Steigungswinkel kann ein Gelédnde jeweils haben, damit es von den Gelénde-

wagen gerade noch befahren werden kann? Kann man mit dem Hummer H2 auf einer

Strecke von 30 m eine Hohendifferenz von 15m tiberwinden?

h) Wie lang muss eine Strecke mindestens sein, damit man mit dem Mercedes G 500

eine Hohendifferenz von 50 m iiberwinden kann?

c) Nach weit verbreiteter Meinung entspricht eine Steigung von 100 % einer senkrechten

Wand. Was sagst du dazu?

% Die Grundflache eines Kegels hat den Radius 25,6 cm. Der Kegel ist 50,9cm hoch. Wie

grof3 ist der Winkel o an der Spitze?

1 Berechne die fehlenden GroRen des Dreiecks ABC.

o B Y a b
90° 23° 2572m
E ~ 375km
90° | 132dm | 36cm

2 Peter und Ina lassen auf einem ebenen Geladnde einen Drachen steigen. Sie stehen
80m voneinander entfernt. Die Drachenschnur ist 120m lang. Ina steht direkt unter dem

Drachen. Sie mochte wissen, wie hoch er ungeféhr fliegt.
Fertige eine Skizze an und berechne.

3 a) Ein Drachenflieger startet am Tegelberg iiber Fiissen. Nach einer Gleitstrecke von
8,2km landet er im 1000 m tiefer liegenden Tal. Berechne seinen Gleitwinkel.
b) Wie lang ist seine Gleitstrecke, wenn er am Tegelberg startet und mit einem Gleitwin-

kel von 5° fliegt?

4  Berechne die beiden fehlenden Winkel des Drachens in Fig. 2.

5 a) Welchen Flicheninhalt hat das Parallelogramm ABCD mit AB = 8cm, AD =10cm

und < BAD = 60°? Skizziere das Parallelogramm und berechne.
b) Beschreibe in Worten, wie man die Diagonale BD berechnen kann.
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