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Kapitel 0
Einleitung

Geometrie beschiiftigt sich mit Objekten wie Kreisen, Kugeln und dhnlichem.
Die eigentliche Heimat ist die Differentialgeometrie. Dort ist der zentrale Begriff
der der Mannigfaltigkeit: ein topologischer Raum, der lokal so aussieht wie eine
offene Teilmenge des R™. Man arbeitet dann mit der vollen Kraft der Analysis.

Viele geometrische Objekte (z.B. eben Kreis und Kugel) werden jedoch durch
Polynomgleichungen beschrieben. Sie sind Objekte der algebraischen Geome-
trie. Die Voraussetzung ist sehr einschréinkend, enthélt aber viele interessante
Beispiele. Historisch behandelte man zuerst den Grundkorper C und verwendete
weiter analytische Methoden. Es gelang dann aber, immer mehr Sétze mit rein
algebraischen Methoden zu beweisen. Der Vorteil ist, dass dann auch andere
Grundkorper erlaubt werden kénnen oder sogar beliebige Ringe. Mein Arbeits-
gebiet, die arithmetische Geometrie, arbeitet vor allem iiber Z.

In dieser Vorlesung werden wir uns auf Korper einschrianken, meist algebraisch
abgeschlossene. Es ist nicht falsch an C zu denken — aber Vorsicht in positiver
Charakteristik.

Algebraische Mengen

Wir beginnen mit der Einfiihrung des zentralen Begriffes dieser Vorlesung:

Definition 0.1. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Der affine Raum
der Dimension n dber k ist

A" =",

Elemente von A™ heiflen Punkte. Fir P = (a1, ..., a,) heiflen die a; Koordina-
ten von P. Wir interpretieren den Polynomring

O(A™) = k[X1,..., X,
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als Funktionen
A" — k
(a1y...,an) = flar,...,an)
Sei S C k[X4,...,X,] eine Teilmenge. Die durch S definierte algebraische Men-
ge ist die Menge
V(S) ={(z1,...,zn) € E"|f(21,...,2n) =0 fir alle f € S}
Ist S ={f}, so heift V(f) = V({f}) auch affine Hyperfliche.

Beispiel. (i) Sein =1, f = X2 + 1. Dann gilt V(f) = {£+/—1}. Dies sind
zwel Punkte oder ein Punkt. Es ist ndmlich

Vl=—-/-12/-1=0&2=0

Zur Erinnerung: Der Korper k hat Charakteristik 2 falls 2 =0 in k.
Ist der Korper nicht algebraisch abgeschlossen, so hat die Gleichung even-
tuell gar keine Losungen. Diese Zusatzkomplikation wollen wir in diesem

Semester umgeben, daher die Einschriankung auf algebraisch abgeschlos-
senes k.

(i) Sein =2, S = X2 +Y?2— 1. Die Menge V(f) hat unendlich viele Punkte
- fiir jede Wahl von z € k zwei oder einen Wert y. Uber den reellen
Zahlen erhalten wir einen Kreis, aber natiirlich ist R nicht algebraisch
abgeschlossen. Uber den komplexen Zahlen ist V(f) als Mannigfaltigkeit
eine Ebene.

(i) n=2, S ={X?+Y?2—-1,X +3Y}
r=-3y=1=9y"+y> =10y>

Falls die Charakteristik von k gleich 2 oder 5 ist, so ist die Gleichung
unlésbar, also V(S) = 0. Andernfalls ist y = +10~2 und V/(S) besteht
aus zwei Punkten.

(iv) Sei k=C, n =1, f =sin(z). Dann ist
{sin(z) =0} =Zn

Dies ist keine algebraische Menge. Zunéchst ist sin kein Polynom. Ist g €
C[Z] ein Polynom, so hat V(g) nur endlich viele Nullstellen, wihrend
sin(z) unendlich viele hat.

Lemma 0.2. Sei V(S) C A} eine algebraische Menge. Dann ist entweder
V(S) = Al oder V(S) hat nur endlich viele Elemente.

Beweis: Angenommen, es gibt f € S mit f # 0. Dann ist V(S) C V(f). Als
Polynom in einer Variablen hat f nur endlich viele Nullstellen.
Andernfalls ist S = 0 oder S = {0} und wir haben V(S) = A}. O



Bemerkung. Unterschiedliche Gleichungen kénnen also die gleiche algebrai-
sche Menge definieren.

Allgemein bestehen alle null-dimensionalen algebraischen Mengen nur aus end-
lich vielen Punkten - aber dafiir miissten wir erstmal definieren, was die Dimen-
sion einer Varietit ist. Dies (wie vieles andere auch) lesen wir an einem Ring
ab, der zur Varietét gehort.

Definition 0.3. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kirper, S C k[X1,. .., X,]
eine Teilmenge, V =V (S). Dann heifit

OV)=k[V]={f:V = k| es gibt F € k[X1,...,X,],
flz1, ... ,xn) = F(a1,...,2,) fir ale (z1,...,2,) €V}

affiner Koordinatenring von V. Die Elemente von k[V] heifien algebraische
Funktionen auf V. Ublich ist auch der Name regulire Funktionen.

Beispiel. Sei g € k[X] nicht konstant, V =V (g) = {P1,..., Ps}. Dann ist
k[V] = & fe (FP))E

wobei k% mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation zu einem
Ring wird.

Beweis: Nach Definition von k[V] ist die Zuordnung ein injektiver Ringhomo-

morphismus. Sei nun (ay, ..., a,) € k% ein Tupel. Das Polynom
d X — P,
F(X)= X - P +a; J
(X) ;( +a)#ipi_Pj

erfiillt F(P;) = a;, denn P; ist Nullstelle jedes Summanden aufler dem zu i. Dies
ist das gesuchte Urbild. O

Inhalt der Vorlesung

Wir wollen die Eigenschaften von algebraischen Mengen verstehen, dies bedeutet
automatisch, dass wir ihre Koordinatenringe verstehen miissen. Dazu werden
wir die Grundlagen der kommutativen Algebra erarbeiten, die auch in anderen
Situationen angewendet wird, etwa in der algebraischen Zahlentheorie.
Konkret:

(i) Korrespondenz von affinen Varietiten und Koordinatenringen: Ideale, Hil-
bertscher Nullstellensatz

(ii) Zur Definition einer affinen Varietét reichen endlich viele Gleichungen aus:
Theorie der noetherschen Ringe und Moduln

(iii) Funktionenkorper und lokale Ringe: Lokalisierung von Ringen und Moduln
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(iv) Dimensionstheorie: ganze Ringerweiterungen und ihre Eigenschaften
(v) Singularitéten und Glattheit: regulidre Ringe (wenn die Zeit reicht)

(vi) Schnitte von Untervarietdten und Satz von Bézout: Graduierte Ringe,
Hilbert-Samuel-Polynome

Vermutlich ist dann das Semester lange vorbei. Sonst wéren algebraische Kurven
und Riemann-Roch das natiirliche néchste Ziel.

Notige Vorkenntnisse

Vor allem lineare Algebra 1 und 2. Der Inhalt der Vorlesung Algebra und Zah-
lentheorie wird nicht vorausgesetzt. Ehrlicherweise sollte gesagt sein, dass der
Beweis des Hilbertschen Nullstellensatzes ohne diese Vorlesung vermutlich nicht
zu verstehen ist. Diesen kann man aber als Blackbox benutzen, so dass es danach
wieder weitergeht.

Zur algebraischen Geometrie passt als Ergdnzung sehr gut Funktionentheorie,
auch wenn in diesem Semester nicht klar werden wird, warum.



Literatur

kommutative Algebra:

Atiyah, MacDonald, Introduction to commutative algebra.
Das Wichtigste schon kurz und knapp, aber auch sehr dicht geschrieben.
Enthéalt Unmengen von Ubungsaufgaben.

Zariski, Samuel, Commutative algebra, Vol 1 und 2
Klassiker. Enthélt das Doppelte an Stoff, reicht auch fiir vertiefende Vor-
lesungen in algebraischer Geometrie.

Bourbaki, Algebre commutative (oder Commutative algebra)
Enzyklopédisch, eher zum Nachschlagen als zum Erarbeiten.

Matsumura, Commutative ring theory.

Matsumura, Commutative algebra.

Die beiden Matsumuras sind zwei verschiedene Biicher, nicht Neuauflage
oder Band 1 und 2. Sie sind weder iiberschneidungsfrei noch deckungs-
gleich. Thematisch dhnlich ausfiihrlich wie Zariski, Samuel, aber moder-
ner.

Eisenbud: Commutative algebra. With a view toward algebraic geometry.
Kenne ich noch nicht. Der Titel klingt genau richtig fiir unsere Vorlesung,
der Inhalt scheint aber deutlich weiter zu gehen.

algebraische Geometrie:
Die Biicher zur algebraischen Geometrie fallen in (mindestens) drei Gruppen,
je nachdem, was fiir k£ erlaubt ist:

(i)

k algebraisch abgeschlossen. Das ist unser Fall, Theorie der Varietéiten.
Etwas veraltet, aber gut zugénglich.

k = C mit Einsatz von analytischen Methoden, oft eine schéne Ergéinzung,
wenn man sich in Funktionentheorie auskennt.

k beliebiger Ring, Theorie der Schemata. Der allgemeinste Fall. Die Theo-
rie der Varietéiten ist ein Spezialfall, nicht etwa Voraussetzung. Da ich
Zahlentheoretikerin bin, ist k& = Z fiir mich besonders interessant. Wir
werden uns aber dieses Semester (noch) nicht mit Schemata beschéftigen.
Wer bei mir promoviert, kommt um Schemata nicht herum, wer Master
macht vielleicht.

In diesem Sinne:

Reid, Undergraduate Algebraic Geometry
Knapp, gut lesbar, iibersichtlich wie ein Vorlesungsskript, umfasst aber
nicht den ganzen Stoff der Vorlesung.
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Shafarevich, Basic algebraic geometry
Klassiker, sehr geometrisch, enthélt das meiste, was man iiber Varietdten
sagen kann.

Fulton, Algebraic Curves

Nach einer allgemeinen Einfithrung konzentriert sich der Text auf ebe-
ne Kurven, Bézout fehlt. Versucht mit moglichst wenig Technik auszu-
kommen, ein wenig zu wenig fiir meinen Geschmack. Schéner Beweis von
Riemann-Roch.

Hartshorne, Algebraic Geometry

Kapitel I behandelt Varietéiten einschliefflich der Schnittheorie im projek-
tiven Raum, wie sie in der Vorlesung drankommt. Danach kommen Sche-
mata und Kohomologie. Mir haben Kapitel II und IIT fiir die Promotion
und noch einiges mehr gereicht.

Mumford, The red book of varieties and schemes
Die erste Hilfte Varietéiten, die zweite Schemata. Im Niveau deutlich un-
ter Hartshorne. Ich mag es personlich sehr gerne, insbesondere wird die
Dimensionstheorie vermutlich diesem Text folgen.

Griffiths, Harris, Principles of algebraic geometry.
Klassiker {iber C mit viel komplexer Analysis. Passt nicht zur Vorlesung,
ist aber sonst sehr schon.

Grothendieck Eléments de géométrie algébrique., kurz EGA

Die Originalquelle zu Schemata. Enthilt alle Grundlagen. Wer sich die
Miihe macht, den Text komplett durchzuarbeiten, hat dann eine tolle
Grundlage. Es sind mehrere Bénde der Zeitschrift Publ. THES, nédmlich
4, 8, 11, 20, 24, 28, 32.



Kapitel 1

Grundbegriffe der
algebraischen Geometrie

Den Begriff der affinen Menge und des Rings der algebraischen Funktionen ken-
nen wir ja schon. Sei weiterhin & ein algebraisch abgeschlossener Korper. Alle
Ringe sind kommutativ mit 1. Alle Ringhomomorphismen bilden 1 auf 1 ab.

Bemerkung. Es gibt ein drgerliches Problem mit der Frage, ob 1 = 0 erlaubt
sein soll. Zur Erinnerung: in einem Korper ist nach Voraussetzung 1 # 0. Ist
in einem Ring 0 = 1, so folgt @ = la = 0a = 0 fiir alle a, also enthélt der
Ring nur ein einziges Element. Wenn man ihn erlaubt, muss man sténdig an
den Ausnahmefall denken. Das ist ldstig. Andererseits wollen wir gerne, dass
die leere Menge auch einen Koordinatenring hat. Fiir V(1) = 0 C A™ setzen wir
néamlich

o) = 0.
Daher erlauben wir 1 = 0. Auch der Nullring ist ein Ring mit 1.

Definition 1.1. Sei V C A" eine algebraische Menge. Es sei

das Verschwindungsideal von V.

Bemerkung. (i) Falls V =V/(9S) fiir S C k[X1,..., X,], so gilt nach Defini-
tion S C I(V).

(i) Fiir f,g € I(V) folgt f+g € I(V), denn
(f+9)(P)=f(P)+g(P)=0+0=0firalle PV
(iii) Fiir f € I(V) und g € k[X1,..., X,)] gilt gf € I(V), denn
(9/)(P) = g(P)f(P) =g(P)0 =0 fiir alle P € V

7
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D.h. I(V) ist ein Ideal.

Definition 1.2. Sei A ein Ring. Eine Untergruppe I C A heifit Ideal, falls fir
allex € I, a € A gilt ax € I.

Lemma 1.3. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann ist Ker(¢) ein
Ideal.

Beweis: Sei a € A, x € Ker(¢). Dann folgt

¢(ax) = ¢(a)p(z) = ¢(a)0 =0
O

Nach Definition gilt I(V) = Ker(p), wobei g die Einschrinkungsabbildung
O(A™) —» O(V) ist.

Satz 1.4. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal. Dann ist die Menge der Nebenklassen
A/l :={a+Ila € A}
mit der Addition und Multiplikation von Nebenklassen

(a+I)+(b+I)=(a+b)+1
(a+I)b+1)=ab+1

ein Ring. Die Projektionsabbildung A — A/I mit a — a+ I ist ein Ringhomo-
morphismus mit Kern I.

Beweis: Wie bei Quotientenvektorrdumen und Restklassengruppen ist das Pro-
blem die Wohldefiniertheit von Addition und Multiplikation. Die Rechnung fiir
die Addition ist die gleiche wie fiir Vektorrdume oder Gruppen und wird hier
weggelassen.

Interessanter ist die Multiplikation. Sei a + I =a’ + I

Behauptung. ab+ 1 =a'b+ I fir allebe A

Die Voraussetzung ist diquivalent zu a —a’ € I. Da I ein Ideal ist, ist dann auch
ab —a’b = (a —da’)b € I. Dies ist die Behauptung.
Der Rest folgt wie fiir Vektorrdume. O

Korollar 1.5. Sei V. C A™ eine algebraische Menge Dann gilt
O(V) = O(A")/1(V)

Beweis: Die Restriktionsabbildung o : O(A™) — O(V) ist nach Definition sur-
jektiv mit Kern I(V'). Daher ist die induzierte Abbildung

2:0(A")/1(V) = O(B) f+I(V) = o(f)

bijektiv. O



Bemerkung. Das Korollar gilt auch fiir V = (), denn dann ist I(V) = O(A"™)
(jedes Polynom verschwindet auf allen — also keinen — Punkten) und O(A™)/I(V) =
0.

Im Beweis haben wir bereits den Homomorphiesatz verwendet:

Satz 1.6 (Homomorphiesatz). Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus mit
Kern I. Dann ist

¢: AJI — Im(o) a+1+— ¢(a)
ein Ringisomorphismus.
Beweis: Wie fiir Vektorrdume oder Gruppen. O

Definition 1.7. Sei A ein Ring, S C A eine Teilmenge. Dann setzen wir
)= 1
SCICA
den Schnitt aller Ideale I, die S enthalten. Dies ist das von S erzeugte Ideal.
Man sieht leicht, dass (S) selbst ein Ideal ist.

Korollar 1.8. Sei S C k[X1,...,X,] eine Teilmenge, V =V (S) die zugehirige
algebraische Menge. Dann ist

(5) c1(V)
Beweis: I(V) ist ein Ideal, das S enthilt. O
Gilt vielleicht sogar Gleichheit?
Beispiel. Sei S = {XY} C k[X,Y], also (XY) = k[XY](XY). Es ist
V(XY) = {(2,y) € K?|lzy = 0} = {(0,y)ly € k} U {(z,0)|z € k .}
das Achsenkreuz in der Ebene. o
Wir berechnen I = I(V(XY)). Sei f =3, ;a;;X'Y7 € I. Dann gilt
f(0,y) = ZaijOin = Zaojyj =0 fiir alle y € k
2% J

Da k algebraisch abgeschlossen ist, ist dies nur méglich, falls ag; = 0 fiir alle j.
Ebenso folgt a;o = O fiir alle ¢. In anderen Worten: a;; # 0 = 7,j > 0. Damit
ist f ein Vielfaches von XY Es gilt tatséchlich I = (XY).

Beispiel. Sei S = {X?} C k[X]. Dann ist (X?) = k[X]X2%, V = {0} c A!
und I(V) = k[X]X. Die Gleichungen X und X? definieren dieselbe algebraische
Menge!
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Definition 1.9. Sei I C A ein Ideal. Dann heifit
VI={xec Al esgibtnecNmita" eI}

Radikal von I. Fin Ideal heifit Radikalideal, wenn es mit seinem Radikal tiber-
einstimmt.

Lemma 1.10. Das Radikal ist ein Ideal.
Beuweis: Seien x,y € VI, 2", y™ € I. Ohne Einschrinkung ist n > m. Dann ist
(ay)" = 2"y € 1
da I ein Ideal. Auflerdem
n+m
n+m __ n+m 1, n+m—1u
o= 3 (M)

Falls i > n, so ist der Summand in I, da x* € I. Andernfalls ist 4 < n und daher
m +mn —4 > m. Dann ist der Summand in I, da y?*™ % € I. Jeder Summand
ist in I, also auch die Summe. O

Korollar 1.11. Sei S C k[X1,...,X,] eine Teilmenge, V.=V (S) die zugehori-
ge algebraische Menge. Dann gilt

Sy c I(V)

Beweis: Sei f € /(S), f* € (S) c I(V), d.h. f(P)* = f*(P) = 0 fiir alle
P € V. Da k ein Korper ist, folgt f(P) =0 fiir alle P € V. O

Hier gilt tatséchlich Gleichheit! Das wird unser erstes grofies Ziel sein, der Hil-
bertsche Nullstellensatz. Er erlaubt uns, zwischen Varietédten und Idealen hin
und her zu schalten. Eine einfache Teilaussage konnen wir bereits festhalten.

Lemma 1.12. Sei V C A™ algebraische Teilmenge. Dann gilt
V=V({I(V)).

Beweis: Sei V.= V(S). Wegen S C I(V) folgt V(S) D V(I(V)). Sei P € V.
Nach Definition von I(V') ist P Nullstelle jedes Elementes von I(V), liegt also
in V(I(V)).

O

Bemerkung. Bisher haben wir nicht benutzt, dass k algebraisch abgeschlossen
ist. Schon der Fall n = 1 zeigt aber, dass die Voraussetzung fiir den Hilbertschen
Nullstellensatz notig ist.

Zunéachst aber noch etwas mehr Geometrie.
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Zariski-Topologie

Definition 1.13. Sei V C A™ eine algebraische Menge. Fine Teilmenge W C V.
heif$t abgeschlossen, wenn W selbst eine algebraische Menge ist. Eine Teilmenge
U CV heifst offen, wenn V . U abgeschlossen ist.

Satz 1.14. Dies ist eine Topologie, die Zariski- Topologie.
Beweis: Wir miissen die Axiome eines topologischen Raums iiberpriifen.
(i) @ und V sind offen (< V und () sind abgeschlossen).

(ii) Der Schnitt zweier offener Menge ist offen (< Die Vereinigung zweier
abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen).

(iii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen (< Der Schnitt
von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen).

Zu (i): Wir wihlen S = {0} und S = {1}.
Zu (11) Sei W1 = V(Sl), W2 = V(Sz)

Behauptung. W; UW, = V(51.53)

Hier bedeutet 5155 = {f1f2|f1 S Sl,fg € Sg} Sei P € Wl, also f(P) = 0 fir
alle f € S;. Dann folgt

fg(P) =0 fiir alle f € S1,9 € Sy

d.h. wir haben W C V(S5152). Ebenso fiir Ws. Sei nun umgekehrt P € V' (51.55),
dh. fg(P) =0 fir alle f € S1,g € Sy. Entweder ist P € Wy, d.h. f(P) = 0 fiir
alle f € S1. Oder es gibt ein fo € S; mit fo(P) # 0. Dann gilt fiir alle g € Sy

0= fo(P)g(P) = g(P)=0

In diesem Fall ist P € Ws.
Zu (iii): Sei W, = V(S4). Dann gilt

(\Wa =V (U Sa>
(einfach). O

In dieser Sprache sind die algebraischen Mengen die abgeschlossenen Teilmengen
des A™.

Beispiel. Eine Teilmenge von A! = k ist abgeschlossen, wenn sie gleich k ist
oder nur endlich viele Elemente hat. Die Topologie ist also ganz anders als bei
metrischen Rdumen. Je zwei offene nichtleere Mengen haben einen nichtleeren
Schnitt. Jede unendliche Menge ist dicht!
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Definition 1.15. Eine algebraische Menge V- C A™ mit der Zariski-Topologie
heifst affine Varietit. Eine offene Teilmenge von V' mit der induzierten Topologie
heif$t quasi-affine Varietét.

Bemerkung. Nicht alle quasi-affinen Varietéten sind affin, z.B. A% \ {0}. Das
konnen wir aber erst spiater beweisen.

Bemerkung. In der dlteren Literatur wird der Begriff Varietét meist fiir irre-
duzible Varietédten reserviert, dazu kommen wir noch.



Kapitel 2

Noethersche Ringe und
Moduln

Um algebraische Varietdten zu verstehen, muss man Polynomringe iiber einem
Korper verstehen. Wir beginnen mit einer ganz grundlegenden Eigenschaft.

Definition 2.1. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal. I heifst endlich erzeugt, wenn
es eine endliche Menge S C I gibt mit (S) = I.
Ein Ring heiffit noethersch, wenn jedes Ideal endlich erzeugt ist.

Beispiel. (i) Sei K ein Koérper. Dann gibt es nur zwei Ideale 0 und K, denn
falls ein Ideal I ein Element z # 0 enthélt, dann auch 2~ '2 = 1 und damit
ganz K. Insbesondere ist jedes Ideal endlich erzeugt.

(ii) Im Falle A = Z sind alle Ideale von der Form (n) fiir n € Z (das gilt
sogar fiir die Untergruppen von Z!), werden also von nur einem Element
erzeugt. Solche Ideal heiflen Hauptideale, solche Ringe heiflen Hauptideal-
ringe. Hauptidealringe sind noethersch.

(iii) A = K[X] (K ein Korper) ist ebenfalls ein Hauptidealring. (Ubungsauf-
gabe)

Lemma 2.2. Sei f : A — B ein surjektiver Ringhomomorphismus und A
noethersch. Dann ist B noethersch.

Beweis: Sei I C B ein Ideal. Dann ist f~'I C A ebenfalls ein Ideal. Da A
noethersch ist, ist f~'I endlich erzeugt iiber A. Da f surjektiv ist, ist dann
auch [ endlich erzeugt iiber B. O

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass fiir jede algebraische Menge der Ring O(V)
noethersch ist. Dafiir brauchen wir aber Rechenregeln fiir noethersche Ringe.
Es hilft, wenn wir verallgemeinern und gleich noethersche Moduln betrachten.

13
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KAPITEL 2. NOETHERSCHE RINGE UND MODULN

Moduln

Definition 2.3. Sei A ein Ring. Fin A-Modul M ist eine abelsche Gruppe
(M, +) zusammen mit einer Skalarmultiplikation

Ax M —-M

so dass fiir alle a,b € A, x,y € M gilt:

(1)
(i)
(iii)
(i)

a(z +y) = ax + ay,
(a+b)x = ax + bz,
a(bz) = (ab)z,

lx = x.

Seien M, N Moduln. Fine Abbildung f : M — N ist ein Modulhomomorphis-

mus,

falls sie ein Homomorphismus abelscher Gruppen ist und zusdtzlich fiir

allea € A, x € M gilt: f(ax) = af(x).

Beispiel. (i) A = K ein Korper. Dann ist ein A-Modul das Gleiche wie ein

(i)

(iii)

K-Vektorraum. Modulhomomorphismen von K-Vektorrdumen sind genau
die linearen Abbildungen aus der linearen Algebra.

Ein Z-Modul ist das Gleiche wie eine abelsche Gruppe. Modulhomomor-
phismen von Z-Moduln sind genau die Gruppenhomomorphismen. Prézi-
se: Die Kategorie der abelschen Gruppen ist isomorph zur Kategorie der
Z-Moduln.

Beweis: Sei M ein Z-Modul, dann ist nach Definition (M, +) eine abelsche
Gruppe. Jeder Modulhomorphismus ist nach Definition ein Gruppenhomo-
morphismus.

Interessant ist also die Gegenrichtung. Sei M eine abelsche Gruppe, = €
M, n € N. Wir definieren rekursiv 1z = z, nz = = + (n — 1)z. Fiir
negative n setzen wir nx = —(—n)z. Die Modulaxiome gelten alle. Man
beweist alles mit Induktion, z.B.

n(z+y) = (z+y)+n—-1)(z+y) =z+y+(n—Dz+(n—1)y =nx+ny .

Dies ist die einzige mogliche Modulstruktur. Gruppenhomomorphismen
sind automatisch linear fiir die so definierte Skalarmultiplikation. O

Man sieht an der Beispielrechung, dass die Kommutativitdat von M wirk-
lich benotigt wird.

Sei K ein Koérper. Ein K[X]-Modul ist dasselbe wie ein K-Vektorraum V
zusammen mit einem K-Endomorphismus ¢ : V — V.
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Beweis: Sei V ein K[X]-Modul. Durch Einschriinken der skalaren Multi-
plikation auf konstante Polynome erhélt man die K-Vektorraumstruktur.
Die Multiplikation mit X ist eine K-lineare Abbildung V — V.

Ist umgekehrt V ein K-Vektorraum mit Endomorphismus ¢, so definieren
wir die skalare Multiplikation als

(ZaiXi>v:Zai¢i(v) n>0,a, € K,veV
i=0 i=0

Man {iberpriift leicht die Modulaxiome. O

Sétze iiber Vektorrdume mit Endomorphismus aus der LA 2 (z.B. Jordan-
sche Normalform) sind in Wirklichkeit Sétze iiber K[X]-Moduln.

Bemerkung. e Ob A eine Eins hat, ist fiir die allgemeine Theorie nicht
wichtig.

e Ist A nicht kommutativ, so muss man unterscheiden zwischen Linksmoduln
(Formeln wie oben) und Rechtsmoduln mit einer skalaren Multiplikation
M x A — M, so dass das Axiom (iii) gilt in der Form: (ma)b = m(ab) fiir
alle m € M, a,b € A. Man unterscheidet dann auch zwischen Links- und
Rechtsidealn. Zweiseitige Ideale sind dann diejenigen, so dass A/T wieder
ein Ring wird.

Die Grundlagen der Theorie funktionieren wie fiir Koérper. Begriffe wie linear
unabhéngig, Erzeugendensystem, direkte Summe, Untermodul, Quotientenmo-
dul etc. werden genau wie in der lineare Algebra definiert. Ein Modul heifit
endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem hat.

Beispiel. A ist auch ein A-Modul. Die Untermoduln von A sind genau die
Ideale. Ist A — B ein Ringhomomorphismus, so ist B ein A-Modul.

Beim Begriff der Basis muss man aufpassen:

Definition 2.4. Sei M ein A-Modul. Fin linear unabhingiges Erzeugendensy-
stem von M heifst Basis. M heifst frei, falls es eine Basis gibt. Die Mdchtigkeit
einer Basis heifst Rang von M.

Der Rang eines Moduls ist wohldefiniert, d.h. unabhéingig von der Wahl der
Basis (Reduktion auf den Fall eines Kérpers, Ubungsaufgabe).

Beispiel. (i) Wenn A ein Kérper ist, so sind alle Moduln frei. (Basisexistenz-
satz, Lineare Algebra). Der Rang ist nichts anderes als die Dimension.

(ii) Sei A =7Z, M = 7Z/2Z. Dieser Modul ist nicht frei, denn fiir jedes Element
gilt 22 = 0. Es gibt keine linear unabhéngigen Teilmengen!

(iii) A? ist frei vom Rang 2 mit Basis {(1,0), (0,1)}.
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Wie in der linearen Algebra sind Kern und Bild eine Modulhomomorphismus
Untermoduln. Ist N C M ein Untermodul, so ist M/N ein Modul mit der
induzierten Skalarmultiplikation. Ist speziell M = A der Ring und N C M, so
erhalten wir den Ring A/N zuriick.

Satz 2.5 (Homomorphiesatz, Noethersche Isomorphiesétze). (i) Sei f : M —
N ein A-Modulhomomorphismus. Dann ist die induzierte Abbildung

f:M/Kerf— Imf

ein Isomorphismus von A-Moduln.

(i1) Sind N,N' C M Untermoduldn, so ist

(N + N")/N=N'/(NnN")

ein kanonischer Isomorphismus.

(i1i) Sind N' C N C M Untermoduln, so ist

(M/N')/(N/N") = M/N

ein kanonischer Isomorphismus.

Beweis: In der Algebra zeigt man diese Ausagen fiir abelsche Gruppen, in der li-
nearen Algebra fiir Vektorriume. Die Vertréglichkeit mit der A-Modulstruktur
ist leicht zu iiberpriifen. Wir zeigen beispielhaft die zweite Aussage. Wir be-
trachten den Homomorphismus

f:N - (N+N')— (N+N')/N

Er hat den Kern {z € N'[xt + N =0+ N} ={z € N'|z € N} = NN N’. Nach
dem Homomorphiesatz erhalten wir einen Isomorphismus

F:N'/N'AN = Im(f)

Zu zeigen bleibt die Surjektivitét von f. Ein beliebiges Element von (N+N')/N
hat die Form z+2'+N mit © € N und 2’ € N'. Wegen x+2'+N = '+ N = f(z)
liegt es im Bild. O

Noethersche Moduln

Definition 2.6. Sei A ein Ring, M ein A-Modul. M heifit noethersch, wenn
jede Kette von Untermoduln von M

MicCcMyCc---CM
stationdr wird, d.h. es gibt n € N mit M; = M;41 fir alle i > n.

Lemma 2.7. Ein Modul ist genau dann noethersch, wenn jeder Untermodul
endlich erzeugt ist. Fin Ring ist noethersch, wenn er noethersch ist als Modul
tiber sich selbst.
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Beweis: Sei A ein Ring, M ein A-Modul, N C M ein Untermodul. Angenom-
men, N ist nicht endlich erzeugt. Wir konstruieren eine Folge von Elementen
X1,Ta2, - € N mit

(1) € (x1,22) C (T1,22,23) C ...

Sei x; € N beliebig. Angenommen, wir haben z1, . .., x,, konstruiert. Da N nicht
endlich erzeugt ist, gilt (x1,...,x,) # N. Wir wihlen z,11 € N\ (z1,...,2,).
Dies hat die gewiinschte Eigenschaft. Die Folge von Untermoduln wird nicht
stabil, also ist M nicht noethersch.
Sei umgekehrt jeder Untermodul von M endlich erzeugt. Wir betrachten eine
Folge von Untermoduln

Ny C N, C N3 C...

Es sei N = J; ;.
Behauptung. N ist ein Untermodul.

Seien z,y € N, a,b € A. Nach Voraussetzung ist + € N; und y € N; fiir
geeignete 7, j. Ohne Einschrénkung ist ¢ > j. Nach Voraussetzung ist N; C N;,
also z,y € N;. Da N; ein Untermodul ist, gilt ax + by € N; C N.

Nach Voraussetzung ist IV endlich erzeugt. Seien x1, ..., z,, Erzeuger. Jedes x;
liegt in einem Ny,. Sei k = max; k;. Dann liegen alle z; in Nj. Dies bedeutet

N:<.’)31,...,J}m>CNkCNk/CN

also Gleichheit fiir alle ¥’ > k.

Sei nun A ein noetherscher Ring. Nach Definition sind alle Ideale, also alle
Untermoduln von A endlich erzeugt. Nach der ersten Hélfte des Lemmas ist A
nothersch als A-Modul. Ebenso folgt die Umkehrung. O

Es gibt eigentlich nur eine Rechenregel fiir noethersche Moduln. Um die zu
formulieren, fithren wir die Sprache der exakten Sequenzen und kommutativen
Diagramme ein. Wenn man sich daran gewohnt hat, ist es eine sehr effiziente
Art der Buchhaltung.

Definition 2.8. FEine (endliche oder unendliche) Folge von Modulhomomor-
phismen

NS N, BNy SN,

heif$t exakt, falls fir 1 <i <mn gilt
Im(fi—1) = Ker(f)

Beispiel. (i) 0 —» M i> Ny ist genau dann exakt, wenn f injektiv ist:
Das Bild der Nullabbildung ist der Nullmodul, also lautet die Bedingung
0 = Ker(f).

(ii) M, Iy My — 0 ist genau dann exakt, wenn g surjektiv ist: Der Kern der
Nullabbildung ist ganz Ms, also lautet die Bedingung Im(g) = M.



18 KAPITEL 2. NOETHERSCHE RINGE UND MODULN

(iii) 0 — M, ER My 2 My — 0 ist genau dann exakt, wenn g surjektiv ist mit
Kern gleich Im(f) = Mjs. Solche exakten Sequenzen heiflen kurze exakte
Sequenz.

Definition 2.9. FEin Diagram von A-Moduln

M1L>M2

a &

Nl —_— N2
fa

heif$t kommutativ, wenn fig1 = go fo.
Lemma 2.10. Sei A ein Ring,
0—)M1—>M2—)M3—>0

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Dann ist My genau dann noethersch,
wenn My und Mz noethersch sind.

Beweis: Sei My noethersch.
Behauptung. M; ist noethersch.

M ist ein Untermodul von Ms. Alle Untermoduln von M; sind auch Untermo-
duln von Ms, also endlich erzeugt.

Behauptung. M;s ist noethersch.

Sei 7 : My — M3 die surjektive Abbildung. Gegeben sei eine Folge
NicNyC...
von Untermoduln von Ms. Wir betrachten die Urbildfolge
7 IN;ca Ny C ..

von Untermoduln von Ms. Da Ms noethersch ist, wird die Folge stabil. Wegen
N; = 7~'N;/M; (Homomorphiesatz) ist dann auch die Ausgangsfolge stabil.

Seien nun M7, M3 beide noethersch. Wir betrachten eine Folge
XiCcXyC...
von Untermoduln von M.

Behauptung. Die Folge wird stabil.
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Zu jedem X; gehort eine kurze exakte Sequenz (Homomorphiesatz)

Die Folge der X; N M; wird stabil, da M; noethersch. Die Folge 7(X;) wird
stabil, da M3 noethersch. Fiir geniigend grofles ¢« haben wir die Sitatution

0 —— Xi+1mM1 e Xi—i—l Em— 7T(X1'+1) — 0

=] E |=

0 —— X;NnM; —— X; —— n(X;)) —— 0

Wir wollen zeigen, dass X; — X;i1 surjektiv ist. Sei also x € X;y;. Dann
hat m(x) ein Urbild in 7(X;). Dieses hat wiederum ein Urbild 2’ € X;. Wir
betrachten nun y = x — 2’ € X; 1. Es liegt nach Konstruktion im Kern von
m, also im Bild von X;;; N Mj. Nach Voraussetzung hat y dann ein Urbild in
X; N My, also erst recht in X;. Wegen z = x’ + y haben wir ein Urbild fiir =
gefunden. O

Korollar 2.11. Sei A ein noetherscher Ring, M endlich erzeugter A-Modul.
Dann ist M noethersch.

Beweis: A ist noethersch als A-Modul. Durch wiederholtes Anwenden von Lem-
ma [2.10] sehen wir, dass A" = A® A ® A... A noethersch ist fiir alle n € N.
Seien x1, ..., %, Erzeuger von M. Dann definiert

n
n . .
b
A" - M (aty...,ap) — E a;x;
i=1

einen surjektiven Modulhomomorphismus. Nach Lemma [2.10]ist M noethersch.
[

Leider kennen wir nur wenige noethersche Ringe. Das folgende Theorem éndert
das ganz dramatisch.

Theorem 2.12 (Hilbertscher Basissatz). Sei A ein noetherscher Ring. Dann
ist der Polynomring A[X] noethersch.

Beweis: Sei I C A[X] ein Ideal. Wir suchen nach endlich vielen Erzeugern.
Um zu verstehen, wie wir vorgehen miissen, erinnern wir uns an den Fall, dass
A = K ein Korper ist. Dann wissen wir ja, dass jedes Ideal von nur einem
Element erzeugt wird. Wir finden den Erzeuger als ein Polynom minimalen
Grades ungleich 0. Das jedes solches Element ein Erzeuger ist, wird mit Hilfe
des euklidischen Algorithmuses (also Polynomdivision) gezeigt. Dies miissen wir
variieren, da wir durch Koeffizienten nicht dividieren kénnen. Daher:

Fiir jedes n > 0 sei I, C I C A[X] die Menge der Polynome in I vom Grad
kleiner gleich n. Dies ist ein A-Modul. Sei

Jpo={a€Alesgibt PeI,,P=aX"+...}



20 KAPITEL 2. NOETHERSCHE RINGE UND MODULN

Dies ist ein Ideal von A, also endlich erzeugt. Wegen X 1I,, C I,,11 gilt J,, C Jpy1.
Da A noethersch ist, wird die Folge von Koeflizientenidealen

JoCcJiCJy...
konstant. Sei d so, dass J,, = Jy fiir alle n > d. Wir wahlen fiir n < d A-Erzeuger

agn) aé"), e aq(]fz) € J,. Wir wihlen weiter Pj(n) € I,, mit

Pj = a, X"+ ...

Behauptung. Die Pj(") firn<d,j=1,...,r, erzeugen I.

Sei @ = bX™ + .... Der Beweis wird durch Induktion iiber m gefiihrt. Sei
zunéchst m < d. Wir rechnen in I, und J,,. Dann gibt es ¢1,...,¢,,, € A, so

dass .
b= Z cial(m)
i=1

Es folgt:
Q- ar™
i=1

hat Grad echt kleiner als m. Nach Induktionsannahme wird es durch die Erzeu-
ger ausgedriickt, daher gilt dasselbe auch fiir Q.
Sei nun m > d. Dann gibt es ¢1,...,¢,, € A, so dass

rd
b= Z Cia,gd)
=1
Es folgt
Td
Q _ Z CimedPi(d)
=1

hat Grad echt kleiner als m. Wieder sind wir nach Induktionsannahme fertig.
Der Induktionsanfang ist iibrigens fir I_; = O

Korollar 2.13. Sei A = Z oder A = K ein Kérper. Dann ist A[Xy,...,X,)
noethersch.

Beweis: Induktion. O

Hieraus werden noch viel mehr Beispiele.

Definition 2.14. Sei A — B ein Ringhomomorphismus. B heif$t endlich er-
zeugte A-Algebra, wenn es Elemente by, ..., b, € B gibt, so dass jedes Element
b € B geschrieben werden kann als
b= Z a;bi b2 .. bin a; € A, fast alle 0
iENT

(mit Multiindizes i = (i1, ... ,in)).



21

Mit anderen Worten, es gibt einen surjektiven Ringhomomorphismus
A[Xl,...7Xn}*>B Xzi—>b1

Korollar 2.15. Sei A ein noetherscher Ring, B endlich erzeugte A-Algebra.
Dann ist B noethersch.

Beweis: Hilbertscher Basissatz und Lemma O
Und damit endlich:

Korollar 2.16. Sei k algebraisch abgeschlossener Kérper, V. C A™ eine al-
gebraische Menge iiber k. Dann ist O(V') noethersch. Jede algebraische Menge
wird durch endlich viele Gleichungen definiert. Sie ist Schnitt von endlich vielen
Hyperflichen.

Beweis: Der Ring O(V') & k[X1,...,X,]/I(V) ist endlich erzeugte k-Algebra,
also noethersch. Als Ideal in einem noetherschen Ring ist I(V) endlich erzeugt,

I(V) = <.f17"'afm>
und offensichtlich

VEEVI(W) =V (fiyeoos ) = (V)

i=1
O

Es ist sehr schwer anzugeben oder zu charakterisieren, wieviele Gleichungen
benotigt werden. Man benétigt wenigsten n — dim(V)-viele (das werden wir
zeigen). Das ist auch der sogenannte generische Fall, den man fiir zufiillige Glei-
chungen erwarten kann. Der allgemeine Fall ist jedoch offen!
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Kapitel 3

Quasi-projektive Varietiaten

Wir verallgemeinern den Varietétenbegriff.

Definition 3.1. Sei K ein Korper. Der projektive Raum P™(K) der Dimension
n tiber K ist die Menge der eindimensionalen Untervektorrdume des K™t d.h.
die Menge der Aquivalenzklassen

P"(K) = (K" ~{0})/ ~

wobei (g, ..., xn) ~ (Yo, .-, Yn) falls es X € K* gibt mit x; = Ay; fir0 <i <n.
Wir schreiben [z : --- : xy] fir die Aquivalenzklasse von (xq, ..., x,). Wir
nennen o, ..., &, homogene Koordinaten auf P™(K).

Fir:=0,...,n heifit die Teilmenge

Ui={[zo: - :xy] | z; #0}
i-te standardaffine Karte.

Lemma 3.2. (i) Auf U; sind die Funktionen y; = x;/x; wohldefiniert und
induzieren eine Bijektion

¢i U — K" [x() R xn] = (y07"'ayiflayi+17"'7yn)
(ii) Es gilt P*(K) \ U; 2 P"~YK) (Weglassen der i-ten Koordinate).
(iii) PM(K) = Ui, Ui

Beweis: Auf U; darf durch x; geteilt werden. Wegen A\z;/A\x; = z;/x; ist y;
unabhéngig von der Wahl des Resprisentanten. Die Abbildung

i K" =5 PY(K)  (a0y.«sQim1yQig1yeesQp) (a0 i@y 2 1t Gig1 1 e, Q)

hat Werte in U;. Offensichtlich sind ¢; und 1; invers zueinander.
Das Komplement von U; besteht aus Punkten mit z; = 0. Nach Voraussetzung
hat jeder Punkt des P"(K) eine Koordinate ungleich 0, liegt also in einem U;. [

23



24 KAPITEL 3. QUASI-PROJEKTIVE VARIETATEN

Wir fassen ab sofort K™ via ¢g als Teilmenge des P"(K) auf.
Beispiel. Fiir n = 0 besteht P"(K) aus genau einem Punkt. Fiir n = 1 ist
PYK) = K U{c0c}.

Wir wollen nun algebraische Teilmengen als Nullstellenmengen von Polynomen
definieren. Der Funktionswert eines Polynoms ist jedoch nicht wohldefiniert, da
die homogenen Koordinaten nicht wohldefiniert sind.

Definition 3.3. Ein Polynom P € K|[Xy,...,X,] heifit homogen vom Grad d,
wenn es von der Form

P= > ag. .aX°. . X0
do+---+dn=d
15t.
Lemma 3.4. Sei f ein homogenes Polynom vom Grad d, © = (xg,...,2Zn) €

K"t X e K*. Dann gilt

Faz) = A f(z)
Fiir homogene Polynome ist also der Funktionswert auf dem projektiven Raum
nicht wohldefiniert, wohl aber die Eigenschaft zu verschwinden.
Ist f ein beliebiges Polynom, so schreiben wir es als f = >"1" | f4, wobei die f4
homogen vom Grad d sind.

Definition 3.5. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kirper, S C k[Xo, ..., X,]
eine Menge von Polynomen. Dann heifit

V(S)={P e P"(k)|f(P) =0 fiir alle homogenen f € S}

durch S definierte projektive algebraische Menge.
Sei V. C P*(k) eine algebraische Menge. Dann heifit

IV)={f=>_fa€kXo,...,Xp]|fa(P) = 0 fiir alle P € V,d > 0}
d

Verschwindungsideal von V' und
SV] = k[Xo,..., X,]/I(V)
homogener Koordinatenring von V.
Beispiel. Sei n = 2. Fiir die projektive Ebene benutzt man meist die Koordi-
naten X = X1,Y = X5,Z7 = Xg. Sei f = X2 +Y2+22. Um V = V(f) zu
verstehen, schneiden wir mit den standardaffinen Teilmengen. Es gilt
VNUy={[z:y:2]|z £0,2° +y* + 2> =0} 2 {(z,y)]2* + y* = -1}
und analog in den beiden anderen Karten. In V(Z) = P"(k) \ Up liegen die
Punkte
{[x:y: 0|2 +y* =0} = {[1:vV/~1:0],—[1:vV~1:0]}

Es gilt dann I(V) = (X2 + Y2 + Z?) (Ubungsaufgabe). Nicht alle Elemente
von I(V) sind homogen, sondern nur die der Form ¢f mit homogenem g. Nach
Definition ist dann V(I(V)) = V.
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Graduierte Ringe
Definition 3.6. (i) Sei A ein Ring. Fine graduierte A-Algebra ist eine di-

rekte Summe -
s- s,
d=0

von A-Moduln zusammen mit einer Multiplikationsabbildung
p:SxS—9
mit (1(Sn, Sm) C Sntm, die S zu einer A-Algebra macht.

(#) Ein homogenes Ideal I von S ist ein graduierter Untermodul von S, d.h.

I = (Iﬂ Sd)
d=0

Beispiel. Sei A = K ein Korper. Dann ist K[Xo, ..., X,] ein graduierter Ring
mit K[Xy,...,Xp]q der Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad d.

Lemma 3.7. Ist V C P} algebraisch, so ist I(V') ein graduiertes Ideal.

Beweis: Wir erinnern uns:
1v) = {3 falfav) = 0}

Die Menge ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation mit homogenen
Polynomen. Da jedes Polynom Summe von homogenen Polynomen ist, ist I(V)
ein Ideal.

Sei fq € I(V) homogen vom Grad d, s,, € k[Xo, ..., Xn]m homogen vom Grad
m. Dann ist s,,fq homogen vom Grad m + d. Damit ist 7(V) ein homogenes
Ideal. O

Lemma 3.8. Sei S graduierter Ring, I C S homogenes Ideal. Dann ist
S/1 =D Sa/la
d=0

wieder graduiert.

Beweis: Wir betrachten die offensichtliche Abbildung von rechts nach links. Sie
ist offensichtlich surjektiv.

Sei s = Y _osqa im Kern, d.h. s € I. Dann gilt sq € Iy fiir alle d, da I ein
homogenes Ideal ist. Die Abbildung ist auch injektiv. O

Korollar 3.9. Sei V C P" projektiv. Der homogene Koordinatenring S[V] =
k[Xo, ..., Xn]/I(V) ist eine graduierte k-Algbra.

Bemerkung. S soll an die symmetrische Algebra erinnern, denn
k[Xo,..., Xpn] 2 Sym™V

wobei V' ein k-Vektorraum der Dimension n + 1.
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Die Zariski-Topologie

Lemma 3.10. Sei V eine projektive algebraische Menge. Wir nennen eine Teil-
menge Z C V abgeschlossen, wenn sie algebraisch ist. Dies definiert eine Topo-
logie auf V.

Beweis: Wie im affinen Fall. Es geht nur ein, dass das Produkt von zwei homo-
genen Polynomen homogen ist. O

Definition 3.11. Sei P} der projektive Raum P™ (k) zusammen mit seiner Topo-
logie. Eine projektive Varietét ist eine projektive algbraische Menge zusammen
mit threr Topologie. Fine quasi-projektive Varietdt ist eine offene Teilmenge
einer projektiven Varietdt mit der induzierten Topologie.

Wegen U; = P} \ V(X;) sind die standard-affinen Teilmengen offen.

Lemma 3.12. Die Kartenabbildung ¢; : U; — A" ist ein Homdomorphismus,
d.h. bijektiv, stetig und offen.

Beweis: Ohne Einschriankung betrachten wir ¢ = 0. Die Bijektivitéit haben wir

schon iiberpriift.

Wir zeigen, dass ¢q eine Bijektion der Mengen von abgeschlossenen Teilmengen

von Uy und A" induziert.

Sei F' € k[Xo,...,Xy] ein homogenes Polynom, V' = V(F') C P{. Dann gilt
VnUp={[1:z1:...,25]: F(1,21,...,2,) =0}

Das Bild dieser Abbildung unter ¢¢ ist also V(f) mit f = F(1, Xy,...,X,).

Also sind Bilder abgeschlossener Teilmengen von Uy abgeschlossen.

Sei umgekehrt f € k[X7, ..., X,] ein Polynom vom Grad d. Sei F' die Homoge-
nisierung von f, d.h.

F = X{f(X1/Xo, ..., Xn/Xo)

Dann ist

VF)NUg=A{[1:2y - 2n)1%f (21,...,2,) = 0}
das gesuchte Urbild von V(f), also abgeschlossen in Up. O
Beispiel. Sein =2, f = X?>+2XY +Y +2, V(f) C A% Dies ist ein Polynom
vom Grad d = 2. Seine Homogenisierung ist
XY X? XY Y
F=72*f2,5 =25 +25 o+ +2)| =X +2XY +YZ 4227
HF3) =2 (Fe+2gg+5+2) - +axy +vz 422,
d.h. alle Monome von f werden mit Z-Faktoren aufgefiillt zum Grad 2.

Bemerkung. Die beiden Operationen ”Einsetzen von Xy = 1” und ”Homoge-

nisieren eines Polymons in den Variablen Xy, ..., X,,” definieren eine Bijektion
zwischen homogenen Polynomen in X, ..., X,, die nicht durch X teilbar sind
und Elementen von k[Xy,...,X,]. Geometrisch entspricht dem eine Bijektion

zwischen algebraischen Teilmengen des P} und denjenigen algebraischen Teil-
mengen des A", die mit einem Punkt auch die Nullpunksgerade durch diesen
Punkt enthalten.
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Wir kénnen also den projektiven Raum (und alle projektiven Varietdten) mit
affinen Karten iiberdecken. Der Schnitt U; N U; = {[zg : -+ : xp]|x;, x; # 0}
wird unter der Kartenabbildung ¢; abgebildet auf die Menge der Punkte mit
y; # 0, also die standardoffene Menge U,,,. Die Kartenwechselabbildung

¢j¢i_1 : ij — Uy,
kann leicht berechnet werden. Wir geben die Formel an im Fall : = 0,5 = 1.
Wsyn) = Ly eyl = [y s Loya/yn o oyn /1]
= (l/ylayQ/yh v ayn/yn)
Jeder Eintrag ist eine algebraische Funktion auf U,, .

Bemerkung. Quasi-affine Varietéten sind quasi-projektiv.

Offene Uberdeckungen

Definition 3.13. Sei V' eine affine oder projektive Varietdt. Dann heiffen offene
Menge der Form
U =V V(f)

fir f € k[V] bzw. fir homogenes f € S[V] standardoffene Mengen in V.

Bemerkung. Wir haben bisher nur V(f) C A™ fur f € k[Xq,...,X,] defi-
niert. In der Definition ist f € k[X,..., X,,]/I(V). Das ist aber ein harmloser
Unterschied. Es hat ein Urbild f € k[X7,...,X,]. Es ist dann

V() =V({HnV
und dies ist unabhéngig von der Wahl von f. Mit anderen Worten:
V(f) ={P e V|f(P) = 0}.
Lemma 3.14. Sei V' eine affine oder projektive Varietit.

(i) Sei A CV abgeschlossen. Dann ist

n

A=V (fi,...,[n) = ﬂV(fi)

i=1
fir f1,..., fn € k[V] bzw. homogene fi,..., fn € S[V].

(ii) U C V offen. Dann ist U Vereinigung von endlich vielen standardoffenen
Mengen.

(iii) Der Schnitt von endlich vielen standardoffenen Mengen ist standardoffen.

Insbesondere sind die standardoffenen Menge eine Basis fiir die Topologie.
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Beweis: Wir beginnen im affinen Fall. Sei A C V abgeschlossen. Nach Lem-
ma [1.12] ist

A=V(I(V))
wobei I(V) C k[V] das Verschwindungsideal. Da k[V] noethersch ist, ist das
Ideal endlich erzeugt. Seien fi, ..., f, die Erzeuger. Dann ist

V(I(V)) = V((fla-~-7fn>) = V(f17~--7fn)-

Im projektiven Fall ist I(V) C S[V] ebenfalls endlich erzeugt. Da das Ide-
al homogen ist, enthélt es mit jedem Element seine endlich vielen homogenen
Komponenten.

Sei U =V ~\ A offen. Nach dem ersten Teil gilt

A=V(H=U=v~V©S)=Jv~v = U
fes fes fes
Sind Uy und U, standardoffen, so ist
UpNUy = (VNV())N(VNVI(g) =V N (V()UV(9) =V \V(fg) = Ugg.
O

Definition 3.15. Ein topologischer Raum heif$t noethersch, wenn jede abstei-
gende Kette
Y1IDY,D ...

von abgeschlossenen Teilmengen stabil wird.

Beispiel. Affine und projektive Varietéiten sind noethersch, denn Ketten von
Varietdten definieren aufsteigende Ketten von Verschwindungsidealen im Koor-
dinatenring, der noethersch ist.

Lemma 3.16. Sei Y noetherscher topologischer Raum und X C Y offen. Dann
ist X noetherscher topologischer Raum.

Beweis: Wir betrachten eine Folge
X1 DX D...

von abgeschlossenen Teilmenge von X. Nach Definition ist die Folge der Ab-
schliisse -
X1DX2D

eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen von Y. Da Y noethersch ist, wird
sie stabil. Wegen X N X; = X, ist dann auch die Ausgangsfolge stabil. O

Lemma 3.17. Sei Y noetherscher topologischer Raum, {Ui}tier eine offene
Uberdeckung, d.h U; C'Y offen

Yy = JU

iel



29

Dann existiert eine endliche Teiliberdeckung {U;,,...,U;,}, d.h. endliche viele
i1,...,%n € 1 mit

Bemerkung. Topologische Rdume mit dieser Eigenschaft heiflen quasi-kompakt
(oder auch kompakt, je nach Quelle). Ein topologischer Raum ist kompakt,
wenn er quasi-kompakt und hausdorff ist. Da Varietéten (fast) nie hausdorft
sind, interessiert uns Quasikompaktheit.

Beweis: Angenommen, Y hat keine endliche Teiliiberdeckung. Dann konstruie-
ren wir induktiv eine Folge U;; fiir j € N so dass fiir Ui’j = Ulgjfgj Ui, gilt

U, S UL S U, ¢
Sei némlich i; beliebig. Da Y nicht von einem U; iiberdeckt wird, gibt es P €
Y~ Ui’l. Da die U; ganz Y iiberdecken, gibt es einen Index i3 mit P € U;,. Da
Y nicht von zwei offenen Mengen iiberdeckt wird, gibt es Q € Y \U;, UU;, etc.
Komplementér gibt es eine absteigende Folge

21272 ...

von abgeschlossenen Mengen in Y. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass Y
noethersch ist. O

Korollar 3.18. Alle quasi-affinen und quasi-projektiven Varietiten sind quasi-
kompakt.

Beweis: Affine/projektive Varietiten sind noethersch. Nach Lemma sind
dann auch quasi-affine/quasi-projektive noethersch. Nach Lemma sind sie
quasi-kompakt. O
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Kapitel 4

Irreduzibilitat

Definition 4.1. Fin topologischer Raum Y heifit irreduzibel, wenn Y # () und
er nicht Vereinigung Y = Y, UYs5 von echten abgeschlossenen Teilmengen ist.

Beispiel. (i) R mit der gewohnlichen Topologie ist nicht irreduzibel.

(ii) A! mit der Zariski-Topologie ist irreduzibel.

(iii) Einelementige algebraische Mengen sind irreduzibel.

(iv) V(X1X2) = V(X1) UV (X3) C A? ist reduzibel.

Da die Zariski-Topologie sich durch Ideale beschreiben l&sst, muss auch diese
Eigenschaft eine Charakterisierung in Termen des Ideals haben. Offensichtliches
Problem sind Funktionen wie X1, Xo € I(V(X1X2)).

Definition 4.2. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal. I heifst Primideal, wenn
I # A und fiir alle a,b € A gilt: aus ab € I folgt a € I oder b € I.

Beispiel. Sei I = (n) C Z ein Primideal, n € N. Wegen I # Z ist n # 1. Fiir
allea,be Z
ab € (n) < nlab = n|a oder n|b

Dies ist die Definition von Primelement. n ist Primzahl.

Bemerkung. Primideale sind Radikalideale, d.h. abgeschlossen unter Wurzel-
ziehen.

Satz 4.3. Fine affine oder projektive Varietit Y ist irreduzibel genau dann,
wenn I(Y') ein Primideal ist.

Beweis: Wir betrachten zuerst den affinen Fall. Sei Y irreduzibel, seien f,g €
O(A™), fg e I(Y). Dann gilt Y C V(fg) = V(f) UV (g). Daher

Y=V({HnY)u(Vigny)

31
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Da Y irreduzibel, so gilt ohne Einschrankung ¥ = V(f)NY, also Y C V(f)
und daher f € I(Y).

Sei umgekehrt J = I(Y) ein Primideal. Sei V(J) = Y1 UY5. Dann ist J = I(Y; U
Y2) = I(Y1)NI(Y2). Angenommen J # I(Y7),1(Yz2). Dann gibt es f; € I(Y;)~\J.
Es folgt f1f1 € I(Y1)NI(Y2) = J. Dies ist ein Primideal, also f; € J oder f € J.
Dies ist ein Widerspruch zur Wahl der f;. Es gilt also ohne Einschrinkung
I(Y)=J=1(Y1). Wegen Y = V(I(Y))) = V(I(Y1)) = Y1 (Lemma [L.12) folgt
Y =Y;. Damit ist Y = V(J) irreduzibel.

Sei nun Y projektiv, also I(Y) ein homogenes Ideal. Alle obigen Uberlegungen
funktionieren fiir homogene Elemente. Dies geniigt fiir den Beweis der Riick-
richtung, denn f; € I(Y;) . J kann homogen gewiihlt werden. Die Hinrichtung
folgt wegen des folgenden Lemmas. O

Lemma 4.4. Sei S ein graduierter Ring, I C S ein homogogenes Ideal. Dann
ist 1 genau dann ein Primideal, wenn fir alle homogenen f,g € S gilt: aus
fgel folgt f €I odergel.

Beweis: Seien a,b € S beliebig mit ab € I. Wir schreiben a = Z?:o a;, b =
E;.nzo b;. Angenommen, a,b ¢ I. Dann gibt es maximale ng, mo mit an, bym, ¢ 1.
Wir zerlegen a = a’ +a” , b=V + V" mit

/_2: //_2: /_E: //_E:
a = a;, a = a;, b= bj, b’ = bj.
i<ng i>ng 1<mg j>mo
Nach Voraussetzung ist a”’,b” € I, also auch
a't/ =ab—a"’b—a't".

Da I homogen ist, liegt auch (a’'V') g +me = @nobm, in I. Nach voraussetzung des
Lemmas liegt einer der Faktoren in I. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl. [

Gut zu wissen:

Lemma 4.5. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal. Dann ist I ein Primideal genau
dann, wenn A/I ein nullteilerfreier Ring ist.

Ein Ring heiflt nullteilerfrei oder auch Integritditsbereich, wenn ab =0 = a =0
oder b = 0. Auflerdem verlangen wir 0 # 1 in A.

Beweis: Sei I Primideal. Wegen I # A ist 0 # 1 im Ring A/I. Sei a = a+1,b=
b+1 € A/I mit @b = 0. Dann gilt ab+1 =0+1 < ab € I. Da I Primideal ist,
folgt a € I oder b €1, bzw. @ = 0 oder b = 0. Die Umkehrung geht genauso. [

Beispiel. A" ist irreduzibel, denn k[X1, ..., X,] ist ein Integritétsbereich. Ist
f € k[Xi,...,X,] irreduzibel, so ist V(f) ebenfalls irreduzibel (Ubungsaufga-
be).

Beispiel. Sei V affine Varietit, P € V. Dann ist {P} irreduzibel, also
I(P)={feO(V)| f(P)=0}
ein Primideal. In diesem Fall ist O(V)/I(P) = O(P) 2 k via f — f(P).
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Wir erinnern uns:

Definition 4.6. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal. Dann heifit I maximal, wenn
es mazimal ist in der teilgeordneten Menge der echten Ideale. D.h. I # A und
fiir alle Ideale J mit I C J C A ist I = J oder J = A.

Lemma 4.7. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal. Dann ist I genau dann mazimal,
wenn A/I ein Kérper ist.

Beweis: Wir betrachten die surjektive Abbildung 7 : A — A/I. Die Bedingung
I # A ist #quivalent dazu, dass 0 # 1 in A/I. Dies setzen wir ab jetzt voraus.
Sei zunichst I maximal, f = f + I € A/I eine Restklasse ungleich 0. Wir
betrachten

Icn'(fycA

Da I maximal ist, gilt entweder I = 7= 1((f)) oder 7~1(f) = A. Im ersten Fall
folgt f € 7= 1(f) Cc I = f =0, d.h. wir sind im zweiten Fall. Dann gibt es ein
g € Amit gf = 1. Es folgt n(g)n(f) = n(g9)f = 1. Damit ist A/I ein Korper.

Sei umgekehrt A/I ein Koérper und I C J C A ein Ideal. Da I C J, gilt

J = m~tx(J). Wir betrachten
O=n(I)Ccn(J)CA/I

In einem Korper gibt es nur zwei Ideale, daher ist entweder w(J) = 0 (also
J=r"tx(J)=7"10=1) oder 7(J) = A/I (also J = A). O

Korollar 4.8. Mazimale Ideale sind stets Primideale.

Beweis: Korper sind nullteilerfrei. O

Irreduzible Komponenten

Die weiteren Uberlegungen benutzen nur, dass Varietiiten noethersch sind als
topologische Raume.

Satz 4.9. Sei X ein noetherscher topologischer Raum. Dann ist jede abgeschlos-
sene Teilmenge Y C X Vereinigung von endlich vielen irreduziblen Teilmengen.

Beweis: Angenommen, Y ist nicht irreduzibel, also Y = Yy U Y7 mit echten
abgeschlossenen Teilmengen Yy, Y7. Angenommen, Y; ist nicht irreduzibel, also
Yy = YpoUYp1 mit echten abgeschlossenen Teilmengen Yy, Yo1. Angenommen, Y
ist nicht irreduzibel, also Y7 = Y79 U Y711 mit echten abgeschlossenen Teilmengen
Y10, Y11. Diesen Prozess setzen wir fort. Es entsteht ein Baum, dessen Bléitter
jeweils irreduzibel sind. Angenommen, der Baum ist nicht endlich. Dann gibt es
eine Kette von abgeschlossenen Teilmengen, die nicht stabil wird. Dies ist ein
Widerspruch zu Y noethersch. O

Definition 4.10. Sei Y ein noetherscher topologischer Raum. Fine irreduzible
abgeschlossene Teilmenge Y' CY heifit irreduzible Komponente, wenn fiir jede
irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y CY" CY qilt Y =Y.
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Theorem 4.11 (Zerlegung in irreduzible Komponenten). Sei Y noetherscher
topologischer Raum. Dann hat 'Y endlich viele irreduzible Komponenten Y; fiir
i=1,...,n und es gilt

Y=Y1U---UY,

Ist Y' CY irreduzibel, so gibt esi mit Y' CY;.

Beweis: Sei Y = Yy U---UY,, die Zerlegung aus dem Satz. Wir setzen wei-
ter voraus, dass die Zerlegung minimal gewéhlt ist, d.h. wir kénnen keine der
irreduziblen Mengen weglassen.

Behauptung. Sei Y/’ CY irreduzibel. Dann gibt es i mit Y C Y;.
Wir betrachten Y/ =Y; NY’. Es gilt

Y = LWJ Y;/
i=1

Da Y’ irreduzibel ist, folgt Y/ =Y/ fiir ein 4. D.h. es gilt Y’ C ¥;.
Behauptung. Yi,...,Y,, sind irreduzible Komponenten.

Wir betrachten ohne Einschrinkung Yi. Sei Y7 C Y/ C Y mit irreduziblem Y.
Dann gilt Y’ C Y; fiir ein 4. Falls ¢ # 1, so ist Y7 in der Zerlegung iiberfliissig.
Das wire ein Widerspruch zur Minimalitét. Also ist Y/ C Y7 C Y’. Das macht
Y1 zu einer irreduziblen Komponente.

Behauptung. Jede irreduzible Komponente ist ein Y; mit i < m.

Wir wenden die erste Behauptung auf eine irreduzible Komponente Y’ an. Es
folgt Y’ =Y. O

Definition 4.12. Sei X ein topologischer Raum. Die (Krull)-Dimension von X
18t

dim X = sup{n € Ny| es gibt eine Kette

XoC X1 C-C Xy, X;CX irreduzibel, abgeschlossen}

Beispiel. (i) X = {P} = dim X = 0, denn die einzige irreduzible Teilmenge
ist X selbst.

(ii) X = A! hat Dimension 1, die Ketten haben die Form {P} C A! fiir
beliebiges P.

(ifi) Sei V =V (XY, XZ) C A3. Es gilt
V ={(z,y,2)|lzy = 0,22 = 0} = {(0,9,2)|y, z € k} U{(2,0,0)|z € k}

Diese Menge hat Dimension > 2. Die irreduzible Komponente V (Y, Z) hat
Dimension 1.
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Bemerkung. Sogar in noetherschen topologischen Rdumen muss die Krulldi-
mension nicht immer endlich sein.

Einige Eigenschaften der Dimension sind klar.

Bemerkung. (i) Sei Y C W abgeschlossene Teilmenge. Dann ist dimY <
dim W, denn jede Kette von irreduziblen Teilmengen von Y ist auch eine
in W.

(ii) dim A™ > n, denn es gibt die Kette
A" D V(Xl) 2 V(Xl,XQ) B ) V(Xl, Ce 7Xn)

Tatsédchlich gilt dim A™ = n, aber das wird uns noch einige Miihe machen.
Insbesondere sind alle Varietéiten endlich-dimensional.

Ist £k = C, so trigt jede Zariski-abgeschlossene Teilmenge ¥ C C™ auch die
gewohnliche Topologie und hat eine Dimension als Mannigfaltigkeit (mit Singu-
laritéten). Tatséchlich stimmen die Dimensionsbegriffe iiberein, aber das werden
wir nicht beweisen.

Hilbertscher Nullstellensatz

Wir kehren nun wieder zur Situation von affinen Varietaten zuriick. Wir wollen
die Korrespondenz von Idealen und affinen Varietéten verstehen.

vV {s c k[Xl,...,Xn]} = {V(S) C A”}

ordnet jeder Teilmenge eine abgeschlossene Teilmenge zu; die durch S definierte
affine Varietiit.

[:{V CA™} = {S Ck[X1,...,X,]}

ordnet jeder Teilmenge das Verschwindungsideal zu. Wir hatten bereits {iber-

priift (Lemma |1.12]) dass
VI(Vv)=V

fiir alle algebraischen Mengen.

Wir haben gesehen, dass nur reduzierte Ideale auftauchen, denn wenn f™ € I(V)
fiir ein f € O(A™), n € N, soist f € I(V).

Ziel ist zu verstehen:

Theorem 4.13 (Hilbertscher Nullstellensatz). Sei k algebraisch abgeschlosse-
ner Korper. Fiir jede Teilmenge S C k[Xy,...,X,] gilt

Insbesondere erhalten wir eine Bijektion zwischen Radikalidealen von k[ X1, ..., X,]
und abgeschlossenen Teilmengen von A™.
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Dies bedeutet auch I(V(I)) = I fiir alle Radikalideale I.

Den vollen Beweis verschieben wir in ein spéiteres Kapitel. Wir diskutieren je-
doch schon jetzt eine wesentliche Reduktion auf einen Spezialfall, ndmlich den
der maximalen Ideale.

Beispiel. Sei P € A™ ein Punkt. Dann ist O(A™)/I(P) = O(P) = k. Dies
ist ein Korper, also ist I(P) maximal. Ist P = (aq,...,a,) € k", so liegen die
Funktionen X; —a; fir i =1,...,n in I(P). Offensichtlich gilt sogar

I(P):<X1—a1,...,Xn—an>

Theorem 4.14 (Schwacher Nullstellensatz). Sei k algebraisch abgeschlossen
und A = O(A™). Dann sind alle mazimalen Ideale von der Form

(X1—a1,...,Xn—an) mita; €k firi=1,...,n

Mit anderen Worten: Alle Funktionen des maximalen Ideals haben eine gemein-
same Nullstelle, ndmlich P = (aq,...,an).

Beispiel. Sei n = 1. Dann sind alle Ideale Hauptideale, d.h. erzeugt von einem
Polynom. Die maximalen Ideale werden dabei von den irreduziblen Polynomen
erzeugt. Da k algebraisch abgeschlossen ist, sind die irreduziblen Polynome li-
near.

Den Beweis von Theorem verschieben wir in das Kapitel zur Dimensions-
theorie. Aber:

Beweis von Theorem[{.13 Sei k algebraisch abgeschlossen, J C k[X7, ..., X,]
ein Ideal.

Behauptung. I(V(J)) =+J

Die Inklusion D ist klar.
Fiir die Umkehrung sei J = (f1,..., fm), g € I(V(J)). Wir benutzen einen
Trick. Sei X eine weitere Unbestimmte. Wir betrachten das Ideal

J/:<f17"'7fm71_X0g>Ck[XO,...,Xn]

Angenommen, dies ist nicht ganz k[Xo, ..., X,].
Unterbehauptung. J' ist einem mazimalen Ideal J};enthalten.

Wenn J’ nicht maximal ist, so ist es echt in einem groferen enthalten, das nicht
der ganze Ring ist. Ist dieses nicht maximal, so gibt es ein echt groéferes, etc.
Da der Ring noethersch ist, endet dieser Prozess.

Nach dem schwachen Nullstellensatz, Theorem [£.14] hat dieses maximale Ideal
J}s eine gemeinsame Nullstelle P’ = (aq,...,a,), die dann auch gemeinsame
Nullstelle aller Elemente von J' ist. Insbesondere ist P = (aq,...,a,) gemein-
same Nullstelle von f1,..., fm, liegt also in V(J). Wegen g € I(V(J)) folgt
g(P) = 0. Dies ist ein Widerspruch zu 1 — agg(P) = 0.



37

Damit ist J' = k[Xo, ..., X,]. Also gibt es hg, ..., hy, € k[Xo, ..., X,] mit
L=hifi +hafo+ -+ hmfm + ho(l — Xog)

Wir ersetzen in dieser Relation X durch 1/g (Achtung, auch die h; hingen von
X ab!) und multiplizieren mit einer hohen Potenz von g, so dass die Vorfaktoren
der f; Elemente von k[X, ..., X,] (also ohne Nenner) werden. Dies ergibt

g =i A b fm =gV

Bemerkung. Wir haben also Bijektionen

{Radikalideale} <> {affine Varietéten}
{Primideale} «» {irreduzible affine Varietéten}
{maximale Ideale} <> {Punkte}

Korollar 4.15. Sei X affine Varitit. Die Dimension von X ist gleich der Krull-
dimension von O(X), d.h. gleich der mazimalen Linge einer echten Kette von
Primidealen.

Beweis: Klar nach dem Hilbertschen Nullstellensatz. O
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Kapitel 5

Lokale Ringe und
Lokalisierung

Der irreduzible Fall
Definition 5.1. Sei A Integritdtsbereich. Dann heift

Q(A) = {%m cAse AN {0}}

Quotientenkérper von A. Dabei ist % die Aquivalenzklasse des Paars (a,s) €
A x (A~ A{0}) beziiglich der Aquivalenzrelation

(a,s) ~ (a',s') & as’ =d's

fiir allea,a’,s, s’ € A,s,s" # 0. Die Addition und Multiplikation ist die Addition
und Multiplikation von Briichen.

Beispiel. Q(Z) = Q.

Definition 5.2. Sei V' eine irreduzible affine Varietit. Dann heifst

k(V) = Q(k[V]

)
Funktionenkorper von V. Die Elemente von kLV) heiffen rationale Funktionen
auf V. Ist V' quasi-affin mit Zariski-Abschluss V' (und irreduzibel), so setzen wir
auch

k(V)=k(V).
Sei P €V und f € k(V). Dann heift f regular in P, falls f = { mit h(P) # 0.
In diesem Fall setzen wir f(P) = %. Andernfalls setzen wir f(P) = oo. Der
Ring
Op ={f € k(V)|f regulir in P}

heifst lokaler Ring von V' in P.

39
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Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dass f(P) wohldefiniert ist.
Definition 5.3. Ein Ring heifit lokal, wenn er genau ein mazimales Ideal hat.

Lemma 5.4. Sei V irreduzible affine Varietit, P € V. Dann ist Op lokal mit
mazimalem Ideal mp = {f € Op|f(P) = 0}.

Beweis: Wir betrachten die Auswertungungsfunktion
OP — k» f = f(P)

Sie ist surjektiv da k C k[V] C Op und hat den Kern mp. Damit ist mp
maximal.

Behauptung. Jedes Element in Op ~ mp ist invertierbar.

Sei f = g/h € Op ~mp mit h(P) # 0. Nach Voraussetzung ist g(P) # 0. Dann
ist h/g das gesuchte Inverse.

Behauptung. Jedes echte Ideal ist in mp enthalten.

Sei I C Op ein echtes Ideal. Dann enthiélt I keine invertierbaren Elemente, d.h.
INOp~mp)=0=TCmp

In dieser Situation ist jedes maximale Ideal in mp enthalten, also gleich mp. O

Wir halten das Kriterium fest, dass wir gerade im Beweis verifiziert haben:

Lemma 5.5. Sei A ein Ring, m C A ein Ideal. Dann ist A genau dann lokal
mit mazimalem Ideal m, wenn A~ m die Menge der invertierbaren Elemente
von A ist.

Definition 5.6. Sei V C A" quasi-affin und irreduzibel. Dann setzen wir

O(V)= (] Op Ck(V)
pPeV

den Ring der algebraischen Funktionen auf V.

Bemerkung. Jetzt miissen wir eigentlich sofort iiberpriifen, dass fiir affine
Varietidten k[V] = O(V) (im obigen Sinn.) Das ist wahr, aber wir verschieben
den Beweis, bis wir uns von der Irreduzibilitdtsvoraussetzung 16sen kénnen. Fiirs
Erste unterscheiden wir k[V] und O(V).

Lemma 5.7. Sei V' eine irreduzible affine Varietit, f € k(V'). Dann ist
U = {P € V|f regulir in P}

offen in V.
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Beweis: Sei I ={(g,h) € k[V]?|f = g/h}. Dann gilt

wobei wie vorher U, =V \ V(h). O
Korollar 5.8. Sei V' quasi-affin, irreduzibel, P € V. Dann gilt

or=J oW

PeU
wobei U alle offenen Teilmengen von V' durchlduft, die P enthalten.

Die Elemente von Op heiflen daher auch Keime von algebraischen Funktionen,
ein Begriff aus der Garbentheorie.

Lokalisierung von Moduln

Wir wollen nun allgemeiner das Rechnen mit Briichen ™* verstehen, wobei m

aus einem Modul kommt, s aus dem Ring. Wir erinnern uns an die Additions-
und Multiplikationsregeln:

/!

m m  s'm4+sm’ am’ am

/ / ) /

s s sS s s S8

Dafiir muss man Nenner multiplizieren kénnen.

Definition 5.9. Sei A ein Ring. Fine Teilmenge S C A heifit multiplikativ,
wenn 1 € 5,0¢ S und S abgeschlossen unter Multiplikation.

Beispiel. (i) Sei f € A ein Element. Dann ist Sy = {1, f, f2,...} multipli-
kativ, falls f nicht nilpotent ist.

(ii) Sei p C A ein Primideal. Dann ist S, = A ~\ p multiplikativ.

(iii) Sei A Ring, S die Menge aller Elemente ungleich 0, die keine Nullteiler
sind. Diese Menge ist multiplikativ. Ist A nullteilerfrei, so ist dies S =
A~ {0}.

Definition 5.10. Sei A ein Ring, S C A multiplikative Teilmenge, M ein A-
Modul. Auf M x S definieren wir eine Relation durch

(m,s) ~ (m',s") & es gibt t € S mit ts'm = tsm’
fiir alle m,m’ € M, s,s" € S. Wir schreiben ™ fiir die Aquivalenzklasse von
(m, s). Dann heifit
S™IM = {@|m €M, s e S}
S

Lokalisierung von M an S.
Fiir f € A nicht nilpotent schreiben wir My = S;lM. Fiir ein Primideal p C A

schreiben wir M, = Sp_lM.
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Die Relation ist so gemacht, dass zwei Briiche gleich sind, wenn sie nach Erwei-
tern gleich sind. Wenn der Ring keine Nullteiler enthilt, geniigt Erweitern auf
einen gemeinsamen Nenner, z.B. das Produkt der Nenner. Wenn A Nullteiler
enthélt, muss man die zusétzliche Erweiterung um ein weiteres ¢ zulassen.

Lemma 5.11. Seien A, S, M wie in der Definition.
(i) ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(ii) Mit der Addition von Briichen ist S~*M eine abelsche Gruppe.

(iii) ST'A mit der Addition und Multiplikation von Briichen ist ein Ring. Die
Abbildung a — § ist ein Ringhomomorphismus.

(iv) Mit der Multiplikation von Briichen ist S~1M ein S~1A-Modul.
Beweis: Symmetrie und Reflexivitét ist klar. Sei
(m,s) ~ (m',s") ~ (m",s")
Dann gibt es nach Voraussetzung ¢,t' € S mit

ts'm =tsm/,t's"m’' =t's'm" = tt's's"'m = t's" (tsm') = ts(t's'm”)
Also (m,s) ~ (m”,s") via tt's’ € S.
Die Verifikation aller anderen Aussagen ist elementares Rechnen mit Briichen.
Wir behandeln bespielhaft die Wohldefiniertheit der Addition. Sei

~

m n
t

mit m,m’,n,n’ € M, s,s',t,t' € S. Nach Definition gibt es dann u,v € S mit

us'm  usm’ vtt'us'm  vtt'usm’

! = / :> ! / = ! !
ss'u ss’u vtt'ss’u vtt'ss’u
vt'n  wvtn/ uss'vt'n  uss'vtn’

i = =
tt’v tt'v uss'tt’v uss'tt’v

Ebenso
tm+sn _ s't'uv(tm +sn) t'm' 4 s'n'  stuv(t'm’ + s'n’)
st wott'ss’ T St B uvtt!' ss’
Einsetzen ergibt die Behauptung. O

Beispiel. Sei A = k[V] fiir eine irreduzible affine Varietdt, S = A ~ {0}. Dann
ist (V) = S71A. Sei P € V und m = I(P) das zugehérige maximale Ideal.
Dann ist Op = Ay,.

Bemerkung. Gibt es einen Nullteiler s € S, so ist A — S~'A nicht injektiv,

S

denn ¢ = 9. (Ubungsaufgabe)
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Ist f: M — N ein Morphismus von A-Moduln, S C A multiplikativ, so erhélt

man durch f(%) = @ fir alle m € M, s € S einen induzierten Morphis-

mus von S~!A-Moduln. Wir schreiben S~!f oder auch abkiirzend f fiir diesen
induzierten Morphismus.

Lemma 5.12. Sei A ein Ring, S C A eine multiplikative Menge,

VAN VNS VA
eine exakte Sequenz von A-Moduln. Dann ist
STIM, — STIMy — ST M,
eine exakte Sequenz von S~1A-Moduln.
Funktoren mit dieser Eigenschaft nennt man ezxakt.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt g o f = 0. Sei nun "t € S~IM; mit m; €
Mi,s € S. Dann ist
my go f(m 0
gof(?)zi( )_ 2
Dies bedeutet Im S~ f C Ker S 'g.
Sei nun ™2 € S~! My, das im Kern von S™1g liegt, also

0
@:1@t-1~g(m2)=t8'0fﬁfeint65'

Wegen der A-Linearitét von g folgt
g(tmz) = tg(mz) =0

Wegen der Exaktheit der Sequenz gibt es my € My mit f(m1) = tmgy. Dann ist

ts st S

S*lf(@) _ flm) _tmg _ my
ts

O

Korollar 5.13. Sei A ein Ring, S C A multiplikativ, I C A ein Ideal. Dann
ist STYI € ST A ein Ideal. Es ist S~'1 = S~'A genau dann, wenn S NI # 0.

Beweis: Da S~ exakt ist, ist S~'T C S~ A ein Untermodul, also ein Ideal. Wir
haben Gleichheit genau dann, wenn % € S7'I, d.h. von der Form 2 mit s € S
(Nenner) und s € I (Zahler). O

Lemma 5.14. Sei A ein Ring, p C A ein Primideal. Dann ist A, ein lokaler
Ring mit maximalem Ideal p, = S,;lp.

Beweis: Sp_lp ist ein Ideal. Wir zeigen, dass alle Elemente von Sp_lA ~ Sp_lp
invertierbar sind. (Dann sind alle echten Ideal in S, 'p enthalten, der Ring ist
lokal.) Sei also ¢ im Komplement. D.h. a € A~ p = S,. Dann ist £ das gesuchte
Inverse. O
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Eine Eigenschaft von Ringen oder Moduln heifit lokal, wenn man sie nach Loka-
lisierung an allen Primidealen iiberpriifen kann. Beispiele sind Regularitit, ganz
abgeschlossen, flach. Das wichtigste Beispiel ist das folgende:

Satz 5.15. Sei A ein Ring, M ein A-Modul. Dann sind dquivalent:
(i) M =0
(i) My =0 fiir alle Primideale p C A.

(i1i) My =0 fiir alle mazimalen Ideale m C A.

Beweis: Die ersten beiden Implikationen sind trivial. Wir miissen also (iii) nach
(i) iiberpriifen.

Angenommen M # 0, aber M, = 0 fiir alle maximalen Ideale von A. Sei
0#m e M. Sei I = {a € Alam = 0}. Dies ist ein Ideal von A, also in einem
maximalen Ideal m enthalten. (Fiir noethersche Ringe ist dies einfach, im allge-
meinen braucht man das Zornsche Lemma. Wir kénnen uns fiir die algebraische
Geometrie mit dem noetherschen Fall zufriedengeben.) Nach Voraussetzung ist
My, =0, also auch F* = % Dies bedeutet, dass es t € Sy, gibt mit tm = 0. Dann
ist £ € I C m. Dies ist ein Widerspruch zu ¢t € S, = A~ m. O

Zum Abschluss noch die graduierte Version:

Lemma 5.16. Sei A = @;°, A; ein graduierter Ring, S C A eine multiplikative
Menge von homogenen Elementen. Dann ist S~ A ein graduierter Ring (wobei
negative Grade erlaubt sind).

Beweis: Sei a =) a;, f € S. Dann ist
a a;
o 2 f
wobei a;/f den Grad i — deg(f) erhilt. Alle Rechenregeln gelten. O

Ist A graduiert, p C A ein homogenes Primideal, so ist die Menge T}, der homo-
genen Elemente von A ~\ p multiplikativ.

Lemma 5.17. Der Ring (T; ' A)o ist lokal mit mazimalem Ideal (T 'p)o.

Beweis: Elemente von (T;lA)O sind von der Form z = %, wobeia € A, f €Ty,
beide homogen vom selben Grad. Wenn x ¢ T{lp, soist a ¢ p, also a € Tp. Das
Inverse ist g O

Lokale Ringe von Varietiten

Wir kehren zuriick zu den Koordinatenringen von affinen Varietdten, jetzt ohne
Irreduzibilitidt vorauszusetzen.
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Definition 5.18. Sei V eine affine Varietit, P € V mit zugehdrigem mazxima-
len Ideal m,, € k[V]. Dann heift

lokaler Ring von V' in P.

Dies passt zu unserer Definition im irreduziblen Fall.
Wir wollen die Elemente von Op als Funktionen auffassen. Die Elemente von
Op haben die Form f/g mit f, g € k[V], g(P) # 0. Der Bruch definiert also eine
Abbildung

f

=:U, = k.
g

Die Reprisentation als Bruch ist aber nicht eindeutig. Angenommen f/g =
f'/g" € Op. Diese definieren also Abbildungen auf U, und U, . Wie héngen die
Abbildungen zusammen? Nach Definition gibt es h € k[V] mit h(P) # 0, so
dass

hy'f = hgf' € k[V]

Die beiden Seiten sind also gleich als Abbildungen V' — k. Hieraus folgt auf
Uh ﬂ Ug ﬂ Ug/ = Uhgg’

[ hg'f  hgf f
p = hgg/ = hgg/ = ? : Uhgg’ — k.

Definition 5.19. Sei V eine affine Varietit, P € V. FEin Funktionenkeim in
P ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, a), wobei U C 'V offen, a : U — k
eine Abbildung und

(U, o) ~ (U, )

genau dann, wenn es eine offene Teilmenge W C U NU’ gibt mit P € W und
alw = ' |w. Wir schreiben ap fir die Klasse von (U, «).

Da jede offene Umgebung von U eine standardoffene Menge enthilt, gentigt es
standardoffene U, U’ und W zu betrachten. Wir fassen unsere Voriiberlegungen
zusamimen:

Lemma 5.20. Sei V eine affine Varietit, P € V. Dann definiert jedes Element
von Op einen eindeutigen Funktionenkeim in P.

Sei nun V' C P™ projektiv. Wir konnen die Elemente von S[V] nicht als Funk-
tionen auffassen. Sind aber f und g homogen vom selben Grad, so ist f/g eine
wohldefinierte Funktion auf U,.

Definition 5.21. Sei V' projektive Varietit, P € V mit zugehdrigem maximalen
Ideal mp € S[V]. Dann heifit

Op = (T1SIVD),
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(Ty, die multiplikative Menge der homogenen Elemente von S[V]~ m,,) lokaler
Ring von V in P. Ist V irreduzibel, so heift

K(V) = (Ty 'SVD),

(wobei Ty die Menge der homogenen Elente ungleich 0 in S[v]) Funktionenkorper
von V.

Wie im affinen Fall definiert jedes Element von Op einen eindeutigen Funk-
tionenkeim. Man sieht leicht, dass k(V') ein Koérper ist, da das Nullideal ein
homogenes Primideal ist.

Algebraische Funktionen

Definition 5.22. Sei V eine affine oder projektive Varietat, U C V offen. Fine
Abbildung « : U — k heifit algebraisch, wenn der Keim von (U,«) fir jeden
Punkt P € U in Op liegt. Es sei O(U) der Ring der algebraischen Funktionen.

Beispiel. Im Fall V = U affin ist jedes Element von k[V] algebraisch.

Sei nun U = Uy fir f € k[V] nicht nilpotent, U = Uy. Jedes Element a/f™ €
k[V]; definiert eine algebraische Funktion auf Uy. Dasselbe gilt auch fiir homo-
gene f € S[V].

Satz 5.23. Sei V affine Varietdt, f € k[V] nicht nilpotent. Dann ist die natiirli-
che Abbildung
k[V] = OUy)

ein bigektiver Ringhomomorphismus, insbesondere

Beweis: Wir erledigen zunichst die Injektivitéit. Sei a/f™ € k[V]; gleich 0 auf-
gefasst als Funktion in O(Uy), d.h. a(Q)/f(Q)" = 0 fiir alle Q € Uy. (Dies ist
wohldefiniert, da f(Q) # 0 in ganz Uy.) Es folgt a(Q) = 0 fiir alle Q € Uy.
Mit anderen Worten, V' (a) D Uy beziehungsweise V(a) UV (f) = V. Nach dem
Hilbertschen Nullstellensatz ist dann 0 = y/{af) = af = 0. Hieraus folgt in
k[V]; die Gleichheit

a af

fn:fn+1:0'

Das ist Injektivitat.

Sei ¢ : Uy — k algebraisch. Fiir jedes P € U ist der Keim ¢p von ¢ ein Element
¢p € Op. Dieses wird reprisentiert durch einen Bruch ap/fp, dessen Keim mit
¢p iibereinstimmt. Ohne Einschrankung gilt diese Gleichheit auf einer standard-
offenen Umgebung von P, nach Erweitern des Bruchs (d.h. Ersetzen von f,
durch ein Vielfaches) sogar auf Uy,. Da Uy quasi-kompakt ist, geniigen endlich
viele der Uy,, um ganz Uy zu iiberdecken. Damit sind wir in der folgenden
Situation:
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Uy = Ufil Uy, eine standardoffene Uberdeckung, so dass ¢; = ¢5|Ufi von der
Form a;/ f;. Man beachte, dass Uy, N Uy, = Uy,y,. Fiir i # j gilt dann
a; fi

nf s = g

als Funktionen auf Uy, r,. Wegen der Injektivitét gilt die Gleichheit dann bereits
in k[V]y, ;. Wir miissen also zeigen:

Behauptung. Fir Uy = UZ]\; Uy, ist die Sequenz

0= k[V]y = @ VI = DV,

exakt, wobei die zweite Abbildung

(ai/ fi)i = (aj/ f; — ai/ fi)i;
15t.

Unser Element liegt also im Kern der zweiten Abbildung. Dies bedeutet, dass
es n € N gibt mit

Fffaify —aif) = 06 fr N aif) = 14 (a f])

zunéchst fiir ein Paar 4, 7. Wir wéhlen n so grof}, dass die Gleichung fiir alle 7, j
gleichzeitig gilt.
Nun ersetzen wir f; durch fi”‘H und a; durch a;f]*. Dann gilt weiterhin ¢; =
a;/f; in Uy, und auBerdem

aifj = a;fi
fiir alle 4, j.
Nach Voraussetzung gilt Y, Uy, = Uy. Dies impliziert (\7_, V(f;) € V(f), also
nach dem Hilbertschen Nullstellensatz f € \/{f1,..., fn). Es gibt also m € N

und b; € k[V] mit
N
= "bif;
i=1

. N
Seia=7,", bia;.
Behauptung. a/f™ € k[V]; reprisentiert ¢.
Es folgt ndmlich
fia =Y biaif; =Y bifia; =a;f"
Also a/f™ = a;/f; = g; in Uy, O

Bemerkung. Ist V irreduzibel, so erhalten wir also Definition fiir O(U)
zuriick. Dann stimmen auch Definition [5.6| und die allgemeinere Definition [5.22
fiir algebraische Funktionen iiberein.
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Kapitel 6

Hilbertscher Nullstellensatz
und Dimensionstheorie

Wir greifen nun den Faden im affinen Fall wieder auf und wollen zeigen, dass
die Dimension des A™ tatsédchlich n ist. Der Beweis wird auch viele andere
Eigenschaften der Dimension implizieren. Nebenbei beweisen wir auch den Hil-
bertschen Nullstellensatz.

Endliche Morphismen

Sei A — B ein Ringhomomorphismus, by, ...,b, € B Elemente. Wir schreiben
Alby,...,by] fiir den Teilring von B, der als A-Algebra von by, ..., b, erzeugt
wird.

Definition 6.1. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus.
(i) B heifit endlich dber A, falls B ein endlich erzeugter A-Modul ist.

(ii) Ein Element b € B heifit ganz iber A, falls A[b] ein endlich erzeugter
A-Modul ist.

(iii) B heifst ganz dber A, falls alle Elemente von B ganz iiber A sind.

Bemerkung. Achtung! Fiir Ringhomomorphismen f : A — B sind endlich
und endlich erzeugt ganz unterschiedliche Dinge!.

Beispiel. (i) Sei A = k[X], B=k[X,Y]/f mit f = X?+Y?— 1. Dann wird
B als A-Modul erzeugt von 1,Y mod f. Also ist B endlich iiber A.

(ii) Sei A =7Z, B = Z[y/3]. Dann wird B als Z-Modul erzeugt von 1, /3.

(ili) Sei A = k[X], B = k[X,Y]. Dann ist B endlich erzeugt als A-Algebra, aber
nicht als A-Modul, denn 1,Y,Y?, ... ist eine A-Basis. Die Erweiterung ist
nicht endlich.

49
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(iv) Sei A = K ein Koérper. Dann ist B genau dann endlich iiber A, falls
dimg B < 0.

Bemerkung. (i) Ist in (iv) auch B = L ein Kérper, so nennt man L/K eine
endliche Kérpererweiterung. Thre Eigenschaften werden ausfiihrlich in der
Algebra-Vorlesung besprochen.

(ii) In der algebraischen Zahlentheorie betrachtet man A = Z, B die Menge
aller ganzen Elemente in einem Korper K/Q. Man zeigt dann, dass B ein
Ring ist und sogar endlich, falls K/Q endlich. Bei uns werden diese Fragen
keine Rolle spielen.

Zuniichst einfache Rechenregeln.
Lemma 6.2. Sei f : A — B endlicher Ringhomomorphismus.
(i) Sei g: B — C endlich. Dann ist auch go f : A — C endlich.
(i) Seien I C A, J C B Ideale mit f(I) C J. Dann ist
frA/I - B/J
endlich.
(iii) Sei S C A multiplikativ. Dann ist
S7lf.:57'A—~S'B
endlich.

Beweis: Sei by, ...,b, ein Erzeugendensystem von B als A-Modul. Dann sind
die Restklassen mod J Erzeuger von B/J. Die Briiche b;/1 sind Erzeuger von
S—1B.

Ist ¢1, ..., ¢y ein Erzeugendensystem von C' als B-Modul, so sind die ¢(b;)c; ein
A-Erzeugendensystem von C. O

Bemerkung. Sind F/L und L/K endliche Kérpererweiterungen, so ist nach
(i) auch die Erweiterung F/K endlich.

Lemma 6.3. Sei A — B Ringhomomorphismus, b € B ein Element. Das
Element b ist genau dann ganz tiber A, wenn b Nullstelle eines normierten Po-
lynoms F € A[X] ist.

Beweis: Sei F = X" + a; X" ' +--- + a,, € A[X] mit Nullstelle b.
Behauptung. 1,b,b%,...,0"" ! erzeugen A[b].

Es ist
b= —a b = —a, € (1,..., 0" Y4 CB

Diese Relation multiplizieren wir mit b und es folgt

b = —agbt — - —apb € (b,... b4 C (1,..., 0" )4
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Ebenso folgt iterativ, dass alle b’ in diesem Modul liegen.

Sei umgekehrt A[b] als A-Modul erzeugt von by,...,b,. Sei b die maximale
Potenz von b, die in by, ..., b, vorkommt. Dann lisst sich 5! als Linearkom-
bination von by, ...,b, schreiben. Dies ergibt die gesuchte normierte Polynom-
relation fiir b iiber A. O

Wir erinnern an einen Satz aus der Korpertheorie.

Lemma 6.4. Sei K Korper, K — E eine endliche, nullteilerfreie K-Algebra.
Dann st E ein Kérper.

Beweis: Sei y € E ~ 0. Multiplikation mit y ist eine K-lineare Abbildung ¢, :
E — E. Wegen yl = y ist dies nicht die Nullabildung. Wir betrachten das
charakteristische Polynom von ¢,

X = Z b; X" mit b; € K (1)
1=0

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton (lineare Algebra) ist x(¢,) = 0. Anwenden
auf die Zahl 1 ergibt

Falls by = 0, so teilen wir die Relation durch y. Da E nullteilerfrei ist, erhalten
wir eine neue kiirzere Relation. Durch mehrfaches Anwenden erhalten wir eine
Relation mit by # 0, oder ohne Einschrinkung by = 1. Dann 16sen wir auf:

m—1
-y Z biyl=1
i=1

Damit hat y ein inverses Element. O

Endliche Morphismen sind fiir uns wichtig, da wir die Dimensionen vergleichen
konnen.

Satz 6.5 (Going-Down). Sei f : A — B endlicher Ringhomomorphismus,
P C Q Primideale von B. Dann sind f~'P C f~'Q ebenfalls verschiedene
Primideale. Insbesondere gilt

dim B < dim A

Beweis: Urbilder von Primidealen sind Primideale. Es gilt f~'P C f~1Q. An-
genommen, es ist f 1P = f~1Q =: p.

Behauptung. Ohne FEinschrinkung ist A lokal mit mazimalem Ideal p.
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Sei § = S, = A\ p. Wir lokalisieren an S. Dann ist S7'A = A, lokal mit
maximalem Ideal S~'p. Es ist 0 ¢ f(5), da SNp = 0. Es gilt weiter S~'B =
f(S)7!B (links wird als A-Modul lokalisiert, rechts als B-Modul.) Wegen f(S)N
P = f(S)NQ = 0 bleibt S™1P c S71Q eine echte Inklusion von Primidealen.
Beide haben das Urbild p in A. Der Ringhomomorphismus f, : A, — S™!B ist
endlich.

Sei also nun ohne Einschriankung A wie in der Behauptung.

Behauptung. Ohne Einschrinkung ist A ein Korper.
A/p — B/Bp ist endlich. Es gilt
BpCc PC Q= P/Bp S Q/Bp

d.h. die echte Inklusion von Primidealen bleibt erhalten. Beide haben das Urbild
0in A/p. A/p ist ein Korper, da p maximal war.
Sei nun A = K, B ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Wir betrachten

K — B/P — B/Q

Hierin sind B/P und B/Q Integrititsbereiche, die endlich sind iiber K. Nach
Lemma sind beides Korper. Eine surjektive Abbildung von Korpern ist ein
Isomorphismus. Dies impliziert P = @, der gesuchte Widerspruch.

Die Dimensionsaussage folgt sofort: Ist eine Primidealkette in B gegeben, so
bilden die Urbilder eine Primidealkette derselben Linge in A. O

Im Allgemeinen gilt keine Gleichheit.

Beispiel. Sei A = k[X,Y], B = k[X,Y]/Y. Dann ist A — B endich, aber es
gilt dim A = dim A% > 2, dim B = dim A=1.

Das ist aber auch das einzige Problem.

Theorem 6.6 (Going-Up). Sei f : A — B injektiver, endlicher Ringhomomor-
phismus, A, B nullteilerfrei, p C q Primideale von A, P ein Primideal von B
mit AN P =p. Dann gibt es ein Primideal Q C B mit P C Q und QN A =q.
Insbesondere gilt

dim A = dim B

Hier identifizieren wir A mit seinem Bild f(A).

Beweis: Wir beginnen mit der Dimensionsaussage. Nach dem vorherigen Satz
gilt >. Jede Primidealkette in A ldsst sich zu einer Kette in B liften (Indukti-
onsanfang fiir das Nullideal, Induktionsschritt Going-Up). Also gilt <.
Wie im letzten Beweis lokalisieren wir, diesmal an q. Sei S = S; = A\ q.
Dies ist eine multiplikative Teilmenge von A, aber auch von B. (Hier geht die
Injektivitéit ein!) Dann ist

f:Aq— S~'B

weiterhin injektiver endlicher Ringhomomorphismus. Es geniigt, die Behaup-
tung in dieser Situation zu zeigen. Ist nimlich @ ein Primdideal von S™!B, das
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S=1P und S~!q enthilt, so ist Q = S71Q fiir ein Primideal Q, das P und q
enthélt.
Sei also ohne Einschrankung q maximal. Wieder wie im letzen Beweis gehen wir
itber zu

A/p — B/P

Dies ist endlicher Ringhomomorphismus. Sei nun @ ein maximales Ideal von
B/P, welches q/p enthélt. Das geht, da q/p ein echtes Ideal ist. Das Urbild Q
von @ in B hat die gewiinschte Eigenschaft. O

Der Transzendenzgrad und seine Eigenschaften

In diesem Abschnitt geht es um endlich erzeugte, nullteilerfreie Algebren iiber
einem Korper K.

Definition 6.7. Sei A eine nullteilerfreie K-Algebra. Eine Menge aq,...,a,
heifit algebraisch abhéngig iiber K, wenn es ein Polynom 0 # P € K[X1,..., X,]
gibt mit Nullstelle (a1, ...,a,). Eine mazimale algebraisch unabhingige Teil-
menge von A heifit Transzendenzbasis von A. Die Kardinalitit einer Transzen-
denzbasis heifft Transzendenzgrad trdegy (A) von A dber K.

Bemerkung. Oft macht man diese Definition nur fiir Kérper. Eine Transzen-
denzbasis von A ist aber auch eine Transzendenzbasis des Quotientenkorpers
Q(A), denn a und 1/a sind algebraisch abhiingig als Nullstelle des Polynoms
X1 X5 — 1.

Beispiel. Sei A = K[Xy,...,X,] der Polynomring. Dann sind Xy, ..., X, eine
Transzendenzbasis von A und trdegA = n.

Fiir a1,...,a, € A bezeichnen wir mit Klaq,...,a,] den Teilring von A, der
von aq,...,a, erzeugt wird. Wir bezeichnen mit K(aq,...,a,) den Quotien-
tenkorper von Klay, ..., ay), also den durch ay, .. ., a, erzeugten Teilkérper von

Q(A).

Lemma 6.8. Sei A eine nullteilerfreie K-Algebra. Seien aq,...,a, € A. Dann
st die Menge

Klay,...,a,] = {a € Al{a,a1,...,a,} algebraisch abhingig }
ein Teilring von A.

Beweis: Wie in der Algebravorlesung. Wir wiederholen schnell: Jedes Element

a € Klay,...,ay] erfiillt eine Polynomgleichung a — P(ay,...,a,), ist also in
Klay,...,a,] enthalten.

Seien nun a, b algebraisch iiber Klay,...,a,]. Dann erfiillen sie nach Vorausset-
zung jeweils eine Polynomgleichung in einer Variablen iiber K7 = K (a1, ..., ay).
Daher ist

dimg, Ki[a] < oo, dimg, [q) K1[a][b] < 0o = dimg, Ki[a,b] < oo
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(vergleiche Lemma (1)). Sei ¢ € Ki[a,b]. Dann ist dimg, Ki[c] < oo und
nach Lemma erfiillt alle Elemente von Kj[a,b] eine Polynomgleichung mit
Koeflizienten in K. Hieraus wird nach Erweitern eine Polynomgleichung in n+1
Variablen mit Koeffizienten in K. U

Beispiel. Sei f = X2 +Y? € K[X,Y], A= K[X,Y]/(f) = K[z,y]. Dann ist
{z,y} algebraisch abhingig, also K[z] = A nach dem Lemma. Daher ist x eine
Transzendenzbasis, trdeg(A) = 1.

Satz 6.9. Sei A eine nullteilerfreie K-Algebra.

(i) Jede algebraisch unabhingige Menge kann zu einer Transzendenzbasis er-
weitert werden.

(ii) Jedes System von Algebraerzeugern enthdlt eine Transzendenzbasis.
(iii) Der Transzendenzgrad ist wohldefiniert.

Beweis: Wie fiir Vektorrdume. Ersetze linear abhéingig durch algebraisch ab-
héngig. O

Wir sind nur an endlich erzeugten Algebren interessiert, dann ist auch der Tran-
szendenzgrad endlich.

Nullstellensatz

Theorem 6.10 (Noethersches Normalisierungslemma). Sei K Kdérper, B end-
lich erzeugte nullteilerfreie K-Algebra vom Transzendenzgrad d. Dann gibt es
Elemente

T1,...,2q € B,

die algebraisch unabhdingig iber K sind, so dass B endlich iber K[xy,...,x4].
Mit anderen Worten, es gibt eine endlichen injektiven Algebrenhomomorphis-
mus

K[Xy,...,X4] = B .

Bemerkung. K[X1,...,X4] und B haben denselben Transzendenzgrad und
nach Going-Up dieselbe Dimension. Wir werden das benutzen, um zu zeigen,
dass beides {ibereinstimmt.

Beweis: Es ist B = K|[Y1,...,Y,]/p fiir ein Primideal p. Sei y; =Y; mod p.
Falls m = d, so ist m = trdegK|[y1,...,ym]. Die Elemente sind algebraisch
unabhéingig, also B = K|[Y1,...,Y,,] und es ist nichts zu zeigen.

Sei nun d < m. Wir argumentieren mit Induktion iiber m. Es geniigt zu zeigen,
dass es B’ C B gibt, so dass B endlich ist iiber B’ und B’ wird (als K-Algebra)
von m — 1 Elementen erzeugt. (Denn dann ist B’ endlich iiber K[Xq,..., X ]
nach Induktionsvoraussetzung und Endlichkeit ist transitiv.)

Da m > d, gibt es eine Relation 0 # f € K[Y1,...,Yy]

fyi, .., ym) =0
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Seien ra, ...,y € N. Wir setzen

zZi =Y — Y1 firi=2,...,m
Dann gilt

flyr,z2 + 91, zm T Y1) =0

d.h. (y1,22,...,2m) ist Nullstelle eines Polynoms
F(Y1,Z,...,2m) = f(V1,Z2+ Y, ..., 20 + Y™) € K[Y1, 2o, ..., Zp)]

Ein Monom aHYibi in f induziert mehrere Terme in F, u.a. den fithrenden

Term in Y3
aY1b1 +rabat-A+rmbm

Wenn die r; grofi genug sind und weit genug auseinander liegen, dann haben alle
diese Monome unterschiedliche Grade. Einer von ihnen hat den héchsten Grad

F(Y1,Za,...,Zy) = bY{N + kleinere Terme bzgl. Y}

Dann ist %F(Yl7 29, ..., 2m) eine normierte Gleichung fiir y; iiber K|z, ..., zm].
Wir setzen
B' = Klza,...,2m] C K[z2,...,2m][y1] = B

Nach Lemma ist B ganz iiber B'. O

Satz 6.11 (Korpertheoretischer Nullstellensatz). Sei K ein Korper, K — E
eine endlich erzeugte K -Algebra. Wenn E ein Korper ist, so ist E eine endliche
algebraische Erweiterung von K, d.h. dimg E < co.

Beweis: Sei d = trdegFE. Nach Noether-Normalisierung ist E endliche Erweite-
rung von K[X;,..., X ]. Nach Going-up gilt

0=dimF =dim K[X1,...,X4] > d.
Es gilt also d = 0. O

Beweis des schwachen Nullstellensatzes Theorem [[.1): Sei k algebraisch abge-
schlossen, I C k[Xy,...,X,] maximal. Dann ist £ = k[Xq,...,X,]/] ein
Korper, der als k-Algebra endlich erzeugt ist. Nach Satz ist dimg F < oc.

Behauptung. F =k.

Sei y € E. Dann ist y endlich iiber k. Nach Lemma [6.3] ist y Nullstelle eines
nicht-trivialen Polynoms iiber k. Da k algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt es
in Linearfaktoren. y ist Nullstelle eines Linearfaktors, liegt also in k.

Sei a; das Bild von X; in F = k. Dann liegt X; — a; in I. Es ist

<X1—a1,...,Xn—an>CI

Beide Ideale sind maximal, also gleich. O
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Dimension

Lemma 6.12. Seien P C Q Primideale von K[Xy,...,X,]. Dann ist
trdeg(K[X1,...,Xn]/Q) < trdeg(K[X1,...,X,]/P)

Beweis: Der Homomorphismus K[X1,...,X,]/P — K[X;,...,X,]/Q ist sur-
jektiv. Sind also Elemente algebraisch abhéngig modulo P, dann auch modulo
Q. Dies bedeutet, dass < gilt.

Angenommen, es gilt Gleichheit. Sei o; = X; mod P und §; = X; mod Q. Sei

ohne Einschriinkung (1, ..., 8, eine Transzendenzbasis von K[, ..., ,]. Dann
sind die Urbilder ag, ..., a, algebraisch unabhéngig und wegen der Gleichheit
der Transzendenzgrade bilden sie eine Transzendenzbasis von Klay,...,ay)].

Nun Lokalisieren wir wieder. Sei S = K[X7,..., X,]~{0}. Dies ist eine multipli-
kative Menge. Es gilt SNP = SNQ =0, da X1, ..., X, algebraisch unabhiingig
modulo P und @ bleiben. Sei

E=S"'K[Xy,...,X,]=K(X1,....,X,)=K(ay,...,a,) = K(B1,...,5)

und es gilt
STUK[X1,..., X,]/P = E[api1,. .., )

Hierin sind o1, . . . , v, algebraisch iiber E. Nach Lemmaist also Elay1, ..., 0]

ein Korper. Dies bedeutet, dass S~'P ein maximales Ideal ist. Es ist aber
S='P c S7'Q c ST'K[Xy,...,X,]. Wegen SN Q = () sind dies echte In-
klusionen, ein Widerspruch zur Maximalitat. O

Theorem 6.13. Sei A nullteilerfreie, endlich erzeugte Algebra tiber einem Kdrper
K. Dann ist
dim A = trdeg A

Insbesondere ist dim A™ = n.

Beweis: Nach Noether Normalisierung gibt es eine injektive, endliche Ringer-
weiterung K[Xq,...,Xq4] — A, wobei d = trdegA. Es folgt mit Going up

dim A =dim K[X7,..., X4 > d = trdegA .

Wir zeigen nun die andere Implikation. Sei A = K[Xq,...,X,]/P firr ein Prim-
ideal P. Zu zeigen ist
trdeg(A) = dim A

Wir betrachten nun eine maximale Kette von Primidealen
0=QCQ1 S S Qdima

Sei @Q; das Urbild von @, in K[Xi,...,X,], inbesondere Qy = P. Nach Lem-
ma gilt

trdeg(K[X,...,X,]/Qo) > trdeg(K[Xy,...,X,]/Q1) > ...
> trdeg(K[X1, ..., Xn]/Qdim a)



Da die letzte Zahl mindestens 0 ist, folgt

trdeg(K[Xy,...,X,]/P) > dim A

Beispiel. Sei f € K[X,Y] eine irreduzible Gleichung. Dann ist
trdeg(K[X,Y]/f) = 1

also dim V' (f) = 1. Diese Varietéten heiflen ebene Kurven.

Korollar 6.14. Sei V. C A™ affin mit irreduziblen Komponenten Vi, . ..

Dann gilt
dim (V') = max trdeg(k(V;)) < n.

Beweis: Direkt aus dem Theorem.

o7
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Kapitel 7

Die Kategorie der
quasi-projektiven
Varietiaten

Definition 7.1. Seien V C A™ und W C A™ affine Varietiten. Eine Abbildung
f:V-w

heifst Morphismus oder reguldre Abbildung, wenn es Polynome Fi,..., F,, €
kE[X1,...,Xn] gibt, so dass

flxy,.. o xn) = (Fi(z1, . oyxn), .o, Fo(z1, ..o 20)) fir alle (z1,...,2,) € V.

Sie heif$t Isomorphismus, wenn sie bijektiv ist und die Umkehrabbildung eben-
falls ein Morphismus ist.

Wir haben also automatisch ein kommutatives Diagramm

AAFL )
v ow

Beispiel. (i) Die Inklusion V' C A™ ist ein Morphismus. Die Polynome sind
F; = X;. Das obige Diagramm ist ein Diagramm von Morphismen.

(ii) Die Projektionsabbildungen p; : A® — Al (x1,...,2,) — 2; sind Mor-
phismen. Das Polynom ist Xj.

(iii) Sei V eine affine Varietit. Ein Morphismus f : V — A! ist nichts anderes
als eine algebraische Funktion f € O(V).

Nicht jeder bijektive Morphismus ist ein Isomorphismus!

99
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Beispiel. Sei V =V (y? = 2%) C A% Dann ist
Al -V te (£2,%)
bijektiv, aber kein Isomorphismus, denn die Umkehrabbildung benttigt Wur-
zelfunktionen.
Lemma 7.2. Kompositionen von Morphismen sind Morphismen.

Beweis: Das Einsetzen von Polynomen in Polynome liefert Polynome. O

Lemma 7.3. Morphismen sind stetig, d.h. Urbilder von offenen Mengen sind

offen.

Beweis: Es ist dquivalent, zu zeigen, dass Urbilder abgeschlossener Mengen ab-
geschlossen sind. Da affine Varietéten die Teilraumtopologie tragen, geniigt es,
Abbildungen (Fy, ..., F,,) : A — A™ zu betrachten. Jede abgeschlossene Teil-
menge von A™ ist Schnitt von Hyperflichen, daher geniigt es X = V(G) zu
betrachten fiir ein G € k[X7, ..., X,,]. Das Urbild ist

{(z1,.yzn) | (Fi(z1, .. 20), - E(x1, . 2m)) € V(G)} =
{(x1,...yzn) | G(F1(21, . .y 2n), .o, Fp(z1, ..., 2m)) = 0}

Dies ist eine algebraische Teilmenge. O

Definition 7.4. Fin Morphismus f : V. — W won affinen Varietditen heifst
endlich, wenn k[W] — k[V] ein endlicher Ringhomomorphismus ist.

Bemerkung. Man sieht leicht (Ubungsaufgabe), dass jeder Punkt nur endlich
viele Urbilder unter einem endlichen Morphismus hat. Die Umkehrung gilt nicht!

Wir haben also gezeigt:

Theorem 7.5. Sei V affine Varietit der Dimension n. Dann existiert ein end-
licher Morphismus V. — A™.

Beweis: Noethersches Normalisierungslemma. O

Lokale Ringe von projektiven Varietiten
Wir tragen nach:

Lemma 7.6. Sei V C P} eine projektive Varietit, P € V. Sei U; C P} eine
standardaffine Karte mit P € U;. Dann gilt

Ov,p = Ovnu,,p

wobei die Abbildung gegeben ist durch Einsetzen X; = 1. Insbesondere ist Oy, p
lokal.
Ist 'V irreduzibel, so gilt

EV)Y2E(VNT;) .

Insbesondere ist k(V') ein Korper.
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Beweis: Sei ohne Einschrinkung ¢ = 0 und schreiben abkiirzend Vo = Uy NV
fiir die affine Varietét.

Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung surjektiv ist. Sei f/g € Oy, p, d.h. f,g €
k[Vo] mit g(P) # 0. Seien f,§ € k[X1, ..., X,,] Repriisentaten vom Grad ds und
dg. Seien weiter }7_'7@ € k[Xo,...,Xn] deren Homogenisierungen und F,G €
S[V] die Nebenklassen. Dann ist

X F
xy'a

das gesuchte Urbild.
Wir behandeln nun die Injektivitét. Sei F//G € Oy, p, so dass

F(L,Xy,...,X,)/G(1,X1,...,Xn) =0

in einer Umgebung U von P. Wir schreiben f = F(1,X1,...,X,,) und g =
G(1,Xy,...,X,). Ohne Einschrinkung ist U = U, mit h € k[Vp], h(P) # 0.
Sei H die Homogenisierung von h. Wir ersetzen G und H durch HG, also ohne
Einschrénkung H = G und f/g verschwindet auf U,. Aus der Strukturtheorie
der algebraischen Funktionen im affinen Fall wissen wir, dass es dann eine Potenz
von g gibt mit g*f = 0. Wir betrachten das homogene Polynom

GaFXo S S[V} .

Es verschwindet in V(G) UV (Xy) und in Uy, also auf ganz V. Mit dem Hilbert-
schen Nullstellensatz folgt

GFXy=0.
Es folgt also
F XoGF 0
G XoGett

Sei nun V irreduzibel. Nach Voraussetzung ist P € Vj, also Vo # 0. Da V
nun irreduzibel ist, ist V{ dicht in V. Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung
wohldefiniert ist. Sei F/G € k(V) mit Bild f/g. Angenommen, g = 0 in k[V].
Dann verschwindet G auf V5 und (da Vp dicht ist) auch auf V', d.h. G = 0. Dies
ist ein Widerspruch.

Die Surjektivitét folgt wir im Fall von Op. Wir behandeln nun die Injektivitét.
Sei F/G € k(V) mit Bild f/g € k(Vp). Dann gibt es h € k[V] ~ {0} mit fh = 0.
Sei H die Homogenisierung von h. Dann ist H # 0 in S[V]. Es folgt HF = 0,
und daher F/G = 0. O

Morphismen von quasi-projektiven Varietéiten

Definition 7.7. FEin Morphismus von Varietéten ist eine stetige Abbildung

VW
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so dass fiir alle P € V gilt
(I)*Ow’q;.(p) - Ov7p.

Mit anderen Worten: Fir alle P € V' und fir jede Funktion o : W — k, die
algebraisch in einer Umgebung von ®(P) ist, ist die Komposition

aod: VW —k

algebraisch in einer Umgebung von P.
Ein Morphismus von Varietiten heifit Isomorphismus, wenn die Abbildung bi-
jektiv ist und die Umkehrabbildung ein Morphismus von Varietdten ist.

Bemerkung. In der Literatur findet man oft die Bezeichnung reguldr, wo wir
algebraisch sagen.

Quasi-projektive Varietdten bilden eine Kategorie:

Satz 7.8. Die Verkniipfung von Morphismen von Varietiten ist ein Morphis-
mus.

Beweis: Seien X C P, Y C P*, Z C P! quasi-projektiv. Seien ® : X — Y und
¥ : Y — Z Morphismen. Dann ist ¥ o ® stetig. Sei P € X, a : Z — k regulér
in ¥(®(P)). Dann ist a¥ regulir in ®(P), da ¥ ein Morphismus ist. Dann ist
wiederum a¥® reguldr in P, da ® ein Morphismus ist. Nach Definition ist &
ein Morphismus. O

Wir wollen nun besser verstehen, welche Beispiele von Morphismen es gibt. Wir
vergleichen mit unserer Definition im affinen Fall.

Lemma 7.9. Sei V affin, Uy C V standardoffen. Sei o € O(Uy). Dann ist o
stetig als Morphismus o : Uy — Al. Es ist

O(Uy) = Mor(Uy, A")

Beweis: Sei a = g/ f™ mit g € O(V). Wir miissen zeigen, dass Urbilder abge-
schlossener Mengen abgeschlossen sind. Dabei geniigt es einelementige Mengen
{a} C A! zu betrachten. Das Urbild von a besteht aus den Punkten mit

9P _ .
fpy

also den Nullstellen von g — af™. Dies ist abgeschlossen.

Sei nun o ein Morphismus. Wir gehen die Definition durch. Jeder Punkt P € Uy
hat eine standardoffene Umgebung Up, so dass a|y, € O(Up). D.h. « ist lokal
algebraisch. Nach Definition liegt o € O(Uy).

Umgekehrt haben wir die Stetigkeit von a € k[V] gezeigt. Dies ist dann nach
Definition ein Morphismus. O

a(P) =
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Satz 7.10. Seien V. C A", W C A™ affine Varietiten. Eine Abbildung ® : V —
W ist genau dann ein Morphismus im Sinne von Definition wenn ste ein
Morphismus im Sinne von Definition [7.1] ist.

Beweis: Sei @ : V' — W ein Morphismus im Sinne der urspriinglichen Definition.
Stetigkeit haben wir bereits etabiert. Sei g € Og(p), also algebraisch in ®(P).
Dann ist g o ® algebraisch in P, da das Einsetzen von Polynomen in Polynome
wieder Polynome ergibt. Damit ist ® ein Beispiel fiir einen Morphismus im Sinne
von Definition [Z.7

Sei umgekehrt @ ein Morphismus im Sinne der allgemeinen Definition. Die Pro-
jektionsabbildung p; : A™ — Al auf die i-te Koordinate wird durch das Polynom
X; € k[X4,...,Xn] definiert, ist also ein Morphismus von Varietéiten. Dann ist
auch ®; = p; o ® ein Morphismus V — Al also ein Element von O(V). O

Bemerkung. Man kann das leicht umformulieren zu der Aussage, dass ein
Morphismus f : V — W dasselbe ist wie ein k-Algebrenhomomorphismus f* :
O(W) — O(V). Dabei erhilt man f* als Komposition mit f. Ist andererseits
¢ : O(W) — O(V) gegeben, so erhalten wir die Koordinatenfunktionen f;
als Bilder der Koordinatenfunktionen z; : W — Al, die zu einer Einbettung
W C A™ gehoren.

Satz 7.11. Sei V C A" affin, g € k[V]. Dann ist die Abbildung
¢:V(gXny1—1) = U, (1, -y Tpy1) = (1,0 20)
ein Isomorphismus von Varietdten.

Beweis: Wegen g(x1,...,%n)Tnt1 = 1 auf V(gX,41 — 1) hat die Abbildung
Werte in U,. Nach dem letzten Satz ist die Komposition

Q:V(gXpy1—1) > U, CA"

ein Morphismus, insbesondere stetig. Dann ist auch ® stetig, da U, C A™ offen
ist. Die Bedingung an lokale Ringe fiir @ folgt sofort aus der fiir ®.

Fiir jeden Punkt in U, gibt es genau einen Urbildpunkt. Die Umkehrabbildung
ist gegeben durch

(1, yzn) = (X1, ..y 20, L/ g1, ... 20)) -
Wie im affinen Fall respektiert sie lokale Ringe. O

Unsere standardoffenen Mengen sind also als Varietéiten affin, nimlich isomorph
zu einer affinen Varietét. Nicht alle quasi-affinen Varietéiten sind affin.

Beispiel. Fiir U = A% \ {0} gilt O(U) = O(A?). Es ist nicht affin. (Ubungs-
aufgabe)

Wir betrachten nun den quasi-projektiven Fall, den wir auf den affinen reduzie-
ren wollen.
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Lemma 7.12. Sei U; C P} die i-te standardaffine Teilmenge. Dann ist die
Kartenabbildung ¢; : Uy — A™ ein Isomorphismus von Varietdten.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass es sich um einen Hom6omorphismus
handelt. Auf lokalen Ringen erhalten wir den Isomorphismus aus Lemma [7.6]
O

Korollar 7.13. Sei X eine quasi-projektive Varietdt. Dann hat X eine endliche
offene Uberdeckung X = J.*, X;, so dass jedes X; affin ist. Die affinen offenen
Teilmengen bilden eine Basis der Topologie.

Beweis: Sei X C P}}. Jeder Punkt von X liegt in einer standardaffinen Teilmen-
ge U;, also in einer quasi-affinen Varietét. Diese lédsst sich durch standard-offene
iiberdecken, also durch affine. Also ist X Vereinigung von affinen offenen Un-
tervarietdten. Da X noethersch ist, geniigt eine endliche Teiliiberdeckung. Die
Aussage lisst sich auch auf jede offene Teilmenge von X anwenden, daher bilden
die affinen offenen Untervarietiten eine Basis der Topologie. O

Bemerkung. Alle lokalen Eigenschaften kénnen auf affinen Varietdten nach-
gerechnet werden. Hierzu gehdren z.B. lokale Ringe und Funktionenkorper.

Seien X, Y quasi-projektiv, ® : X — Y ein Morphismus. Dann gehen wir wie
folgt vor: Wir iiberdecken Y durch affine Varietéiten U; (i = 1,...,n). Fiir jedes
U, ist ®~1(U;) C X offen, da @ stetig ist. Dann iiberdecken wir das Urbild durch
offene affine Untervarietéten V;; fir j = 1,...,n;. Durch Einschranken erhalten
wir Morphismen von affinen Varietéiten

éij : V;;j — Uz

Wir wissen bereits, wie diese global durch Polynome beschrieben werden. Man
sieht leicht, dass umgekehrt solche Daten einen Morphismus definieren, wenn die
®;; auf den Schnitten der V;; iibereinstimmen. Wir verzichten auf eine genaue
Formulierung.

Wir konzentrieren uns nun auf den einfacheren irreduziblen Fall.

Satz 7.14 (Identitétssatz). Sei X irreduzibel, f,g € O(X) mit flu = glv auf
einer offenen, nichtleeren Teilmenge U C X . Dann ist f = g auf ganz X.

Beweis: Wir betrachten f — g. Die Teilmenge V(f—g) C X ist abgeschlossen
und enthélt U, also auch U. Da X irreduzibel ist, gilt X = U. O
Daher haben im irreduziblen Fall alle Funktionenkeime (U, f) einen maximalen

Definitionsbereich, auf den sie sich eindeutig fortsetzen lassen.

Definition 7.15. Sei X irreduzible quasi-projektive Varitit, ® € P"(k(X)),
P € X. Dann heifst ® regulédr in P, falls es einen Reprdsentanten

O =[Dy:---: D]

gibt, so dass alle ®;(P) firi=0,...,n definiert sind und nicht alle gleichzeitig
verschwinden. In diesem Fall setzen wir

O(P) = [o(P) : -+ : B,(P)] € B}
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Bemerkung. ®(P) ist wohldefiniert: Gilt [®¢ : --- : ®,] = [ : -+ : D)] und
beide Reprisentanten sind regulér in P, so ist ®; = WP/, fiir alle ¢. Hierbeiist ¥ €
k(X)*. Es gibt einen Index i mit ®(P) # 0. Es folgt ¥(P) = ®(P)®,(P)~! € k,
d.h. U ist regulér in P. Wire ¥(P) = 0, so wire ®,(P) = 0 fiir alle j. Also ist
U(P) # 0. Daher ist ®(P) = &'(P).

Satz 7.16. Sei X irreduzible quasi-projektive Varitdt, Y C P} quasi-projektiv.
Ein Element ® € P"(k(X)) definiert genau dann einen Morphismus ¢ : X =Y,
wenn ® in allen P € X reguldr ist und ®(P) € Y fir alle P € X. Jeder
Morphismus f : X — Y ist von dieser Form.

Beweis: Sei ® € P*(k(X)) regulér in allen P € X und ®(P) € Y fiir alle P. Wir
iiberpriifen, dass es sich um einen Morphismus handelt. Ohne Einschrinkung
(Ubergang zu einer offenen Uberdeckung) sind X und Y affin und Y C Uj.
Nach Voraussetzung ist dann ®¢(P) # 0 fiir alle P € X. Wir gehen iiber zu
O, = P, /Py fiir i = 0,...,n. Nach Voraussetzung ist @, algebraisch. Damit ist
®’ : X — A" ein Morphismus von affinen Varietéiten, der nach Voraussetzung
iiber Y faktorisiert, also ein Morphismus.

Nun betrachten wir die Riickrichtung. Wir betrachten die Komposition ¢ : X —
Y — P". Sei U; C P" standardaffin mit V; = ¢~(U;) nichtleer (also dicht in X).
Eine solche Menge gibt es, da die U; den projektiven Raum iiberdecken. Dann
ist 9|y, eine Abbildung V; — A", wird also durch ein Tupel ¢§, ..., qASZ-, NS
O(U) gegeben. Wir fassen sie in k(U) = k(X) auf und setzen

<I>i:[¢6:---:¢§71:1:¢§+1:-~-:¢fl]

Die verschiedenen ®° stimmen auf dem Schnitt ihrere Definitionsbereiche iibe-
rein, sind also als Elemente des P™(k(X)) gleich. Jeder Punkt von X liegt in
einem V;, der Morphismus ist also iiberall regulér. O

Bemerkung. In vielen klassischen Texten wird dies als Definition eines Mor-
phismus von Varietéiten genommen. Man muss sich dann allerdings auf irredu-
zible Varietéten einschréinken.
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KAPITEL 7. QUASI-PROJEKTIVE VARIETATEN



Kapitel 8

Noch mehr
Dimensionstheorie

Wir iibertragen die Ergebnisse zur Dimensionstheorie auf den nicht-affinen Fall.

Korollar 8.1. Sei V irreduzible affine Varietit, g € O(V') nicht nilpotent. Dann
15t

dim U, = dim V = trdegk(V).
Beweis: V und U, sind beide affin mit demselben Funktionenkérper, also sind
beide Dimensionen gleich dem Transzendenzgrad. O

Korollar 8.2. Sei V. C P" quasiprojektiv mit irreduziblen Komponenten Vi, ..., Vy,.
Dann gilt

dim(V) = max trdeg(k(V;)) < n
Beweis: Wegen dim V' = maxdim V; geniigt es, den irreduziblen Fall zu betrach-
ten.
Sei nun V' C P" quasi-projektiv und irreduzibel. Wir betrachten eine Kette
maximaler Lange

VWEVig- GV, =V

von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen. Sie beginnt mit einem Punkt. Sei

U C P" offen mit V; € U. Dann ist jeder der Schnitte V; N U nicht-leer und
damit irreduzibel und dicht in V;. Es gilt also

r=dimV <dimV nNU.

Die Ungleichung
dimk(VNU) <dimV

gilt allgemein, da der Abschluss einer irreduziblen Menge irreduzibel ist.
Wir wéihlen U in einer standard-affinen Karte so, dass V N U standard-offen in
einer affinen Varietdt. Dann gilt

dimV NU = trdegk(V NU) = trdegk(V).
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Es folgt r < dimP” = dim A" = n. O

Wir erwarten im Prinzip, dass das Hinzufiigen einer Gleichung die Dimension
um 1 verringert. Das ist nicht richtig:

Beispiel. Sei V = V(XY) C A2 Dies ist eine ebene Kurve. Hierin definiert
X = 0 eine echte abgeschlossene Teilmenge derselben Dimension.

Umgeht man dieses Problem der irreduziblen Komponenten, so wird die Idee
richtig:

Theorem 8.3 (Krulls Hauptidealsatz). Sei X irreduzible Varietit, g : X — Al
ein nichtkonstante algebraische Funktion, Z eine irreduzible Komponente von
V(g). Dann gilt

dimZ =dim X — 1

Dies hat weitreichende Konsequenzen:

Korollar 8.4. Sei X irreduzibel, Z C X eine maximale irreduzible abgeschlos-
sene Teilmenge. Dann ist

dimZ =dimX —1

Beweis: Ohne Einschrankung ist X affin, Z = V(f1,..., f,) fiir nichtkonstante
Funktionen f;. Wegen Z C V(1) liegt Z in einer irreduziblen Komponente von
V(f1). Wegen der Maximalitit stimmt es mit dieser {iberein. Nun greift Krulls
Hauptidealsatz. O

Korollar 8.5 (Aquidimensionalitiit). Sei X eine irreduzible Varietit,
Z0C 7 C - C 2y

eine Kette von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen. Diese kann zu einer
Kette der Linge dim X ergdnzt werden. Insbesondere hat jede maximale Kette
dieselbe Linge dim X .

Beweis: Ohne Einschrinkung ist Z,, = X, Zy ein Punkt. Es geniigt zu zeigen:

Behauptung. Ist dim Z; < dim Z; ;1 — 1, so gibt es eine irreduzible Teilmenge
Zi CZC Zia

Wir wihlen fiir Z eine maximale echte irreduzible Teilmenge von Z;11, die Z;
enthélt. Diese hat Dimension dim Z;11 — 1, liegt also echt zwischen Z; und
Ziy1. O

Vor dem Beweis von Krulls Hauptidealsatz brauchen wir noch etwas Vorberei-
tung.
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Lemma 8.6. Sei A =k[X1,...,X4|, A— B endlicher Ringhomomorphismus,
B ein Integrititsring, b € B ein Element. Dann ist b Nullstelle eines irreduziblen
normierten F € A[T]

F=T"4+aT™ '+ - +a,.

Wir fassen Multiplikation mit b als Q(A)-lineare Abbildung Q(B) — Q(B) auf.
Dann gilt det(b) = +a?, fiir ein s € N. Insbesondere ist det(b) € A.

Beweis: Da A noethersch ist und B/A endlich, ist auch B’ = A[b] endlich iiber
A. Also ist b Nullstelle eines normierten Polynoms F' € A[T]. Wir wihlen F'
irreduzibel iiber A. Nach dem Gauf}-Lemma ist das Polynom sogar irreduzibel
in Q(A)[7).

Es gilt Q(B’) = Q(A)[b], ein Vektorraum mit Basis 1,b,...,b™ . Wir berech-
nen die Matrix M der Multiplikation mit b

b:Q(B) = Q(B)

und erhalten det(b) = ta,,.

B ist endlich erzeugt als A-Modul, also ist B = A[b, by, ..., b,] fiir endlich viele
ganze Elemente b;. Dann ist Q(A)[b,b1,...,b,] ein Kérper, also gleich Q(B),
und Q(B)/Q(A) ist ebenfalls endlich.

Damit gilt: Q(A) C Q(B’) C Q(B), alles endlich-dimensionale Vektorrdume
iiber Q(A). Die Q(A)-Matrix der Multiplikation mit b auf Q(B) ist eine Block-
diagonalmatrix mit Blécken die Matrix der Multiplikation mit b auf Q(B’). Also
ist det(b) eine Potenz von +ay,. O

Der Vollsténdigkeit halber:

Satz 8.7 (GauB-Lemma). Sei A ein nullteilerfreier Ring mit eindeutiger Prim-
faktorzerlegung, F € A[T] ein normiertes Polynom, G € Q(A)[T] ebenfalls nor-
miert mit G|F. Dann gilt G € A[T).

Beweis: Algebra-Biicher oder Zahlentheorie. O

Beweis von Theorem[8.3: Sei Y irreduzible Varietiit, g € O(Y) nicht-konstante
algebraische Funktion, Z irreduzible Komponente von V(g). Wir wollen zeigen,

dass
dimZ =dimY —1

Zunichst zerlegen wir V(g) in irreduzible Komponenten Z U Z; U---U Z,. Sei
UCcY~(Z1U---UZ,)

affin mit U N Z # 0. Wir ersetzen Y durch U. D.h. es geniigt, den affinen Fall
zu betrachten und Z = V (g) ist irreduzibel.

Sei d = dimY. Nach dem Noetherschen Normalisierungslemma gibt es einen
endlichen surjektiven Morphismus

7Y = A4
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Wir suchen V(g’) C A% mit 7(Z) = V(g'). Dann ist némlich wegen Going-Up
dimV(g) = dimV(¢') = trdeg,k[V(¢')] = d — 1.

Wir betrachten A = k[A?] = k[X1,..., X,4] und B = k[Y], den Koordinatenring
von Y. Wir setzen

g' = det(g)
Nach dem Lemma liegt dies in A.
Behauptung. ¢’ € (9) C k[Y]
Sei T™ + a;T™ ! + --- + a,, das Polynom zu ¢ aus dem Lemma. Wegen

iam _ g<gm—1 "‘v‘Cngm_Q NI +am71)

gilt
am € (g) -

g’ ist Potenz von a,,, also erst recht
9 €{9) -
Behauptung. \/@ﬂ k[ Xq,..., X4 = \/@
Die Inklusion D folgt aus der vorherigen Behauptung. Sei h € \/@ N A, d.h.
N = ag € k[Y]
Wir nehmen in B die Determinante dieser Relation und erhalten in A
det(h)N = det(a)g’ .

Wegen h € A ist det h eine Potenz von h, also haben wir die gesuchte Relation
gefunden.
Dabher ist

k[X1, ..., Xa]/I(V(g") = k[Y]/1(V(9)) = k[V(g)]

ein injektiver endlicher Ringhomomorphismus von Integritdtsringen. Wegen Going-
Up haben beide dieselbe Dimension. Links stimmt sie mit

dim k[X1, ..., Xq/\/(¢') = trdeg, k[ X1, ..., Xq]//{g/) =d —1

iiberein. O



Kapitel 9

Schnitttheorie im
projektiven Raum

Unser Ziel ist der Beweis des Satzes von Bézout iiber Schnitte von Unterva-
rietédten des projektiven Raums. Zur Motivation hier schon mal die ebene Ver-
sion.

Satz 9.1 (Bézout fiir Kurven). Seien C1,Cy C P? verschiedene irreduzible Kur-
ven vom Grad dy,ds. Dann hat C1NCs mit Vielfachheit gezdhlt genau dids viele
Punkte.

Definition 9.2. Sei f € k[Xy,...,X,] irreduzibel vom Grad d. Dann heifit
V(f) € P" projektive Hyperfléiche vom Grad d.

Jetzt fehlt noch die Schnittmultiplizitét.

Definition 9.3. Seien C1,Cy C P? Kurven, P € C; N Cy. Dann heifst

i(C1,C2, P) = dimg Oc,,p ®0,, ,, Oc,,p

Schnittmultiplizitiat von C1 und Cs in P.

Bemerkung. Da die lokalen Ringe nur von einer Umgebung von P abhéingen,
kénnen wir in den Rechnungen affine ebene Kurven betrachten. Sei Cy, Cy C A2

und I(C1) = {(f1,..., fs), I(C2) = {g1,...,9:). Wirsetzen J = (f1,..., fs, 91, -, Gt
Dann gilt

Oc,,p ®0,, , Ocy,p = (k[X1, X2]/J) (p)

(Wer Tensorprodukte nicht mag, nimmt das als Definition.) Es ist C; N Cy =
V(J) und
I(CiNCy) =T

Die Schnittmultiplizitdten messen also den Unterschied zwischen J und seinem
Radikal.
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Beispiel. Sei C; die affine Gerade Y = 0, Cy = V(f) wobel f =Y — F(X)
fiir ein Polynom F' € k[X]. Die Schnittpunkte sind also von der Form (0, z) fiir
Nullstellen von F'. Wir zerlegen

FX)=X"(X —x1)™ .. (X —x,)™

mit z; # 0. Ohne Einschrinkung ist P = (0,0), also z = 0 Nullstete von F'.
Dann ist

KX, Y/Y @pix vy RIX YT/ f = RIXYT/Y f)

~ E[X]/F =~ K[X]/X™ HK[X]/(X — )™

Danach lokalisieren wir am maximalen Ideal zu 0. Dabei werden die Polynome
(X — ;) invertierbar. Es bleibt

Ochp Rop 00271:) = k[X}/Xm
Die Dimension ist m, also die Vielfachheit der Nullstelle.

Bemerkung. Wenn die Kurven €7 und C5 keine irreduziblen Komponenten
gemeinsam haben, so hat der Schnitt die Dimension 0, besteht also nur aus
endlich vielen Punkten. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass dann die Schnittmul-
tiplizitat endlich ist. Es folgt aber auch aus dem Satz von Bézout, daher gehen
wir das jetzt nicht an.

Graduierte Moduln und Hilbert-Polynome

Wir erinnern uns an den Begriff des graduierten Rings aus Kapitel 3. Unser
wichtigstes Beispiel, wofiir wir darauf zuriickkommen, ist der homogene Koor-
dinatenring einer projektiven Varietit.

Sei A Ring,
s- s,
d=0

graduierte A-Algebra.
Definition 9.4. (i) Ein graduierter S-Modul ist eine direkte Summe
M = é My
d=—o00
von A-Moduln zusammen mit einer skalaren Multiplikation
w:SxM—M

mit u(Sp, My) C Myyq, die M zu einem S-Modul macht.
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(it) Sei M ein graduierter S-Modul, | € Z. Dann ist M(l] := M mit der
Graduierung M|l]g = Mjyq.

Beispiel. Jedes homogene Ideal ist ein graduierter S-Modul.

Schnittheorie 1dsst sich nun auf die Theorie der Moduln iiber dem homogenen
Koordinatenring zuriickfiihren.

Definition 9.5. Sei M ein endlich erzeugter graduierter Modul tiber S =
k[Xo,...,Xy]. Dann heift

qbk[ L — 7 d)M(d) :dimk Md
Hilbert-Funktion von M.

Am interessantesten sind natiirlich die homogenen Koordinatenringe von Un-
tervarietéten.

Theorem 9.6. Sei M ein endlich erzeugter graduierter k[Xo, ..., Xn]-Modul.
Dann gibt es ein eindeutiges Polynom Py € Q[z] mit

Py (d) = o (d) fiir d groff genug
Pyy heifst Hilbert-Polynom von M. Es gilt
deg Py = dim V(I(M))
wobei I(M) = {s € k[Xo,...,X,]|sM = 0}.
Definition 9.7. Sei V' C P". Das Hilbert-Polynom Py wvon V ist das Hilbert-
polynom von S(Y'). Ist
Py(z) = aqgz®+ - +ag ag # 0
so heifit dlayg Grad von V.

Bemerkung. Wegen I(S(V)) = I(V) gilt d = deg Py = dim V. Wir werden
sehen, dass der Grad im Fall ebener Kurven mit der ersten Definition iiberein-
stimmt.

Beispiel. (i) Sei M = S = k[Xp, X;]. Dann hat Sy die k-Basis X¢X{ ¢,
enthélt also d + 1 Elemente. Es ist also
s (d) =d+1

und das Hilbert-Polynom ist z + 1. Der Grad des Polynoms ist 1, wie die
Dimension. Nach Definition hat P! den Grad 1!1 = 1.

(ii) Sei f = XoX1 — X3, M = S(V(f)). Beim Rechnen in M konnen jeweils
quadratische Potenzen von X, eleminiert werden, die beiden anderen Va-
riabeln kénnen frei gewéhlt werden. Also hat My die k-Basis

X$X4= fiir a =0,...,d Xoxd=b=e X, fir b=0,...,d -1
Also
Der Grad des Polynoms ist 1, der Grad von V (f) ist 112 = 2 = deg(f).
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Wir gehen nun den Beweis des Theorems an.

Definition 9.8. FEin numerisches Polynom ist ein Polynom P € Q[z] mit
P(n) € Z fiir alle n € Z geniigend grof.

Beispiel. (;) = W hat ganze Werte fiir z € Nj.

Lemma 9.9. (i) Sei F € Q[z] ein numerisches Polynom. Dann gilt

Fo=a(()+a(,))+re  acz

(i) Sei f:7Z — 7Z eine Funktion, A(f)(n) = f(n+1) — f(n) sei gleich einem
numerischen Polynom G € Qlz] fir n geniigend grof. Dann gibt es ein
numerisches Polynom P mit P(n) = f(n) fir n geniigend grof.

Beweis: Wir argumentieren mit Induktion iiber r. Hat F' den Grad 0, so ist F
konstant als Funktion, und die Behauptung gilt.

Allgemein lisst sich <i> entwickeln als

z z"
():+...
r 7!

Daher kann F'(z) eindeutig in der angegebenen Form geschrieben werden, wobei
¢; € Q. Wir betrachten A(F). Dies ist ein numerisches Polynom vom Grad r—1.
AuBlerdem gilt

z\ _ (+1)...(z4+1-r+1) z2(z-1)...(z—7+1)
>(0)-

7! r!
2(z=1)...(z—r+2)

= _ (z+1—z+7r—-1)

()

AF:Co(ri1>+"'+CT—1

Nach Induktionsannahme gilt cg, ..., c,_1 € Z. Dann muss auch ¢, ganz sein.
Nun wenden wir uns der zweiten Aussage zu. Sei

Hieraus folgt

G:co(i)—&m-mi—cr ¢ €7

() ()

Wir setzen
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Dann gilt AF = G, also A(f — F)(n) = 0 fiir geniigend grofles n. Mit anderen
Worten

Crp1:=f(n+1) = F(n+1) = f(n) — F(n) n geniigend grofl
Also folgt ¢,41 € Z. Dann erfiillt
F=F+cm
die Behauptung. O

Korollar 9.10. Ist F' ein numerisches Polynom, F = a,.z" + ... mit a, # 0,
so gilt rla, € Z.

Lemma 9.11. Sei S = k[Xy,...,X,], P C S ein homogenes Primideal. Sei
0+A—-B—->C—=0
eine kurze exakte Sequenz von graduierten Moduln. Dann st
P> I(B)< (PDI(A) oder PO I(C))

Es gilt
V(I(B)) =V(I(A))UV(I(C))

Beweis: Es gilt I(B) C I(A),I(C) und I(A)I(C) C I(B) (leicht). Angenommen
I(B) c P, I(A),I(C) € P. Dann gibt es s € I(A) mit s ¢ P, t € I(C)
mit ¢t ¢ P. Aber st € I(A)I(C) C I(B) C P. Dies ist ein Widerspruch zur
Primidealeigenschaft von P.

Die Umkehrung ist klar. Die Aussage iiber die Varietdten folgt, wenn man ma-
ximale Ideale betrachtet. O

Korollar 9.12. Sei 0 -+ A —+ B — C — 0 eine kurze exakte Sequenz von
graduierten S-Moduln. Wenn Theorem [9.6 fiir A und C' gilt, dann auch fir B.

Proof. Es gilt
¢(d) = pa(d) + ¢c(d) fiir alle d € Z.
Gibt es Hilbert-Polynome P4 und P fiir A und C, so ist Pg = Pa + Po

Hilbert-Polynom fir B. Als Hilbertpolynome habe alle drei Polynome positive
Leitkoeffizienten, daher gilt (mit fiir A und C und dem Lemma)

deg P = max(deg P4, deg Pc)
= max(dim V(I(A)),dim V (I(C))
=dim(V(I(A)) UV {I(C))
=dim(V(I(B))) .
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Damit lasst sich der Beweis des Theorems nun auf die einfache Bausteine zuriick-
fithren.

Satz 9.13. Sei M ein endlich erzeugter graduierter Modul iber S = k[ X, ..., X,].
Dann gibt es eine Filtrierung

0=M°cM'c---CcM" =M
durch graduierte Untermoduln, so dass
MM (S/P)[l]

fiir ein homogenes Primideal P; C S, l; € Z.

Sei P C S ein homogenes Primideal. Dann ist P D I(M) genau dann, wenn
P D P; fir ein i. Insbesondere sind die minimalen Primideale von I(M) (die
zu den irreduziblen Komponenten von V(I(M)) gehiren) genau die minimalen
Elemente von Py,..., P.. Die Hdaufigkeit mit der ein minimales P; auftaucht, ist
unabhdngig von der Wahl der Filtrierung.

Bemerkung. Weder die Filtrierung noch die auftauchenden P; sind eindeutig.

Beweis: Hier zunéchst die wesentlich Konstruktion. Sei m € M homogen, I(m) =
{s € S|sm = 0}. Dies ist ein homogenes Ideal. Wir betrachten die Menge der
I(m) fiir m # 0. Da der Ring S noethersch ist, enthélt sie ein maximales Element
I(x).

Behauptung. I(x) ist ein Primideal.

Esist 1 ¢ I(x), da 1l = o # 0. Sei ab € I(x) und b ¢ I(z), also abz = 0,
bz # 0. Ohne Einschrinkung kénnen a,b homogen gewéhlt werden (zerlege a,
b in homogene Komponenten, vergleiche homogene Anteile von abx von oben.).
Es ist I(x) C I(bx). Wegen der Maximalitit gilt Gleichheit. Es ist a € I(bx),
also a € I(x), wie zu zeigen war.

Sei | = deg(x). Wir betrachten M! = (z). Dann gilt
M = S/I(x)]l]

Nun betrachten wir M/M?, finden hierin einen Untermodul N von der gewiinsch-
ten Form und setzen M2 das Urbild von N. Induktiv erhalten wir eine Kette
von Untermoduls

0OcM'cM?c M. ..

Da M noethersch ist, endet dieser Prozess mit M = M".

Die Aussage iiber homogene Primideale folgt aus dem Lemma Sei P ein
minimales Primideal, dass I(M) enthélt. Wir lokalisieren im nicht-graduierten
Sinn an P und erhalten eine Filtrierung

0CMpCM,C--CMp
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Es ist (S/P;)p # 0 genau dann, wenn P; C P. Da P minimal ist, also nur
dann, wenn P; = P. Dies bedeutet, dass die Kette genau soviele nicht-triviale
Inklusionen enthilt, wie P; = P vorkommt.

Die Unabhéngigkeit von der Wahl der Kette ist ein allgemeines Prinzip. Ent-
scheidend ist, dass der Korper (S/P)p ein einfacher Sp-Modul ist, also keine
nicht-trivialen Untermoduln enthélt. O

Beweis von Theorem [9.8: Der Beweis wird mit Induktion iiber die Dimension
von V(I(M)) gefiihrt. Wegen Korollar und dem letzten Satz geniigt es den
Fall zu betrachten, dass M = (S/P)[l] wobei P ein homogenes Primideal ist.
Die Operation [l] bedeutet z — z + [, also geniigt sogar M = S/P.

1. Fall: P = (Xy,...,X,). Dann ist S/P = k, ¢p(n) = 0 fiir n > 0, also
Py =0 vom Grad —oo und V(P) = @) hat Dimension —oo.

2. Fall: P # (Xy,...,X,). Ohne Einschrinkung ist X, ¢ P. Wir betrachten
die kurze exakte Sequenz von graduierten Moduln

0— M 2% M[A] - M" =0
Die erste Abbildung ist injektiv, da P ein Primideal ist und X, ¢ P. Es folgt
¢mr(n) = dp(n+1) — pa(n) = Algar)(n)
Da P ein Primideal ist, gilt I(M) = I(S/P) = P. Weiter gilt
I(M")=I(S/P+ (Xo)) = P+ (Xo) .
Wegen X ¢ P und dem Krullschen Hauptidealsatz
dimV(I(M")) =dimV(P)NV(Xy) =dimV(P) - 1.

Mit Induktion iiber die Dimension der Varitéit kénnen wir vorausetzen, dass
die Aussage des Theorems fiir M" gilt. Nach Lemma existiert ein Hilbert-
Polynom Pp; vom Grad deg Py~ + 1.

Man beachte, dass auch der Fall dim V(P) = 0 von diesem Beweis abgedeckt
ist. Dann ist V(P)NV(Xo) = 0 und P+ (Xy) = (Xo, ..., Xy). Der erste Fall ist
unser Induktionanfang. Das Polynom Pp; ist in diesem Fall konstant ungleich
0. O

Satz 9.14. (i) FirY C P™ nichtleer ist degY € N.
(ii) Wenn'Y =Y UY, mit dimY; = dimYs = r und dimY; NYs < r, dann
gilt
degY = degY; + degYs
(iii) degP" = 1
(iv) Sei H C P™ Hyperfliche, I(H) = (f) mit f homogen vom Grad d. Dann

gilt
degH =d
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Beweis: Py ist ein Polynom vom Grad » = dim Y. Der fithrende Koeffizient hat
die Form ¢y /7! fiir eine ganze Zahl ¢y. Er ist positiv, da Py (n) > 0 fiir grofe n.
Zu (ii): Seien I, I5 die Ideale von Y7 und Y;. Dann gilt

T= I(Y) = I(v) N 1(Y)
Es gilt V(I; + I5) = Y1 NY2. Wir haben also eine kurze exakte Sequenz
0—=S/I—S/I®&S/Iy—»S/(I1 +1) =0
Es folgt
Py = Pg/1 = Psy1, + Ps/1, — Ps/(1,+1.) = Pvi + Py, — Priny,

Wegen der Dimensionsvoraussetzung ist der fiihrende Koeffizient

degY degY; | degYs
rl + r!

Zu (iii): Wir betrachten Pyx,. . x,]- Fiir d > 0 hat der Raum der homogenen
Polynome vom Grad d in n + 1-Variablen die Dimension

<z+n) _= L
n n!

Alternativ argumentieren wir mit Induktion nach n und der exakten Sequenz
08 22 S[1] = k[Xo, ..., Xn1] >0,

d.h. APS = Pk[Xo,...,anl]'
Zu (iv): Sei I(H) = (f) mit f vom Grad d. Wir betrachten

0= S[=d] 55— S/{f) >0

Dann folgt
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Der Satz von Bézout

Definition 9.15. Sei Y C P™ eine Varietit der Dimension r und H C P™
eine Hyperfliche, die mit Y keine Komponenten gemeinsam hat. Sei Z eine
wrreduzible Komponente von' Y N H der Dimension r — 1. Dann ist die Schnitt-
multiplizitét i(Y, H; Z;) vonY und H in Z gegeben als die Vielfachheit, mit der
I(Z) in der Kette aus Satz[9.13 fir M = S/(I(Y) + I(H)) vorkommt.

Bemerkung. Wenn H keine Hyperfliche ist, so wird es komplizierter. Namlich:

i(V,Y';2) = (~1)lenTor, (S(Y)p, S(Y')p)
1=0

mit P = I(Z).

Lemma 9.16. Sind Y, H Kurven in P2, so stimmt dies mit der Definition[9.5
tiberein.

Beweis: In dieser Situation ist Z = @ ein Punkt, P := I(Z) ein maximales
Ideal. Wir betrachten M = S/I(H) + I(Y).
Nach Satz gibt es eine endliche Filtrierung

My C Mp---C Mp=Mp
wobei in jedem Schritt

0

Dabher ist die Vektorraumdimension von Mp gleich der Anzahl der Lange der
Kette, also der Schnittmultiplizitdt im Sinne der letzten Definition. O

Theorem 9.17 (Satz von Bézout). Sei Y C P™ eine Untervarietat, H C P
eine Hyperfliche, die mit Y keine gemeinsamen Komponenten hat. Sei

YNH=2Z,U---UZ,

die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Dann gilt

Zi(Y,H; Z;)deg Z; = (degY')(deg H)

j=1
Beweis: Sei I(H) = (f) vom Grad d. Wir betrachten wieder

0— S/I(Y)[~d L S(Y) = M —0
mit M = S/I(Y) + I(H). Es folgt

Py (z) = Py(z) = Py(z —d)
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Wir vergleichen die héchsten Koeffizienten auf beiden Seiten. Sei degY = e,
dimY = r, also

Py(z) = %zr +e 2.

Py(z) — Py(z—d) = %zr te 4 — %(z —d)" +e(z—d)" +.. }
= Ezr +ezm = Ezr + drizrf1 —e 2"
r! r! r!
= d—e'rzrfl +...
r!

Andererseits berechnen wir Py, direkt. Wir filtrieren
0=M°cM'c.---cM'=M
mit M?/M*~1 = (S/P;)[l;] fiir Primideale P;. Dann ist

t
Py =) P Fi = Ps/pin)
=1

Wenn V(FP;) die Dimension r; und den Grad f; hat, dann gilt

£zr"—l—...

p=
T

Zum fithrenden Koeffizienten von P,; tragen nur diejenigen Summanden mit
r; = r — 1 bei. Die zugehérigen P; sind (Hauptidealsatz!) die Primideale der
irreduziblen Komponenten von V(I(M)) = Y N H. Jedes solche P; tritt nach
Definition (Y, H; V (P;)) mal auf und der fithrende Koeffizient ist deg V(P;)/(r—
1)l Also

— deg f;
Py =3 Pi=2"" > (rei)!

dim V(P;)=r—1

Koeffizientenvergleich beweist das Theorem. O

Bemerkung. Speziell in P? sind alle Kurven Hyperflichen. Es ergibt sich als
Spezialfall der Satz von Bézout in der Version von Satz

Korollar 9.18. Sei C C P" eine Kurve, f € S(C) homogen vom Grad m.
Dann gilt

> dimOp/(f) = mdegC

PeC

Beweis: Wir liften f nach S = k[Xo,...,X,]. Seien fi,..., fs die irreduziblen
Faktoren. Da die Dimension additiv ist, geniigt es die irreduziblen Faktoren zu
betrachten. Sei also ohne Einschrinkung f irreduzibel. Wir setzen H = V (f) C
P". Es ist I(H) = (f). Nach dem Theorem von Bézout gilt

Z dim(S(C)/(f))1(py = deg H deg C

PeHNC
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Falls P ¢ HNC, soist S(C)/f = 0, diese Summanden tragen nicht bei. Schlief3-
lich gilt (S(C)/{f))1p) = Opr/(f)- O
Das Element f € S(C) definiert einen Morphismus
f:C—P!

Das Korollar sagt, dass jeder Punkt die gleiche Anzahl Urbilder (mit Vielfach-
heit) hat. Hieraus folgt dann, dass f endlich ist und die Erweiterung k(P!) —
k(C) ebenfalls.
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Kapitel 10

Ausblick

Es gibt noch sehr viel, teils sehr grundsétzliche Themen, die wir nicht behandelt
haben.

Tensor-Produkt
Sei A ein Ring, M, N Moduln. Dann ist
M®q N

ein A-Modul, der von Elementen der Form m ®@ n mit m € M,n € N erzeugt
wird. Die Rechenregeln garantieren, dass

MxN->M®@N; (mmn)—maen

bilinear ist.

Singularititen

Beispiele fiir Singularititen sind der Nullpunkt im Achsenkreuz V(XY) C A2
oder in der nodalen Kurve V(Y2 — X2(X — 1). Diese Punkte werden iiber die
partiellen Ableitungen charakterisiert, also die Jacobi-Matrix aus der mehrdi-
mensionalen Analysis.

Im eindimensionalen Fall: Sei V' C A? affine Kurve, I(V) = (f). Dann heifit
P €V Singularitit, wenn grad(f) = (0f/0X,0f/0Y) in P verschwindet.
Varietdten ohne Singularitdten heiflen nicht-singuldr.

Kurven

Varitédten der Dimension 1 heiflen auch Kurve. Das wichtigste Hilfsmittel ist der
Satz von Riemann-Roch, der eine Aussage iiber rationale Funktionen (also Ele-
mente des Funktionenkérpers) mit vorgegebenen Null- und Polstellenverhalten
macht.

Glatte projektive Kurven werden eindeutig durch ihren Funktionenkorper cha-
rakterisiert. Das erlaubt einen alternativen Zugang ganz ohne Geometrie.
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Algebraische Zahlentheorie

Algebraische Zahlentheorie beschéftigt sich mit endlichen Ringerweiterungen
von 7Z. Nach unseren Sdtzen sind sie 1-dimensional, also sehr dhnlich zu den
Koordinatenringen von Kurven. Im allgemeinen gilt Eindeutigkeit der Primfak-
torzerlegung nicht mehr, aber man ist nicht weit davon entfertn.



Inhaltsverzeichnis

|L  Grundbegriffe der algebraischen Geometrie|

12 Noethersche Ringe und Moduln|

3 Quasi-projektive Varietiten)

4 Irreduzibilitit)

[5 TLokale Ringe und Lokalisierung]

G her Nullstell D : T

7 Quasi-projektive Varietidten|

B Nod i : ] 3

19 Schnitttheorie im projektiven Raum)|
10 Ausblick

85

13

23

31

39

49

59

67

71

83



	Einleitung
	Grundbegriffe der algebraischen Geometrie
	Noethersche Ringe und Moduln
	Quasi-projektive Varietäten
	Irreduzibilität
	Lokale Ringe und Lokalisierung
	Hilbertscher Nullstellens. u. Dimensionsth.
	Quasi-projektive Varietäten
	Noch mehr Dimensionstheorie
	Schnitttheorie im projektiven Raum
	Ausblick

