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Alle Lösungen sind vollständig zu begründen.
Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern können benutzt
werden, um zusätzliche Punkte zu erhalten.

Aufgabe 9.1: Wir betrachten den R-Vektorraum Diff(R, R) der beliebig oft
differenzierbaren Funktionen auf R. Dann ist die Ableitung

d

dx
: Diff(R, R) → Diff(R, R) : f 7→

df

dx

eine lineare Abbildung. Wir betrachten die folgenden R-Untervektorräume
von Diff(R, R):

(i) den R-Untervektorraum V ⊆ Diff(R, R), der von der Basis A =
(sin x, cos x) aufgespannt wird, und

(ii) den R-Untervektorraum Wn ⊆ Diff(R, R), der von der Basis Bn =
(1, x, x2, . . . , xn) aufgespannt wird.

Geben Sie jeweils die darstellenden Matrizen

MA
A (

d

dx
) und MBn

Bn

(
d

dx
)

für die Abbildung d/dx auf den Untervektorräumen V und Wn an.

(6 Punkte)

Aufgabe 9.2: Sei k ein Körper. In der allgemeinen linearen Gruppe GL4(k)
betrachten wir die Elementarmatrizen Eij(λ) aus Definition 6.5. Zeigen Sie,
dass die Gleichung

Eij(λ)Ekl(µ)E−1

ij (λ)E−1

kl (µ) = E4

in den folgenden Fällen gilt:

(i) i = 1, j = 2, k = 1, l = 3,

(ii) i = 1, j = 2, k = 3, l = 4.

Interpretieren Sie die obige Gleichung als Aussage über das Vertauschen von
elementaren Zeilenumformungen im Gauß-Algorithmus.

(4 Punkte)

(bitte wenden)



Aufgabe 9.3: Wir betrachten die Gruppe S3 der bijektiven Abbildungen
{1, 2, 3} → {1, 2, 3}. Geben Sie alle Elemente dieser Gruppe an.

(4 Punkte)

Aufgabe 9.4: Für eine beliebige natürliche Zahl n ≥ 1 betrachten wir die
Permutationen

σ =

(

1 2 · · · n
n 1 · · · n − 1

)

und

τ =

(

1 2 · · · n
n n − 1 · · · 1

)

Berechnen Sie die Vorzeichen sgn(σ) und sgn(τ) dieser Permutationen.

(6 Punkte)

Bonus-Aufgabe 9.5: Sei k ein Körper, und V , W und U seien beliebige
k-Vektorräume.

(i) Wir betrachten die Abbildungen i1 : V → V ⊕ W : v 7→ (v, 0) und
i2 : W → V ⊕W : w 7→ (0, w). Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung
ein Isomorphismus von Vektorräumen ist:

Homk(V ⊕ W, U) → Homk(V, U) × Homk(W, U) :

(f : V ⊕ W → U) 7→ (f ◦ i1 : V → U, f ◦ i2 : W → U)

(ii) Wir betrachten die Abbildungen p1 : V × W → V : (v, w) 7→ v und
p2 : V ×W → W : (v, w) 7→ w. Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung
ein Isomorphismus von Vektorräumen ist:

Homk(U, V × W ) → Homk(U, V ) × Homk(U, W ) :

(f : U → V × W ) 7→ (p1 ◦ f : U → V, p2 ◦ f : U → W ).

(6 Punkte)


