Linare Algebra
Wintersemester 2008/09

Prof. Dr. Annette Huber-Klawitter

Fassung vom 6. Februar 2009

Dies ist ein Vorlesungsskript und kein Lehrbuch.
Mit Fehlern muss gerechnet werden!

Math. Institut 0761-203-5560
Eckerstr.1 annette.huber@math.uni-freiburg.de
79104 Freiburg






Inhaltsverzeichnis

8

9

Einleitung

Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
Korper und Vektorridume

Basen und Dimension

Lineare Abbildungen und Dimensionsformel
Darstellende Matrizen

Etwas Gruppentheorie

Determinanten

Eigenwerte und Eigenvektoren

Etwas affine Geometrie

10 Schluss

15

25

35

43

53

63

77

87

95






Kapitel 0

Einleitung

In der linearen Algebra geht es um das Losen von linearen Gleichungssystemen:

2z 4 3y =4
3z +y =2

Das System heifit linear, da kein 2% oder gar sin(z) vorkommt. Wir 1ésen die
zweite Gleichung nach y auf und setzen in die erste ein:

y=2-3z

2 8
4=22+302-3z)=-Te+6=>x= SY=5
Eigentlich ist damit das Wesentliche gesagt: mit diesem Verfahren kann man
jedes System von linearen Gleichungen in 2, 3 oder auch 29 Variablen lésen -
oder feststellen, dass sie unlésbar sind.
Lineare Gleichungssysteme sind so wichtig, weil sie einerseits iiberall auftauchen
und andererseits auch beherrschbar sind. In der allgemeinen Theorie bemiihen
wir uns oft, die Frage auf lineare Gleichungssysteme zuriickzufithren und damit
angreifbar zu machen. Das ganze Konzept der Ableitung beruht auf dieser Idee.
Spétestens in der Analysis IT wird unsere Theorie benutzt.
Fiir den Mathematiker stellen sich zwei Arten von Fragen:

e Konnen wir die Eigenschaften der Gleichungssysteme und ihrer Losungs-
rdume beschreiben?

e Gibt es effiziente und schnelle Verfahren, die auch real mit 100 oder 1000
Variablen funktionieren? Wie gut sind sie?

Die erste Frage werden wir in der linearen Algebra bearbeiten. Die zweite gehort
in das Gebiet der Numerik, die wir nur am Rande betrachten werden.

Eine andere Quelle fiir die Fragen der linearen Algebra ist die analytische Geo-
metrie: Ebene oder Raum werden mit Koordinaten versehen. Geometrische Ob-
jekte wie Geraden werden durch lineare Gleichungen gegeben. Geometrische
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Fragen (Was ist der Schnitt der folgenden beiden Geraden?) iibersetzen sich
wieder in lineare Gleichungssysteme. Dies geniigt noch nicht, um unsere phy-
sikalische Welt zu beschreiben. Wir benétigen zusétzlich einen Abstands- und
Winkelbegriff. Die zugehorige Mathematik (Skalarprodukte, bilineare Algebra)
werden wir im zweiten Semester studieren.

Auflerdem sollen Sie in der lineare Algebra die strenge axiomatische Argumen-
tationsweise kennenlernen. Sie sollen in dieser Vorlesung nichts glauben, weil es
Thnen gesagt wird - es muss Ihnen logisch einwandfrei bewiesen werden. Beim
Losen der Ubungsaufgaben iiben Sie das auch selbst ein.

Literatur: Die Verwendung von weiterer Literatur neben der Vorlesungsmit-
schrift empfiehlt sich sehr! Dieses Skript ist kein Ersatz. Es gibt eine Fiille von
Lehrbiichern. Die deutschen Texte sind meist sehr dhnlich im Inhalt. Suchen
Sie nach einem, dessen Stil Ihnen zusagt. In der Lehrbuchsammlung kénnen Sie
sich verschiedene Biicher ausleihen und testen. Aufpassen sollten Sie nur, dass
es wirklich ein Text fiir Mathematiker und nicht fiir Ingenieure ist. Kontrolle:
Es sollten andere Korper als Q und R vorkommen, der Dualraum sollte definiert
werden. Biicher, auf denen 100 Seiten lang Matrizenoperationen geiibt werden,
sind nicht geeignet.

(i) G. Fischer: Lineare Algebra, Vieweg Verlag 1989. (Eine Standardquelle in
Deutschland)

(ii) F. Lorenz: Lineare Algebra I, BI-Wissenschafts-Verlag 1988 (Aufbau ent-
spricht dem Vorgehen der Vorlesung)

(iii) K. Jénich: Lineare Algebra, 10. Auflage, Springer Verlag 2004 (sehr fliissig
geschrieben, Teile des Textes gezielt fiir Physiker)

(iv) S. Lang: Algebra, Addison-Wesley 1993. (alternativer Zugang, Stoff geht
weit iiber die lineare Algebra hinaus - ein treuer Begleiter fiir ein ganzes
Mathematikerleben)



Kapitel 1

Lineare Gleichungssysteme
und Matrizen

Wir nehmen zunéchst einen etwas naiven Standpunkt ein. Wir rechnen in ra-
tionalen oder reellen Zahlen. Wir beginnen der Einfachheit halber mit dem Fall
von zwei Gleichungen in zwei Variablen.

Definition 1.1. Seien a,b,c,d, e, f Zahlen. Dann heif§t

axr +by=ce
cx+dy=f

lineares Gleichungssystem fir die Variablen x und y.

Wir machen uns an das Losen:

(i)

Der Fall a = b = ¢ = d = 0. Das Gleichungssystem lautet
0=e0=f

Ist dies erfiillt, so sind alle Paare (z,y) Losungen. Andernfalls ist das
System unlosbar.

Der Fall: Einer der Koeffizienten a, b, ¢, d ist ungleich 0. Durch Vertauschen
kénnen wir annehmen, dass a # 0. Dann l6sen wir die erste Gleichung nach

z auf:
e b
rT=——-y
a a

und setzen in die zweite Gleichung ein:

b —cb+ad
c(e_y)+dyzce+0+ay:f
a a a

a

Wieder sind zwei Fille zu unterscheiden:
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(a) ad — be = 0. Die Gleichung lautet also
“«_ fece=af
a

Ist diese Gleichheit nicht erfiillt, so ist das System unlosbar. Ist sie
erfiillt, so ist y beliebig und x berechnet sich aus y. Wir sagen: Wir
haben einen “Freiheitsgrad”. Oder: Der Losungsraum ist “eindimen-
sional”.

(b) ad — be # 0. Dann lésen wir weiter:

af __ce . _ de n —bf
ad—be ad—0bc’"  ad—be ad—be’

Y=
Insbesondere gibt es eine Lésung und diese ist eindeutig.
Wir fassen zusammen:
Satz 1.2. Seien a,b,c,d, e, f Zahlen. Das Gleichungssystem
ar+by=ce
cx+dy=f
st genau dann eindeutig l0sbar, falls § = ad — bd # 0. In diesem Fall gilt

d —b —c a
et lv=getst

Beweis: Den Beweis haben wir oben gefiihrt. Zu bemerken ist zusétzlich, dass
die Aussagen mit dem Vertauschen von a, b, ¢, d vertréglich sind. D.h. der Schritt
“ohne Einschrinkung ist a # 07 ist richtig. Auch im trivialen ersten Fall gilt die
Aussage. O

Nun wenden wir uns dem allgemeinen Fall zu.

Definition 1.3. Seien n,m natirliche Zahlen. Seien a;; und b; fir 1 <i <m
und 1 < j <n Zahlen. Dann heift

1121 + a12%2 + -+ A1 Ty = by

211 + A22%2 + -+ + A2 Ty = bo

Am1%1 + AmaT2 + -+ + AppTn = bm
lineares Gleichungsystem in den Unbekannten x1,...,Zy.
Wir sprechen von m Gleichungen in n Unbekannten.

Definition 1.4. Zwei lineare Gleichungssysteme mit n Unbekannten heiflen
dquivalent, wenn ihre Lisungsmengen tbereinstimmen.



Losen eines Gleichungssystems bedeutet die Suche nach besonders einfachen
Systemen, die zum gegebenen System #quivalent sind.

Beispiel. Multipliziert man eine Gleichung mit einer Zahl a # 0, so &ndert dies
nichts an der Losungsmenge. Die Gleichung 0 = 0 kann weggelassen werden.

Definition 1.5. Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem. FEine elemen-
tare Zeilenumformung ist der Ubergang zu einem neuen System durch eine der
Operationen:

(i) Vertauschen zweier Gleichungen.
(i) Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl ungleich 0.
(iii) Addition des Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.

Lemma 1.6. Geht ein Gleichungssystem aus einem anderen durch eine ele-
mentare Zeilenumformung hervor, so sind sie dquivalent.

Beweis: Bigentlich klar. Zur Ubung fithren wir die Details fiir (iii) aus. Wir
betrachten ein Gleichungssystem von m Gleichungen in n Unbekannten. Die
Operation benutzt nur zwei Gleichungen und lésst alle anderen unveréndert. Es
geniigt daher, zur Vereinfachung der Notation, den Fall m = 2 zu betrachten.
Wir betrachten also ein Gleichungssystem

a111 + a12T2 + -+ + a1pTy = by

2171 + A2 + -+ - + A2pTp = b2

Wir addieren das a-fache der ersten Zeile zur zweiten. Das neue Gleichungssy-
stem lautet

1121 + a1222 + - - + a1y, = by

(a21 + aar1)xy + (a22 + aar2)xe + - - - + (a2n + aG1p) Ty = ba + aby

Ist (21,...,2,) eine Losung des ersten System, dann erfiillt es automatisch die
unverdnderte erste Gleichung des neuen Systems. Die Losung erfiillt auch das
System

aa11x1 + aaias + - - + aaip Ty, = aby

(21T + G22T2 + -+ - + A2pTp = b2

und dann auch die Summe der beiden Gleichungen. Dies ist genau die zweite
Gleichung des transformierten Systems.

Ist (z1,...,z,) ein Losungsvektor des zweiten Systems, so ist umgekehrt zu zei-
gen, dass alle Gleichungen des ersten Systems erfiillt sind. Das erste System geht
aus dem zweiten ebenfalls durch eine elementare Zeilentransformation hervor,
nidmlich die Addition des —a-fachen der ersten Zeile zur zweiten Zeile. Diese
Aussage gilt also nach dem bereits betrachteten Fall. O
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Bemerkung. Mit etwas Tricksen fithrt man (i) und (ii) auf (iii) zuriick. Das
wird z.B. in der Informatik beim Vertauschen von Speicherinhalten benutzt.

Theorem 1.7 (GaufB-Algorithmus). Gegeben sei ein Gleichungssystem von m
Gleichungen in n Unbekannten.

a11%1 + a12x2 + - + A1 Ty = by

a21%1 + a2 + - -+ + A2 Ty = b

Am1T1 + AmaZ2 + - - + QpTn = bm

Dann gibt es eine Zahl v < n,m, so dass das System bis auf Vertauschen der
Unbekannten dquivalent ist zu einem System der Form

! ! !/ /
1+ ajoT2 + aj3T3 -+ ay, T = )

/ / /
Ty 4 Ay3x3 + -+ a5, Ty = by

/! /
Tr+ -+ ATy =0,

0= b;«+1

0=1,

Das neue System entsteht aus dem alten durch elementare Zeilentransformatio-
nen. Das Gleichungssystem ist genau dann losbar, wenn b, = --- =0, = 0.
Dann gibt es fir jede Wahl von x,41,...,x, einen eindeutigen Ldsungsvektor

(!El, N ,LL’n).

Bemerkung. Genauso wichtig wie die Aussage ist das im Beweis verwendete
Losungsverfahren. Es ist von grofler praktischer Bedeutung.

Beweis: Wir bringen der Reihe nach die erste, dann die zweite, dann die dritte
Zeile und Spalte usw. in die gewiinschte Form. Wir benutzen die Notation a;;,
b; jeweils auch fiir die neuen Gleichungssysteme. Dies sollte nicht zu Verwirrung
fithren.

1. Schritt: Durch Vertauschen von Gleichungen erreichen wir, dass die erste
Zeile einen Koeffizienten ungleich 0 enthiilt. (Dies ist unmoglich, wenn alle Ko-
effizienten a;; = 0 sind. Dann gilt der Satz bereits.) Durch Vertauschen von
Variablen erhalten wir ein Gleichungsystem mit a;; # 0. Wir dividieren die
erste Zeile durch aq1. Damit hat die erste Zeile die gewiinschte Form. Wir sub-
trahieren nun fiir 2 <4 < m das a;;-fache der (neuen) ersten Zeile von der i-ten
Zeile. Im neuen Gleichungssystem hat die erste Zeile und die erste Spalte die
gewiinschte Form.

2. Schritt: Durch Vertauschen der Gleichungen 2 bis m erreichen wir, dass
die zweite Zeile einen Eintrag ungleich 0 enthilt. (Dies ist unméglich, wenn
alle Koeffizienten a;; = 0 sind fiir ¢ > 2. Dann gilt der Satz bereits.) Durch
Vertauschen der Unbekannten 2 bis n erhalten wir ein Gleichungssystem mit



as1 = 0, ags # 0. Wir dividieren die zweite Gleichung durch ase. Damit hat
die zweite Zeile die gewiinschte Form. Wir subtrahieren nun fiir 3 < i < m
das ajo-fache der neuen zweiten Zeile von der i-ten Zeile. Bei der neuen Matrix
haben die ersten beiden Zeilen und Spalten die gewiinschte Form

3. bis m~ter Schritt: Genauso

Die Ausage iiber die Losbarkeit ist klar. Die tibrigen r Gleichungen lassen sich
jeweils auflosen nach der ersten vorkommenden Variable x;. Durch Einsetzen
von unten nach oben erhélt man fiir jedes x,41,...,x, eine eindeutige Losung

(x1,...,2Tpn)- O

Bemerkung. Ist r = m, so ist das System automatisch losbar. Ist das System
eindeutig losbar, so muss r = n sein, insbesondere also auch m > n.

Frage: Ist die Zahl r aus dem Theorem eindeutig?

Diese Frage wird uns nun fiir einige Zeit beschéftigen. Zu ihrer Beantwortung
werden wir uns auf die Struktur der Losungsmenge konzentrieren und einiges an
abstrakter Begrifflichkeit einfiihren.

Wir fithren gleich eine abkiirzende Schreibweise ein, die uns in der gesamten
linearen Algebra begleiten wird.

Definition 1.8. Seien n,m natirliche Zahlen. Seien a;; fir 1 < i < m und
1 < j <n Zahlen. Dann heifst

a1 a2 ... Qin

, as1 a22 N as
A= (ay)iZ7 jo1 = (@ig)mon = (ai5) = !
Am1 Am2 e Amn,

m x n-Matrix mit den Fintrigen a;;.
n X n-Matrizen heiflen quadratisch. Fine m x 1-Matriz

U1
V2

U,
heifst auch Spaltenvektor der Linge m. Fine 1 X n-Matriz
w = (wws ... w,) = (Wi, ws,...,w,)
heift auch Zeilenvektor der Linge n.

Matrizen kann man leicht addieren und mit Zahlen multiplizieren.

Definition 1.9. Fir m,n € N seien A = (a;5), B = (bi;) m x n-Matrizen,
sowie a eine Zahl. Dann heifst

A+ B = (ci) mit cij = aij + by fiir alle i, j
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die Summe der Matrizen. Weiter heifst

m,n

aA = (aaij)izl,jzl

skalares Vielfaches von A. Die Nullmatrix ist die n x m-Matriz mit allen Ein-
tragen gleich 0. Die Einheitsmatrix ist die n x n-Matriz

. 1 i=j
En 2(52‘]‘)",»” ’UJObBZ (SZJ = {0 i #j
1 0 0
10 1 0
0 O 1
Bemerkung. Eine Variable z,a,... kann also sowohl fiir eine Zahl, einen

Zeilen- oder Spaltenvektor oder sogar eine Matrix stehen. Dies muss jeweils

im Kontext klar sein bzw. definiert werden. Aus Griinden der Schreibékonomie
by

schreiben wir auch oft (by,...,b,) fir den Spaltenvektor | ... ]. 0 kann eine
bn

Zahl, ein Nullvektor oder eine Nullmatrix sein - auch hier unterscheiden wir

nicht in der Notation.

Matrizen lassen sich multiplizieren:

Definition 1.10. Seien m,n,k € N, A = (a;j)m,p eine m x p-Matriz und
B = (bjk)pn eine p x n-Matriz. Dann ist AB = (Ci)m,n die m x n-Matriz mit
den FEintrdgen

p
Cik = E aijbjr = a;1b1k + ai2bar + aizbsp + - - + azpbpr
j=1

Merkregel: i-te Zeile mal k-te Spalte fiir den Eintrag ik.

RPN

Beispiel. (i)

2
1
(1,0,1,9) | 2| =2+0+1+36=39
4
(iii)
2 2 0 2 18
: Loobo
2 — 2
P GOLO=11 o 1 3§
4 40 4 36



(iv)
1 0 2 1 0\ . . .
(7 1 1) (2 1) ist nicht definiert

Zunichst zuriick zu unserem Thema.
Das lineare Gleichungssystem aus Definition 1.8 schreiben wir jetzt:

Ax =0
by z1
mit A = (aij)mn, b= (... | und dem Losungsvektor x = | ... |. Die Matrix
by, Tn
a1 N A1n bl
(A‘b) — a21 s a2n b2
Al ---  Qmn  bm

heifit erweiterete Koeffizientenmatriz des Gleichunssystems.

b

Bemerkung. In Satz 1.2 ging es um die Matrix A = <(Cl d

x e
A =

()-()
Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

a b e

c d f
Die Zahl § = ad — be heifit Determinante det(A) von A. Auch die Losungsformel
schreibt sich am einfachsten mit Matrizen. Ist det(A) # 0, so gilt

d —b
<x) _ <det(,4> det(A)> <e>
y de;((;l deta(A) f

Wie fiir Zahlen vereinbaren wir Punkt vor Strichrechnung.

) und die Gleichung

Satz 1.11 (Rechenregeln fiir Matrizen). Seien A, B, C, D, F, G Matrizen, so
dass jeweils die Rechenoperationen definiert sind. Seien o, B Zahlen.

(i) (Assoziativitit der Addition)

A+(B+C)=(A+B)+C

(i) (Kommutativitit der Addition)

A+B=B+A
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(iii) (Assoziativitit der Multiplikation)
A(BC) = (AB)C

(iv) (neutrales Element der Multiplikation)
En,nA=AAE,=A

(v) (Distributivititsgesetze der Matrizmultiplikation)

A(B+C) = AB + AC
(D + F)G = DG + FG

(vi) (Assoziativgesetze der skalaren Multiplikation)

(aB)A = a(BA)
a(AB) = (a¢A)B = A(aB)

(vii) (Distributivgesetze der skalaren Multiplikation)

(a+PB)A=aA+ pA
a(A+ B)=aA+aB

Bemerkung. Die Multiplikation ist nicht kommutativ! Meist ist nur eines der
beiden Produkte tiberhaupt definiert.

Beweis: Hinschreiben, nachrechnen mit den Rechenregeln fiir Zahlen. Wir fithren
den Beweis fiir die Regel (iii) aus. Seien

A= (aij)m,nv B= (bjk)n,;m C= (Ckl)p,q
Nach Definition gilt

m,p

AB = Zaijbjk R C Zaijbjk Ckl
J

i=1,k=1

Und anderseits gilt
n,q

(AB
BC = (Z bjkckl> : A(BC
k

j=1,1=1

m,q

o= ()]
(e )

i=1,1=1

Die Behauptung gilt, da fiir jedes 4,1 gilt

5 (S ) e = S anbpen = Sas (zbjkckl>
J k,j J k

k
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Bemerkung. In der Physik kommen viele solche Rechnungen vor. Dort gibt es
eine abkiirzende Notation: In einem Ausdruck wie a;;b; oder a;;b;,cr wird iiber
alle Indizes summiert, die doppelt vorkommen. Damit vereinfacht sich unsere
Rechnung zu

aij (bjrcrt) = (aijbjk)cu
a;; steht fiir Spur(a;;) = ), ai, die Spur der Matrix. In einer Verfeinerung
unterscheidet man noch zwischen Zeilen und Spaltenindizes. ag ist die Matrix

(af);2} ;= Damit ist klar, dass b; ein Spaltenvektor ist, b jedoch ein Zeilenvek-
tor. Matrixmultiplikation ist af b® d.h. es wird summiert iiber doppelte Indizes,
aber das ist nur erlaubt, falls ein Index oben, der andere unten steht (“Kon-
traktion”). Diese Notation gibt es auch mit mehr als zwei Indizes, dann spricht
man von Tensoren. Mathematisch steht dahinter das Tensorprodukt, das wir in

der LA T wohl nicht mehr behandeln werden.

Nun wenden wir dies auf unsere Gleichungssysteme an.

A R ) , _(d b .
Beispiel. SelA—(C d)’A —< a).Dann gilt

—c
Lo (d —b\(a b\ [(da—bc bd—bd\
AA_<—C a><c d>_(—ca—|—ac —cb—i—da>_det(A>E2

e

f
Az = B = det(A)r = det(A)Eqx = A/Az = A'B = x = det(A) ' A'B

Fir B = ( ) rechnen wir also

Genau das hatten wir vorher per Hand hergeleitet.

Definition 1.12. Sei Ax = b ein lineares Gleichungssystem. Es heifst homogen,
falls b =0, andernfalls inhomogen. Ax = 0 heifst zu Ax = b korrespondierendes
homogenes Gleichungssystem.

Lemma 1.13. Sei Az =0 ein homogenes Gleichungssystem.
(i) Sind x,a’ Lisungsvektoren des Systems, so auch x + x’.
(ii) Ist a eine Zahl, x ein Lisungsvektor, so auch az.

Beweis: Dieses Lemma ist so wichtig, dass wir den Beweis genau durchgehen.
Nach Voraussetzung gilt Ax = Az’ = 0. Dann folgt

0= Az + A’ © Az + ) 0=a0 = a(Ax) (v A(ax)
O

Wir sagen: Die Losungen eines homogenen Systems bilden einen Vektorraum
(néchstes Kapitel).
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Lemma 1.14. Sei Az = b ein lineares Gleichungssystem. Hat es eine Lisung
o, so hat jede Lésung eindeutig die Form x + xg, wobei x ein Lésung des
korrespondierenden homogenen Systems ist.

Beweis: Wir setzen Az = b voraus. Sei x eine Losung des homogenen Systems,
also Az = 0. Dann folgt

Alx +x0) = Az +Azg=0+b=10

Sei umgekehrt y eine andere Losung des inhomogenen Systems. Wir schreiben
y = x + xo. Dann folgt

Ar =Aly—x0) = Ay —Azg=b—-0=0
O

Wir sagen: Die Losungen des inhomogenen Systems bilden eine affinen Raum.
Alle Operationen mit Gleichungssystemen sind natiirlich auch Operationen mit
Matrizen.

Definition 1.15. Sei A eine m x n-Matriz. Eine elementare Zeilenumformung
ist der Ubergang zu einer m x n-Matriz durch eine der Operationen:

(i) Vertauschen zweier Zeilen.

(i) Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl ungleich 0.

(iii) Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.
Analog definieren wir elementare Spaltenumformungen.

Satz 1.16 (Matrizennormalform). Sei A eine mxn-Matriz. Dann kann A durch
eine Kette von elementaren Zeilenumformungen und Vertauschen von Spalten
tiberfiihrt werden in eine Matriz A’ der Form

, (B C
v=( 9)

wobei B eine r X r-Matrixz ist der Gestalt

1 blg blr
B 0 1 ... b
o o0 ... 1

und C eine beliebige r x (n — r)-Matriz.
Durch eine Kette von elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen kann A
iberfiihrt werden in eine Matriz A" der Form

" __ E. 0
v=(5 )
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Beweis: Die erste Aussage erhalten wir durch die Anwendung des Gau-Algorithmus
auf Az = 0.

Danach subtrahieren wir von der ersten Zeile das bsi-fache der zweiten Zeile,
dann das bzi-fache der dritten Zeile usw. Wir subtrahieren das bss-fache der drit-

ten Zeile von der zweiten, dann das bys-fache der vierten Zeile von der zweiten
usw. Mit diesem Verfahren erhalten wir eine Matrix der Form

E. '

0 O
Nun wenden wir elementare Spaltentransformationen an. Durch Subtraktion
von Vielfachen der ersten r Spalten werden alle Eintrige von C’ geloscht. [
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Kapitel 2

Korper und Vektorridume

Beim Losen unserer linearen Gleichungssysteme kam es nicht auf den konkreten
Zahlbereich an, sondern nur auf die erlaubten Rechenarten und die zugehtrigen
Rechenregeln, namlich 4+, —, - und auch :. Dies formalisieren wir. Wir wollen
dabei gleich ein wenig ausholen.

Definition 2.1. FEine Gruppe ist ein Paar (G, -) bestehend aus einer Menge G

und einer Abbildung
GxGE -G

so dass die folgenden Aziome erfillt sind:
(i) (Assoziativitit) Fiir alle a,b,c € G gilt
a(be) = (ab)c

(ii) (neutrales Element) Es gibt ein Element e € G, so dass fir alle a € G gilt

ea = ae =a

1) (inverses Element) Fiir jedes a € G gibt es ein Element o' € G mit
J g

ad =da=e

e heifit neutrales Element, a’ heifit inverses Element zu a. Wir schreiben

auch a= 1.

Eine Gruppe heiffit kommutativ oder abelsch, wenn zusdtzlich fir alle a,b € G
gilt
(i)
ab = ba

Meist schreiben wir kurz G statt (G, -).
Im Fall von abelschen Gruppen schreiben wir oft auch + statt -, das neutrale
Element heifit dann 0, das Inverse von a heifit —a.

15
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Beispiel. (i) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe, ebenso (Q,+), (R, +).

(ii) (N, +) ist keine Gruppe (kein neutrales Element), (Ng, +) auch nicht (neu-
trales Element 0, aber keine Inversen)

(iii) (Z,-) ist keine Gruppe (neutrales Element 1, aber keine Inversen).

(iv) (Q,-) ist keine Gruppe (neutrales Element 1, aber 0 hat kein Inverses.
Q* = (Q~ {0},") ist eine abelsche Gruppe.

(v) Sei M eine Menge, S(M) = {f : M — M|f bijektiv } (bijektiv: fiir jedes
y € M existiert genau ein x € M mit f(z) = y.) ist eine Gruppe, nicht

kommutativ, falls M mehr als zwei Elemente hat. Die Identitit = — z ist
das neutrale Element, die Umkehrabbildung f~! von f das Inverse von f.

(vi) G = Menge der Kongruenzabbildungen der Ebene ist eine Gruppe.

Die wirklich interessanten Gruppen sind Symmetriegruppen von irgendwelchen
Objekten, so wie die letzten beiden Beispiele. Je mehr Symmetrien, desto gréfer
die Gruppe. Dies ist ein michtiges Hilfsmittel bei Studium physikalischer Sy-
steme. So steckt hinter der Energieerhaltung eine Translationsinvarianz eines
mechanischen Systems beziiglich der Zeit. Wir werden spéter darauf zuriick-
kommen.

Lemma 2.2. Sei G eine Gruppe. Dann ist das neutrale Element e eindeutig.
Ist a € G, so ist das inverse Element a™! eindeutig.

Beweis: Seien e, e’ neutrale Elemente. Dann gilt

nach Eigenschaft (ii) fiir ¢’ und fiir e. Seien a’, a” inverse Elemente von a. Dann
gilt
O

Definition 2.3. Fin Ring ist ein Tripel (R, +,) bestehend aus einer Menge R
und Abbildungen

+:RxR— R, -:RXR—R
so dass die folgenden Aziome erfillt sind:
(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element nennen wir 0.
(i) (Assoziativitit der Multiplikation) Fir alle a,b,c € R gilt

a(be) = (ab)c
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(iii) (Distributivgesetze) Fiir alle a,b,c,d,e, f € R gilt

alb+c)=ab+ac,(d+e)f =df +ef

Ein Ring R heifit kommutativ, falls zusdtzlich gilt
(iv) (Kommutativitit der Multiplikation) Fir alle a,b € R gilt

ab = ba

Ein Ring heifit unitar, wenn es ein 1 € R gibt, so dass fir alle a € R
la=al=a

FEin Korper ist ein (unitdrer kommutativer) Ring, so dass (R ~ {0},-) eine
abelsche Gruppe ist.

Ein nicht notwendig kommutativer Ring, so dass (R ~ {0}, ) eine Gruppe ist,
heifit Schiefkorper oder Divisionsalgebra. Wir werden uns in dieser Vorlesung
auf Korper konzentrieren.

Beispiel.

Z ist ein kommutativer, unitérer Ring.

Q, R sind sogar Korper.

Bemerkung. Alle Sétze aus Kapitel 1 gelten fiir Gleichungssysteme und Ma-
trizen iiber Koérpern. Die Rechenregeln fiir Matrizen gelten (mindestens) fiir
Matrizen mit Eintrégen in einem kommutativen, unitdren Ring. Der Gauf3-

Algorithmus benutzt jedoch das Invertieren von Elemente. Er gilt nicht fiir
Ringe (z.B. nicht iiber Z).

Definition 2.4. Sei R ein kommutativer unitdrer Ring, n,m € N. Dann schrei-
ben wir

My xn(R) = Menge der m x n-Matrizen mit Eintrdigen in R
M, (R) = Menge der quadratischen n x n-Matrizen mit Eintrdgen in R
R™ = Menge der Spaltenvektoren mit Fintrdigen in R

Beispiel. Sei R ein kommutativer unitérer Ring, n € N. Dann ist M,,(R) nach
Satz 1.11 ein unitdrer Ring mit Einselement E,. Fiir n > 2 ist es weder ein
kommutativer Ring noch eine Divisionsalgebra.

Aus den Axiomen folgen weitere Rechenregeln.

Lemma 2.5. Sei R ein Ring, a,b € R. Dann gilt

0-a=a-0=0,(-bla=0b(—a)=—(ba)
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Beweis: Wir rechnen geschickt:
0-a+0-a=0+0)-a=0-a
Addition von —(0 - a) ergibt
0-a=0
Ebenso fiir a - 0. Die zweite Formel folgt &hnlich:
(=b)a +ba = (—b+b)a = 0a =0 = (~b)a = —(ba)
Ebenso fiir b(—a). O
Wir wollen iiber beliebigen Korpern rechnen, daher sollten Sie andere Beispiele
als Q und R kennen.
Definition 2.6. Die komplexen Zahlen C bestehen aus der Menge

C=R?={(z,y)lz,y € R}
mit der komponentenweisen Addition
(x,y) + (2, y) = (x + 2,y +¥) fir alle z,2",y,y' € R
und der Multiplikation
(x,y)(2',y) = (va’ —yy', 2y’ + 2'y) fiir alle z,2",y,y € R

Die Abbildung = +— (x, 0) ist injektiv und vertréglich mit Addition und Multipli-
kation. Wir identifizieren R mit dem Bild unter dieser Abbildung. Das Element
i = (0,1) heifit imagindre Einheit. Die komplexe Zahl (x,y) ldsst sich nun ein-
deutig schreiben als

(z,y) =x+1iy
Als einzige Rechenregel muss man sich merken

it =(0,1)(0,1)=(0—-1,1-1) = -1
Lemma 2.7. C ist ein Korper.

Beweis: (C,+) ist die abelsche Gruppe R?. Zu verifizieren sind die die Re-
chenregeln der Multiplikation. Diese kann man einfach nachrechnen. (Eigentlich
haben wir Assoziativgesetz und Distributivgesetze zur Definition der Multipli-
kation schon benutzt.) Nur die Existenz von multiplikativen Inversen ist nicht
sofort klar.

Sei aw = x + iy eine komplexe Zahl. Dann setzen wir @ = = — iy. Es folgt

af == a@ = (x+ iy)(x — iy) =2” — %y’ =2” +y* € R

Es folgt also
a=0caa=0&|a|=0

Fiir o # 0 gilt dann

[} o
=a—

et =1
a|a|2 o
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Es gibt auch Korper mit nur endlichen vielen Elementen.

Definition 2.8. Sei Fy = {0,1} mit Addition und Multiplikation

=l
= OO

1
1
0

o olo
—_ | =

0
1

Sei F3 = {0,1,2} mit der Addition und Multiplikation

Hinter diesen Operationen steckt die Addition und Multiplikation von Restklas-
sen. Wir identifizieren ganze Zahlen, die denselben Rest bei der Division durch
2 bzw. 3 haben. Also in Fs:

24+2=4=1

denn 4 hat bei Division durch 3 den Rest 1.
Lemma 2.9. Ty und F3 sind Korper.

Beweis: Aus den Tabellen liest man ab, das 0 jeweils ein neutrales Element der
Addition ist, 1 ein neutrales Element der Multiplikation. Die Operationen sind
kommutativ, da die Tabellen symmetrisch beziiglich der Diagonale sind. Die
Existenz von Inversen liest man ab, da beziiglich der Addition in jeder Zeile
jede Zahl genau einmal vorkommt, also auch 0. Beziiglich der Multiplikation
stimmt dies fiir die Restklassen ungleich 0: In jeder Zeile kommt 1 vor.

Zu iiberpriifen sind die Assoziativ- und Distributivgesetze. Dies geht mit etwas
Aufwand in der Tabelle. z.B. in Fy:

0+(0+1)=0+1=(0+0)+1

Klarer ist es, wenn man die Restklasseninterpretation nutzt. Dann folgen die
Rechenregeln aus den Regeln fiir Z. Wir fithren dies hier nicht aus. O

Bemerkung. Fiir jedes n € N bilden die Restklassen modulo n einen Ring. Er
ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist. Allgemein gibt es fiir jede
Primzahlpotenz p”* einen Kérper mit p¥ Elementen. In der Informatik spielen
Fy und Fo54 eine grofle Rolle.

Nun ist es endlich so weit.

Definition 2.10. Sei k ein Korper. Ein k-Vektorraum ist eine abelsche Gruppe
(V,+) zusammen mit einer skalaren Multiplikation

o kxV -V

so dass gilt:
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(i) (Assoziativgesetz) Fir allev eV, a,b €k gilt
a(bv) = (ab)v
(ii) (Distributivgesetze) Fiir alle a,b € k, x,y € V gilt
(a+b)x =ax +bx,a(x+y) = ax + ay
(iii) Fiir alle x € V gilt
lr ==
Ist k£ nur ein Ring, so heifit V' Modul.

Beispiel. (i) k™ mit der Addition und skalaren Multiplikation von Matrizen
ist ein Vektorraum.

(ii) Sei Az = 0 ein homogenes lineares m x n-Gleichungssystem. Dann ist die
Losungsmenge
V ={z € k"|Az = 0}

ein Vektorraum. (Lemma 1.13).
(iii) C ist ein R-Vektorraum, R und C sind Q-Vektorrdume.

(iv) Sei M eine Menge. Dann ist
V = Abb(M, k)
mit der Addition und skalaren Multiplikation von Funktionen

(f +9)(m) = f(m) + g(m), (af)(m) = af(m)
ein k-Vektorraum.

(v) Sei I C R ein Intervall. Dann ist
C(I,R) ={f:I— R|f stetig }

ein R-Vektorraum mit der Addition und skalaren Multiplikation von Funk-
tionen (Analysis). Ebenso fiir differenzierbare Funktionen, stetig differen-
tierbare Funktionen,. . ..

(vi) Die Losungen einer linearen, homogenen Differentialgleichung bilden einen
R-Vektorraum (Analysis 27)

Wieder ein paar elementare Regeln.

Lemma 2.11. Sei k ein Kérper, V' ein k-Vektorraum. Fiir alle v € V,a € k
gilt
Ov=0,(-1)v=—v,a0 =0

Istack,veV mitav =0, so folgt a =0 oder v=0.
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Beweis: Wie im Fall von Ringen:

Ov+0v=(0+0)v=0=0=0
(—Dv4+v=(-lv+lv=(-1+1)v=0=0=(-1)v=—v
a0+a0=a(0+0)=a0=a0=0

Ist av = 0, a # 0, so existiert a~!. Es folgt
0=a'0=a"(av)=(a ta)v=1v=1
O

Definition 2.12. Sei k ein Kérper, V ein k-Vektorraum. Eine Teilmenge U C
V' heifst Untervektorraum, wenn U durch Einschrdinkung der Addition und ska-
laren Multiplikation auf V zu einem Vektorraum wird.

Lemma 2.13. Sei k ein Korper, V' ein k-Vektorraum. FEine nichtleere Teil-
menge U C V ist genau dann ein Untervektoraum, wenn gilt: Fir alle a,b € k,
z,y € U liegt

ar +by e U

Beweis: Fiir a,b = 1 sehen wir, dass die Addition auf V eine Addition auf
U definiert. Fiir b = 0 sehen wir, dass die skalare Multiplikation auf V' eine
Multiplikation auf U definiert. Die Assoziativ- und Distributivgesetze gelten,
da sie auf V' gelten. Schlief8lich ist U eine Gruppe, da Ov = 0 € U und —v =
—1(v) € U. O

Beispiel. In unserer Liste ist das Beispiel (ii) ein Untervektorraum von (i), (v)
ist ein Untervektorraum von (iv) (mit k =R, M =1).

Aus Vektorrdumen konnen wir neue Vektorrdume definieren.

Definition 2.14. Sei k ein Korper und V,W seien k- Vektorrdume. Dann heifst
der Vektorraum

VxW=VaeW={(vuw)veV,weW}
mit der Addition
(v, w) + (x,y) = (v+z,w+y) firale v,x € V,w,y e W
und der skalaren Multiplikation
Av,w) = (Av, \w) fir alle X € k,v e V,w e W
direkte Summe oder direktes Produkt von V und W.
Beispiel. k2 =k x k.

Allgemeiner:
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Definition 2.15. Sei I eine Menge, fir jedes i € I sei V; ein k-Vektorraum.
Dann heifst

HVi ={¢:1— UV,|¢(@) eV, firallei e It = {(vi)ier|vi €V; fiir alle i € I}
iel iel

mit der komponentenweisen Addition und der diagnalen Multiplikation mit Ska-
laren das direkte Produkt der V;. Der Untervektorraum

@Vi = {(v;)icr|vi = 0 fiir fast alle i € I}
iel
die direkte Summe der V.

?Fast immer ” bedeutet ”alle bis auf endlich viele”. Endliche direkte Summen
und Produkte stimmen iiberein.

Beispiel.
n n

k”:Hk:@k

i=1 =1
Abb(M, k) = [] & =&
ieM

Das folgende Beispiel bereitet erfahrunggeméf Probleme. Die Konstruktion ist
aber in vielen Beweisen niitzlich.

Definition 2.16. Sei k ein Korper, V ein k-Vektorraum, U C V' ein Untervek-
toraum. Fir jedes v € V' heift

t=v+U={v+uueclU}CV

Nebenklasse von v beziiglich U. Die Menge aller Nebenklassen V/U heifit Quo-
tientenvektorraum.

Beispiel. Sei k = Fy = {0,1}, V = F2 = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} und U =
{(a,a) € V]a € Fo} = {(0,0), (1,1)}. Wir betrachten die Nebenklassen:

(0,0) = (0,0) + U = {(0,0) + (0,0), (0,0) + (1,1)} = {(0,0), (1,1)}
(1,0) = (1,0) + U = {(1,0) + (0,0), (1,0) + (1,1)} = {(1,0), (0, 1)}
(0,1) = (0,1) + U = {(0,1) + (0,0), (0,1) + (1,1)} = {(0,1), (1,0)}
(1,1 =@L1)+U={1,1)+(0,0),(1,1) + (1, 1)} = {(1,1), (0,)}

Es gilt also (0,0) = (1,1), (1,0) = (0,1). Daher folgt

V/U = {(O’ O)a (170)’ (Oa 1)7 (1’ 1) = {(070)7 (1’ 0)}

Der Quotientenvektorraum hat also zwei Elemente.
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Lemma 2.17. In der Situation der Definition ist V/U mit der Addition
TH+y=x+y firalex,yecV
und der Multiplikation
aT =at fir allea€ k,x €V
zu einem k- Vektorraum.
Beweis: Alle Axiome folgen aus den Axiomen fiir V. Z.B.
WT+7)=ar+y=alzx+y)=ar+ay=az+ay = aT + aj

Das Problem ist ein anderes: Definiert unsere Vorschrift tiberhaupt eine Ab-
bildung? Wir sagen: ist + wohldefiniert? Seien T = 2/ und ¥ = ¥’. Zu zeigen
ist

THy =Ty
Dafiir untersuchen wir zunéchst die Frage, wann zwei Nebenklassen gleich sind.
Behauptung. Es gilt T = 2/ genau dann, wenn x — 2’ € U.

Sei zundchst T = z/. Dann ist
r=z+0c2x+U=2"+U

d.h. es gibt v € U mit x = 2’ + u. Hieraus folgt x — 2’ = v € U. Sei nun
umgekehrt  — 2’ € U. Wir iiberpriifen z + U C 2’ + U. Sei also z + v € x + U
beliebig, d.h. v € U. Dann gilt

r+v=a+ (-2 )+verd +U

denn (z —2') + v € U (Untervektorraumeigenschaft). Die umgekehrte Inklusion
sieht man genauso.

Nun koénnen wir uns wieder der Wohldefiniertheit zuwenden. Sei = =
Es gilt

7=y
(@+y)— (@' +y)=@-2)+(y-y)eU
dax—2 € U, y—y € U und U ein Untervektorraum. Damit haben wir
x+y=a +y gezeigt.
Sei nun a € k, T = z’. Dann folgt

(ax) — (ax') =a(lz —2') €U
da x — 2’ € U und U Untervektorraum. Damit haben wir aZ = az’ gezeigt. O
Wir notieren uns fiir spéateren Referenz:

Lemma 2.18. Sei k ein Korper, V ein k-Vektorraum und U C V ein Unter-
vektorraum. Fiir alle z,x' € V gilt

T=aoozx—2 cU
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Beweis: Siehe oben. O
Bemerkung. Analog definiert man
Z/nZ = {x +nZlx € Z}

wobei
z+nZ = {x+naln € Z}

Es handelt sich um eine Ring, fiir Primzahlen n sogar um Korper.



Kapitel 3

Basen und Dimension

Wir haben gesehen, das es in der Losungsmenge von linearen Gleichungssyste-
men ”Freiheitsgrade” gibt. Das ist die Dimension des Vektorraums, die wir nun
definieren wollen.

Zunichst préaszisieren wir eine Sprechweise.

Definition 3.1. Sei I eine Menge (Indexmenge), X eine andere Menge. Fine
Familie von Elementen aus X indiziert durch I ist eine Abbildung

¢o: I —X
Wir sagen: Sei x; € X firi € I eine Familie von Elementen aus X. Dabei ist
Ist J C I eine Teilmenge, so ist ¢|; (Einschrinkung von ¢ auf J) eine Teilfa-

milie von ¢. Wir sagen x; fiiri € J iste eine Teilfamilie von z; firi € I.
Eine Familie heiffit endlich, falls I endlich viele Elemente hat.

Ist spezielle I = N, so lautet die Familie
T1,T2, T3, ...
Es handelt sich um eine Folge. Ist speziell I = {1,...,n}, so lautet die Familie
(x1,29,...,%y)
Es handelt sich also um eine endliche Folge bzw. ein n-Tupel.

Definition 3.2. Sei k ein Kirper, V ein k-Vektorraum, (v1,...,v,) eine Fa-
milie von Elementen aus V. Fin Element v € V' heifit Linearkombination von
(v1,...,0p), falls es A1,..., A\, € k gibt mit

v =AU+ -+ AUy

Sei
W1y = (U1, 0) = (uii =1,...,0)

25
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die Menge aller Linearkombinationen von vi,...,Uy.
Sei I eine beliebige Indexmenge, v; € V fiir i € I eine Familie von Vektoren.
Dann heifst
(vili € Iy = (vili € I) = U (vili € J)
JCI endlich
Menge der Linearkombinationen der i € I. Wir sagen auch: (v;|i € I) wird von
v; fir i € I aufgespannt.

Ist v; € V fiir i € I eine unendliche Familie, so ist v genau dann eine Linear-
kombination der v;, wenn es fiir alle ¢ € I Elemente \; € k gibt, die fast alle
Null sind (d.h. alle bis auf endlich viele sind 0), so dass

v = E )\ivi
el

Da nur endlich viele Summanden ungleich 0 sind, handelt es sich um eine endli-
che Summe, die in jedem Vektorraum gebildet wird. Mit Konvergenz von Reihen
hat dies nichts zu tun.

Lemma 3.3. Sei k ein Korper, V ein Vektorraum und v; € V' fiir ¢ € I eine
Familie von Vektoren. Dann ist (v;|i € I) CV ein Untervektorraum. Ist U C V
ein Untervektorraum mit v; € U fiir alle i € I, so folgt (v;li € I) C U.

Mit anderen Worten: (v;]i € I) ist der kleinste Untervektorraum von V, der alle
v; fir ¢ € I enthélt.

Beweis: Seien v,v’ € (v;]i € I). D.h. es gibt A\;, X} € k, fast alle 0, so dass gilt
v = Z iV v = Z)\;vi
icl i€l
Dann sind auch fast alle A\; + A} gleich 0, und es folgt
v+ = Z Aiv; + Z Ajv; = Z:(/\Z + X)),
iel iel i€l

Damit ist v + v’ ebenfalls eine Linearkombination der v; fiir 7 € I.

Sei U Untervektorraum, v; € U fiir alle 4 € I. Sei v = ) ,_; \jv; eine Linear-
kombination in V. Da U ein Untervektorraum ist, liegen alle A;v; in U. Fast alle
verschwinden. Mit jedem Summanden liegt dann auch die Summe im Unterraum
U. O

Definition 3.4. Sei k ein Korper, V ein k-Vektorraum. Fine Familie v; € V
fir i € I heifit Erzeugendensystem von V', wenn

V= <U1|Z S I>

Wir sagen, v; firi € I erzeugen V. V heifit endlich erzeugt, falls es ein endli-
ches Erzeugendensystem gibt.
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Beispiel. (i) k™ wird erzeugt von den Vektoren e; = (0,...,0,1,0,...,0) mit
der 1 an der i-ten Stelle. Es gilt ndmlich

(a1,...,an) =a1(1,0,...,0) + a2(0,1,0,...,0) + -+ - + a,(0,...,0,1)
Der Vektorraum ist endlich erzeugt.
(ii) C wird aufgespannt von 1 und i.

(iii) Jeder Vektorraum hat ein Erzeugendensystem, ndmlich ganz V. Formal:
I=V,v,=vfirallev e V. Esist

v=1v
Nun kommt die entscheidende Definition:

Definition 3.5. Sei k ein Korper, V' ein Vektorraum. Eine endliche Familie
V1,...,Un n V' heifft linear unabhingig, wenn fir alle (A1,...,\,) € k™ gilt:

0=Avi+-+Ap =\ =0fir i=1,...,n

Mit anderen Worten: Es gibt keine nicht-triviale Darstellung von 0 als Linear-
kombination. Fin beliebige Familie v; € V' fiir i € I heif$t linear unabhéngig,
wenn jede endliche Teilfamilie v; fir i € J C I linear unabhingig ist. Eine
Familie v; € V ¢ € I heif§it linear abhéngig, wenn sich nicht linear unabhdingig
15t.

Beispiel. (i) In k™ sind die e; des letzten Beispiels linear unabhiingig. Ist

namlich
0= Zaiei = (a1,...,a,)
so sind alle a; = 0.

(ii) Gibt esi,j € I mit i # j, aber v; = vj, so ist die Familie linear abhéngig,
da 0 = 1v; — lv;.

(iii) Eine einelementige Familie vy ist linear unabhingig genau dann, wenn
vy # 0:ist v; = 0, so ist 0 = lwv; eine nicht-triviale Linearkombination. Ist
0= )\1’01 und V1 7é O, SO folgt /\1 =0.

(iv) Ist I =, so ist die Familie linear unabhéingig, denn es gibt keine Linearkom-
binationen von Elemente, d.h. die Bedingung ist leer. Dies ist natiirlich
ein pathologischer Fall, der aber auch vorkommt!

Bemerkung. Ist v; € V fiir i € I linear abhéngig, so gibt es einen Index 4, so
dass sich v; als Linearkombination der v; fiir j € J = I \ {i} schreiben lésst.
Es gibt némlich A;, nicht alle 0, so dass

0= Z)\j’()j

jel
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Sei i ein Index, fiir den A; # 0. Dann folgt
—/\ﬂ}i = Z /\jUj = V; = Z —)\i_l/\jvj
JjeJ jeJ
Lemma 3.6. Sei V ein k-Vektorraum. Sei vy,...,v, eine linear unabhdngige
Familie in V. Ist v € (v1,...,v,), d.h. gibt es A1,..., A\, € k mit
v=AMv1 4+ AUy
so sind die \; firi=1,...,n eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei
n

i=1 i=1

i=1
Die Voraussetzung der linearen Unabhéngigkeit impliziert, dass A; — A} = 0 fiir
alle i, also A; = X fiir alle 4. O

Definition 3.7. Sei V ein k-Vektorraum. Eine Basis ist ein linear unabhdiniges
Erzeugendensystem.

Beispiel. (i) k™ hat die Basis e1,...,e,.
(ii) Der Vektorraum 0 = {0} hat die Basis 0.

(iii) Sei Az = 0 ei homogenes lineares m x n-Gleichungsystem. Wir haben ge-
sehen (Theorem 1.7), dass das Gleichungssystem bis auf Umnummerieren
der Unbekannten dquivalent ist zu einem Gleichungsystem der Form

1 diy . x ailn
0 1 ay ... ay,,
Az =0 A'=10 1 al,y al.,
0 0
0 ... e 0
Zu jeder Wahl von z,41,...,2, gibt es eine eindeutig bestimmte Losung
(1,...,xp). Dies bedeutet, dass wir eine Basis aus n—r Vektoren angeben
konnen, nédmlich fiir i = r 4+ 1,...,n die Losungen e; mit ; =1, z; = 0

firr+1,...,n, j #1i.
(iv) kY ist nach Definition der Vektorraum der Folgen
(1131, T2y )

In ihm gibt es die Folgen §* mit &; = 1, 0% = 0 fiir i # j. Diese sind linear
unabhiingig, aber keine Basis, denn die Folge (1,1,1...) ist keine endliche
Linearkombination der e;.
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Lemma 3.8. Sei k ein Korper, V ein k-Vektorraum, vy, ...,v,. Ist v1,..., v,
linear abhdngig, so gibt es ein 1 <1 <mn mit

(wili=1,...,n) =(v;li=1,...,n,5 #1)
Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eine nicht-triviale Relation
>\1U1+"'+)\nvn =0

in der \; # 0 fiir ein 1 < 4 < n. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit (Ver-
tauschen der v;) ist dies A,,. Dann kénnen wir die Relation nach v,, auflésen:

n—1
_ S Wiy
Un = n iUs
i=1

Behauptung. V = (v1,...,v,-1).

Sei v € V. Dann gibt es nach Voraussetzung a; € k firi=1,...,a, mit
n n—1 n—1

v = Zaivn = Z a;v; + an(z —)\;lx\ivi = Z(ai — an)\;lki)vi
i=1 i=1 i=1 i=1

O

Bemerkung. Ab jetzt ist es wichtig, dass k ein Korper ist! Wir haben mit dem
Schluss A, #= A, ! € k gearbeitet.

Satz 3.9. Sei V ein Vektorraum, v; € V fiir i € I eine Familie. Aquivalent
sind:

(i) Die Familie ist eine Basis.
(i) Fiir jedes v € V gibt es eine eindeutige Familie \; € k fiir i € I, fast alle
A =0, so dass gilt
v = Z )\ivi
iel

(iii) Die Familie ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. jede echte Teilfa-
milie ist kein Erzeugendensystem mehr.

(iv) Die Familie ist eine mazimale linear unabhingige Familie, d.h. jede echt
groflere Familie ist linear abhdngig.

Bemerkung. Aus Sicht der Physik ist die Charakterisierung (ii) entscheidend:
Die Wahl einer Basis bedeutet die Einfithrung von Koordinaten durch die bijek-
tive Abbildung

v (Ai)ier
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Beweis: (1)= (ii) Die Existenz der Darstellung ist die Erzeugendensystemeigen-
schaft. Die Eindeutigkeit folgt wie im endlichen Fall in Lemma 3.6.

(ii)= (i) Die Existenz der Darstellung ist wieder die Erzeugendensystemeignschaft.
Die Eindeutigkeit fiir v = 0 ist genau die lineare Unabhéngigkeit.

(i)= (iii) Sei v; € V fiir i € I eine Basis, also ein Erzeugendensystem. z.z. ist
die Minimalitdt. Angenommen, es gibt J C I so dass die v; fiir j € J immer
noch eine Erzeugendensystem bilden. Nach Voraussetzung gibt es j € I\ J. Wir
betrachten v;. Es liegt im Erzeugnis der v; fiir j € J, d.h., es kann geschrieben

werden als
vV = Zajvj = Zajvj —1v; =0
jeJ jeJ
Dies ist ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit.
(iii)= (i) Sei v; fiir ¢ € I ein minimales Erzeugendensystem. z.z. ist die lineare
Unabhéingigkeit. Angenommen, es gibt eine nicht-triviale Relation

iel

Dann gibt es i € I, so dass wie oben v; durch die anderen ausgedriickt werden
kann. Sei J = I \ {i}. Diese Teilfamilie ist immer noch ein Erzeugendensystem.
(i)= (iv) Sei v; fiir i € I eine Basis, also linear unabhingig. z.z. ist die Ma-
ximalitét. Sei J C I und v; fiir j € J eine linear unabhénige Familie, die die
gegebene Familie als Teilfamilie hat. Nach Voraussetzung gibt es 7 € J \ I.
Dieses v; ist linear unabhéngig von v, fiir ¢ € I, liegt also nicht in (v;|i € I).
Dies ist ein Widerspruch zur Erzeugendensystemeigenschaft unserer Basis.

(iv)=-(i) Sei v; fiir i € I eine maximale linear unabhéngige Familie. z.z. ist
Erzeugendensystem. Sei v € V beliebig. Falls v ¢ (v;]i € I), so ist v linear
unabhéngig von v; fiir ¢ € I. Wir setzen J = I U {v} und erhalten eine echt
groflere linear unabhinige Familie, im Widerspruch zur Maximalitét. O

Theorem 3.10. Sei k ein Korper. Dann hat jeder k-Vektorraum eine Basis.

Beweis: (1. Anlauf) Wir betrachten den endlich erzeugten Fall. Sei V' = (v, ..., v,).
Angenommen, die v; sind nicht linear unabhéngig, etwa v,, € (v1,...,v,-1), al-
so nach Lemma 3.8 V = (vq,...,v,-1). Nun wiederholen wir das Verfahren, bis
wir bei einer linear unabhéngigen Teilfamilie von vy, ..., v, angekommen sind,
die immer noch ganz V erzeugt. Dies ist die gesuchte Basis. O

Wir betrachten immer noch den endlich erzeugten Fall, aber diesmal formal
sauber mit vollstédndiger Induktion.

Lemma 3.11 (vollstiindige Induktion). Sei M C N eine Teilmenge, fiir die gilt:
(i) Induktionsanfang: 1 € M.
(i) Induktionsschluss: Fiir jedes m € M gilt m+1 € M.

Dann ist M = N.
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Beweis: Dies ist gar kein Lemma, sondern ein Axiom der Definition der natiirli-
chen Zahlen. O

Beweis von Theorem 3.10. (2. Anlauf) Wir fithren den Beweis durch vollsténdi-
ge Induktion nach der Anzahl der Erzeuger.

Induktionsanfang:n = 1, V = (v1). Falls v; = 0, so ist V' = 0 und () ist die
gesuchte Basis. Falls v; # 0, so ist die Familie linear unabhéingig, und dies ist
die gesuchte Basis.

Induktionsvoraussetzung: Sei n € N und jeder Vektorraum, der von einer
n-elementigen Familie erzeugt wird, habe eine Basis.

Induktionsschluss: Sei nun V ein Vektorraum, der von einer n+ 1-elementigen
Familie erzeugt wird. Ist diese linear unabhéingig, so haben wir die gesuchte
Basis gefunden. Ist sie nicht linear unabhéngig, so wird nach Lemma 3.8 V'
bereits von eine n-elementigen Familie erzeugt wird. Also hat V' eine Basis nach
Induktionsvoraussetzung.

Durch vollsténdige Induktion ist das Theorem fiir alle endlich erzeugten Vek-
torrdume bewiesen. O

Bemerkung. In der fortgeschrittenen Literatur wird oft nur der Teil der voll-
stdndigen Induktion durchgefiihrt, der nicht-trivial ist. Je nach Situation kann
dies der Induktionsanfang oder der Induktionsschluss sein.

Beweis von Theorem 3.10. (3. Anlauf) Sei V' nun ein beliebiger Vektorraum.
Dann gibt es ein Erzeugendensystem, ndmlich ganz V. Die vollstandige Induk-
tion wird nun durch ein anderers Axiom der Mengenlehre ersetzt, ndmlich die
transfinite Induktion. Sie ist dquivalent zum ”Zornschen Lemma” oder zum
” Auswahlaxiom”. Dieses formale Argument soll hier nicht vorgefithrt werden.

O

Exkurs fiir Interessierte

Zornsches Lemma: Sei (M, <) eine nichtleere partiell geordnete Menge, d.h. < ist
eine transitive, reflexive Relation (Aus a < b und b < ¢ folgt a < ¢ und a < a gilt fiir
alle a). Fiir jede total geordnete Folge

a1 <az<a; <...

gebe es eine obere Schranke, d.h. ein a € M mit a; < a fir allei=1,2,.... Dann hat
M ein maximales Element, d.h. ein Element m fir das gilt: m < a = m = a.

Dies ist ein Axiom der Mengenlehre, der Name hat historische Griinde.

Wir wenden dies an auf die Existzenz von Basen: Sei V' ein Vektorraum,

M = {(U,B)|U C V Untervektorraum , B Basis von U }

Diese ist partiell geordnet durch C, d.h. (U1, By) < (Uz, B2) falls U; < U und B; eine
Teilfamilie von Bs. Die Menge M ist nicht leer, denn sie enthélt das Paar (0,0). Wir
iiberpriifen die Voraussetzung des Zornschen Lemmas. Gegeben eine total geordnete
Folge
(Uy,Bz) C (U2, Bs) C ...

Dann ist das Paar (U, B) mit U = |J;c; U; und B = |J,.; Bi eine obere Schranke.
(Man tiberpriift leicht, dass U ein Untervektorraum und B eine Basis von U.) Nach
dem Zornschen Lemma gibt es ein maximales Element (Uy, Bo) fiir ganz M.
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Behauptung. Es ist Uy =V (und damit hat V eine Basis.)

Angenommen, Uy # V. Dann gibt es einen Vektor v € V ~ Up. Dieser ist nicht
linear abhéngig von Up. Damit ist (Up,v) C Up und v, By ist eine Basis. Dies ist ein
Widerspruch zur Maximalitidt von (Uy, Bo). Dies beweist das Theorem.

Endes des Exkurses

Definition 3.12. Sei k ein Korper, V ein k-Vektorraum, v; € V firi € I eine
Basis. Dann heifst die Anzahl der Elemente von I Dimension von V.

dim, V =dimV = |I|
Dabei heifit die Dimension unendlich, falls die Menge I unendlich ist.

Beispiel. k" hat die Dimension n. Ist Ax = 0 ein m x n-Gleichungsystem,
wobei wir A in die Normalform des Gauf-Algorithmus gebracht haben. Dann
ist die Dimension des Losungsraums n — r.

Wichtige Frage: Ist dim V' unabhéngig von der Wahl der Basis? Physikalisch
formuliert: Ist die Anzahl der Koordinaten von V unabhingig von der Wahl des
Koordinatensystems?

Bemerkung. Dies ist genau die Frage nach der Wohldefiniertheit der Zahl r
im 1. Kapitel!

Lemma 3.13 (Austauschlemma). Sei V' ein k- Vektorraum mit Basis vy, ..., v,
und w € V. Ist in der Darstellung w = Avy + ... A\yv, der Koeffizient X # 0,
so st auch v1,...,V;—1,W,Vit1, ...,V €ine Basis von V. Wir kénnen v; gegen

w austauschen.
Beweis: Ohne Einschrinkung ist ¢ = 1. Nach Voraussetzung gilt
_ -1 -1 -1
V=AW —A] AUz 4 — AT AU,

Sei v € V beliebig, also

n n n
V= E a;v; = ay )\flw — E )\flAivi + E a;v;
i=1 i=2 i=2
n

= al/\l_lw — Z(aa)\l_l/\i + ai)vi

=2

Daher ist w,vs, ..., v, ein Erzeugendensystem. Nun iiberpriifen wir die lineare
Unabhéngigkeit. Sei

n n n
0=pmw+ Zuﬂ)z‘ =m Z)\ivi + Zﬂwi
i1 i=2

1=2
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Wegen der linearen Unabhéngigkeit der v; fiir i = 1,...,n folgt zunéichst g A\ =
0. Nach Voraussetzung ist A\; # 0, also gy = 0 (Multiplikation mit A '). Damit
reduziert sich die Gleichung zu

n
OZZM%‘ =pu;=0ftrallei=2,....,n
=2
denn vq,...,v, ist linear unabhéngig. O
Insbesondere bleibt bei dieser Operation die Anzahl der Basisvektoren erhalten!

Satz 3.14 (Basisaustauschsatz). Sei k Korper, V ein k-Vektorraum, darin

V1. .., U, eine Basis und wy, ..., wy, linear unabhdingig. Dann gibt es (paarwei-
se verschiedene) Indizes i1, ...,im € {1,...,n}, so dass man durch Austausch
der v;, gegen wy firl=1,...,m wieder eine Basis erhdlt.

Beweis: Wir fiihren (fiir alle n gleichzeitig) vollstéindige Induktion nach m. Man
beachte: Wenn die Aussage fiir ein paar (m, n) gilt, so muss insbesondere m < n
gelten.

Induktionsanfang: Fiir m = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir m = 1 ist dies genau das
Austauschlemma.

Induktionsvoraussetzung: Die Ausage gelte fiir m—1, insbesondere fiir wy, . .., Wy, 1.
Nach geeigneter Umnummerierung der v; ist also nun wi, ..., Wmy—1,VUm,-- -, Un
eine Basis. Nach dem Austauschlemma kénnen wir einen der Basisvektoren ge-
gen w,, austauschen. Genauer:

m—1 n
Wy = E Asw; + E AiVs
i=1 i=m

Gilt A; = 0 fiir alle ¢ > m (dies schliefit den Fall n < m ein), so wére dies ein
Widerspruch zur linearen Unabhéingigkeit der w;. Also gibt es ¢ > m mit A; # 0.
Nach dem Austauschlemma kénnen wir v; gegen w,, austauschen. Dies beendet
den Beweis des Induktionsschlusses.

Mit vollsténdiger Induktion ist die Aussage allgemein gezeigt. O

Korollar 3.15. Im Austauschsatz gilt m < n.

Korollar 3.16 (Invarianz der Dimension). Ist ein k- Vektorraum endlich er-
zeugt, so hat jede Basis eine endliche Anzahl von Elementen und die Anzahl ist
unabhdngig von der Wahl der Basis.

Mit anderen Worten: die Dimension ist wohldefiniert.

Beweis: Gibt es ein endliches Erzeugendensystem, so auch eine endliche Basis
V1,-..,Un. Sei w; fiir ¢ € I eine andere Basis. Jede endliche Teilmenge von [
hat nach dem vorherigen Korollar héchstens n Elemente. Damit hat auch [
hochstens n Elemente. Nun kénnen wir den Austauschsatz auch in die Gegen-
richtung anwenden und erhalten |I| = n. O
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Dies war der Beweis in der Sprache der Mathematiker, so wie er sich im Buch von
Fischer findet. Dasselbe Argument lésst sich auch in der Sprache der Physiker
formulieren, siehe z.B. das Buch von Lorenz. Wir wollen wenigstens den Ansatz
skizzieren:

Definition 3.17. Sei V' ein Vektorraum, vy, ...,v, und w,...,w,, Basen von
V. Wir definieren die Basiswechselmatrix (a;;);2 ;_; durch
,

m
’Uj: E aijwl-
i=1

Die Aussage iiber die Dimension ist m = n. Basiswechselmatrizen sind quadra-
tisch sind.

Wir gehen nun schrittweise von einem Koordinatensystem zum anderen iiber
und kontrollieren jeweils die Basiswechselmatrizen.

(i) Vertauschen der Basisvektoren v; und v; vertauscht die Spalten j und j’
der Basiswechselmatrix.

(ii) Vertauschen der Basisvektoren w; und w; vertauscht die Zeilen ¢ und ¢’
der Basiswechselmatrix.

iii) Tauschen wir v; gegeb v = v; + auv; fiir | # j, a € k, so lautet die neue
J J J
Spalte j der Basiswechselmatrix

m

m m
/
vl = E a;;w; + o E ajw; = E (aij + aai)w;
i=1 =1

i=1
d.h. wir addieren das a-facher der I-ten Spalte zur i-ten.

(iv) Tauschen wir w, gegen w), = w, + fw; fiir s # ¢, § € k so lautet die neue
Basiswechselmatrix

m
v; = Zaijvi = Z Q5 W; + asj(w; — ﬁwt)
i=1 is
= > aijw; + agwl + (ar; — Bag;)w,
i#£s,t
d.h. wir addieren das —(-fache der Zeile s zur Zeile t.

Dies sind genau die elementaren Zeilen- und Spaltentransformationen, wie wir
sie im 1. Kapitel verwendet haben. Der GauBalgorithmus fithrt daher (bei un-
verdndetem n,m) auf eine Basiswechselmatrix der Normalform aus Satz 1.16.
Dies bedeutet

V] = W1, V2 = W2, ... Vp = Wy, Upy1 =0,...,0, =0
Hieraus folgt r = n, da die v; linear unabhéngig sind. Damit ist v1,...,v, eine
Teilfolge von w1, ..., wy,. Da es sich um eine Basis handelt, ist es eine maximale

linear unabhéngige Folge, also m = n.



Kapitel 4

Lineare Abbildungen und
Dimensionsformel

Bisher haben wir uns mit einzelnen Vektorrdumen beschéftigt, nun studieren
wir Abbildungen zwischen ihnen.

Definition 4.1. Sei k ein Korper, V.W seien k- Vektorrdume. Eine Abbildung
f V. — W heifit linear, falls sie mit Addition und skalarer Multiplikation
vertrdglich ist, d.h. fir alle a,b € k und x,y € V gilt

flax +by) = af(x) +bf(y)
Die Menge der linearen Abbildungen heiffit Homy (V, W).

Bemerkung. Ist f linear, so gilt f(—z) = —f(x) (e = —1,b=0) und f(0) =0
(a,b=0).

Beispiel. (i) f:R — R mit f(z) = 2z ist linear, denn
flaz 4+ by) = 2(ax + by) = a2z + b2y = af (z) + bf (y)
(i) ¢g: R — R mit g(z) = 22 ist nicht linear, denn
g(x +y)? = 2® + 2zy +y* # 2 +y* = g(2) + g(y)
(iii) A :R — R mit h(z) = 2z + 1 ist nicht linear, denn
h(z+y) = 2(x+y)+1 = 22+2y+1 # h(x)+h(y) = 20+1+2y+1 = 20+2y+2

(iv) Ein besonders wichtiges Beispiel: Sei V' = k™, W = k"™ und A eine m X n-
Matrix. Dann ist
Fyp: k" — k™ T — Ax

35
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eine lineare Abbildung nach den Rechenregeln der Matrixmultiplikation
in Satz 1.11. Sei eq,...,e, die bereits vorher benutzte Standardbasis des
k™, also ey der Spaltenvektor, mit Eintrégen

1 s=j
0js =
’® {O sonst
in Zeile j
Dann gilt
FA(es) = Aes = (Zj:l aijéjs) = (ais)
d.h. das Bild von ey ist genau die Spalte s von A.

(v) V =Diff(I,R) der Raum der differenzierbaren Funktionen auf einem In-
tervall. Dann ist f +— f’ eine lineare Abbildung (Rechenregeln der Diffe-
rentiation).

Lemma 4.2. Fine lineare Abbildung f : V — W ist eindeutig bestimmt durch
die Werte auf einer Basis von V. Ist v; € V fir i € I eine Basis und V
und w; € W fiir i € I eine Familie, so gibt es genau eine lineare Abbildung

f:V =W mit f(v;) = w;.

Beweis: Die erste Aussage ist in der zweiten enthalten. Sei v € V, also v =
> icr Aivi. Damit folgt

fw)=f <Z Ai”i) =Y Aif(vi)

i€l el

Dies zeigt die Eindeutigkeit von f. Andererseits wird durch die Formel

fl) = Awi
iel
tatséchlich eine lineare Abbildung definiert. Sie ist wohldefiniert wegen der Ein-
deutigkeit der Darstellung von v. O

Erinnerung:Eine Abbildung f : X — Y heifit injektiv, wenn es es fiir jedes
y € Y hochstens ein z € X mit f(z) = y. Sie heiit surjektiv, wenn es fiir jedes
y € Y mindestens ein z € X gibt mit f(x) = y. Sie heifit bijektiv, wenn sie
injektiv und surjektiv ist, d.h. wenn es fiir jedes y € Y genau ein z € X gibt
mit f(z) = y. In diesem Fall ist f~! mit f~!(y) = = die Umkehrabbildung von
I

Definition 4.3. Seien V.W Vektorriume. Fine injektive lineare Abbildung
f:V — W heifst Monomorphismus. Fine surjektive lineare Abbildung heif$t Epi-
morphismus. Eine bijektive lineare Abbildung heifit Isomorphismus. Eine lineare
Abbildung g : V — V heifst Endomorphismus. Die Menge der Endomorphismen
wird Endg (V') bezeichnet. Ein bijektiver Endomorphismus heifft Automorphis-
mus. Die Menge der Automorphismen wird mit Aut, (V') bezeichnet.
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Beispiel. id : V' — V mit id(x) =  ist ein Automorphismus.
Lemma 4.4. Sei k Korper, U,V,W Vektorrdaume.

(i) Sind f : U — V und g : V — W lineare Abbildungen, dann auch go f :
U—-w.

(ii) Ist f : U — V ein Isomorphismus, so auch f=*:V — U.

(ii) Sind f,g : U — V lineare Abbildungen, a,b € k, so auch af + bg. Mit
anderen Worten: Homy (V, W) ist ein k- Vektorraum.

Beweis: (i) Nach Definition ist g o f(u) = g(f(u)). Wir rechnen nach:

go flax +by) = g(f(ax +by)) = glaf(z) + bf(y)) = ag(f(x)) + bg(f(v))

(i) Ist f bijektiv, so auch f~!. Zu zeigen ist, dass f~! eine lineare Abbildung
ist. Sei a,b € k, x,y € V. Nach Definition ist f~!(z) = 2/ € U wobei
f(z') = x, ebenso f~1(y) =y wobei f(y') = y. Dann folgt

flaz’ +by') = af(2") + bf(y') = az + by
Nach Definition von f~! ist dann

N ax 4+ by) = az’ + by’ = af (x) + bf (y)
Seien schliefilich

(iii) Wir rechnen wieder nach:

(af +bg)(az + By) = af(ax + By) + bg(az + By)
= aaf(x) + aff(y) + bag(x) + bBg(y)

O
Bemerkung. (Auty(V),o) ist eine Gruppe.

Beispiel. Sei A eine m x p-Matrix, B eine p x n-Matrix. Dann betrachten wir
wie oben F'y : kP — k™, Fp : k™ — kP. Dann gilt

Fap=Fj,0Fp
Es gilt ndmlich
FyoFp(x) = Fa(Fp(x)) = Fa(Bzx) = A(Bx) = (AB)x = Fap(x)

Entscheidend ist die Assoziativitit der Matrizenmultiplikation!



38 KAPITEL 4. LINEARE ABBILDUNGEN UND DIMENSIONSFORMEL

Definition 4.5. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Dann heif$t
Ker f = {a € V|f(x) = 0}
Kern der Abbildung. Es heifst
Im f={y € W|es gibt c € X mit f(x) =1y}
Bild der Abbildung.

Beispiel. Sei A eine m x n-Matrix. Fq : k™ — k™ die zugehorige lineare
Abbildung. Dann ist
Ker Fy = {x € k"|Az = 0}

genau die Losungmenge des homogenen Gleichungssystems.

Lemma 4.6. Sei f : V. — W linear. Dann ist f injektiv genau dann, wenn
Ker f = 0.

Beweis: Es gilt nach Definition
Ker f = f~1(0)

die Menge aller Urbilder von 0.

Sei f injektiv. Dann hat 0 € W héchstens ein Urbild in V. Wegen f(0) = 0 hat
0 also genau ein Urbild und Ker f = 0.

Sei umgekehrt Ker f = 0. Seien x,y € V mit f(x) = f(y). Dann gilt

fle—y)=flx) = fly) =0
dh.z—y e Ker f=0,alsoz—y =0« x=y. Die Abbildung ist injektiv. [

Lemma 4.7. Sei f : V. — W linear. Dann sind Ker f C V und Imf C W
Untervektorrdume. Ist v; fiir i € I ein Erzeugendensystem von V, so ist f(v;)
fir i € I ein Erzeugendensystem von Im f.

Beweis: Wir beginnen mit dem Kern. Sei a,b € k, x,y € Ker f. Dann gilt
flax+by) =af(z)+bf(y) =a0+00=0+0=0

d.h. ax+by € Ker f. Seien nun z’, 3’ € Im f. Dann gilt es z,y € V mit f(z) = 2
und f(y) =y'. Es folgt

flaz +by) = af(z) + bf(y) = az’ + by’
d.h. ax’ + by’ liegt in Im f.
Seiz’ € Im f, also 2’ = f(x) fiireinz € V. Dann ist x = >

;. Es folgt
¥ = f(z) = f(z i) = ZAzf(QTz)

icl el

se1 Aivi fiir geeignete

d.h. 2" € (f(x;)|¢ € I). Dies beweist Im f C (f(z;)|i € I). Die Umkehrung folgt,
da jedes f(z;) € Im f, Im f ein Untervektorraum, und (f(z;)|i € I) der kleinste
Vektorraum, der alle f(z;) enthélt.
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Definition 4.8. (i) Sei f : V — W linear. Der Rang von f ist

rgf = dimg Im f

(i) Sei A eine m x n-Matriz. Dann heifft die mazimale Zahl von linear un-
abhdngigen Spalten Spaltenrang oder kurz Rang der Matriz.

Lemma 4.9. FEs gilt rgA = rgFa. Insbesondere ist der Rang einer Matrix
wohldefiniert.

Beweis: Das Bild Im Fi4 wird erzeugt von den Fa(e;), also den Spalten der
Matrix. Wir erhalten eine Basis, wenn wir hierin eine linear unabhéingige Teil-
menge auswéhlen, die weiterhin Im F4 erzeugt. Dies ist eine maximale linear
unabhéingige Teilmenge. Deren Anzahl heiflt einerseits Dimension, andererseits
Rang. O

Satz 4.10 (Dimensionsformel). Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Dann
gilt
dimg Ker f +rgf = dimV

Bemerkung. Als Matrizen formuliert: Ist A eine m x m-Matrix vom Rang
r, so ist die Dimension des Losungsraums des homogenen Gleichungssystems
n —r. Beim Gauf-Algorithmus blieb der Losungsraum (bis auf Vertauschen von
Zeilen) unveréindert. Damit bleibt auch der Rang der Matrizen konstant. Fiir
Matrizen in Normalform liest man also den Rang also einfach ab. Im Kapitel
1 wurde er mit r bezeichnet. Fiir Matrizen in Normalform sieht man auch die
Dimensionsformel sofort.

Beweis: (1. Anlauf) Ist Ker f unendlich dimensional, so auch V und die Aus-

sage gilt. Sei also dimg Ker f = n < oo und vy, ..., v, eine Basis. Sei zunichst
dim V' < oo. Dann ergénzen wir (Basisaustauschsatz) vy, ..., v, zu einer Basis
V1,...,UN VO ganz V.

Behauptung. f(v,11),...,f(vn) ist eine Basis von Im f.
Sei 2’ € Im f, also gibt es € V mit f(z) = /. Wir schreiben

N

N
a:—z/\vlif Z)\xz =Y Nif(w) = > Nif(w)

i=1 i=n+1
da f(x;) = 0 fiir i < n. Wie gewiinscht ist
e {f(x;)li=n+1,...,N)
Nun iiberpriifen wir die lineare Unabhéngigkeit. Sei hierfiir

Z}\fﬁﬂz Z)\fxz

1=n—+1 1=n—+1
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d.h. Zfil Aix; € Ker f = (vq,...,v,). Damit gibt es p1,..., g, mit
101+ iU = App1Un - H ANUN

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von vy,...,vy folgt Apy1 =+ = Ay =0
wie gewiinscht.

Ist dimg V' = oo, so wenden wir dies an auf allen endlich dimensionalen Teilraume.
Diese werden beliebig grofl. Damit wird auch der jeweile Bildraum beliebig grof3.
Insgesamt folgt rgf = oo und die Gleichung ist ebenfalls erfiillt. O

Beispiel. Sei A eine m x n-Matrix und das homogene Gleichungssystem sei
eindeutig lsbar, d.h. einzige Losung ist 0. Dann folgt rgA = n und daher m > n.
Ist zusétzlich m = n, so ist Im Fy C k™ Untervektorraum der Dimension n, also
Im F4 = k™. Mit anderen Worten: Jedes inhomogene Gleichungssystem

Axr =10
ist eindeutig losbar.

Wir wollen ein zweite Version der Dimensionsformel betrachten, die auch zu
einem konzeptionelleren Beweis fiihrt.

Lemma 4.11. Seien V,W Vektorraume. Dann gilt
dimg V & W =dim; V + dim;, W

Beweis: Sei v; € V fiir ¢ € I eine Basis. Sei w; € W fiir j € J eine Basis. Wir
erhalten eine Basis fiir V & W mit dem Indexsystem I U J durch

v; = (v,0) fiir alle 7 € I,w; = (0,w;) fiir alle j € J
Die Aussage iiber die Dimension lesen wir ab. O
Lemma 4.12. Sei V' ein Vektorraum Uy, Us Untervektorrdume. Sei
p:U1oU; —V (u1,u2) — uy + usg

Dann ist ¢ injektiv genau dann, wenn Uy NUs = 0. Die Abbildung ¢ is surjektiv,
genau dann, wenn

U1+U2:{’LL1+'LL2 €V|U1 € Uy, ug GUQ}:V

Insbesondere ist sie ein Isomorphismus, falls beides erfillt ist. In diesem Fall
ist dimy, Uy + dimy, Uy = dimg V.

Beweis: Wir berechnen:
Ker ¢ = {(u1, uz)|us + ug = 0} = {(u1,us)|uy = —ua}

Damit ist u; € Uy NUs. Der Kern ist genau dann trivial, wenn U; N U = 0. Die
Aussage iiber das Bild ist klar. O
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Lemma 4.13. Sei U C V ein Untervektorraum.
(i) 7:V — V/U mit w(v) =7 ist eine lineare Abbildung mit Kern U.
(i) Es gibt einen Isomorphismus
VIUSU=V

Insbesondere gilt
dimy V/U + dimy U = dim V

Bemerkung. Vom formalen Standpunkt ist dies die entscheidende Eigenschaft
von Vektorrdumen. Eigentlich sind alle Aussagen iiber Basen Folgerungen!

Beweis: Die Linearitdt von 7 ist nichts als die Definition von +,- in V/U. Der
Kern von p ist

Kerr={veV[i=0t={veVjv+U=0+U}={veVjp-0eU}

Sei x; € U fiir 7 € I eine Basis von U. Wir ergénzen durch y; € V fiir j € J zu
einer Basis von V.

Behauptung. 7; =y; + U fir j € J ist eine Basis von V/U.

Sei g€ V/U, also g =y + U fiir ein y € V. Wir schreiben

Y= Nwi+ Yy

iel jeJ

mit geeigneten \;, p;, fast alle 0. Es folgt wie im Beweis von Satz 4.10

7=py) =0+ 1p(y;)
jeJ

Damit bilden die 7; fiir j € J ein Erzeugendensystem. Nun {iberpriifen wir
lineare Abhéngigkeit. Sei
0=2 a7

jeJ
Dann liegt Zje.] a;y; € Kerm = U. Wie im Beweis von Satz 4.10 folgt wegen
der linearen Unabhéngigkeit aller ; fiir ¢ € I und y; fiir j € J, dass a; = 0 fiir
alle j.
Sei o : V/U — V die lineare Abbildung, die 7; auf y; abbildet. Nach Lemma
4.2 ist o hierdurch eindeutig bestimmt. Insbesondere gilt 7o = id. Hieraus folgt,
dass o injektiv ist. Wir setzen U’ = Im o C V. Offensichtlich ist o : V/U — U’
bijektiv, da die Basen bijektiv aufeinander abgebildet werden.

Behauptung. U U’ =V
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Wir iiberpriifen das Kriterium des vorherigen Lemmas. Es ist
UNU" = {u|r(u) =0,u= oy firy € V/U}

Fiir diese u folgt

O=7(u)=m0y=7=0=07=u

V= Zﬂzxz + Z)\jyj

iel jeJ

Sei v € V beliebig, also

Die erste Summe liegt in U, die zweite in Im 0. Wir erhalten das gesuchte ¢ als
Komposition der Isomorphismen

UpV/UZU®Imo =XV
O

Bemerkung. Mit den Notationen des Beweises sei p = o : V. — V. Es gilt
p? = (om)(on) = o(wo)r = oid7 = p. Endormorphismen mit dieser Eigen-
schaft heiflen Projektor. Sie spielen in der statistischen Physik eine grofie Rolle!

Satz 4.14 (Homomorphiesatz). Sei f : V — W eine lineare Abbildung, U C
Ker f ein Untervektorraum. Dann gibt es eine eindeutige Abbildung f : V/U —
W, so dass [ faktorisiert als

fvnviuLw

Es ist Ker f = Ker f/U C V/U und Im f = Im f. Speziell fir U = Ker f
induziert f einen Isomorphismus

f:V/Kerf — Imf
Beweis: Sei v = v + U. Wir setzen
(@) = f(v)

Zu iiberpriifen ist als erstes die Wohldefiniertheit. Seien also y,y’ € V mit
7=y < y—y €U. Dann gilt

f@)=FW)=fy)—f@)=fly—y)=0

denn y —y' € U C Ker f. Die Linearitét von f folgt aus der Linearitit von f.
Die Faktorisierung f = fr gilt nach Definition. Offensichtlich ist die Wahl von
f die einzige mogliche. Da 7 surjektiv ist, folgt die Aussage iiber die Bilder rein

mengentheoretisch. Ist 7 € Ker f, also f(y) = f(7) =0, so liegt y € Ker f. O
Beweis von Satz 4.10. Sei f : V — W linear. Dann haben wir gezeigt
Kerf@oImf2KerfadV/Kerf=V

Wir lesen die Dimensionen ab. O



Kapitel 5

Darstellende Matrizen

Wir kennen eine Inwvariante von Vektorrdumen, nadmlich die Dimension.

Lemma 5.1. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. f ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn das Bild einer Basis von V eine Basis von W ist.
Insbesondere haben isomorphe Vektorrdume diesselbe Dimension.

Zwei Vektorrdume heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen ih-
nen gibt.

Beweis: Wir fixieren eine Basis v; € V fiir ¢ € I von V.

Sei zunéchst f ein Isomorphismus. Dann ist nach Lemma 4.7 f(v;) € W fiiré € [
ein Erzeugendensystem von Im f = W. Wir zeigen die lineare Unabhéngigkeit.
Sei A\; € k fiir 7 € I, fast alle 0 mit

0="> Xif(v;)
icl

Wir wenden f~! an und erhalten

0==f"" <Z Aif(”i)) = Z Nef T (i) = Z Aiv;
iel i€l i€l
Da die v; fiir ¢ € I linear unabhéingig sind, folgt A; = 0 fiir alle ¢ € I.
Sei umgekehrt f eine lineare Abbildung und f(v;) fiir ¢ € I eine Basis. Sei
v =7 e Niv; € Ker f. Dann gilt

0=f(v) = Z/\if(vi)
iel

Da diese linear unabhéngig sind, gilt \; = 0 fiir alle ¢ € I, also v = 0. Die
f(v;) erzeugen das Bild von f, das also mit W iibereinstimmt. Die Abbildung
ist surjektiv.

Die Aussage fiir die Dimension folgt sofort. O

43
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Die Invariante ist auch scharf: Sie bestimmt den Vektorraum bis auf Isomorphie.

Lemma 5.2. Sein € Ng und V ein Vektorraum der Dimension n. Dann ist V
isomorph zu k™. Genauer: Sei B = (v1,...,v,) eine Basis von V, so ist

Pp:V k" Zx\iviH(Al,...,)\n)
i=1

ein Isomorphismus. Die Wahl einer Basis von V ist dquivalent zur Wahl eines
Isomorphismus

d:V - k"

Bemerkung. Die Aussage gilt auch fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume,
wenn man den Dimensionsbegriff in diesem Fall verfeinert. Es kommt auch die
Maéchtigkeit der Indexmenge einer Basis an. Zwei Mengen heiflen gleichmdchtig,
wenn es eine Bijektion zwischen ihnen gibt.

Beweis: Die Bijektivitit der Abbildung haben wir uns bereits iiberlegt (Bemer-
kung nach Satz 3.9). Die Linearitét sieht man sofort fiir die Umkehrabbildung;:

K* =V (Al,...,An)HZ)\ivi
=1

Damit definiert jede Basis einen Isomorphismus. Sei umgekehrt ® : V' — k™ ein
Isomorphismus. Wir betrachten die Standardbasis von k™. Dann ist ®~!(e;) fiir
1 =1,—,n ein Basis B mit &5 = ®. O

Um lineare Abbildungen zwischen beliebigen Vektorriumen zu verstehen, geniigt
es also lineare Abbildungen zwischen k"s zu verstehen. Sei

F : k/,TL — k?’ﬂ
eine lineare Abbildung. Zur besseren Unterscheidung sei e; fiir j = 1,...,n die
Standardbasis von k™ und e fiir i = 1,...,m die Standardbasis des k™. Sei

Fej) =) aye;
i=1

Wir betrachten die Matrix A = (a;;). Sie hat m Zeilen und n Spalten. In der

T
j-ten Spalte steht das Bild des j-ten Basisvektors. Sei nun x = [ ... |. Dann
In
gilt
n n n m m n
F(LE) :F Zl’jej :szF(ej) :ZZaijei :ZZaijIjei:Ax
j=1 j=1 j=11i=1 i=1 j=1

Damit haben wir gezeigt:
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Satz 5.3. Sei F': k™ — k™ eine lineare Abbildung. Dann gibt es eine eindeutige
m X n-Matrix A mit F = Fy.
A hei3t Matriz von F.

Definition 5.4. Seien V und W Vektorrdume der Dimension n, m. Seien
A= (v1,...,0,) und B = (w1,...,wy) Basen von V und W. Fiir jede lineare
Abbildung f : V — W sei Mg(F) die Matriz der linearen Abbildung

Pk v Loy 2e, gm

MZ(f) heifit darstellende Matrix von f beziiglich A und B.
Sei .
F) =" aijw;
i=1

Dann gilt also

F(ej) = ®po fod,'(e) = Pp(f(vy)) = P (Z az’ﬂ”j) = aie;
=1 =1

d.h. in den Spalten von der darstellenden Matrix stehen die Bilder der Basis-
vektoren in A ausgedriickt in der Basis B.

Beispiel. Sei V = Q? mit der Basis v; = <}) , Vg = (_01) Sei W = Q? mit

der Basis wy = (?) ,Wo = ( 11). Sei f die Multiplikation mit <(2) i’) Dann
gilt also

Die darstellende Matrix ist (_63 34>.

In diesem Beispiel sieht man, dass die darstellende Matrix von den Basen abhéingt!
Natiirlich lassen sich darstellende Matrizen fiir verschieden Basen ineinander
umrechnen. Ubersichtlicher wird es in der Sprache der kommutativen Diagram-
me: Ein Viereck
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heifit kommutativ, falls g o f1 = fo 0 ¢’, d.h. die beiden moglichen Abbildungen
W1 — V5 stimmen iiberein.
Die darstellende Matrix steht dann im kommutativen Viereck

A
En Mg (f) m

@AT TQB
V T) W
Satz 5.5. Seien V, W, U Vektorriume der Dimensionen n, m,p mit Basen A, B,C.
Seien f:V — W und g: W — U linear. Dann gilt
Mg (go f) = ME(9)M5(f)

Beweis: Wir setzen die beiden kommutativen Diagramm zusammen:

jn M (f) o ME(9) 1
¢AT T¢B T¢C
\% w U
! g
und lesen die Aussage ab. O

Korollar 5.6. Seien V,W Vektorrdume der Dimension n mit Basen A, B. Sei
f:V =W ein Isomorphismus. Dann gilt

ME(fYME(f) = En, Mg (H)ME(f') = En

Beweis: Wir setzenim Satz U = V,C = Aund g = f~1. Esist also M3 (f V) MA(f) =
M4 (id) und dies ist die Einheitsmatrix. Ebenso behandelt man die zweite Kom-
position. 0

Definition 5.7. Eine n x n-Matriz M heif$t invertierbar, wenn es eine n X n-
Matriz M’ gibt mit
MM =MM =E,

Wir schreiben M’ = M~*.
Wir haben also gerade gezeigt, dass M (f~1) = M ()L

Bemerkung. Im ersten Kapitel haben wir gezeigt, dass fiir n = 2 eine Matrix
M genau dann invertierbar ist, wenn det(M) # 0. Dazu spéter mehr.

Ein wichtiger Spezialfall tritt fiir f = id ein. Seien also A und B Basen von V.
Dann ist M7 (id) die Basiswechselmatriz aus Definition 3.17.

A
L Mg (f) m

w4 [es

Vv — V
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Basiswechselmatrizen sind invertierbar, da sie einen Isomorphismus darstellen.

Satz 5.8 (Basiswechselformel). Seien A und A" Basen des n-dimensionalen
Vektorraums V, B und B’ Basen des m-dimensionalen Vektorraums W und
f:V —= W eine lineare Abbildung. Dann gilt

Mg/ (f) = (Mg )(idw) ™" Mz (/)M (idv)
Beweis: Wir wenden Satz 5.5 an auf die Komposition idyy of oidy . O

Definition 5.9. Zwei m X n-Matrizen M und M’ heiffen dquivalent, wenn es
invertierbare Matrizen S € M, (k) und T € M, (k) gibt mit

M =S~ 'MT

Bemerkung. Die Basiswechselformel besagt, dass zwei darstellende Matrizen
desselben Morphismus f : V — W &quivalent sind.

Lemma 5.10. Zwei m X n-Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie
denselben Rang haben. Jede Matriz M ist dquivalent zu einer Matriz der Nor-

malform
E. 0
= (0 0)

Beweis: Wir fassen die Matrizen als lineare Abbildungen k" — k™ auf. Ist
M’ = S~'MT, so haben wir es mit einem kommutativen Diagramm

wobei r =rgM.

Fa

k" k™

x| [ rs

km Fa km

zu tun, in dem die senkrechten Abbildungen Isomorphismen sind. Also gibt
reM =rgFy =gl = 1gM’.

Nun zeigen wir die Normalformenaussage. Wir suchen geeignete Basen des k™
und k™, so dass die darstellende Matrix moglichst einfach wird. Genau dies
haben wir im zweiten Beweis der Invarianz der Dimension(Korollar 3.16) bereits
durchgefiihrt. Einfache Basiswechseloperationen fiithrten aus elementare Zeilen-
und Spaltentranformationen der Matrix. Nach dem Gaufl-Algorithmus wird die
Normalform aus Satz 1.16 erreicht.

Oder alternativ: Wir wahlen die Basen wie im ersten Beweis der Dimensi-

onsformel. Eine Basis vy,...,vs von Ker Fj; wird zu einer Basis vq,...,v,
von V ergénzt. Dann ist Mvsiq,..., Muv, eine Basis von Im Fy. Wir setzen
wy = Mvgy1,...,w, = Muv, (also r = n — s) und ergénzen zu einer Basis von

W. Die darstellende Matrix von F); in dieser Basis hat die gesuchte Form. Sie
ist nach der vorherigen Bemerkung dquivalent zu M.
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Haben zwei Matrizen M und M’ denselben Rang r, so sind sie beide dquivalent
zur selben Matrix in Normalform N,.. Es gibt also invertierbare Matrizen S, S’ €
M, (k), T,T" € M, (k) mit

N, =S 'MT = (8" *M'T' = M =S8(8)"'M'T'T™*
Produkte von invertierbaren Matrizen sind invertierbar, also sind M und M’
dquivalent. O
Dualrdume
Definition 5.11. Sei V' ein Vektorraum. Dann heifst
V* = Homy(V, k)
Dualraum von V.
Beispiel. Sei V = k™. Dann gilt mit Satz 5.3
(k") = Homy (K", k) = Myxn (k)

d.h. dies ist der Vektorraum der Zeilenvektoren der Lénge n. Er hat die Dimen-
sion n, ist also isomorph zu k™, dem Vektorraum der Spaltenvektoren. Nahelie-
gend ist der Isomorphismus, der den Zeilenvektor ef = (0,...,1,0,...,0) auf e;
abbildet. Oder als Abbildungen formuliert:

. 1 i=3j
6i(€j)=5z‘j={0 it

Definition 5.12. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann heifit f* :
W* — V* mit f*(x) =z o f duale Abbildung von f.

Beispiel. Sei A eine m x n-Matrix. Wir betrachten Fy : k™ — k™. Dann
ist (Fa)* @ (K™)* — (k™)* eine Abbildung auf Zeilenvektoren. Sei also v =
(v1,...,0m) ein Zeilenvektor. Matrixmultiplikation mit Elementen von £™ macht
ihn zu einer linearen Abbildung x +— vz. Nach Definition ist (F4)*(v) = vo F4.
D.h. fiir jedes y € k™ gilt

(Fa)"(v)(y) = vo Fa(y) = v(Ay) = vAy
D.h. (Fa)*(v) = vA. Damit ist (Fa)* die Rechtsmultiplikation mit A.

Lemma 5.13 (Funktorialitét). Seien f : V. — W und g : W — U lineare
Abbildungen.

(i) [* ist linear.
(i) Es gilt (go f)* = f*og*.
(iii) Es gilt (idy)* = idy .
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Beweis: (i) Selen x,y € W*, a,b € k. Wir betrachten f*(ax + by) = (ax +
by) o f und af*(x) + bf*(y) = ax o f + by o f. Zu iiberpriifen ist die
Gleichheit dieser beiden Elemente von W* = Homy, (W, k). Eine Gleichheit
von Abbildungen iiberpriift man, in dem man jedes w € W einsetzt. Fiir
w e W gilt

(ax +by) o f(w) = (az + by)(f(w)) = ax(f(w)) + by(f(w)))
(az o f+byo f)(w) = az o f(w) + by o f(w) = az(f(w)) + by(f(w))

(ii) Sei z € U*. Dann ist nach Definition

(gof)(z)=z0(gof)

Andererseits gilt
(fTog) ) =f(g"(x) = f(wog)=(zog)of
(iii) Klar.
Korollar 5.14. Sei f : V — W ein Isomorphismus. Dann ist f* : W* — V*

ein Isomorphismus.

Beweis: Da f ein Isomorphismus ist, ist g = f = : W — V linear mit fog = idy
und g o f = idy. Anwenden des Lemmas ergibt also

Damit ist f* ein Isomorphismus. O

Ist insbesondere V' eine Vektorraum der Dimension n mit Basis A, so kénnen
wir dies anwenden auf den Isomorphismus &4 : V' — k™.

Korollar 5.15. Ist V' ein Vektorraum der Dimension n < oo, so gilt dimy V* =
n.

Beweis: (®4)* : (k™)* — V* ist ein Isomorphismus. O
Bemerkung. Diese Aussage ist falsch fiir unendlich dimensionale Vektorraume!

Definition 5.16. Sei V ein Vektorraum mit Basis v, . . ., vn. Dann heifft vy, . ..
V* mat
v; (vj) = 6y
duale Basis von V.
Lemma 5.17. Die duale Basis ist tatsdchlich eine Basis von V*.
Beweis: Sei f:V — k ein Element von V*. Sei a; = f(v;) fiiri =1,...,n.

Behauptung. !, a;vf = f

, U

S
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Es geniigt Gleichheit fiir alle v; zu zeigen, da eine lineare Abbildung durch die
Werte auf den Basisvektoren bestimmt ist. Es gilt

(Z a;v;)(vj) = Z a;v; (vj) = Z%@‘j =a; = f(v;)
i=1 i=1 i=1

Damit bilden die v} ein Erzeugendensystem von V*. Sei nun ), ; Ajv; = 0.
Wir setzen v; ein und erhalten wie eben gesehen \; = 0. Dies gilt fiir alle j, die
vy sind linear unabhéngig. O

Sei nun f : V. — W eine lineare Abbildung, A = (v1,...,v,) und B =
(w1, ..., wpy) seien Basen von V und W. Dann hat f eine darstellende Matrix
M#(f) = (aij). Es gilt also

f) =" aijw;
=1

Wie sieht die darstellende Matrix MZ*(f*) fiir f*: W* — V* aus? Wir rechnen
es nach. In den Spalten stehen die Bilder der Basisvektoren w} ausgedriickt in
der Basis v}.

frwy) =" biv;
i=1

Um die b;; zu bestimmen, setzen wir v, ein und erhalten
m
I () (ws) = (] 0 F)(vs) = w ((v)) = w] (Z w>
i=1

m m
= aiw)(w;) =Y aidiy = aj
i=1 i=1
Andererseits ist
n n
Zbijv;k(vs) = Zbijéis = bsj
i=1 i=1
D.h. Qjs = bsj.

Definition 5.18. Sei A = (a;;);2} ;—, eine m x n-Matriz. Dann heifit A* =

(bst) e} 4=y mit bsy = ays die transponierte Matrix zu A.
Die Eintréage werden also an der Diagonale gespiegelt. Wir haben also gezeigt:

Satz 5.19. Seien V,W endlichdimensionale Vektorrdume mit Basen A und B.
Sei f: V — B linear. Dann gilt fiir die darstellenden Matrizen

(MAN) = ME (1)

SchlieBlich vergleichen wir die Rénge von f und f*.
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Korollar 5.20. Sei f : V — W lineare Abbildung von endlich-dimensionalen
Vektorrdumen. Dann gilt rgf = rgf*.

Beweis: Wir lesen die Rénge an darstellenden Matrizen ab. Dabei wéahlen wir
die Basis von V und W so, dass M#(f) in Normalform ist. Dann ist automatisch
MZE(f*) in Normalform und hat denselben Rang. O

Bemerkung. In Matrizen formuliert bedeutet dies: Die maximale Zahl von
linear unabhiingigen Spalten von A und A! stimmt iiberein. Bzw. Die maximale
Zahl von linear unabhéngigen Spalten von A ist gleich der maximalen Zahl von
linear unabhéngigen Zeilen von A. Die letzte Zahl heifit Zeilenrang. Es gilt also
Zeilenrang=Spaltenrang.

Um dies zu zeigen, hitten wir keine Dualrdume gebraucht. Es geniigt zu be-
obachten, dass alle elementaren Zeilen- und Spaltentransformationen den Spal-
tenrang unverdndert lassen. Aus Symmetriegriinden gilt dies dann auch fiir den
Zeilenrang. Sobald die Matrix in Normalform ist, lesen wir die Gleichheit ab.
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Kapitel 6
Etwas Gruppentheorie

Es geht nun um Endomorphismen, d.h. lineare Abbildungen f : V — V und
ihre darstellenden Matrizen, die quadratisch sind.

Lemma 6.1. Sei f : V — V ein Endormophismus eines endlich-dimensionalen
Vektorraums. Dann sind dquivalent:

(i) [ ist ein Isomorphismus.
(i) f ist injektiv bzw. Ker f = 0.
(iii) f ist surjektiv bzw. rgf = dimy V.

Beweis: Offensichtlich gilt (i)=- (ii), (iii) und aus (ii) und (iii) zusammen folgt
(i). Zu zeigen ist also (i)« (iii).
Wir betrachten die Dimensionsformel:

dimg Ker f +rgf = dimV

Daher ist
dimg Ker f =0 < rgf =dimV

In Matrizen ausgedriickt:

Korollar 6.2. Sei k Kirper, A € M, (k) eine quadratische Matriz. Dann sind
dquivalent:

(i) A invertierbar.
(i) Fiir jedes b € k™ ist das Gleichungssystem Ax = b eindeutig lisbar.

(iii) {x € k"|Azxz = 0} = 0, das homogene Gleichungssystem hat genau die
triviale Losung.

(iv) rgA = n.
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Beweis: Wir wenden das Lemma an auf die lineare Abbildung Fy : k™ — k™.
O

Sprechweise: Sei A € M, «, (k). Wir sagen A hat vollen Rang, falls rgA ma-
ximal ist, also das Minimum von n und m.

Invertierbare Matrizen sind also genau die quadratischen Matrizen von vollem
Rang.

Definition 6.3. Die Menge GL,, (k) der invertierbaren Matrizen in M, (k) heift
allgemeine lineare Gruppe (general linear group).

Lemma 6.4. GL, (k) ist eine Gruppe beziiglich der Multiplikation von Matrizen.

Beweis: Matrizenmulitplikation ist assoziativ. Das neutrale Element ist die Ein-
heitsmatrix E,. Nach Definition hat A € GL,, (k) eine inverse Matrix. Schlief3-
lich sind Produkte von invertierbaren Matrizen wieder invertierbar, denn fiir
S, T € GLy(k) ist

TS ST =E, = (ST)" ' =715}
O

Bemerkung. Dies ist einfach die Matrizenversion der Aussage, dass Aut(V)
eine Gruppe beziiglich der Komposition ist.

Einge besonders einfache Elemente der GL,, (k) kennen wir.

Definition 6.5. (i) Seien A1,..., A\, € k*. Dann schreiben wir [A1,...,A\p]
fiir die invertierbare Diagonalmatrix

MO0 0 ... 0
0 X O ... 0
M Ada=]0 0 A3 ... 0
0 0 0 ... M\

(ii) Fiir jedes 1 <i,j <n miti# j und jede A € k sei
Eij(A) = (ast)

wobei alle agy = 0 aufer die Diagonaleintrige ass = 1 fiir alle s und
ai; = A. Der Eintrag A steht also in Zeile i, Spalte j. Matrizen vom Typ
E;;(\) heiffen Elementarmatrizen.

(iii) Fiir jedes 1 < i,5 <n miti# j sei
Plijy = (bst)

wobei alle Eintrige by, = 0 sind aufler bys = 1 fir s # 4,7, und bj; = bj; =
1. Matrizen vom Typ P;; heifflen Vertauschungsmatrizen.
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Diese Matrizen sind invertierbar. Es gilt

A, =0 A Ei;(N) 7t = Eij(—)) P(Zjl) = Plaj)
Durch diese Matrizen werden die Basiswechselmatrizen zu elementaren Trans-
formationen realisiert.
w1

Lemma 6.6. Sei A = (Ul vn) mit v; € k™. Set B= | ... | fir Zeilen-
Wy,

vektoren w; € (k™)*.

(i) Seien A1,...,A\n € k. Dann ist

A[)\l,...7>\n] = ()\1’1)1 )\nvn)
)\11111
[Ala"'v)‘n]B =
AW

(ii) Seii # j, A € k. Dann ist
AEij()\):(vl N R vn)

wy

Wn

Zur i-ten Spalte von A wird das \-Fache der j-ten addiert. Zur j-ten Zeile
von B wird das A-Fache der i-ten addiert.

(i1i) Sei i # j. Dann entsteht AP;; aus A durch Vertauschen der Spalten i und
J. Ebenso entsteht P;; B aus B durch Vertauschen der Zeilen i und j.

Beweis: Ausmultiplizieren. O

Jede invertierbare Matriz (also voller Rang!) kann mit Hilfe des Gauf3- Algorithmus
mit elementaren Zeilen- und Spaltentransformationen in die Einheitsmatriz tiberfiihrt
worden. Mit anderen Worten:

Satz 6.7. Sei A € GL, (k). Dann gibt es endlich viele Matrizen Sy,..., Sy, die
entweder invertierbare Diagonalmatrizen oder Elementarmatrizen sind, so dass

A=51...5x
Dabei geniigt es, eines der S; als Diagonalmatriz zu wdhlen.

Beweis: Wir vereinfachen A mit dem GauB-Algorithmus. Wir wollen dabei je-
doch ohne Vertauschungen oder Multiplikation von Zeilen oder Spalten auskom-
men. Dies entspricht der Multiplikation mit Elementarmatrizen von rechts oder
von links.
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Behauptung. Durch Multiplikation von A durch Elementarmatrizen von rechts
und links wird die Normalform [A1, ..., \,] fiir geeignete \; € k* erreicht.

Wir verfahren wie folgt: Ist a;; = 0, so addieren wir eine andere Zeile zur ersten,
so dass dieser Eintrag ungleich 0 ist. Dies ist moglich, da A vollen Rang hat.
Die erste Spalte kann nicht der Nullvektor sein. Danach addieren wir geeignete
Vielfache der ersten Zeile zu allen anderen und erreichen so, dass a;; = 0 wird fiir
i > 1. Wir addieren Vielfache der ersten Spalte zu allen anderen und erreichen
so, dass a1; = 0 wird fiir j > 1. Danach betrachten wir ass. Ist age = 0, so gibt
es ein a;o # 0, wobei ¢ > 2. Wir addieren diese Zeile zur zweiten, etc. Damit
wird die Matrix in Diagonalgestalt gebracht.

Es gilt also

A, .o s An] =51...SNvATy ... Ty

mit Elementarmatrizen S;, T;. Wir multiplizieren von links mit dem Inversen
von Sp, dann S, etc. Danach multiplizieren wir von rechts mit dem Inversen
von Ty, dann Tp;_1 etc. Wir erhalten die Gleichheit

Syt ST AL AT T = A
Diese ist die gewiinschte Form. O

Definition 6.8. Sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge S C G heifst Erzeugen-

densystem, wenn jedes Element aus G endliches Produkt von Elementen aus S
und S™1 = {s7t|s € S} ist.

Invertierbare Diagonalmatrizen und Elementarmatrizen erzeugen also GL,, (k).

Definition 6.9. Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung f : G — H heifit (Gruppen)-
Homomorphismus, wenn

flgg") = f(9)f(d) fiir alle g.g' € G
Beispiel. (i) Sei G,,,(k) = (k*,-) die multiplikative Gruppe von k. Dann ist
f:Gun(k) — GL, (k) A= AL
ein Gruppenhomomorphismus. (Ebenso natiirlich fiir A in der Spalte i # 1)
(ii) Sei G,(k) = (k,+) die additive Gruppe von k. Dann ist fiir jedes i # j
f:Ga(k) — GL, (k) A= Ei;(N)

ein Gruppenhomomorphismus. Wir rechnen dies fiir n = 2,7 = j = 1 nach:

s =(o 1) (o 5)= (6 1) =B =100

Der allgemeine Fall geht genauso.
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(iii) Wir erinnern uns: S,, war die Gruppe der bijektiven Abbildungen
o:{l,...,n} —{1,...,n}

beziiglich der Kompostion von Abbildungen. Thre Elemente heiflen Per-
mutationen. Fir jedes o € S,, definieren wir P, € GL,, (k) als Matrix der
linearen Abbildung mit

o.(€i) = €q(s)

Die Abbildung ist bijektiv, da sie auf Basisvektoren bijektiv ist. Daher ist
auch die Matrix invertierbar. Dann ist

f:8, — GL, (k) ow— P,
ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir o, 7 € .S, ist

flo) = (07)s :€i = eor(i)

F0) () = 0072 260 = 0ulr(en)) = 7ulery) = ot

Definition 6.10. Matrizen der Form P, € Gl, (k) fir o € S, heiffen Permu-
tationsmatrizen

Die Vertauschungsmatrizen F;;) sind spezielle Permuationsmatrizen. Sie gehoren
zu o = (ij) € S, mit

S $F#i,jJ
o(s)=<j s=i
1T s=19

Auch die Notation ist dann konsistent.

Definition 6.11. Elemente o € S,, der Form (ij) fir i # j (wie eben definiert)
heifsen Transposition.

Fiir i = j ist die Abbildung ebenfalls definiert, aber dann die Identitét. Diese
ist keine Transposition. Transpositionen sind zu sich selbst invers, (i5)(ij) = id.

Satz 6.12. S,, wird von den Transpositionen erzeugt. Hierbei gentigen die Trans-
positionen der Form (i1 + 1) firi=1,...,n— 1.

Beweis: Wir betrachten eine Permuation ¢ und geben sie wie folgt an:

Diese Permutation kénnen wir durch Vertauschungen “in die richtige Reihen-
folge bringen”. Das geht wie folgt: Wir betrachten 7 = (10(1)), o1 = 7y0. Es
ist

no(1) = (1o(1)(o(1) = 1
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In o; steht 1 an der richtigen Stelle. Sei 7o = (201(2)), 02 = T201. Es ist
7201(2) = (201(2))(01(2)) = 2
d.h. in o9 steht 2 an der richtigen Stelle. Gleichzeitig ist
m201(1) = 72(1) =1

denn ¢1(2) # 01(1) = 1. Dieses Verfahren wiederholen wir: Sei induktiv 7; =
(i0i-1(4)) und o; = 7;04_1. Dann stehen in o; die Zahlen 1,. .., an der richtigen
Stelle. Wir erhalten also o,, = id. Es gilt

d=71,Th1.. MIO=>TTe... T =0

da T{l = 7;. Eventuell sind einige der 7; = id, diese Faktoren lassen wir weg.
Dann haben wir ¢ als Produkt von Transpositionen geschrieben. Um den den
Zusatz zu beweisen, betrachten wir jetzt noch ein (ij) mit ¢ < j. Es gilt

(ij)=@Gi+1)...(j—=2j-DG—15)...(i+1i+2)(ii+1)
O

Wir benétigen im weiteren nur eine wichtige Eigenschaft der symmetrischen
Gruppe.

Definition 6.13. FEine Permutation heifst gerade, wenn sie Produkt einer ge-
raden Anzahl von Transpositionen ist. Wir schreiben sgn(o) = 1. Eine Permu-
tation heifst ungerade, wenn sie Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpo-
sitionen ist. Wir schreiben sgn(o) = —1. sgu(o) heifit auch Vorzeichen von o
(sign, signum,).

Satz 6.14. Das Vorzeichen einer Permutation ist wohldefiniert. Genauer: Es
gibt einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus

sgn: S, — ({1,—-1},)
der Transpositionen auf —1 abbildet.
Hierbei fassen wir £1 € Z auf.

Beweis: Sei 0 = 71...7y. Dann soll gelten

sgn(o) =sgn(ry)...sgn(ty) = (1) ... (1) = (fl)N

Damit ist der Vorzeichenhomomorphismus eindeutig bestimmt.

Das eigentliche Problem ist die Existenz oder Wohldefiniertheit: Schreiben wir
o auf verschiedene Art als Produkt von Transpositionen, so muss die Anzahl
stets gerade oder stets ungerade sein.

Sei o € S,,. Ein Paar 4,j € {1,...,n} mit i < j und (i) > o(j) heifit Fehlstand.
Die Anzahl der Fehlstéinde von ¢ notieren wir f(o).



59

Behauptung. sgno = (—1)7(?)

Wir iiberpriifen zunéchst fiir eine Transposition (i7 + 1). Es gibt nur eine Fehl-
stand, ndmlich (¢,7 + 1). Die Formel ist erfiillt.

Fiir die allgemeine Aussage geniigt es zu zeigen, dass (—1)f(?) ein Homomor-
phismus ist. Hierfiir berechnen wir (in @Q): (In den Produkten durchlaufen die
Indizes die Zahlen 1,...,n.)

116G =9 =][G) - o))
£ i#£j

da o bijektiv ist. Die Faktoren werden nur in einer anderen Reihenfolge durch-
laufen. Wir fassen nun die Paare (7, ) und (j,%) zusammen und erhalten

116G =06 =5 =]]eG) = a@) (@) —o@@) = [[li—il =[] le() - o)
i<j i<j i<j i<j
Nun l6sen wir die Betrédge auf. Fiir ¢ < j gilt: |j — | = j — i und

(=1)(c(5) —o(i) falls o(z) < o(j)

|U(J) - 0(7’)| = {(O’(]) _ O'(Z)) falls O'(Z) > O'(])

Das Vorzeichen tritt auf, wenn (4, j) ein Fehlstand ist. Wir setzen also ein:

[16 -9 =0 e6) o) = ()7 =] 0'03:0()

Wir wenden diese Formel an auf ein Produkt 7o.

(71)“70) _ H To(j) — T0(4)

i<j g
_rr7oU) —1o(@) yr o) —o(i)
_g o(j) —o(i) g J—i
_ Fo) 7T 7o) — To(i)

R ORI

Im anderen Faktor stehen diesselben Faktoren wie in [], <j w, denn wenn

(i,4) fir o ein Fehlstand ist, werden in Zihler und Nenner die Summanden
vertauscht. Dies lasst den Quotienten unveréndert.
Damit ist (—1)f(‘7) = sgn o die gesuchte Abbildung. O

Eleganterer Beweis: Wir betrachten den Q-Vektorraum V = Abb(Q™,Q) der
mengentheoretischen Abbildungen. Fiir jedes o € S,, definieren wir

oV =V (O’f)(:l?l,...,mn):f(xg(1)7~-->x0'(n))

Behauptung. S, — Aut(V) mit o — o, ist ein Gruppenhomomorphismus.
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Die Linearitdt von o, ist klar. Wir rechnen weiter nach:

(eT) ) (@1, 20) = f(Tor@), - Tor(n))
Wi yn) = FWr)s - Yr(m))
o(Tf)(@1,. . xn) = (T @o(1), s To(n))

= f(@or)s - Tor(n))

mit y; = ;). Insbesondere ist o, invertierbar, also ein Element von Aut(V').
Nun werten wir dies aus fiir ein spezielles Element von V| ndmlich

A:Q"—Q A(l’l,...,xn):H(xj_xi)

1<j
Dies ist nicht die Nullfunktion (wéhle die x; paarweise verschieden).
Behauptung. Firo=(rr+1) €S, ist 0.A = —A.

Es ist
(rr+1) Az, ..., 2,) = H (T 1)) — T(r r11)(5))

1<j

Hierbei dndern sich hochstens Faktoren mit ¢ = r,r+1 oder j = r, 7+ 1. Wegen
1 < 7 gibt es nur die Falle

e =7 j3=r+1
e i=rr+1,j>r+1
e i <r,j=rr+1

Im ersten Fall dndert sich das Vorzeichen, in den anderen &ndert sich nur die
Reihenfolge der Faktoren. Damit gilt die Behauptung.

Da jedes o € S,, Produkt solcher Transpositionen ist, folgt also 0, A = +A. Das
Vorzeichen hingt dabei natiirlich nur von ¢ ab. Wir schreiben

0.A =sgn(o)A

Behauptung. Dies ist der gesuchte Gruppenhomomorphismus.

sgn(o7)A = (07)A = 0,7 A
= 0.(sgn(7)(A)) = ox(sgn(7))o. A = sgn(7) sgn(o) A

O



61

Exkurs
Im néchsten Kapitel werden wir einen Gruppenhomomorphismus
D :GL,(k) — k*
einfithren mit den Eigenschaften
(1) D([A1y--yAn]) = A1. . A, fiir Mgy A, € B
(if) D(Ei;(A) =1
(iii) D(P,) = sgn(o) fiir alle o € S,,.

Da diese Matrizen die Gruppe GL, (k) erzeugen, ist D eindeutig durch diese
Eigenschaften bestimmt. Wir ziehen noch ein paar Folgerungen.

Definition 6.15. Die spezielle lineare Gruppe ist die Menge

SL, (k) = {A € GL,(k)|D(A) = 1}
Lemma 6.16. SL, (k) ist eine Gruppe beziiglich der Matrizenmultiplikation.
Beweis: Seien A, B € SLy, (k). Dann folgt

D(AB) = D(A)D(B) =1-1=1= AB € SLy (k)

Die Multiplikation ist assoziativ. Neutrales Element ist F,, = [1,...,1] mit
D(E,) = 1. Sei A € SL,,(k). Dann gibt es A~! € GL,, (k). Es folgt

1=D(E,) =D(AA™") =D(A)DA™")=1D(A™ )= DA ") =1

Allgemeiner ist der Kern jedes Gruppenhomomorphismus eine Gruppe.
Theorem 6.17. SL,, (k) wird erzeugt von den Elementarmatrizen.

Beweis: Die Elementarmatrizen liegen in SLy, (k). Sei nun A € SL,, (k) beliebig.
Nach Satz 6.7 ist A von der Form 515> ... Sy, wobei fiir ein ¢ die Matrix L =
S; = [M,..., ] und fiir alle j # ¢ die Matrix S; eine Elementarmatrix ist.
Wegen D(S;) fir die Elementarmatrizen und D(A) = 1, folgt

DL)y=X...2,=1
Es bleibt zu zeigen, dass L Produkt von Elementarmatrizen ist. Sei p1; = A Aa ... \;.
Dann ist

Mzu:jl =\ Hn=1= ,u;il =An

Damit zerlegen wir

L= p,py 1 [ ey g 1) [ 1 1, ]
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Ohne Einschrinkung hat L also die Form [1,...,1,\,A~% 1,...,1]. Wir betrach-
ten nur den Fall n = 2, der allgemeine geht genauso.

A0
L= (0 Al)

Wir multiplizieren L von rechts und links mit Elementarmatrizen, d.h. wir ad-
dieren Vielfache einer Zeile/Spalte zur anderen. Durch Addition des A-Fachen
der rechten Spalte zur linken erhalten wir:

()

Durch Addition des (1 — \)-Fachen der zweiten Zeile zur ersten erhalten wir:

C+?m AT;M>:G AT;M)

Durch Subtraktion des A~™!(1 — X)-Fachen der linken Spalte von der rechten

erhalten wir:
1 0 (10
T A t=xta-x) 1 1

Durch Subtraktion der rechen Spalte von der linken erhalten wir
10
0 1

Bemerkung. Fiir jeden kommutativen Ring R mit 1 betrachtet man die Grup-
pe GL(R) der invertierbaren Matrizen (a;;);=y—; mit a;; € R fiir die es N gibt
mit a; = 1 fiir ¢ > N, a;; = 0 fiir 4 # 7 und ¢ > N oder j > N. Die Elemente

haben also die Form
A0
0 FEx
wobei Fo, die Diagonalmatrix mit allen Eintréigen 1 ist und A € GLy(R) eine

invertierbare N x N-Matrix. Hierin gibt es die Untergruppe F(R) der Matrizen,
die von Elementarmatrizen erzeugt werden. Dann heif3t

O

K1(R) = GL(R)/E(R)

erste algebraische K-Gruppe von R. Es ist eine wichtige Invariante des Rings.
Das Theorem besagt nun, dass

Ky (k) = k*



Kapitel 7

Determinanten

Wir erinnern uns, dass eine 2 x 2-Matrix genau dann invertierbar ist, wenn ihre
Determinante ungleich 0 ist. Dies wollen wir verallgemeinern auf beliebiges n.

Definition 7.1. Sei k ein Kdrper, n € N. Die Determinante ist die eindeutige
Abbildung

det : M, (k) — k
mit den Eigenschaften:

(i) (multilinear) det ist linear in jeder Spalte, d.h. fiir jedes 1 < j < n und

Vi, Un, V5 €K, a,b €k gilt
det (v1 ... wvj_1 av;+ Wi vig .. Up) =
adet (v1 ... v; ... wvy)+bdet(vi ... v Vi Uig1 ... Un)

(i) (alternierend) Fir M € M, (k) ist det(M) = 0, falls zwei Spalten von M
tbereinstimmen, d.h. fir vi,...,v, € k" mit v; = v; fir ein Paar i # j
von Indizes gilt

det(m vn) =0

(iii) (Normalisierung) det E,, = 1.

Bemerkung. In Rechnungen verwenden wir oft die Notation:

ail a12 . QA1n a1 ai12 . A1n

a a . a a a . a
det 21 22 2n _ 21 22 2n

an1  An2 v Qnn an1  ap2 e Ann

Theorem 7.2. det existiert und ist eindeutig.

63
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Bemerkung. Eigentlich geht es hier um multilineare alternierende Abbildun-
gen VxV x---xV — k. Das Theorem besagt, dass der Raum dieser Abbildungen
eindimensional ist, falls die Anzahl der Faktoren mit der Dimension von V iiber-
einstimmt. Im Falle V' = k™ schreibt man sich diese Tupel eben als quadratische
Matrizen auf. Dass dies dann auch etwas mit der Invertierbarkeit von Matrizen
zu tun hat, ist vollig iiberraschend.

Beispiel. n = 2. Wir betrachten M = (CI Z . Wir berechnen det M nur
durch Anwenden der Rechenregeln in der Definition: Die erste Spalte ist von

der Form
al (1 " 0
¢) = %\o “\1
a b 1 b 0 b
det (c d) = adet (O d) + bdet (1 d)

Die zweite Spalte ist von der Form

b 1 0
(@) =2 () +a(3)
Daher folgt weiter
a b 1 1 1 0 0 1 0 0
det (c d) = abdet (O O) + ad det (O 1) + cbdet (1 O) + cd det (1 1)

Wegen Rechenregel (ii) fallen zwei Summanden weg. Die Normierung berechnet
den ersten Summanden. Es bleibt der letzte. Hierzu benétigen wir einen Trick:
Wir wenden die obige Rechnung an auf a = b = ¢ = d = 1. Diese Matrix hat
nach Rechenregel (ii) die Determiante 0. Also gilt

O—1~1~1+1~1~det<0 1)

Daher folgt

1 0

a b
det (c d) =ad — be

Dies ist genau die Formel, die wir bereits benutzt hatten. Insbesonders haben wir
in diesem Spezialfall die Eindeutigkeit verifziert. Die durch die Formel definierte
Funktion erfiillt die Bedingungen (leicht), also existiert die Determinante.

Hieraus folgt also

Beispiel. n = 1. Dann ist det : M; (k) = k — k die Identitét.

Wir werden nun weitere niitzliche Eigenschaften der Determinante aus den Axio-
men herleiten, aus denen am Ende auch der Eindeutigkeitsbeweis folgt.

Lemma 7.3. Sei k ein Korper, n € N. Fir die Determinante auf M, (k) gilt
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(i) det(AA) = A" det(A) fiir alle A € My (k), X € k.
(i) det A =0 fiir alle A € M,,(k) bei denen eine Spalte gleich 0 ist.

(iii) Entsteht B aus A durch Vertauschen zweiter Spalten, so gilt det A =
—det B.

(iv) Entsteht B aus A durch Addition des A-fachen der Spalte i zur Spalte j
(i £7, N€k), so gilt det A = det B.

Insgesamt verstehen wir also das Verhalten von det unter elementaren Spalten-
transformationen.

Beweis: Wir schreiben jeweils A = (vy...vy) mit v; € k™. Zu (i): Es ist AA =
(A1 ... Avy). Nun wenden wir Linearitéit in den Spalten auf die Spalten 1
bis n an. Wir erhalten

det(AA) = Adet (111 Avg ... /\vn) = A2 det (vl vag AUz ... )\vn)
= --~:)\"det(v1 vn)

Zu (ii): Sei v; = 0. Wir wenden Linearitidt an auf Ov; = 0 = v; und erhalten
det(m oo Oy Ll vn) :0det(v1 A T vn) =0

Zu (iii) Sei i # j und B die Matrix, die durch Vertauschen der Spalten v; und
v; entsteht. Ohne Einschrédnkung der Allgemeinheit ist i = 1, j = 2, also B =
(1}2 v U3 ... vn). Wir betrachten C = (vl +vo vi+uve vy ... vn).
Da det alternierend ist, folgt det C' = 0. Andererseits ergibt die Multilinearitét:

det C' = det (vl vy V3 ... vn) + det (vl vy U3 ... vn)
+ det (1)2 v V3 ... vn) + det (vz vy U3 ... vn)
=0+4+detA+det B+0

Zusammen folgt die Behauptung.
Zu (iv): Ohne Einschrénkungist i =1, =2, B = (vl Vo + AU U3 ... vn).

det B=det (v1 vz ... vy)+Adet(vi v1 vy ... v,)=detA+0
O
Korollar 7.4. (i) Seien A1,..., A\, € k. Dann gilt

det[)\h...,)\n] :)\1)\»,1

(i) Seien i # j in {1,...,n}, A € k. Dann gilt

det Eij ()\) =1
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(iii) Seien i # j in {1,...,n}. Dann gilt
det P = —1
Beweis: Zu (i): Wir fassen jedes )\; als ); - 1 auf und erhalten
det[Ar, ..., An] = A1 Apdet[l, . 1] =M 0 A, 1

wegen der Normierung der Determinante. Zu (ii): Wir subtrahieren von der
Spalte j das A-Fache der Spalte i. Dabei bleibt die Determinante unveréandert.
Also

det E”(A) = det En =1

Zu (iii): Wir vertauschen die Spalten ¢ und j, es folgt

det P(”) = —det En =-1

Korollar 7.5. Sei A € M, (k) mit rgA < n. Dann gilt det(A) = 0.

Beweis: Sei A = (vl ... vn) mit v; € k™. Nach Voraussetzung sind vy, ..., v,
linear abhéingig, d.h. es gibt ein ig, so dass v;, = (v;|i # ip). Ohne Einschrinkung
ist ig = 1. Es gibt as,...,a, € k mit

V1 = AoV + ...anUn

Durch wiederholtes Anwenden von Lemma 7.3 (iv) erhalten wir

det (Ul . vn) = det (1)1 —agVy Vg ... vn)
= det (v1 — A9V — A3V3 Vg ... vn)
=det (v1 — Y i oaivi v2 ... Uy)
:det(O Vo ... vn) =0

Mit anderen Worten: det A # 0 impliziert A invertierbar!

Satz 7.6 (Multiplikativitit der Determinante). Seien A, B € M, (k). Dann gilt
det Adet B = det(AB)

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass rgA < n oder rgB < n. Dann
ist AB nicht invertierbar, also rgAB < n. Auf beiden Seiten der Formel steht
0. Seien also ab jetzt A, B, AB € GL, (k).

Behauptung. Es geniigt, die Behauptung fiir Diagonal-, Vertauschungs- und
Elementarmatrizen B zu zeigen.
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Wir schreiben nédmlich nach Satz 6.7 als Produkt solcher Matrizen. Gilt die Be-
hauptung, so ist (vollstéindige Induktion nach der Anzahl der Faktoren) det B
das Produkt der Determinanten der Faktoren. Danach folgt die Multiplikations-
formel fiir det AB (wieder vollsténdige Induktion nach der Anzahl der Faktoren).
Ist B eine Diagonal-, Vertauschungs- oder Elementarmatrix, so ist Rechtsmulti-
plikation mit B eine elementare Spaltentransformation und die Formel gilt. [

Korollar 7.7. Die Determinante ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Ist A € M, (k) mit rgA < n, soist det A = 0. Ist A € GL,(k), so geniigt
es wegen der Multiplikativitdt und unserem Struktursatz 6.7 die Determinante
von Diagonal-, Vertauschungs- und Elementarmatrizen zu kennen. Diese haben
wir in Korollar 7.4 bestimmt. O

Korollar 7.8. Sei A € M, (k). Dann ist det A # 0 genau dann, wenn A inver-
tierbar ist.

Beweis: Die eine Hélfte der Aussage haben wir bereits gezeigt. Sei nun A €
GL, (k). Es geniigt, die Aussage fiir Erzeuger zu iiberpriifen. Dies ist in Korollar
7.4 geschehen. O

Bemerkung. Genau diese Eigenschaft der Determinante fiir 2 x 2-Matrizen
hatten wir im ersten Kapitel auch schon hergeleitet. Sie ist der Grund fiir die
grofle theoretische Bedeutung der Determinante.

Korollar 7.9. Sei A € M, (k). Dann ist det A = det A*.

Beweis: Interessant ist nur der Fall A € GL, (k). Wir schreiben wieder A als
Produkt von Diagonal-, Vertauschungs- und Elementarmatrizen. Wegen der
Multiplikativitit der Determinante und (XY)! = Y*X?* geniigt es, die Aussage
fiir die einzelen Faktoren zu iiberpriifen. Hier folgt sie direkt aus der Berech-
nung. O

Bemerkung. Damit gelten alle Eigenschaften der Determinante, die wir fiir
Spalten formuliert haben, auch fiir die Zeilen der Matrizen.

Satz 7.10 (Entwicklungsformel). Sei A = (a;;) eine n x n-Matriz. Fir jedes
Paar (i, ) sei A;j die (n — 1) x (n — 1)-Matriz, die aus A durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Sei 1 < k < n ein Index. Dann gilt

n
det A= Z(—l)kﬂakj det Ay;
j=1
(Entwicklung nach der k-ten Zeile) und
det A = Z(—l)k”aik det A
i=1

(Entwicklung nach der k-ten Spalte)
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Beweis: Wir betrachten zunéchst £ = 1 und die Entwicklung nach der ersten
Zeile. Wir betrachten die Funktion D(A), die durch die rechte Seite gegeben ist
und verifizieren die Eigenschaften einer Determinante.

Multilinearlitiat:Wir betrachten die Matrix

A=(v1 ... o1 At pwe Vet oo Up)

Wir schreiben

B=(v1 ... U1 Ur Upgy1 ... Up)
C (U1 Up—1 Wy Upgl .. Un)
7 zeigen ist also

D(A) = AD(B) + uD(C)

Hierfiir betrachten wir die Streichmatrizen. Wir bezeichnen mit v} jeweils den
Vektor v; ohne die erste Zeile. Dann gilt:

/ ! !
A= (vy ... A +pw. o v))
/ ! ! / !
Ap = (vl vy A 4w, vn)
. / ! ! / /
A= (vl Vg e Vplq Upyq o e vn)

Ebenso schreiben wir die Streichmatrizen By;, C1; aus. Wegen der Multilinea-
ritit der Determinante von (n — 1) x (n — 1)-Matrizen folgt

det A11 = Adet B11 + udet 011
detAlj :)\detBlj—i—,udetC’lj fir j #r
det Alr = det Blr = det Clr

Sei weiter A = (a;5), B = (bij), C = (¢ij) (also a;; = b;; = ¢y flir j # r) Wir
wenden nun die Funktion D an.

D(A) =aj;det A;q1 +ajpdet Ay + -+ + ()\blr + Mclr) det A1, + - +ay, det Ay,
= aj1(Adet Bi1 + pCh1) + a12(Adet Big + pdet Cra) + - - + (Aby, det By, + peyr det Chy) + ..

= Z )\blj det Blj + Z HC1j det Cij
j=1 j=1

= AD(B) + uD(C)

alternierend: Sei A = (a;;) eine Matrix, deren r-te und s-te Spalte {ibereinstim-
men. Sei r < s. Dann stimmen in den Streichmatrizen Ay; fir j # r,s zwei
Spalten iiberein. Deren Determinanten tragen nichts zu D(A) bei. Es bleibt

D(A) = (—1)"*"ay, det Ay, + (—1) F¥ar, det Ay,
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Nach Voraussetzung ist a1, = a1s. Die Matrizen Aq, und A;s; bestehen aus
verschiedenen Permutationen der gleichen Spaltenvektoren. Mit der Streichno-
tation wie im ersten Teil des Beweises
_ / ! / / / /
Ay = (vl vy oo vy vl . vy Vb Vg ..l)

’
—
A _(/ ! ! / ! / / )
1s=(V1 vy ... V.1 Vg Upipy .. Ugg VUgyy ..

Ihre Determinanten unterscheiden sich um das Vorzeichen der Permutation,
durch die A;, aus Aj, hervorgeht. also

det Ay, =sgnodet Aj; = D(A) =0

Normierung: Sei A = FE,, die Einheitsmatrix. Bei Entwicklung nach der ersten
Zeile tragt nur der erste Summand bei:

D(E,) =1det E,_; =1

Wegen der Eindeutigkeit der Determinante gilt also D(A) = det A.
Die Formel fiir die Entwicklung nach der k-ten Zeile entsteht durch Vertauschen
der Zeilen 1 und k£ und Entwicklung nach der neuen ersten Zeile.

Die Spaltenentwicklungsformeln folgen durch Betrachten der transponierten Ma-
trix. O

Bisher standen alle Aussagen unter dem Vorbehalt der Existenz der Determi-
nante. Wenn es eine Funktion mit den definierenden Eigenschaften gibt, dann
hat sie auch alle iibrigen.

Korollar 7.11. Die Determinante existiert.

Beweis: Der Beweis wird mit vollstdndiger Induktion nach n gezeigt. Fiirn =1
ist det = id.
Sei nun die Aussage wahr fiir n — 1. Wir setzen wie im Beweis von Satz 7.10

D(A) = Z(—1)1+ja1j det Alj
j=1

Dies ist nach Induktionsannahme eine wohldefinierte Funktion. Wie im Beweis
des Satzes gezeigt, ist D multilinear, alternierend und normiert, erfiillt also die
Axiome der Determinante. O

Insgesamt haben wir den Beweis von Theorem 7.2 damit abgeschlossen.

Satz 7.12 (Leibniz-Formel). Sei A € M, (k). Dann gilt

det A = Z SgN(0)A14(1)A25(2) - - - Ano(n)
oeS,



70 KAPITEL 7. DETERMINANTEN

U1
Beweis: Sei A = (a;;) = | ... |. Sei wie bisher e} der i-te Vektor der Stan-
Un
dardbasis des Raums der Zeilenvektoren. Dann ist die erste Zeile von A von der
Form v; = 2?21 ai;e;. Wegen der Linearitdt der Determinante in der ersten
Spalte gilt

*

e,
n &
Z U2
det A = g1
0 .
Un

Wir wiederholen diese Rechnung mit der zweiten, dritten Spalte etc. und erhal-
ten

*

11

*

n n n
€.
det A = E E E Q14,2 « - - O, | 2
T

i1 g o

in

Sind zwei Indizes gleich is = 4, fiir s # 7, so hat die Matrix in der summe
zwei gleich Spalten und daher Determinante 0. Es geniigt also, iiber die Tupel
(i1, ... ,1,) zu summieren, fiir die alle Eintréige paarweise verschieden sind. Dann
gilt is = o(s) fiir eine Permutation o € S,,. Also:

det A = Z A15(1)025(2) - - - Ano(n) det Py
ocES,

Mehrfaches Anwenden von Korollar 7.4 (iii) ergibt
det P, = sgno
also die Leibnizformel. O

Bemerkung. Wenn man genau hinschaut, so haben wir einen zweiten Beweis
fiir die Existenz des Vorzeichens von Permutationen gefiihrt. Es gilt ja

sgno = det P,

(Fast: die linke Seite hat Werte £1 € Z, die rechte £1 € k. Falls 0 # 2 in k,
so kann dies aber identifiziert werden. Falls 0 = 2 in k, so gilt die Gleichung in
k, aber eben nicht in Z.) Fiir den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit haben
wir das Vorzeichen der Permuation nicht gebraucht - nur den Vorzeichenwechsel
unter Transpositionen.

Berechnung von Determinanten

Wie berechnet man Determinanten in der Praxis?

e Fiir n = 2 mit der expliziten Formel.
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e Fiir n = 3 ebenfalls mit der expliziten Formel, meist formuliert als Sar-
rusregel:
a1 a2 air a1
G21 Q22 Q21 G22
as1 Q32 31 as2

Uber alle Diagonalen der Linge drei ist zu Multiplizieren und dann mit
Vorzeichn zu summieren. Dabei erhalten die die Parallelen der Hauptdia-
gonalen aijassass das Vorzeichen +, die anderen das Vorzeichn —.

e Fiir allgemeines n: Nicht mit der Leibnizformel. Fiir eine n x n-Matrix sind
hier ndmlich n! Summanden mit jeweils n Faktoren zu betrachten. Dies
ist sehr schnell sehr kompliziert, wie ein Selbstversuch mit n = 5 zeigt.
Auch fiir Computer ist es viel zu aufwéndig.

e Bei diinn besetzten Matrizen ist Zeilen- oder Spaltenentwicklung oft hilf-

reich.
1 0 0 3
1 0 0
2 2 1 0/ _, .\314 I A
000 4 Y 433}_4‘01’_8
0 011

(Entwicklung nach der dritten Zeile, dann nach der ersten)

e Am schnellsten geht es stets mit dem GauB-Algorithmus. Dieser bringt
sehr schnell die Matrix in Diagonalform - und dann lesen wir die Deter-
minante ab.

1232 [1 2 3 2 1 2 3 2
2 301 0 -1 -6 -3 _[0 -1 -6 -3
0115 o1 1 5|70 0o -5 2| HDER0-225=0
4 2 10 [0 -6 —11 -8 [0 0 25 10

Der theoretische Nutzen der Determinante ist so viel hoher als der praktische.
Ob die Matrix invertierbar ist, stellt man am schnellsten fest, in dem man
versucht, ihr Inverses auszurechnen. Theoretische Anwendungen werden wir in
der Eigenwerttheorie kennenlernen.

Invertieren von Matrizen

Im ersten Kapitel haben wir eine Formel fiir die Inverse einer Matrix hergeleitet,
auch wenn wir das Wort damals noch nicht benutzt haben. Dasselbe geht auch
fiir groBere Matrizen.

Satz 7.13 (Cramersche Regel). Sei A = (a;5)i; € Mp(k) mit det A # 0. Dann
gilt
11
~ det A
wobei A;; die Streichmatriz ist, die aus A durch Weglassen der Zeile i und der
Spalte j entsteht.

((—1)i+j det Ajz)

4,3
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Beweis: Nachrechnen! Sei B = (b;;) das det A-fache der obigen Matrix, also
b;j = (—=1)"*7 det A;;. Wir betrachten die Eintrige

a a a det A11 —det A21 det A31
(C' ) — AB = all Cl12 0,13 T —det A12 det AQQ —det A32
th)ik = - 2 2 23 det A13 —det A23 det A33
Es gilt
C11 = ai det A11 — a2 det A12 + a3 det A13 +...=detd
nach der Entwicklungsformel fiir die erste Zeile. Weiter gilt
c12 = —aqq det Ay + ajodet Ags — ajgdet Aoz £ ...

Dies kann aufgefasst werden als Entwicklung nach der zweiten Zeile einer Ma-
trix, deren Zeilen mit denen von A {ibereinstimmen, aber deren zweite Zei-
le (a11,a12,a13,...) lautet. In dieser Matrix stimme die ersten beiden Zeilen
iiberein, also hat sie Determinante 0. Dasselbe Argument funktioniert fiir alle
iibrigen Eintrdge. Wir erhalten

AB = det AE,

Dies beweist die Behauptung. O
N . a b .
Beispiel. Sein=2, A= (c d)' Dann ist

A = (d), A2 = (¢), Ag1 = (b), Aga =d

1 d -b
A7l =
ad — bc (—C a )

Bemerkung. Fiir praktische Zwecke ist die Formel meist nutzlos. Es miissen n
Determinante von Streichmatrizen berechnet werden, das ist viel aufwéndiger
als die direkte Berechnung der inversen Matrix.

Die Formel besagt also

2

Das Berechnen der inversen Matrix ist ein lineares Gleichungssystem
AX =F,

aus n? Gleichungen fiir die n? Eintrige von X . Tatsi#ichlich zerfillt es in n lineare
Gleichungssysteme
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bestehend aus n Gleichungen mit n Unbekannten. Da es jedesmal dieselbe linke
Seite ist, lassen wir den Gauf3-Algorithmus fiir alle Gleichungen parall ablaufen.
D.h. wir versuchen A in Diagonalgestalt zu bringen und bestimmen dadurch die
Eintrage von X. Statt den Algorithmus zu formulieren, rechnen wir ein Beispiel
mit k& = Q.

1 2 3
A=10 1 -1
-1 1 0
Dazu ist die erweiterte Matrix
1 2 3/1 0 0
01 —-1|10 1 O
-1 1 0/0 0 1

Addition der ersten Zeile zur dritten und Subtraktion des Doppelten der ersten
Zeile von der vierten:

W= W

1
0
1

O = O

1 0
0 0
0 1

W = N

Addition des Dreifachen der zweiten Zeile zur dritten

1 2 1 0 0
01 —-110 1 0
0 O 6|1 -3 1
Division der dritten Zeile durch 6

1 2 311 0 0
01 —-11]0 1 0

1 11
00 1§ -3 %

Nun addiert man wieder umgekehrt die dritte zur zweiten etc.

13 _1
Clolt o E
001! -1 1

i 1 _1
0 1ol 1 i
001! -1 1

Nun steht rechts die inverse Matrix. (Wenn man sich nicht verrechnet.)

Bemerkung. Es diirfen nur elementare Zeilentransformationen verwendet wer-
den. (Oder nur elementare Spaltentransformationen.)
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Beweis: Wir betrachten ein Tableau A|E,,. Dann multiplizieren wir beiden Ma-
trizen von links mit Elementarmatrizen, Permuationsmatrizen und invertierba-
ren Diagonalmatrizen. Wir erhalten ein Tableau

S1...SvA|ST...SLE,
Sei die linke Matrix gleich FE,,. Dann gilt also
E,=81...SvA= Sy'Syt,... .87 =A

(Multiplikation von links mit den Inversen der S; und 7}.) Durch Invertieren
der Relation erhalten wir

S1...5v=4

also die rechte Matrix des Tableaus. O

Determinanten iiber beliebigen Ringen

Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Es sind also alle Kérperaxiome erfiillt, nur
dass nicht dividiert werden kann. Auch dann kann man die Determinante als
Funktion

det : M, (A) — A

betrachten. Es gelten alle Sdtze und Formel mit Ausnahme der Aussage zum
Rang, da der Rang als Dimension des Bildraums der linearen Abbildung F4 nur
fiir Korper gut funktioniert. Allerdings sind nicht alle unsere Beweise auf Ringe
iibertragbar.

Am einfachsten wird es fiir Ringe, die wir in Korper einbetten kénnen. Sei also
A C K ein Teilring eines Kérpers K. Dann ist auch M, (A) C M, (K). Auf
M, (K) haben wir die Theorie der Determinante entwickelt. Nach der Leibniz-
Formel hat det auf M, (A) Werte in A.

Satz 7.14. Sei A C K ein Teilring (mit Eins) eines Kérpers. Dann ist M €
M, (A) genau dann invertierbar in M, (A), wenn det M € A*, wobei A* die
Menge der invertierbaren Elemente von A beziiglich der Multiplikation.

Beweis: Sei N € M, (A) invers zu M. Dann gilt MN = E,,, also mit Mulitpli-
kativitat det M det N = det E,, = 1 wobei det M,det N € A. Damit ist det M
invertierbar in A. Sei umkehrt det M invertierbar. Dann wird die Inverse durch
die Cramersche Regel angegeben. Es liegt in M,,(A), da det M € A*. O

Beispiel. Ein wichtiger Spezialfall ist Z C Q. Hier ist Z* = {£}. Eine ganz-
zahlige Matrix ist invertierbar, wenn ihre Determinatante +1 ist.

Fiir allgemeine Ringe (kommutativ mit Eins) definiert man det mit der Leibniz-
Formel. Diese hat Werte in A. Fiir diese Funktion gilt:

e Multilinear und alternierend in Zeilen und Spalten.

e Andert das Vorzeichen beim Vertauschen von Zeilen und Spalten.
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e Bleibt unverindert beim Addieren des Vielfachen einer Zeile oder Spalte
zu einer anderen.
e detF, =1
o det M = det M*
e Entwicklungsformel nach Zeilen und Spalten.
e Multiplikativitat

e M € M,(A) ist invertierbar, genau dann, wenn det M in A invertierbar
ist.

e Cramersche Regel

Nicht alle unsere Beweise funktioneren auch in dieser allgemeinen Situation,
insbesondere unser Beweis fiir die sehr wichtige Multiplikativitidt nicht. Man
kann dies aber auch durch Ausmultiplizieren der Leibnizformel verifizieren.

Bemerkung. Bei uns werden Determinanten von Matrizen mit Eintrdgen im
Polynomring vorkommen, siehe néchstes Kapitel. Dieser l4sst sich in einen Korper
einbetten.

Determinanten von linearen Abbildungen

Bisher haben wir in diesem Kapitel konsequent Matrizen betrachtet. Aber es
gibt auch Konsequenzen fiir lineare Abbildungen.

Definition 7.15. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber dem Kéorper
k. Sei f :V — V ein Endomorphismus. Sei A eine Basis von V und M4 (f)
die zugehdorige darstellende Matrixz. Dann heif$t

det f = det M4 (f)
Determinante von f.

Lemma 7.16. Die Determinanten eines Endomorphismus ist wohldefiniert. Sie
st unabhdnig von der Wahl der Basis A.

Beweis: Sei B eine weitere Basis von B. Dann gilt nach der Basiswechselformel
ME(f) = Mg (d)MA (f)MF (id) = ST'MA(f)S

mit S = MZ(id) die Basiswechselmatrix. Wir wenden det an und nutzen die
Multiplikativitét:

det ME(f) = det S~ det M4 (f) det S = det M4 (f)

denn det S=! = (det S)~!. (Anwenden von det auf SS~1 = E,,.) O
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Satz 7.17. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, f :V — V ein Endo-
morphismus. Dann ist f genau dann ein Isomorphismus, wenn det f # 0.

Beweis: Sei A eine Basis von V und M4 (f) die darstellende Matrix. Dann sind
dquivalent:

(i) f Isomorphismus.
(i) M4(f) invertierbar.

(iil) 0 # det M4 (f) = det f.



Kapitel 8

Eigenwerte und
Eigenvektoren

Von nun an studieren wir Endomorphismen von Vektorrdumen.

Definition 8.1. Sei k ein Kérper, V' ein k-Vektorraum, f: V — V ein Endo-
morphismus. Ein Vektor v € V . {0} heifit Eigenvektor von f zum Eigenwert
A €k, falls gilt

fv) =

Bemerkung. 0 ist kein Eigenvektor, da sonst jedes A € k Eigenwert wére. Der
Eigenwert 0 ist erlaubt. Er tritt auf, wenn f nicht invertierbar ist.

Beispiel. (i) Sei f: Q? — Q? gegeben durch Multiplikation mit <3 L >

() =G L) ()= ()

) Eigenvektor zum Eigenwert 2.

Dann gilt

Damit ist < 1
-1
(i) Sei g : R? — R? die Spiegelung an einer Nullpunktsgeraden. Ein Vektor

in Richtung der Spiegelachse ist dann Eigenvektor zum Eigenwert 1. Ein
senkrecht dazu stehender Vektor ist Eigenvektor zum Eigenwert —1.

(iii) Sei g : R? — R? eine Drehung um 0 um den Winkel o. Dann ist kein
Vektor Eigenvektor (Ausnahmen: o = 0, alle Vektoren ungleich 0 sind
Eigenvektoren zum Eigenwert 1; oder o = 7, alle Vektoren ungleich 0 sind

Eigenvektoren zum Eigenwert —1.)

In der Physik wimmelt es von Eigenwertproblemen.

7
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KAPITEL 8. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Beispiel. (i) (Kreiselgleichungen)Wir betrachten die Bewegungsgleichung ei-

(iii)

(iv)

nes starren Korpers im Raum. Die Bewegung des Schwerpunkts kann ab-
gespalten werden, ohne Einschriankung ist dieser fest im Mittelpunkt des
Koordinatensystems. Dann kann der Korper sich immer noch drehen. Die
Bewegungsgleichung lautet

I=1w

wobei we R3 die Winkelgeschwindigkeit ist, ZG R3 der Drehimpuls und
I € M;3(R) der Trdgheitstensor. Er wird aus der Masseverteilung des
starren Korpers berechnet. Ein Eigenvektor des Tréigheitstensors ist ei-
ne (meta)-stabile Drehachse des Koérpers. Es ist eine physikalische oder
mathematische Tatsachse, dass jeder starre Korper genau drei, auf einan-
der senkrecht stehende Eigenachsen hat (LA 2: wegen I = I*).

Wir betrachten die Schwingungen einer eingespannten Saite. Ihre Zusténde
bilden einen (unendlichdimensionalen) Vektorraum. Als Operator betrach-
ten wir die Schwingungsgleichung. Die ” Grundschwingungen” und ” Ober-
téne” der Saite sind die Eigenvektoren. Man spricht ja auch von Eigenfre-
quenzen.

Mathematisch sehr &hnlich sind die Gleichungen der Quantenmechanik:
Wir betrachten das quantenmechanische Modell des Wasserstoffatoms.
Seine Zusténde werden durch Wellengleichungen beschrieben. Der Endo-
morphismus ist der Schrédingeroperator bzw. die Schrodingergleichung.
Dann sind die Eigenvektoren die aus Bildern bekannten Elektronenwol-
ken. Die zugehorigen Energieniveaus sind die Eigenwerte.

Googles Algorithmus zur Bewertung von Webseiten ist ebenfalls eine Ei-
genwertaufgabe mit einem riesigen linearen Gleichungssystem.

Wie kommt man auf den Eigenwert 2 im ersten Beispiel? Sei wieder f : Q% —

Q?, wobei f Multiplikation mit <_3 4 _12>

Gesucht ist ein A € Q, so dass es ein ( ) # 0 gibt mit

&
1)

)= B ) =6 D)

Dies ist (fiir festes A) ein lineares Gleichungssystem. Wir bringen es in vertraute

Form:

Dies i

()6 DE) -2 L))

st ein homogenes Gleichungssystem, und wir suchen nach einem nichttri-

vialen Element des Kerns der linearen Abbildung gegeben durch Multiplikation
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mit der Matrix <3_4)\ 7217 )\). Diese existiert genau dann, wenn die Deter-
minante verschwindet, also

3—A 1 _ _ 2 _

‘_4 —2—)\‘_(3_)\)(_2_)\)+4_)\_>\_2_0

Das nichttriviale (il) existiert also genau dann, wenn A\ eine Nullstelle des
2

quadratischen Polynoms ist. Diese sieht man sofort:
MoA—2=A=-2)A+1)

Die Eigenwerte sind 2 und —1. Die zugehorigen Eigenvektoren zu berechnen ist
dann die Losung des linearen Gleichungssystems. Auf jeden Fall gibt es sie!
Offensichtlich funktioniert diese Argumention fiir alle endlichdimensionalen Vek-
torrdume. Wir miissen uns daher etwas mit Polynomen beschéftigen.

Polynomringe

Sei k ein Korper. Ein Polynom iiber k ist ein formaler Ausdruck der Form
Z?:o ;X" mit n € Ny, a; € k und einer Unbestimmten X. Die Menge der
Polynome heiit Polynomring k[X]. Sie wird mit Addition und Multiplikation
von Polynomen zu einem Ring.

Beispiel.
(142X +X%)(X = X%) = X4 +2X5+ X6 X5 2x0 X7 = x4 X5 Xx6_X7
Formal sauber:

Definition 8.2. Sei k ein Kdrper. Der Polynomring k[X] dber k ist die Menge
k[X] = @k = {(ai)ien, |a; = 0 fir fast alle i € Np}
i=0

mit der komponentenweisen Addition und dem Cauchyprodukt

(ai)?io(bj);io = ( Z aibj);Zg

i+j=r

Wir schreiben suggestiver X = (0,1,0,...) und
(@) = Y ai X’
i=0

mit n gentigend grofl. Der Grad deg P eines Polynoms ist das Mazimum der
i € Ng mit a; # 0. (Dabei setzen wir deg0 = —00).
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Lemma 8.3. k[X] ist ein kommutativer Ring mit Eins. Fir P,Q € k[X] gilt
deg(PQ) = deg P + deg @, deg(P + Q) < max(deg Pdeg Q)
Insbesondere gilt P,Q # 0 = PQ # 0.

Beweis: Beziiglich der Addition ist dies ein Spezialfall der direkten Summe von
Vektorraumen. (k[X],+) ist insbesondere eine abelsche Gruppe. k[X] hat die
Basis e; = ((51-]-);?‘;0 mit Eins an der Stelle ¢ und 0 sonst. Man iiberpriift leicht,
dass eg das neutrale Element der Multiplikation ist. Wir schreiben daher ab
sofort eg = 1 und aeg = a fiir alle @ € k. Dann {iberpriift man leicht, dass aP
fiir alle a € k und P € k[X] den gleichen Wert ergibt, egal ob wir es als skalare
Multiplikation des Vektorraums oder als Cauchyprodukt auffassen.

Wir schreiben e; = X. Man sieht sofort, dass e; = X*. Daher hat jedes Polynom
eine eindeutige Darstellung >~ a; X ¢, Die Produktformel in dieser Schreibwei-
se lautet

o0

(iaiXZ) iijj :Z Z ai—&-bj X"
=0 j=0

r=0 \i4+j=r

Die Giiltigkeit der Assoziativ- und Distributivgesetze rechnet man ebenfalls
leicht nach.

Nun betrachten wir die Gradaussagen. Falls P = 0 oder QQ = 0, so gelten die
Aussagen. Sei also n =deg P > 0, m = deg@ > 0, also

m

P = iaixi,cg = Zbin
i=0 j=0

mit @y, by # 0. Sei ohne Einschrankung n < m. Dann ist

n+m

PQ=Y" > abX"

r=0 i4+j=r

denn der maximale Werte von i + j, so dass a;b; # 0 ist n+m. Gleichzeitig hat
fiir r = n + m die Summe nur einen Summanden a,b,,, der ungleich Null ist.
Damit ist deg PQ) = n + m. Fiir die Summe gilt

P+ Q = Z(ai + bZ)XZ
=0

denn fiir ¢ > m ist a; = b; = 0. Damit ist deg(P 4+ Q) < m. (Gleichheit folgt
nicht. Es konnte ndmlich n = m, und a,, = —b,, sein.) O

Jedes Polynom definiert eine Abbildung k — k, die zugehorige Polynomfunkti-
on.
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Definition 8.4. Sei P =" , a; X" ein Polynom, \ € k. Dann heifit
P(A) =) aX
=0

Wert von P in \. Insbesondere heifit A Nullstelle von P, falls P()\) = 0. Die
Abbildung
ev: k[X] — Abb(k, k) P (A— P())

heifit Auswertungsabbildung (Evaluierung, englisch Evaluation). Die Abbildun-
gen im Bild heiffen polynomiale Funktionen.

Lemma 8.5. ev ist eine lineare Abbildung von k- Vektorraumen und vertréaglich
mit Multiplikation.

Beweis: Hinschreiben. O

Satz 8.6. Gegeben seien paarweise verschiedene Aq,..., A\, € k und beliebige

by, ...,b, € k. Dann gibt es genau ein Polynom vom Grad hochstens n mit
P\) =a; fiir allet1=0,...,n

Insbesondere ist ein Polynom vom Grad n durch die Werte in n+ 1 Elementen
von k eindeutig bestimmt.

Beweis: Wir stellen die Gleichung auf. Gesucht sind ag, ..., a, € k mit

ap + Noay + N2ag + - - - + Ala, =by
aop + May + Nag + -+ Nla,, =b;

ap + Apai + )\Zag + -+ ALa, =b,

Dies sind n+1 inhomogene lineare Gleichungen fiir n+1 Unbekannte ay, . . ., ay.
Damit haben wir eine Gelegenheit unser Wissen iiber lineare Gleichungssystem
zu nutzen. Die Koeffizientenmatrix lautet

1 X A2 ... A
PO R YIS SR
1 A A2 oan

Dies ist eine Vandermondsche Matrix. Thre Determinante ist (Ubungsaufgabe)
det L =[]\ = M)
g>i

Sie ist ungleich null, da die A; paarweise verschieden sind. Damit ist die Koeffi-
zientenmatrix invertierbar, und das Gleichungssystem ist eindeutig losbar. [
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Korollar 8.7. Sei P ein Polynom vom Grad hichstens n mit n+1 Nullstellen.
Dann ist P = 0.

Beweis: Dies ist der Spezialfall by = --- = b, = 0 der Eindeutigkeit. O

Korollar 8.8. Hat k unendlich viele Elemente, so ist die Auswertungsabbildung
ev : k[X] — Abb(k, k) injektiv.

Beweis: Sei P € Kerev. Falls P # 0, so wenden wir das vorherige Korollar mit
n = deg P an. Da P in allen Elementen von k verschwindet, hat es mehr als n
Nullstellen. O

Bemerkung. Wer in erster Linie an R und C interessiert ist, braucht als den
Unterschied zwischen formalen Polynomen und polynomialen Funktionen nicht
zu machen. Aber es gibt ja auch endliche Kérper!

Charakteristische Polynome

Nun kehren wir zuriick zur Eigenwertfrage.

Definition 8.9. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Basis A. Sei
f:V =V ein Endomorphismus. Dann heifst

xy = det(f — X id) = det(M4(f) — XE,,) € k[X]
charakteristisches Polynom von f.

Lemma 8.10. Das charakteristische Polynom ist unabhdingig von der Wahl der
Basts.

Beweis: Fiir jedes A € k ist nach Definition
Xf(A) =det(f —Aid) € k

unabhingig von der Wahl der Basis. Falls £ unendlich viele Elemente hat, so ist
der Beweis wegen der Injektivitdt der Auswertungsabbildung beendet.
Im allgemeinen sei B eine zweite Basis. Dann gilt nach der Basiswechselformel

ME(f) = S7'MZ(f)S
fiir eine invertierbare Matrix S € GL, (k). Es gilt
Mp(f) = XEp = S7H(Ma(f) = XEy)S € My (k[X])

Wir kénnen nun die Rechenregeln fiir die Determinante von Matrizen in einem
Ring anwenden und erhalten aus der Multiplikativitét

det(Mp(f)— X E,) = det(S) "L det(Ma(f)— X E,) det(S) = det(Ma(f)— X E,)

(Wir sind in einem besonders einfachen Fall, da sich k[X] einbettet in den Korper

K(X) = {gm@ € K[X],Q # 0}
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(Gleichheit, Addition und Multiplikation von Briichen).

Alternatives Argument: Falls k endlich ist, so bettet es sich in einen unendli-
chen Koérper k' ein (Algebra). Die Identitéit von Determinanten kann iiber &’
iiberpriift werden. O

Wie sieht das charakteristische Polynom aus? Sei (a;;);;—; darstellende Matrix
von f. Dann ist mit der Leibniz-Formel

xr = det((a;;—Xd;;)) = Z (@10(1)=X016(1))(020(2) =X 020(2)) - - - (no(n) =X no(n))
og€eSy,

Wir multiplizieren aus und fassen zusammen. Es treten maximal n Faktoren X
auf, nimlich genau fiir den Summanden mit 1 = ¢(1),2 = ¢(2),...,n = o(n)
bzw. o = id. Der Vorfaktor lautet (—1)". Einfach ist auch der konstante Term.
Man erhélt ihn als x;(0) = det(f). Also:

Xf=(=1)"X" 4+ det(f)
Insbesondere ist der Grad von x; die Dimension von V.

Satz 8.11. Sei k ein Korper, V' ein endlichdimensionaler k-Vektorraum, f :
V — V ein Endomorphismus, A € k. Dann sind dquivalent:

(i) X € k ist ein Eigenwert von f.
(i1) X ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms, d.h. xy(X) = 0.

Beweis: Wir formen die Aussagen dquivalent um:

A Eigenwert <
f)=X v firenveV {0} <
fw)—Av=0firenveV {0}
(f = Aid)(v) =0 fiir ein v € V N {0} &
Ker(f —Aid) #0 &
det(f —A\id) =0 <
xr(A) =0
O

Korollar 8.12. Sei dimV =n, f : V — V Endomorphismus. Dann hat f
hochstens n Eigenwerte.

Beweis: Es ist deg x5 = n. Damit hat es hochstens n Nullstellen. O

Bemerkung. Nullstellen von quadratischen Polynomen findet man durch qua-
dratische Ergidnzung und die zugehorige Losungsformel. Sie gilt iiber allen Kérpern
(soweit man die auftretenden Quadratwurzeln ziehen kann!). Auch fiir Gleichun-
gen vom Grad drei und vier gibt es die Cardanischen Formeln, die seit seit dem
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16. Jahrhundert bekannt sind. Fiir die Nullstellen von allgemeinen Polynomen
von hoherem Grad gibt es solche Formeln nicht. Dies ist ein tiefes Resultat der
Algebra, 1824 erstmals bewiesen von Abel. Der Beweis dieses Satzes ist zentraler
Gegenstand der Veranstaltung Algebra und Zahlentheorie im 3. Semester.

Grad gibt es e

Beispiel. Wir betrachten k = R, V = R? und f = (_01 é) (Drehung um
7/2) Dann ist
-X 1
Xf:’_l —X‘ =X*+1
Dieses Polynom hat keine Nullstellen in R, also hat f keine Eigenwerte. Uber C
hat es jedoch die Nullstellen +7, also sehr wohl Eigenwerte.

Definition 8.13. Ein Kdrper heifst algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-
konstante Polynom eine Nullstelle hat.

Theorem 8.14 (Fundamentalsatz der Algebra). C ist algebraisch abgeschlos-
sen.

Beweis: Tief. Am leichtesten geht es mit den Methoden der Funktionentheorie.
O

Korollar 8.15. Sei k algebraisch abgeschlossen. Dann hat jeder Endomorphis-
mus eines endlichdimensionalen Vektorraums einen Eigenwert.

Beweis: Das charakteristische Polynom hat eine Nullstelle. 0
Die Voraussetzung an die Dimension ist notig.

Beispiel. Sei V = k[X], f die Multiplikation mit X. Dann hat f keinen Eigen-

wert, denn
n n
XY aX =) a X =2 aX'
1=0 i=0 1=0

ist aquivalent zu
0= Aag,ag = Aai,a1 = Nag,...,0n_1 = Ny, ap =0

Hieraus folgt rekursiv von oben a; = 0 fiir alle . Das Nullpolynom ist aber als
Eigenvektor nicht erlaubt.

Bisher haben wir uns auf die Eigenwerte konzentriert. Nun wollen wir die Ei-
genvektoren noch etwas studieren.

Definition 8.16. Sei V ein k-Vektorraum, f : V. — V ein Endomorphismus.
Sei A € k ein Figenwert. Dann heif§t

W={veV|f(v) = v}

Eigenraum zu A.
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Der Eigenraum enthilt die Eigenvektoren zum Eigenvektor A und auflerdem 0.
Lemma 8.17. Der Eigenraum ist ein Untervektorraum von V.
Beweis: Seien a,b € k, z,y € V). Dann gilt

flax +by) = af(x) + bf(y) = arx + by = Aax + by)
d.h. ax + by € V). O
Wie steht es mit Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten?

Satz 8.18. Sei V' ein Vektorraum, f : V. — V ein Endormorphismus. Seien
V1, ...,V Bigenvektoren zu paarweise verschiedenen FEigenwerten Ai,...,\,.
Dann ist die Familie vy, ..., v, linear unabhdingig.

Beweis: Seien aq,...,a, € k mit
aivy + -+ apv, =0
Durch Anwenden von f erhalten wir neue Relationen:
0= flarvr + -+ apvn) = arf(v1) + -+ 4 anf(vn) = anAiv1 + - + apApvy
Iterativ erhalten wir fiir ¢ > 0 Gleichungen der Form
0= )\ialvl + ... /\flanvn

Wir schreiben dies abkiirzend

1 1 ce 1 a1v1

0: )\1 )\2 An a9V
A2OALLox2

.. ApUp

(Rechts steht nicht wirklich eine Spaltenvektor, die die v; Elemente von V sind.)
Aber der Kalkiil funktioniert. Wir schrinken uns auf die ersten n Gleichungen
ein. Die Vandermonsche Matrix hat Determinate prod;;(A; — A;). Sie ist un-
gleich 0. Wir multiplizieren das Gleichungssystem von links mit dem Inversen
der Koeffizientenmatrix, d.h. wir bilden jeweils geeignete Linearkombinationen
der Zeilen und erhalten das neue Gleichungssystem

a1vy

0=E, | 22

AnUn

Es gilt also a;v; = 0 fiir alle i. Wegen v; # 0 bedeutet dies a; = 0 fiir alle i. Die
Vektoren sind linear unabhéngig. O
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Korollar 8.19. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, f : V. — V ein En-
domorphismus mit n verschiedenen FEigenwerten. Dann hat f eine Basis aus
FEigenvektoren. Beziiglich dieser Basis A lautet die darstellene Matriz

wobei die \; die Figenwerte sind. Alle Figenrdume sind eindimensional.

Beweis: Seien vy, ..., v, Eigenvektoren zu den verschiedenen Eigenwerten Aq, . . .
Nach dem Satz sind sie linear unabhéingig, wegen dim V' = n also eine Basis.
Wir berechnen die darstellende Matrix:

f(vi) = Aiv; = Z(sij)\ivj
j=0

Zuletzt berechnen wir den Eigenraum: Sei v = >~

j—1a;v; ein Eigenvektor zu
Eigenwerte \;. Es gilt also f(v) = A\;v, bzw.

f(z ajvj) = Z (lj/\j’Uj = Z )\iajvj 54 aj)\j = CLj/\k fir alle j
j=1 j=1 j=1
Wegen \; # A; fiir ¢ # j folgt hieraus a; = 0 fiir j # 4. Damit hat v die Form
a;v;. Der Eigenraum hat den Basisvektor v;. O

Dies ist insbesondere der Fall, wenn xf n verschiedene Nullstellen hat.

Bemerkung. Physiker nennen solche Endomorphismen nicht-degeneriert, an-
dernfalls degeneriert. Da sich durch kleine Stérungen es Systems die Eigenwerte
dndern, verschwinden auch zufiillige Gleichheiten in der realen Welt.

Nicht jeder Endormophismus hat eine Basis aus Eigenvektoren! Einen Hinde-
rungsgrund haben wir schon gesehen, ndmlich wenn der Koérper nicht algebraisch
abgeschlossen ist. Aber selbst tiber C ist es falsch.

0 1
0 0
Einzige Nullstelle (egal in welchem Kérper) ist 0. Wir berechnen den Eigenraum

Vb, also den Kern:
(0 1N\ (z\ [y
=(00) ()= 0)

Hieraus folgt y = 0, aber x beliebig. Der Eigenraum ist eindimensional. Einziger
Eigenvektor von f (bis auf Vielfache) ist e;.

Beispiel. Sei V = C2%, f = < ) Das charakteristische Polynom ist X?2.

Dies systematisch zu verstehen, wird eine der Aufgaben der LA 2 sein.



Kapitel 9
Etwas affine Geometrie

Affine Geometrie ist Geometrie ohne Abstandsbegriff. Es geht also um Struktu-
ren, die unter Translationen, Scherungen usw. erhalten bleiben. Man kann dies
rein axiomatisch angehen, wie Euklid es tat. Wir arbeiten von vornherein mit
Koordinaten. Man spricht dann auch von analytischer Geometrie.

Affine Geometrie der Ebene

Sei k ein Kérper. Wir nennen jetzt A? = k2 Ebene und die Elemente Punkte. Wir
wollen dabei zwischen der Menge (A?) und dem Vektorraum (k?) unterscheiden.

Fiir P,Q € A? schreiben wir P_é € k? fiir den Vektor von P nach Q, also
—
PQ=Q-P

Definition 9.1. Eine affine Gerade in der Ebene ist eine Teilmenge von A2

von der Form
L=P+V

wobei Py € A% ein Punkt und V C k? ein Untervektorraum der Dimension 1.

Lemma 9.2. Sei L C k? eine affine Gerade. Dann gilt fiir jedes P € L
L=P+V

wobei V = {E}S|R, S € L}. Insbesondere ist V' unabhdngig von P.

Die Elemente von V' heiflen Richtungsvektoren von L.

Beweis: Nach Definition ist L = Py+ V fiir einen eindimensionalen Untervekto-
raum V C k2. Seien R, S € L. Dann gibt es v,w € V mit R = Py+v, S = Py+w.
Es folgt

—

RS=S—-R=(FP+v)— (Pht+w)=v—weV

Umgekehrt hat jedes v € V die Form m’ mit S = Py + v. Dies beweist die
intrinsische Charakterisierung von V' als Raum der Richtungsvektoren.

87



88 KAPITEL 9. ETWAS AFFINE GEOMETRIE

Sei nun P € L beliebig. Wir zeigen P+ V = Py + V. Nach Voraussetzung ist
P = Py + v fiir ein v € V. Ein beliebiges Element @) von Py + V hat die Form
Py + w. Es folgt

Q=P+w=FP+v+(w—v)=P+ (w—)
Wegen w—v € V folgt Q € P+ V. Die andere Inklusion sieht man genauso. [

Lemma 9.3. Seien P,Q € A%, P # () Dann gibt es eine eindeutige affine
Gerade, die P und @ enthdlt.

Beweis: Sei V = (P—Q>> Dann ist L = P+V die gesuchte Gerade. Ist umgekehrt

L eine Gerade durch P, Q, so enthélt der Raum der Richtungsvektoren P—Q>, also
auch V. Wegen der Eindimensionalitét ist er gleich V. O

Definition 9.4. Zwei affine Geraden heifien parallel, wenn ihre Rdume von
Richtungsvektoren tbereinstimmen.

Satz 9.5 (Parallelenaxiom). Sei L eine affine Gerade, P € A% ein Punkt. Dann
gibt es genau eine zu L parallele Gerade durch P.

Beweis: Sei L = Py + V. Die gesuchte Gerade ist P + V. Offensichtlich ist dies
eindeutig. O

Lemma 9.6. Zwei nicht-parallele Gerade schneiden sich in genau einem Punkt.
Beweis: Sei L=P+V und L' = P'+ V' mit V # V'. Es ist
vnv cv,v cv+Vv’

Wegen V' # V'’ gilt an beiden Stellen Ungleichheit. Aus Dimensionsgriinden
folgt V 4+ V' = k2 und V NV’ = 0. Wir betrachten P — P’. Es liisst sich nun
schreiben als v — v’ mit v € V, v/ € V’. Dann ist P+ v = P + v/ der gesuchte
Schnittpunkt. .

Seien umgekehrtag_,} @’ Schnittpunkte. Dann liegt QQ’ in V und in V’. Wegen

VNV =0gilt QQ' =0, also Q =Q'. O

Viele Sétze der Schulgeometrie lassen sich mit den Mitteln der affinen Geometrie
beweisen.

Satz 9.7. Sei 0 # 2,3 in k. Dann gilt: Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks
schneiden sich in einem Punkt.

— —
Beweis: Seien A, B, C die Ecken des Dreiecks. Sei a = BC', b = C'A und damit

a+b= BA. Wir setzen voraus, dass es sich um ein echtes Dreick handelt, also
a und b linear unabhéngig sind.
Die Seitenmittelpunkte sind

1 1 1
Pa:B+§a,Pb:C+§b,Pc:B+§(a+b)
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Die Gerade durch A und P, (bwz. B und P,, C und P,) sind

La:A+<A—Pg>:A+<f%afb)
— 1
Ly, =B+ (BP) :B—|—<a—|—§b>
— 1
Le=C+(CP)=C+(5(b—a)
Wir betrachten M = A — $a — 2b. Es gilt

2.1

M=A--(=
3(2a—|—b)
1 2 2 1 2 1
+a+b 39 3b +3a+3b +3(a+2b)
1 2 1 1 1
C+ 397 3 C 3013 C+3( a)
Dies ist also der gemeinsame Schnittpunkt der Seitenhalbierenden. O

Bemerkung. Der Satz iiber den Schnittpunkt der Winkelhalbierenden oder der
Hohen lésst sich nicht mit diesen Methoden beweisen - wir haben noch keinen
Winkelbegriff eingefiihrt.

Affine Riume

Zu einer affinen Gerade gehort also eine Punktmenge und ein eindimensionaler
Raum von Richtungsvektoren. Dies ldsst sich abstrahieren.

Definition 9.8. Sei k Kérper. Ein affiner Raum tber k der Dimension n ist ein
Paar (A, V) wobei A eine Menge ist und V ein k-Vektorraum der Dimension
n, zusammen mit einer Abbildung

Ax A=V (P,Q) — PQ
fir die gilt:
(i) PP =0 fir alle P € A.
(i) PQ =0 fir bLQc A= P =Q.
(iii) PQ = PS + 8Q fir alle P,Q, S € A.
(iv) Fir jedes v € V und jedes P € A gibt es Q € A mitv = P—Cj
Affine Riaume der Dimensionen 0, 1, 2 heiffen Punkte, Geraden, Ebenen.

Beispiel. (i) Jeder Vektorraum kann als affiner Raum aufgefasst werden,

wobei A = V mit P—Cj = @ — P. Speziell fiir V = k™ nennen wir diesen
affinen Raum A".



90 KAPITEL 9. ETWAS AFFINE GEOMETRIE

(ii) Sei M € Myxn(k), b € k™. Dann ist nach Lemma 1.14 die Menge A =
{z € k™|Axz = b} (falls nicht leer) ein affiner Raum zum Vektorraum
V = {z € k"|Az = 0}.

— —

Bemerkung. Es ist PQ = —QP, denn nach Axiom (iii) und (i) gilt
—_— — —
PQ+QP=PP=0

Lemma 9.9. Sei (A,V) ein affiner Raum, Py € A. Dann ist

—

A—-V P— ByP
bijektiv.
Man sagt: Ein affiner Raum ist ein Vektorraum ohne Ursprung.
Beweis: Die Injektivitét ist Eigenschaft (ii). Die Surjektivitét ist (iv). O
Bemerkung. Ist (A,V) ein affiner Raum, so erhalten wir eine Abbildung
VxA—A

wobei (v, P) auf den eindeutigen Punkt @ mit v = R}) abgebildet wird. Wir
schreiben @ = P + v. Alternativ kann man (A, V') auch definieren als ein Paar
von Menge und Vektorraum und einer Abbildung

+:VxA—-A (v,P)— P+w

mit geeigneten Axiomen. Dieser Standpunkt ordnet sich besser in die allgemeine
Theorie ein. Es handelt sich um einfach transitive Operation von (V,+) auf der
Menge A.

Definition 9.10. Sei (A,V) ein affiner Raum. Ein affiner Teilraum ist ein
Paar (A, V') wobei A" C A Teilmenge und V' C V ein Untervektorraum, so
dass (A", V') mit der Restriktion der Strukturabbildung von (A,V) ein affiner
Raum wird.

Dies bedeutet P.Q> € V' fiir alle P,@Q € A’ und Axiom (iv) ist fiir (4’, V') erfiillt.

Beispiel. Eine affine Gerade in A? ist ein eindimensionaler Unterraum des
affinen Raums k2 mit der Standardstruktur.

Definition 9.11. Sei (A,V) ein affiner Raum. Zwei affine Teilrdume (Aq, V1)
und (Aa, Vo) heiflen parallel, falls Vi C Va oder Vo C V.

Lemma 9.12. Parallele Teilrdume sind disjunkt oder einer ist im anderen ent-
halten.

Beweis: Sei P € A; N As. Ohne Einschrankung ist Vi C V5. Dann ist jedes
Element von A; von der Form P + v fir v € V5. Wegen v € V5 ist dann
P+ve AQ. O
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Definition 9.13. Sei (A,V) ein affiner Raum, (A1,Vi) und (A2, Va) affine
Teilrdume. Sei A1 + Ay der von Ay, As aufgespannte affine Teilraum, also der
kleinste affine Teilraum von A, der Ay und As enthdlt.

Der Raum der Richtungsvektoren von A; + A, wird aufgespannt von den P_Q)
mit P,Q € A1 U A,. Er enthilt also V4 + Vb, ist im allgemeinen aber grofer.

Satz 9.14 (Dimensionsformel). Sei (A,V) ein affiner Raum, (A1, V1) und (A, V2)
affine Teilrdume. Dann gilt:

7diHlA1mA2 AlmAg?é@

d' A A :d. A d. A
m Ay + Az = dim A; 4 dim 2+{—dimV1ﬁV2+1 A1NA; =10

Beweis: Wir behandeln zunéichst den Fall A; N Ay # 0. Sei P ein Schnittpunkt.
Dann gilt
Ay =P+ V1, Ao =P+ Vo, AiNAy=P+ViNVa, A1+ A =P+ (Vi +Vs)

denn P + (V4 4+ V,) ist ein affiner Teilraum, der Ay, Ay enthilt und alle diese
Punkte sind in A; + A5 enthalten. Die Dimensionsformel fiir affine Raume folgt

also aus der Dimensionsformel fiir Vektorrdume. Im Detail: Sei vy,...,v, eine
Basis von V1 NV5. Diese ergédnzen wir durch wy, . . . , w,, zu einer Basis von V; und
durch uy, ..., u; zu einer Basis von V. Dann ist v1, ..., 0n, W1, - o, Win, Ut, - - -, Ug

eine Basis von V; + V5.

Nun behandeln wir den Fall Ay N Ay = 0. Sei Ay = P1 + Vi, Ay = Py + Vs,
—

v = Py P,. Dann gilt

A1+ A =P+ (Vi + Vo + (v) >)

denn die rechte Seite enthélt P, Q und dann auch ganz A; und As. Andererseits
liegen alle Elemente der rechten Seite offensichtlich in A + As.

Behauptung. v ¢ V; + V;

Angenommen, v = vy + vy mit v; € V;. Dann liegt P+v1 = P+v—vy = Q —v9
in A; N As. Widerspruch.
Wir lesen ab:

dim Ay + Ay =dim(V; + V32) + 1

Die Formel fiir die Dimension der affinen Rdume folgt wieder aus der Formel
fiir die Dimension der Vektorrdume. O

Beispiel. Sei dim A = 2, dim V; = 1. Wir betrachten also ebene Geraden. Dann
ist d1mA1 + AQ = 1,2

Ist der aufgespannte Raum eindimensional, so sind die beiden Geraden gleich.
Auch der Schnitt ist eindimensional.

Sein nun dim A; + As = 2.

1. Fall: A1 N Ay # (. Die Formel lautet:

2:1—|—1—d1mAlﬂA2
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Der Schnitt ist ein affiner Raum der Dimension 0, also ein Punkt.
2. Fall: A; N Ay = (0. Die Formel lautet

2=1+1-dimViNnVy+1

Hierausfolgt dim V3 N Vo = 1, also Vi = V4. Die Geraden sind parallel.
Sei nun dim A = 3, dim V; = 1. Wenn die Geraden nicht in einer Ebene liegen,
also dim A; + Ay =, so muss der Schnitt leer sein:

3=14+1-0+1

Dies ist der Fall von windschiefen Geraden im Raum.

Affine Bewegungen

Definition 9.15. Seien (A1, V)2 und (As, Va) affine Riume. Eine affine Abbil-

dung ¢ ist eine Abbildung ¢4 : A1 — As zusammen mit einer linearen Abbildung
— —_—

oy : Vi — Vo, so dass ¢y (PQ) = ¢pa(P)pa(Q) fiir alle P,Q € A. Bijektive af-

fine Abbildungen A — A heiflen affine Bewegungen.

Eine affine Abbildung ist durch ¢4 bereits eindeutig bestimmt. Wir schreiben
meist kurz ¢ = ¢ 4.

Beispiel. Sei A = V = k. Dann ist jede Abbildung der Form = — ax +
b (fir a,b € k) eine affine Abbildung. Die zugehorige lineare Abbildung auf
Richtungsvektoren ist v — av. Die Abbildung ist genau dann bijektiv, wenn

a # 0.

Affine Bewegungen ¢ : A — A bilden eine Gruppe. Bereits in Dimension 1 ist
diese nichtkommutativ.

Satz 9.16 (Koordinaten). Sei (A,V) ein n-dimensionaler affiner Raum. Dann
gibt es eine bijektive affine Abbildung (A, V) — (A™, k™)

Beweis: Sei Py € A ein Punkt, ¢ : V' — k™ ein Isomorphismus. Fiir jedes P € A
gibt es ein eindeutiges v € V mit P = Py + v. Wir setzen ¢4(P) = ¢(v). Fiir
Q = Py + w gilt dann

$a(P)9a(Q) = ¢(v)p(w) = ¢(w) — ¢(v) = ¢(w —v)

Dabher ist ¢4 injektiv. Die auf V' induzierte Abbildung ist ¢, also linear. Jedes
Element von k™ hat die Form ¢(v), ist also von der Form ¢4 (Py + v). Damit ist
¢4 bijektiv. O

Will man also affine Bewegungen verstehen, so geniigt es, den Fall A™ zu be-
trachten.

Satz 9.17. Die Gruppe der affinen Bewegungen des A™ ist gegeben durch Ab-
bildungen der Form x +— Az +b mit A € GL,(k) und b € k™.
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Beweis: Sei ¢(x) = Az + b. Dann gilt

y—x=1xy+— (Az+b)(Ay +b) = Ay +b— Az — b= A(y — x)

Dies ist eine bijektive lineare Abbildung. Damit ist ¢ eine Bewegung.
Sei umgekehrt ¢ eine Bewegung. Sei b = ¢(0) und A die Matrix zur linearen
Abbildung

z—y =1y (@)d(y) = ¢(z) - d()

Diese ist invertierbar. Fiir jedes x € A™ ist
Az = 0) = ¢(z) = ¢(0) = dp(x) = b= ¢(x) = Az +
O

Bemerkung. Noch besser: Wir betten A™ als Vektoren der Form <9lc) nach

E™t1 ein. Matrizen der Form

M(A,b) = <64 lj) M € GL,(k),b € k"
respektieren den affinen Teilraum. Wir haben gerade zeigt, dass jede affine Bewe-
gung diese Form hat. Die Komposition der affinen Abbildungen ist nun einfach
die Komposition der Matrizen M (A, b).

Was hat 1 hier fiir eine Bedeutung? Ist das nur Zufall? Hier ein weiteres Beispiel.

Lemma 9.18 (Geradengleichungen). (i) Sei L C A? eine affine Gerade. Dann
gibt es a,b,c € k wobei a # 0 oder b # 0, so dass

L:{(i) asc-l—by—i—c:()}

(i) Jedes solche Tripel bestimmt eine affine Gerade.

(iii) Zwei Tripel (a,b,c) und (a',b', ) definieren dieselbe Gerade, wenn es \ €
k gibt mit A(a,b,c) = (a/, ', ).

Beweis: Jede Gleichung der Form ax +by = —c ist ein inhomogenes Gleichungs-
ystem. Nach Vorraussetzung ist die Koeffizientenmatrix (a,b) von Rang 1, also
hat die zugehorige lineare Abbildung ein eindimensionales Bild in k. Sie ist al-
so surjektiv. Die Gleichung ist stets losbar. Die Losungsmenge ist nach Lemma
1.14 ein affiner Raum, wobei der Raum der Richtungsvektoren die Losungen des
homogenen Systems sind. Nach der Dimensionsformel ist die Dimension 1.

/
Seien P # P’ zwei Punkte in L. Sei P = (Z), P = (Z,). Wir betrachten die
Losungen von

(b—b)x—(a—ad)y+ab —ad'b=0



94 KAPITEL 9. ETWAS AFFINE GEOMETRIE

Unter ihnen sind P und @, hierdurch ist L eindeutig bestimmt.
Sei (a, B8, 7) ein weiteres Tripel, das ebenfalls L definiert. Es hat die Losungen
P, Q, also gilt

aa+Pb+y=ad + 80 +7=0= ala—d) =01 —b)

Hieraus folgt die Existenz von A € k* mit Ao = b’ — b, A\G = a — a’. Im néchsten
Schritt folgt auch

Ay =—-Adaa—ABb=—(b' —b)a—(a—a')b=—-ba+db
O

Bemerkung. Als Nebenprodukt der Rechnung lesen wir den Richtungsvektor
ab. Fiir die Gerade mit Gleichung ax + by + ¢ = 0 hat den Raum von Richtungs-

vektoren aufgespannt von

Auch diese Form der Geradengleichung sollte man lesen als ax + by +c¢-1 = 0.

Unter der Einbettung des A2 in &k mit P ({f) ist

x
L= y| lax+by+cz=0,2z=1
z

Offensichtlich kommt es auf 1 nicht an — 2 wire genauso gut. Wir identifizieren
je zwei verschiedene affine Ebenen des A® entlang von Projektionen vom Null-
punkt aus. (Dies geht schief, wenn eine der Ebenen 0 enthilt). Dies fiihrt in die
projektive Geometrie und zum Begriff des projektiven Raums.



Kapitel 10

Schluss

Was wir gesehen haben

Abstrakte Sprache: Gruppen, Korper, Vektorrdume, lineare Abbildungen,
Kern, Bild,...

Beispiele wie GL,(k), Sy, Fa, Fs, R, C, Losungsriume von homogenen
Gleichungssystemen, Vektorrdume von Abbildungen

Basis, Dimension und die zugehorigen Séitze
Matrixkalkiil
GauB3-Algorithmus und elementare Transformationen

Zusammenhéinge zwischen diesen Dingen: darstellende Matrizen, Basis-
wechselformel, Ridnge von Matrizen/linearen Abbildungen

Isomorphismen und invertierbare Matrizen, Struktur der GL,,(k), Deter-
minante und ihre Rechenregeln

Eigenwerte von Endomorphismen, Kriterium: Eigenwerte als Nullstellen
des charakteristischen Polynoms

Affine Rdume als geometrische Version der linearen Algebra

Was noch fehlt

Fortsetzung der Eigenwerttheorie: Wann ldsst sich ein Endomorphismus
diagonalisieren, d.h. wann gibt es eine Basis, so dass die darstellende Ma-
trix Diagonalgestalt hat? Diese Dinge lassen sich am charakteristischen
Polynom ablesen. Hohepunkt ist schliefllich der Satz von der Jordanschen
Normalform fiir Endomorphismen - eine eindeutige Normalform der dar-
stellenden Matrix.
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Abstandsbegriff und Winkel. Dies fiihrt auf den Begriff des Skalarpro-
duktes. Sobald man dies Verfiigung hat, kénnen dann alle Probleme der
Elementargeoemtrie analytisch, d.h. durch Rechnen in Koordianten be-
handelt werden. Dieser Teil der linearen Algebra braucht als Grundkorper
R (oder in einer Variante auch C) Fiir lineare Abbildungen, die mit Skalar-
produkten vertréglich sind, gibt es spezielle darstellenden Matrizen - und
auch iiber ihre Eigenwerte kann man etwas sagen. Hohepunkt ist der Spek-
tralsatz {iber die Diagonalisierbarkeit von hermiteschen Endomorphismen.

Wieder iiber allgemeinen Korpern kann man statt Skalarprodukten immer
noch bilineare Abbildungen studieren. Manches funktioniert auch hier.
Auch bilineare Abbildungen haben darstellende Matrizen und Normalfor-
men. Hier schliefit sich etwas Geometrie an: Die Nullstellenmengen von
quadratischen Formen sind genau die Kegelschnitte (Kreise, Ellipsen,. .. ).
Die Klassifikation der Bilinearformen klassifiziert daher die Kegelschnit-
te. Und dies ist der Moment, wo man iiber Tensoren und Tensorprodukte
sprechen kann.

Ein Nebenprodukt, bei dem es eigentlich gar nicht um lineare Algebra
geht: Strukturtheorie des Polynomrings. Dieser ist algebraisch sehr dhn-
lich zu Z. Die Beweise iiber die Zerlegung von Polynomen in irreduzible
Faktoren und von ganzen Zahlen in Primfaktoren sind die gleichen. Ein
Vektorraum mit einem Endomorphismus ist in einer etwas anderen Spra-
che ein Modul iiber dem Polynomring. Und ein Modul iiber Z ist eine
abelsche Gruppe. Strukturssidtze wie die Jordansche Normalform haben
Analoga fiir abelsche Gruppen. Man kann sie also gleich mitbeweisen.

In eine ganz andere Richtung: Darstellungstheorie von endlichen Gruppen.
Wir betrachten Vektorrdume und mehr als einen Endomorphismus, z.B.
fiir jedes Element einer endlichen Gruppe einen. Dies erlaubt Riickschliisse
auf die Gruppen. Die Theorie wird z.B. beim Losen von Differentialglei-
chungen verwendet.

Das eine oder andere aus dieser Liste (aber sicher nicht alles) werden Sie in der
Vorlesung Lineare Algebra 2 behandeln.



