
Seminar Arithmetik Elliptischer Kurven

Wintersemester 2010/11

Elliptische Kurven lassen sich leicht definieren als Nullstellenmengen von
Polynomen vom Grad 3 in zwei Variablen. Einerseits kann man elliptische
Kurven über C aus dem Blickwinkel der klassischen algebraischen oder auch
der komplex-analytischen Geometrie studieren. Andererseits kann man sich
nach dem Lösungsverhalten der definierenden Polynomgleichung fragen. Die
arithmetische Geometrie versucht, beide Blickwinkel zu verfolgen, und die
Geometrie der elliptischen Kurve über endlichen Körpern oder Zahlkörpern
in Zusammenhang mit den Lösungen der Polynomgleichung zu bringen. Ziel
des Seminars soll es sein, verschiedene Aspekte elliptischer Kurven kennen-
zulernen.

1 Vortragsliste

1. Elliptische Kurven über C und elliptische Funktionen

18.10. und 25.10.2010

Definition elliptische Funktion, (Motivation elliptische Integrale), Bei-
spiele für elliptische Funktionen: Weierstrass ℘-Funktion, meromorphe
Funktionen, Funktionenkörper von elliptischen Kurven (Eisenstein-
Reihen, Uniformisierung)

[Sil09, Kapitel VI], [Ahl66, Kapitel 7]

2. Definitionen und Beispiele

08.11. und 15.11.2010

Allgemeine Definitionen von Divisoren, Satz von Riemann-Roch, Satz
von Hurwitz, immer am Beispiel elliptischer Kurven und ohne Beweise.

Definition elliptische Kurve, Beispiele, Weierstrass-Normalform für el-
liptische Kurven (Herleitung aus Riemann-Roch), j-Invariante und
Klassifikation

[Sil09, Kapitel II.3-5, III.1], evtl auch [Har77, Kapitel IV.1,IV.2 und
Theorem IV.4.1, Prop. IV. 4.6]
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3. Gruppengesetz

22.11.2010

Konstruktion der Gruppenstruktur auf einer elliptischen Kurve (geo-
metrisch und über Riemann-Roch), z.B. [Sil09, Kapitel III.2]

4. Isogenien und Endomorphismenring

29.11. und 06.12.2010

Isogenien und Endomorphismen über C [Sil09, Kapitel VII.4-5]

Definition Isogenie, duale Isogenie

Beschreibung Endomorphismenring und Automorphismengruppe von
elliptischen Kurven, (ohne Beweis) [Sil09, Kapitel III.9-10]

5. Tate-Modul und Weil-Paarung

13.12.2010

Torsionspunkte, Struktur der Gruppe der Torsionspunkte, [Sil09, Ka-
pitel III.4 und III.6]

Tate-Modul, Weil-Paarung

6. Elliptische Kurven über Fq und Weil-Vermutung

10.01.2011

Anzahl der rationalen Punkte auf elliptischen Kurven über endlichen
Körpern, Hasse-Schranke, Weil-Vermutung, Beweis im Fall elliptischer
Kurven

Literatur z.B. Kapitel III.7-8 und V.1-2 in [Sil09]

7. Satz von Mordell-Weil

17.01.2011 und 24.01.2011

Beweisskizze des Satzes, z.B. Kapitel VIII [Sil09] oder [Ser97]: schwa-
cher Satz von Mordell-Weil, Abstiegsargument und Höhenfunktionen
auf elliptischen Kurven,

Zur Vereinfachung: nur Spezialfall elliptischer Kurven über Q, Aussa-
gen über elliptische Kurven über lokalen Körpern ohne Beweis

8. Hasse L-Funktionen

31.01.2011

Definition Hasse L-Funktion für elliptische Kurven, analytische Eigen-
schaften, insbesondere Funktionalgleichung in einem Beispiel [Kob93,
Kapitel II.§5]. Diskussion des Satzes von Weil im Zusammenhang mit
Funktionalgleichung, [Kob93, p. 142/143].
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9. Die Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer

07.02.2011

Definition L-Reihe zu elliptischen Kurven, Definition der arithmeti-
schen Invarianten in der Vermutung (Tate-Shafarevich-Gruppe, ellipti-
scher Regulator,...), Formulierung der Vermutung, Vergleich mit Klas-
senzahlformel.
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