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Alle Losungen sind vollsténdig zu begriinden.
Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern kénnen benutzt wer-
den, um zusétzliche Punkte zu erhalten.

Aufgabe 4.1: Wir betrachten die Folgen

n n(n—1)
o= (1 (1)
1 n(n—1)
= — — 2
Yn n +(-1)

1. Fertigen Sie jeweils einen Graphen an, der die Werte der ersten Folgenglieder
skizziert.

2. Zeigen Sie, dass die Folgen beschrinkt sind.

3. Bestimmen Sie Limes superior und Limes inferior. Geben Sie dazu konkret
die Folgen der Suprema und Infima

/ Pyp—
d, = sup{wm |m>n}
/ o :
b, = inf{z,, |m>n}
an und zeichnen Sie sie ebenso in den Graphen ein, z.B. in verschiedenen

Farben. Analog fiir yy,.

4. Bestimmen Sie die Haufungspunkte der Folgen.

(10 Punkte)

Aufgabe 4.2: Wir fithren eine Aufgabe des letzten Ubungsblatts weiter. Wir hat-
ten die n-te Fibonacci—Zahl a,, durch

a; =1 as =1 Upt2 = ap + ap4q (fiir n > 0)
definiert und eine neue Folge b, := ag—zl gebildet.

1. Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion, dass die Folge der Fibonacci-Zahlen
(an)neny monoton wichst.



2. Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion die Aussage

AnQn+1

bn - bn+1 =

(Variante: Man kann dies direkt mit vollstdndiger Induktion zeigen. Eine
Variante besteht darin, zuniichst a2 — a,+1a,—1 = (—1)"~! mit vollstéindiger
Induktion zu zeigen und daraus die Gleichung zu folgern)

3. Zeigen Sie mit Gleichung (1), dass

1 1 1
bay, — bopt2 = < - >
A2n4+1 \ Q2n a2n4-2

1 1 1
bop—1 — b1 = — < - >
a2n a2n+1 a2n—1

und folgern Sie, dass die Folge (baj)nen monoton fillt, und die Folge
(b2n-+1)nen monoton wiichst.

4. Folgern Sie aus Gleichung (1), dass fiir alle n,m € N

ban > bam+1,
d.h. alle geraden Folgenglieder sind grofler als alle ungeraden Folgenglieder.
5. Folgern Sie, dass die Folgen (bay,)nen und (bay,4+1)nen konvergieren. Schliefien

Sie daraus, dass die Folge (b, )nen konvergiert. Den einzig moglichen Grenz-
wert kennen wir bereits vom letzten Ubungsblatt.

(8 Punkte)

Aufgabe 4.3: Seien (a,)nen und (by)nen nach oben beschriankte Folgen. Beweisen
Sie, dass (an + by)nen ebenso eine nach oben beschrénkte Folge ist und

lim sup(a, + b,,) < limsup(a,) + limsup(by,)

n—00 n—00 n—00
gilt.
(4 Punkte)

Bonus-Aufgabe 4.4: Sei N € N eine beliebige natiirliche Zahl. Wir setzen

y1 = N
{ b falls y,, eine gerade Zahl ist

Ynt1 yn + 1 falls ¥, eine ungerade Zahl ist.

Beweisen Sie die Ungleichung

1
Ynt2 < gyn + 1.
Beweisen Sie durch vollstindige Induktion in der Variablen k die Ungleichung
1
Ynt2k < SR Yn + 3.
Bestimmen Sie den Limes inferior und superior der Folge (y,)nen fiir beliebig
vorgegebenes N.

(6 Punkte)



