Ubungen zur Vorlesung “Funktionentheorie I1”
WS16/17 Blatt 7

Ausgabe: 6.12.2016, Abgabe: 13.12.2016

Informationen zur Vorlesung finden Sie unter:

http://home.mathematik.uni-
freiburg.de/arithgeom/lehre/ws16 /ftheorie2/ftheoriel617.htm

Alle Losungen sind vollsténdig zu begriinden.
Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern kénnen benutzt wer-
den, um zusétzliche Punkte zu erhalten.

Aufgabe 7.1: Sei X ein topologischer Raum und F eine Garbe. Ist & = (U;)ier
eine offene Uberdeckung, die

HYU;, F)=0  firalleie I

erfiillt, so heiit 4 eine H'-Leray-Uberdeckung fiir F. Zeigen Sie, dass dann fiir
p = 0,1 die Isomorphie

HP(X,F) = HP(M, F)
gilt.

Ausblick: Spéter werden wir sehen, dass fiir die Kreisscheibe X := B,.(0) die Iden-
titdten H'(X,Z) = 0 und H'(X,0) = 0 gelten.

(5 Punkte)

Aufgabe 7.2: Seien C" fiir alle n € Z abelsche Gruppen (oder fiir alle n Vek-
torrdume). Der Exponent n bezeichnet hier lediglich einen Index und nicht ein
Produkt oder dergleichen. Seien weiter d” : C* — C™*! Gruppenhomomorphis-
men und es gelte d"! o d® = 0. Dann heifit das Paar (C*,d®) ein Kompler, und

ker(d" : O™ — O™ F1)
im(dn—1t: Cr—1 — C7)
seine n-te Kohomologie. Sind (C*®,d®) und (D®,0°) Komplexe, so heifit f* =

(fMnez mit f* : C™ — D™ sodass f"Tlod® = 9" o f, ein Morphismus von
Komplexen.

HM(C®) =

1. Sei X ein topologischer Raum, { eine offene Uberdeckung und F eine Garbe
auf X. Zeigen Sie, dass der Cech Kokettenkomplex (C* (4, F), §*) ein Beispiel
fiir einen Komplex im obigen Sinne ist.

2. Zeigen Sie, dass ein Morphismus f* : (C*,d*) — (D®,0°*) einen wohldefinier-
ten Gruppenhomomorphismus

H™(f*) : H*(C*) — H"(D®)  fir alle n € Z

induziert.



3. Seien (C*,d®) und (D*®,0*) Komplexe und f*, ¢g* : C* — D® Morphismen von
Komplexen. Seien h™ : C™ — D" fiir alle n € Z Gruppenhomomorphismen

und es gelte
fn . gn _ anfl oh"™ + hn+1 od".

Dann heifit (h™),cz eine Homotopie zwischen f und g. Die Morphismen f
und g heiflen homotop, falls eine Homotopie zwischen ihnen existiert. Zeigen
Sie: Sind f und g homotop, so induzieren sie den gleichen Morphismus in der
Kohomologie, d.h.

HY(f*) = H"(g").

Kontext: Homotopien sind interessant, um Aussagen wie Lemma 4.3 aus dem

Skript zu beweisen.

(5 Punkte)

Aufgabe 7.3: Sei (V*,d®) ein Komplex von endlich-dimensionalen Vektorrdumen
und sei V™ # 0 nur fiir endlich viele n € Z. Beweisen Sie, dass

D (=1)"dim V" =) (=1)"dim H*(V*).

neZ neL

(4 Punkte)

Aufgabe 7.4: Sei X eine Riemannsche Fliache. Aus der exakten Garbensequenz
0— 0" — M* — Div—10
bekommen wir einen kanonischen Morphismus
0 : H°(X,Div) — H'(X,0%).
Weiter kennen wir

p: Div(X)/ ~ — Pic X (Satz 3.8 aus dem Skript)
n:PicX 2 H'(X,0%)  (Korollar 4.6 aus dem Skript)

Zeigen Sie, dass & = no p: Div(X) — HY(X,0).

(5 Punkte)



