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Einleitung

Funktionentheorie ist die Theorie der Differenzierbarkeit fiir Funktionen in ei-
ner komplexen Variablen. Wie wir sehen werden, verhélt sich die Theorie ganz
anders (letztlich einfacher) als die Theorie der Differenzierbarkeit im Reellen.
Gleichzeitig ist sie sehr wichtig. Viele besonders wichtige Funktionen wie exp
oder die trigonemetrischen Funktionen sind nicht nur reell, sondern auch kom-
plex differenzierbar. Man versteht ihre Eigenschaft erst dann wirklich, wenn
man diesen Aspekt beriicksichtigt. Tatséchlich werden viele reelle Formeln (z.B.
unbestimmte Integrale) auf dem Umweg iiber die komplexen Zahlen bewiesen.

Dreh- und Angelpunkt und unser erstes grofies Ziel ist die Cauchysche Integral-
formel. Ist f : U — C komplex differenzierbar, mit U C C offen, so gilt

C2mi 9B,.(2) C — Z

d¢

fiir jede Kreisscheibe B,.(z), deren Rand ebenfalls in U liegt.

Haben wir diese Formel erst einmal etabliert, konnen wir mit geringer Miihe die
vielen Eigenschafte von komplex differenzierbaren Funktionen herleiten.

e Jede komplex differenzierbare Funktion ist unendlich oft differenzierbar.

e Komplex differenzierbare Funktionen sind lokal darstellbar durch eine kon-
vergente Potenzreihe.

e Zwei komplex differenzierbare Funktionen, die auf einer Kreisscheibe iibe-
reistimmen (es reicht eine Menge mit Haufungspunkt), sind gleich.

e Nicht-konstante komplex differenzierbare Funktion ist offen, d.h. Bilder
offener Mengen sind offen.

Hieraus folgt dann als besonderes Bonbon ein schneller Beweis des Fundamen-
talsatzes der Algebra.

Das néchste Ziel ist dann der Residuensatz, der es erlaubt sehr allgemeine We-
gintegrale sehr effizient zu berechnen. Bei genauerem Hinsehen ist auch er eine
Konsequenz der Cauchyschen Integralformel. Viele der Integralformeln in For-
melsammlungen werden mit Hilfe des Residuensatzes gezeigt.
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Am Ende des Semester sollte noch ein wenig Zeit sein fiir ein vertiefendes Ka-
pitel, z.B. der Riemannsche Abbildungssatz oder die Theorie der elliptischen
Funktionen.

Im Zugang zum Beweis der Integralformel gibt es zwei grundsétzlich Zugénge.
Einerseits handelt es sich bei komplex differenzierbaren Funktionen um reell
differenzierbare Funktionen im Sinne der Analysis 2. Zudem erfiillen sie eine
Differentialgleichung. Mit der vollen Wucht der reellen Analysis erhélt man die
Formel als einfachen Spezialfall. Andererseits kann der Beweis direkt gefiihrt
werden. Er nimmt dann etwas mehr Raum ein, die Vorlesung setzt aber dann nur
noch Analysis 1 voraus. Wie die meisten Funktionentheorievorlesungen werden
wir diesen zweiten Zugang wihlen. Am Anfang werden wir aber recht schnell
voranschreiten, weil die Inhalte iegntlich den meisten Horer:innen schon bekannt
sind.

Literatur

Es gibt eine Vielzahl von Biichern zum Thema. Fiir jeden Geschmack sollte
etwas dabei sein. Hier eine Auswahl.

(i) Fischer, Lieb: Funktionentheorie, Viehweg. Knapp, im Stil eines Vorle-
sungsskriptes gehalten. Eine Standardreferenz

(ii) Janich: Funktionentheorie, Springer Verlag. Ahnlich. Die Theorie der ana-
lytischen Fortsetzung gefdllt mir hier besser

(iii) Ahlfors: Complex Analysis. McGraw Hill. Englisch. Ausfiihrlicher, mit viel
Hintergrundinformationen z.B. dber topologische Rdume. Auch im Stoff
viel umfangreicher, auch fiir eine FT II oder Folgeseminare geeignet

(iv) Remmert: Funktionentheorie I, II, Springer Verlag. Sehr ausfihrlich, mit
vielen historischen Anmerkungen.



Kapitel 1

Elementare Theorie der
komplexen
Differenzierbarkeit

Definition 1.1. Sei U C C offen, zg € U. FEine Funktion f : U — C heifst
komplex differenzierbar, wenn der Grenzwert

f(2) = f(z0)

Z— 20 zZ— 20

existiert. Sie heiffit holomorph in zg, wenn sie in einer offenen Umgebung von
zo komplex differenzierbar ist. Sie heifst holomorph, wenn sie in ganz U kom-
plex differenzierbar (und damit auch holomorph) ist. Sie heifit ganz, wenn sie
holomorph auf U = C ist.

Beim Rechnen mit Grenzwerten spielt nur die Struktur von C als metrischer
oder topologischer Raum eine Rolle, also genau wie in R2.

Beispiel. Die Funktion z + 22 ist holomorph auf ganz C mit f/(z) = 2z. Es
ist ndmlich

2% — 22
lim O = lim (2 + 20) = 2.
zZ—z0 Z — ZO zZ—r 20

Lemma 1.2. Sei U C C offen, zg € U, f,g: U — C komplex differenzierbar in
zo, A € C. Dann sind auch f+ g, \f komplex differenzierbar in zo mit

(1) (f +9)(20) = f'(20) + 9'(20),
(i) (Af)'(20) = Af'(20),
(iii) (fg)'(z0) = f'(20)9(20) + f(20)g'(20)-

Ist zusdtzlich g(zo) # 0, so ist auch f/g komplex differenzierbar in zo mit
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6 KAPITEL 1. ELEMENTARE THEORIE

9(20)?2

/ , ot -
(i) (L)' (z0) = Lzodaleo)-tfzo)d o)

Seien U,V C C offen, f : U =V und g : V — C Funktionen. Sei f komplex
differenzierbar in zo € U und g komplex differenzierbar in g(z¢). Dann ist go f
komplex differenzierbar in zg mit

(g0 £) (20) = g'(f(20)).f'(20)-
Beweis: Wie in Analysis 1. O

Insbesondere sind alle Polynomfunktionen ganz.

Wie in der reellen Analysis liefert die Ableitung eine optimale lineare Approxi-
mation der Funktion.

Satz 1.3. Sei U C C offen, zg € U, f : U — C eine Funktion. Dann ist f
genau dann komplex differenzierbar in zy, wenn es eine eine Zahl a € C und
eine Funktion ¢ : U — C gibt mit

f(2) = f(z0) + a(z — 20) + 6(2)
wobei lim,_, ., ¢(2)/(z — z0) = 0. In diesem Fall gilt a = f'(z0).

Beweis: Der Beweis ist wortlich derselbe wie in Analysis 1. Wir gehen das Ar-
gument durch. Angenommen, f hat die Darstellung wie im Satz. Dann gilt

i FE) = o) _ | alz = 20) — 6(2)

z—20 Z— 2o z2—20 zZ— 20

=a+0.

Damit ist f komplex differenzierbar in zp mit Ableitung a.
Sei umgekehrt f differenzierbar mit Ableitung f’(zo). Wir setzen a = f/(zp) und
o(2) = f(2) — f(20) — a(z — 0). Dann gilt

lim M — lim f(Z) - f(Zo) — a(z — 20

z2—20 Z — 2 z2—20 Z— 2

= f'(20) —a=0.

O

Korollar 1.4. Sei U C C offen, f: U — C komplex differenzierbar in zy € U.
Dann ist f stetig in zp.

Beweis: Zu zeigen ist lim,_, ., f(2) = f(z0). Wir verwenden die lineare Appro-
ximation und erhalten

¢(2)
zZ— 20
= f(z)+a-0+40-0.

lim (£() + a(z = 20) +0(2)) = f(z0) + lim a(z = 20) + Jim (= = z)

zZ—r 20
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Bei genauerem Hinsehen hat diese Rechnung benutzt, dass die komplexe Mul-
tiplikation

CxC—=C,(z+iy)(u+iv) = (zu—yv) +i(zv + yu)

stetig ist. Dies folgt aus der Stetigkeit der reellen Addition und Multiplikation,
siehe Analysis 2.

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Nun wollen wir komplexe Differenzierbarkeit mit reeller Differenzierbarkeit ver-
gleichen. Dafiir fassen wir C als R? auf. Wir schreiben z = x + iy mit z,y € R.
Damit werden x und y zu Koordinatenfunktionen auf C. Eine Funktion f :
U — Cmit U C U ist reell differenzierbar in zy € U, wenn es eine R-lineare
Abbildung A : C — C gibt und eine Funktion ¢ : U — C mit

f(2) = f(z0) + A(z — 20) +(2)

und

im Y3

z— 20 ‘z — 2| o

Schreiben wir f = u + v mit u,v : U — R, so wissen wir, dass die lineare
Abbildung A durch die Matrix

beschrieben wird.

Wir vergleiche dies mit der Charakterisierung in Satz 1.3. Multiplikation mit
einer komplexen Zahl o = a + b ist eine R-lineare Abbildung C — C. Beziiglich
unserer Koordinaten hat sie die Matrix

a —b

b a )’
Der zweite Unterschied zwischen den Formeln ist unterschiedliche Formulierung
der Grenzwerteigenschaft. Die Bedingungen stellen sich aber als d&quivalent her-

aus, denn eine Folge in R? konvergiert genau dann gegen 0, wenn die Folge ihrer
Betriige gegen 0 konvergiert. Also:

. z .
lim M =0« lim
Z—20 Z — 20 zZ—r20

¢(2)

zZ— 20

¢(2)

|Z — Z(]‘ o

Satz 1.5. Sei U C C offen, f = u+iy : U — C eine Funktion mit u,v: U — R,
zo € U. Dann ist f genau dann komplexr differenzierbar, wenn f (total) reell



8 KAPITEL 1. ELEMENTARE THEORIE

differenzierbar ist und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

ou ov
oz (20) = 87;(20)
ov ou

%(ZO) = —@(ZO)

erfillt. Es gilt dann
0 .0
I'(z0) = 5 (20) 5 (20).

Beweis: Sei f komplex differenzierbar. Wir setzen a = f’(zg). Sei A die zu «
gehorige Matrix. Wir zeigen, dass A die totale Ableitung von f ist. Nach Satz 1.3
gilt

f(z) = f(20) + A(z — 20) + &(2)
jﬁi = 0. Wie in unserer Voriiberlegung ist dann auch lim,_, ,, ‘jfzz)()‘
0. Wir haben die Eigenschaft der totalen Ableitung verifiziert. Die Eintréige von
A sind die partiellen Ableitungen und erfiillen die Gleichungen wie im Satz.

mit lim,_, ,,

Ist umgekehrt f reell differenzierbar und die Cauchy-Riemannschen Differenti-
algleichungen sind erfiillt, so setzen wir o = 9% + 2%, Dann ist a(z — z9) =
A(z — zp). Daher gilt

f(2) = f(20) + a(z — z0) + 9¥(2)
mit lim,_,., % = 0. Hieraus folgt lim. ., 22> = 0. Damit ist f komplex
differenzierbar in zg mit Ableitung a. O

Wir schreiben oft abkiirzend u, = g—g etc.

Beispiel. Wir betrachten exp(z+iy) = exp(x)(cos(y) +isin(y)), also u(x,y) =
exp(z) cos(y), v(z,y) = exp(z) sin(y). Die Funktion ist reell differenzierbar mit
Ableitung

uy = exp(z)cos(y) wuy = —exp(x)sin(y)

v, = exp(a)sin(y) v, = exp(a) cos(y)
Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind erfiillt, also ist exp ho-
lomorph auf C (d.h. ganz). Die Ableitung ist

exp’(z) = exp(z).

Beispiel. Wir betrachten die Funktion z — |z| mit v = /22 + y? und v = 0.
Also ist v, = vy = 0, aber uy, uy # 0. Die Funktion ist nicht holomorph.

Beispiel. Wir betrachten die komplexe Konjugation z +— Z. Hier gilt u = z,v =
—y. Die totale Ableitung ist
1 0
b )

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind verletzt. Die Funktion
ist nicht holomorph. Man beachte, dass sie R-linear ist, aber nicht C-linear.




Sind v und v sogar zweimal stetig differenzierbar, so erhalten wir aus den
Cauchy-Riemann Differentialgleichungen

Ugy = Vyg, Ugy = Uyy, Uyz = —Vgy, Uyy = —Ugy
und daraus
Ugy = Vyg = Uy = —Uyy & Ugg + Uyy = 0.
Definition 1.6. Sei U C R? offen. Eine Funktion u : U — R heifit harmonisch,
wenn sie zweimal stetig partiell differentierbar ist und gilt

Ugg + Uyy = 0.

Realteil und Imaginérteil einer holomorphen Funktion sind also harmonisch (so-
bald wir wissen, dass sie automatisch zweimal stetig differenzierbar ist.)

Oft schreibt man die Differentialgleichung in anderer Form.

Definition 1.7. Sei U C C offen f = u+iv : U — C reell differenzierbar.
Dann setzen wir

% = Uy + 1V,
g—]yc = Uy + vy
of 1 )
5% §(fm —ify)
of 1 )
5% §(fm+2fy)

Mit dieser Notation:

Korollar 1.8. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind genau
dann erfillt, wenn % =

Beweis: Wir setzen ein:

0 . . .
a—f:O<:>fm:zfyc)uz—i—wm:wy—vw(:)uz:Uy,vwz—vy
z

O

Wir haben die partiellen Ableitungen nach z und z als formale Ausdriicke ein-
gefithrt. Tatséichlich haben sie eine Bedeutung.

Lemma 1.9. Se: U C C offen, zg € U, f: U — C eine Funktion. Dann ist f
genau dann reell differenzierbar in zg, wenn es komplexe Zahlen o« und 3 gibt
und eine Funktion ¢ : U — C, so dass

f(z) = f(z0) + a(z — 20) + B(Z — Zo) + &(2)
und lim,_,., #(2)/|z — zo| = 0. In diesem Fall gilt

0 0
= e, =20

(07



10 KAPITEL 1. ELEMENTARE THEORIE

Beweis: Es geniigt den Fall einer R-linearen R-Abbildung f = u+iv: C — C zu
betrachten und zo = 0. Sie bildet 1 ab auf f, = u, +iv, und i auf f, = u, +iv,.
Andererseits betrachten wir die R-lineare Abbildung

2z foz+ f5Z.

Sie bildet 1 ab auf
fot fo= e —if) 4y (et ify) = fo

und 4 auf ) )
Ji— fzi= Zﬁ(fx - ny) - Z§(.fo: + ny) = fy
Also stimmen die beiden linearen Abbildungen iiberein.

Aus der linearen Approximation in Satz 1.3 folgt also die behauptete Approxi-
mation. Dasselbe Argument lisst sich auch in die Gegenrichtung rechnen. [

Bemerkung. Konzeptionell sind a% und 8@ eine R-Basies des Tangentialraums
Yy

T,,U von U C C als reelle Mannigfaltigkeit. Die Ausdriicke % und % sind eine
C-Basis des komplezifizierten Tangentialraums T,U ®r C der reellen Mannigfal-
tigkeit U. Der Tangentialvektor a% spannt den Tangentialraum der komplexen
Mannigfaltigkeit U auf.

Potenzreihen

Sei (an)n>o eine Folge komplexer Zahlen, zy € C. Wir erinnern uns, dass die
Potenzreihe

f(z) = Z an(z — 20)
n=0

einen Konvergenzradius hat. Dies ist eine Zahl 0 < r < oo, so das die Reihe
auf der Kreisscheibe B,(zp) konvergiert und divergiert fiir |z — zo| > r. Wir
berechnen r als Kehrwert von

limsup V/|an|.
n>0

Die Konvergenz ist absolut und sogar gleichmiiiig auf jeder Kreisscheibe By(2g)
mit 6 < r. Wir haben in Analysis 1 gesehen, das hieraus folgt, dass f im reellen
stetig ist und differenzierbar mit Ableitung

oo
Z nan(z — 2)" L.
n=1

Die Ableitungsreihe hat denselben Konvergenzradius wie die urspriingliche Rei-
he, da lim, ., {/n = 1.

oo 1

_o —72" hat Konvergenzradius co.
n=0 n!

Beispiel. Die Exponentialreihe exp(z) = >
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Die Beweise aus Analysis 1 funktionieren genauso auch im Komplexen. Wegen
der Bedeutung der Frage wiederholen wir den Beweis fiir die Differenzierbarkeit.
Daraus folgt dann die Stetigkeit, wie wir wissen.

Satz 1.10. Sei (ay)n>0 eine Folge komplezer Zahlen. Sei zo € C. Dann ist die
im Inneren des Konvergenzkreises definierte Funktion

o0
f(z2) = an(z = 20)"
n=0
dort holomorph mit Ableitung

fl(z) = Z na,(z — zo)"fl.

n=1

Beweis: Zur Vereinfachung der Notation setzen wir zy = 0. Sei r der Konver-
genzradius. Zu zeigen ist

1 o0 oo
%ii% Engoan((z +h)"=2") = ;nanznfl.

Nach der binomischen Formel ist

(Z‘f—h# e Z (Z) pE—1 =k _ pon—1 _ hz (Z) pE=2 =k

k=1

() <we-() o012

konnen wir abschétzen gegen

5 (2l < ntn=1) Y- (75 Y 21 = 1) 1)

k=2 k=2

Wir withlen § > 0, so dass Bs(z) C By(0), wobei § < r. Fiir 2 € Bs(z) und
|h| < @ — 4 gilt also

% i an((z+h)" —2") — i nanz" !
n=0 n=0

Wegen

< [ Y ann(n = 1)(|h] + |22
n=0

|h Z n(n —1)a, 0" >
n=0

= |nC

denn die Potenzreihe der zweiten Ableitung konvergiert ebenfalls. Der Grenz-
wert fiir h — 0 verschwindet also. O

Dieser Satz liefert uns eine sehr grofie Klasse von sehr interessanten holomorphen
Funktionen, sin, cos, log etc.
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Kapitel 2

Kurvenintegrale und
Stammifunktionen

Nach der Differenzierbarkeit wenden wir uns der Integrierbarkeit zu.

Definition 2.1. Sei U C C offen, f : U — C eine Funktion. Eine Funktion
F :U — C heifst Stammfunktion von f, wenn F' = f.

Wir sagen, f hat eine Stammfunktion, wenn ein solches F existiert. Wir sagen,
f hat lokal eine Stammfunktion, wenn es fiir jedes z € U eine offene Umgebung
V wvon z gibt, auf der f eine Stammfunktion hat.

Im Reellen haben wir Stammfunktionen durch Integration erhalten. So ist es
jetzt wieder.

Definition 2.2. Sei U C C. Fine Kurve oder auch Weg ist eine stetige, stiick-
weise stetig differenzierbare Abbildung

v : [a,b] = U.
Sei f: U — C stetig. Das Kurvenintegral von f dber v ist definiert als

b
/ f(2)dz = / SO ) (bt

Beispiel. Sei f(z) = 22, y(t) = tz fiir t € [0, 1] der gerade Weg von 0 nach 2.

Dann ist ) )
1
/fdz :/ (tz0)*20dt = zg/ t2dt = 23
¥ 0 0 3

Wir erhalten genau die Stammfunktion von f.

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung z — 1. und die Kurve y(t) = r exp(it)
fiir t € [0,27], also den Rand des Kreises mit Radius 7 > 0. Dann ist

1 2m 1 2m
/ —dz = / ————irexp(it)dt = / idt = 2mi.
42 o rexp(it) 0
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14 KAPITEL 2. KURVENINTEGRALE UND STAMMFUNKTIONEN

Man beachte, dass der Wert unabhéingig von r ist!

Wir vergleichen mit Analysis 2. Dort gibt es den Begriff eines rektifizierbaren
Weges in R™, einer, der eine wohldefinierte Linge hat. Ist v (stiickweise) stetig
differenzierbar, so berechnet sie sich als

L) = [ Il

Dort wird auch die Abschitzung
H / (]| < / o)t

Beispiel. Sei vy(t) = zp + t(z — zo) fiir t € [0, 1] der gerade Weg von zy nach z.

Dann ist .
:/ [(z = 20)|dt = |z — 20].
0

Lemma 2.3. Sei U C C offen, v : [a,b] — U eine Kurve, f : U — C stetig.

Dann gilt
/ fdz

gezeigt.

< L(v max |f( ))]-

Beweis: Es ist

b
[ atn @ / POl
< e GO [ @
—L( )maX |F(v(®))]-
tefa,
Die Integrale und das Maximum existieren wegen der Stetigkeit von f O

Kurvenintegrale sind also eine seltsame Mischung aus komplexer und reeller
Analysis. Um mit ihnen umzugehen, benétigen wir die zugehérige Kettenregel.

Lemma 2.4. Sei U C C offen, F : U — C holomorph, v : [a,b] — U eine
Kurve. Dann gilt
(F o) (t)=F'(vt)Y(b).

Beweis: Am leichtesten ist der direkte Beweis:
i FOQUHR) = F(y(@) _  FOE+h) — FO(1) v(E+h) = (1)
im = lim
h—0 h h—0  y(t+ h) —(t) h
= F'(v(t)'(t).
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Satz 2.5. Sei U C C offen, [ : U — C stetig mit Stammfunktion F, ~y : [a,b] —
U eine Kurve. Dann gilt

/ fdz = F(3(b)) - F(y(a).

Insbesondere verschwindet das Kurvenintegral fiir geschlossene Wege (solche mit

7(a) = 1(b)).

Beweis: Ohne Einschrinkung ist v stetig differenzierbar. Nach Voraussetzung
gilt

/ fdz = / F () (B)dt = / F(4() (H)dt
b

:i/(FOVYUﬂt

a

=Foy(b) - Fo~y(a)

nach dem Hauptsatz der Differentialrechnung fiir Real- und Imaginérteil von
Fon. O

Beispiel. Die Funktion hat z + 1/z keine Stammfunktion auf C ~\ {0}.

Wir erwarten, dass Stammfunktionen eindeutig sind bis auf Konstante. Hat
der Definitionsbereich U mehrere Zusammenhangskomponenten, so kénnen die
Konstanten unabhéngig voneinander gewéahlt werden. Daher definieren wir:

Definition 2.6. Fine Teilmenge U C C heifit wegzusammenhingend, wenn
je zwei Punkte durch eine Kurve verbunden werden konnen. Sie heiffit Gebiet
(englisch: domain), wenn sie offen und wegzusammenhingend ist.

Korollar 2.7. Sei U C C ein Gebiet, f : U — C stetig, F1,Fy : U — C
Stammfunktionen von f. Dann ist F1 — Fy konstant.

Beweis: Sei F = F} — Fy. Dann gilt F/ = 0. Fiir jede Kurve in U folgt
0= [ Fdz= FG(8) - F3fa).
¥

Da je zwei Punkte von U durch eine Kurve verbunden werden kénnen, ist F} — F5
konstant. O]

Bisher kennen wir ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz einer Stammfunk-
tion. Tatséchlich ist es auch hinreichend.

Satz 2.8. Sei G ein Gebiet, f : G — C stetig. Fir jeden geschlossenen Integra-
tionsweg gelte f,y fdz =0. Dann hat f auf G eine Stammfunktion.
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Beweis: Sei a ein fester Punkt in G. Zu jedem z € G wéhlen wir einen Weg ~,
von a nach z und setzen

Pz) = L fdz.

Diese Zahl ist wohldefiniert, da das Kurvenintegral iiber geschlossene Wege ver-
schwindet. Nun berechnen wir die Ableitung von F' in zy. Sei z nahe bei zg, so
dass der gerade Weg von zy nach z in G verlduft. Nach Definition ist

fdz = / fdz
[20,2]

letzteres wieder, da das Kurvenintegral {iber geschlossene Wege verschwindet.
Explizit betrachten wir den Weg v(¢) = 2o + t(z — 20) mit ¢ € [0, 1], also

F(z)— F(zo) = [ fdz— /

Z0

1 1
/m]fdz: /0 FO0) (= — 20)dt = (= — 7o) /0 P04tz — 20))dt.

Es folgt
F(z) - F !
lim Fz) = Flz0) = lim fz0 +t(z — z0))dt
zZ—r2z0 zZ — ZO Z—r 20 0

1
= /O lim f(zo +t(z — 20)dt = f(20)

Z—r20

wobei wir Grenzwert und Integral vertauschen diirfen, da der Integrand stetig
ist als Funktion von z und ¢ (Analysis II). O

Unser Ziel ist es jetzt zu zeigen, dass holomorphe Funktionen eine Stammfunkti-
on haben. Das Beispiel z — 1/z zeigt, dass wir dabei sehr sorgfiiltig formulieren
miissen.

Theorem 2.9 (Cauchyscher Integralsatz). Sei G C C ein konvezes Gebiet,
d.h. fiir je zwei Punkte in G liegt die Strecke zwischen ihnen ebenfalls in G. Sei
f G = C holomorph. Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve v in G

/fdz:O.
.

Aquivalent: f hat eine Stammfunktion.

Bemerkung. Fiir die spiteren Anwendungen beweisen wir etwas mehr. Es
geniigt die Voraussetzung:

(i) f ist stetig
(ii) f ist holomorph mit eventueller Ausnahme eines Punktes.

Der entscheidende Beweisschritt sind Dreieckswege.
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Satz 2.10 (Lemma von Goursat). Sei A C C ein abgeschlossenes Dreieck. Sei
f holomorph in einer Umgebung von A. Dann gilt

/aAfdz:O.

Beweis: Wir schitzen | [, . fdz| nach oben ab. Wir setzen A = Ag. Wir unter-
teilen das Dreieck in 4 kleinere Dreiecke Al,..., A}, indem wir als zusitzliche
Ecken die Seitenmittelpunkte von Ay benutzen. Es gilt dann

4
fdz = fdz
VNG ; ank
da sich die zusiitzlichen Kurvenintegrale wegheben (Skizze!). Wir schitzen gegen

das grofite dieser Integrale ab
/ fdz
N

< 4max

/8Afdz

Sei A; das Dreieck, in dem das Maximum angenommen wird. Wir wiederholen
den Prozess und erhalten eine Folge von Dreiecken

Ag DA DAyD ...

/aA fdz /c’mn fdz

Da die Dreiecke immer kleiner werden und abgeschlossen sind, gibt es einen
eindeutigen Punkt zg, der in allen A,, enthalten ist. In zg ist f komplex diffe-
renzierbar, also

f(2) = f(20) + f'(20)(2 = 20) + ¢(2) = f(20) + (2 — 20)(f'(20) + A(2))
(2)

<4n

wobei lim —
z—20 (z—20)=

g oder dquivalent A = ﬁ in zg stetig mit A(zp) = 0. Die
lineare Funktion f(zo) + (z — 20)f’(20) hat eine Stammfunktion, also

/a (o) + (2 = o) o))z = .

Daher

/(Mn fdz

wobei L(0A,,) die Lange des Dreieckswegs ist. Da sich die Dreiecke immer hal-
bieren, gilt

< L(0A) max (|2 — 20| A(2)])

n

/ (z — 20)A(2)dz
O0A,

< L(0A,)? max(|A(2]))

n

L(0A,) = 27 "L(dA).
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Wir setzen zusammen

/(mn fdz

Da A stetig ist und in zg verschwindet, wird die rechte Seite beliebig klein. O

4n < 4™(27™)?L(0A)? max |A(2)|

2€A,

Korollar 2.11. Die Behauptung des Lemma von Goursat gilt auch, wenn f
nur stetig auf einer Umgebung von A ist und f holomorph auf A\ {z} fiir ein
2z € A.

Beweis: Wir zerlegen das Dreieck in kleinere Teildreiecke, wobei zy eine der
Ecken wird. Es geniigt, die Behauptung fiir jedes Teildreieck zu beweisen. Sei
also ab jetzt zg eine Ecke von A. Durch Abschneiden bilden wir eine Folge von
Teildreiecken

A1 DAD ...

mit Ecke zp und (A; = {z0}. Wegen des Lemmas von Goursat (Skizze!) ist

jeweils
/ fdz:/ fdz=---=/ fdz
oA YNy oA,

Wir koénnen das Integral also abschétzen gegen

L(0An) max|f(2)].

Das Maximum existiert, da f stetig ist. Da die Dreiecke immer kleiner werden,

gilt lim L(0A,) =0. O
n— oo

Beweis des Cauchyschen Integralsatzes. Wir zeigen die Existenz einer Stamm-
funktion. Die Voraussetzung unseres Kriteriums (Satz 2.8) ist zwar nicht erfiillt,
dessen Beweis funktioniert aber: Wir wahlen a € G. Fiir jedes z € G liegt die
Strecke [a, z] in G, da G konvex ist. Wir setzen

F(z) = fdz.

[a,2]

Fiir jedes z, zo liegt auch die Strecke [z, zo] in G. Es folgt

F(z) — F(z) = fdz—/ fdzz/ fdz
[a,2] [a,20] [20,2]
nach dem Lemma von Goursat. Wie im Beweis von Satz 2.8 berechnen wir dann

F'(z0) = f(20)-



Kapitel 3

Cauchysche Integralformel
und Konsequenzen

Theorem 3.1 (Cauchysche Integralformel). Sei G C C ein Gebiet, f: G — C
holomorph, zg € G. Sei B = B,.(29) eine offene Kreisscheibe mit Abschluss
enthalten in G. Dann gilt fir jedes z € B

 2mi oB C— %

dc.

Beweis: Wir ersetzen G durch eine offene Kreisscheibe Br(z) mit R > 0. (Die-
se Kreisscheibe existiert, da 9B kompakt ist.) Insbesondere ist G ohne Ein-
schrankung konvex. Wir fixieren z. Wir betrachten die Funktion ¢ : G — C

it FQ-1(2)
s Tz (#z
1'(€) z=C.

Nach Definition ist diese Funktion stetig auf G und holomorph auf G ~ {z}.
Wir wenden den Cauchyschen Integralsatz in der verschérften Version an und
erhalten

_ O (R (E I (PN
0—/839(4)«—/83 —ac /%C_ch f()/aBC_ch.

Zu zu zeigen ist also

1 .
/aBC_ZdC—Zm.

Zunichst betrichten wir den Spezialfall z = zy. Wir haben das Integral bereits
im Fall zp = 0 bestimmt. Der allgemeine Fall geht genauso. Sei v(t) = 2o +
rexp(it) mit ¢ € [0, 2], also

1 ™
d¢ = / ———irexp(it) = 2mi.
/83 ¢—20 ¢ o rexp(it) p(it)

19
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Sei nun z beliebig. Wir wihlen eine Kreisscheibe B,(z), die ganz in B enthalten
ist. Die Funktion (¢ — z)~! ist holomorph auf G \ {z}. Aus dem Cauchyschen

Integralsatz folgt
1 1
d¢ = / d¢ = 2mi.
/834—2 aBQ(z)C—Z

Dafiir verbinden wir die beiden Kreislinien durch mehrere Speichen, so dass wir
geschlossene Kurven in konvexen Teilgebieten von G \ {z} bekommen. (Skizze!)
Die Beitrége auf den Speichen heben sich weg, daher sind die Beitrége der beide
Kreise gleich. O

Satz 3.2 (Potenzreihenentwicklung). Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holo-
morph. Sei B = By(z9) so, dass der Abschluss in G enthalten ist. Dann lisst
sich f in By(z0) in eine Potenzreihe entwickeln. Fir z € B gilt

f(2) =) ealz = 20)"
n=0

1 f(©)

"= o o (¢ —zo0)" L

dc.
Beweis: Zur Vereinfachung setzen wir zg = 0. Wir gehen von der Integralformel

o (D B A (S N
16) =5 [ Tac— [ T8 Lac
21t Jap ¢ — 2 2mi Joag ¢ 1-Z
Es gilt |z/¢| < 1, daher konvergiert die geometrische Reihe

n=0

g.
Sie konvergiert absolut und gleichméflig auf 9B, also konvergiert auch
S~ 1) () NIGE!
20 \¢ ¢ 1-

gleichméBig auf 0B. Wir erhalten

LSO
1(2) = W/aB;oC”“Z ac.

Wegen der gleichméfligen Konvergenz diirfen wir Summe und Integral vertau-
schen (Analysis 2) und erhalten

05 (e, )

n=0

z
¢
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Korollar 3.3. Sei U C C offen, f: U — C holomorph. Dann ist f beliebig oft
komplex differenzierbar.

Beweis: Sei z € U. Dann enthilt U eine offene Kreisscheibe B wie im Satz. In
B ist f beliebig oft differenzierbar, weil dies fiir Potenzreihen gilt. O

Der Beweis gibt auch eine Formel fiir die Ableitungen:

f(”)(zo) — n!/8 (Cf(C)dC'

2mi — zp) 1

Korollar 3.4. Die Taylorreihe von f konvergiert auf jeder Kreisscheibe, die im
Definitionsgebiet enthalten ist.

Beweis: Wir wenden den Satz iiber die Potenzreihenentwicklung an. O

Wir fassen zusammen, was wir bisher wissen: Die folgenden Aussagen sind dqui-
valent fir f: U — C:

(i) Die Funktion f ist holomorph.

(ii) Die Funktion ist (total) reell differenzierbar und die Cauchy-Riemannsche
Differentialgleichungen sind erfiillt.

(iii) Die Funktion ist stetig und fiir jedes Dreieck A, dessen Abschluss in U
liegt, gilt [, f(z)dz = 0. (Satz von Morera)

(iv) Die Funktion f hat lokal eine Stammfunktion.

(v) Fiir jeden Punkt 2y € U ist f in einer Kreisscheibe in eine Potenzreihe
entwicklbar.

Die letzte Bedingung heifit auch: f ist (komplex) analytisch.

Beweis: Die erste Aussage ist Satz 1.5. Die Aussage iiber Dreiecke der Satz von
Goursat, d.h. ein Spezialfall des Integralsatzes. Hieraus folgte die Existenz der
Stammfunktion auf konvexen offenen Teilmengen. Umgekehrt ist eine Stamm-
funktion holomorph, also unendlich oft differenzierbar. Damit ist auch f ho-
lomorph. Analytische Funktionen sind holomorph nach Satz 1.10. Umgekehrt
lassen sich holomorphe Funktionen nach Satz 3.2 lokal in Potenzreihen ent-
wickeln. O

Wir kénnen die Koeffizienten der Taylor-Reihe auch explizit abschétzen.

|Cn| =

L/a (Cf(odg <i27r7“max|f(§)| 1 :%.

2mi —zo)"T | T 2 (eoB rrtl o pn

Also:
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Satz 3.5 (Cauchyabschitzung). Sei f : U — C holomorph, B = B,(z) eine
Kreisscheibe, deren Abschluss in U liegt. Sei Y~ cn(z — 20)" die Potenzrei-
henentwicklung von f um zo. Sei M (r) = maxceap |f(¢)|. Dann gilt

M
len] < ﬁ
/r’n/

Satz 3.6 (Satz von Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis: Sei f : C — C holomorph und beschrinkt durch M, also M(r) < M
mit M (r) wie im letzten Satz. Sei ¢,, der n-te Koeffizient der Taylorentwicklung.
Dann gilt fiir jedes 7 > 0

M
len] < —.
Tn
Im Grenzwert r — oo folgt ¢,, = 0 fiir n > 1. O

Korollar 3.7 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei P € C[X] ein nicht-konstantes
Polynom. Dann hat P eine Nullstelle in C.

Bemerkung. Mit anderen Worten: Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen;
jedes nicht-konstante Polynom zerféllt in Linearfaktoren.

Beweis: Angenommen, P = a,2" + - -+ + ag hat hat keine Nullstellen. Dann ist
f = 1/P eine ganze Funktion. Fiir |z| = r ist

|P(2)] > |an|r™ — |an,1|7°”_1 — ... ]aol 7% %

falls n > 1. Dann ist f = 1/P beschrinkt. Nach dem Satz von Liouville ist f
konstant, also auch P konstant, d.h. vom Grad 0. Das ist ein Widerspruch. [

Definition 3.8. Sei f: U — C holomorph in zg. Wir sagen: f hat in zg eine
Nullstelle der Vielfachheit (oder Ordnung) n > 0, wenn

f(ZO) =0, f/(ZO) =0,..., f(n_l)(ZO) =0
und
F™(z0) # 0.

Verschwinden alle Ableitungen, so sagen wir, f hat eine Nullstelle der Vielfach-
heit co.

Hat f eine Nullstelle der Ordnung n in zg, so gilt

F(2) =) ai(z = 20)* = (z = 20)"h(2)

k>n

wobei h holomorph in zg mit h(zg) # 0. Hat f eine Nullstelle der Vielfachheit
00, so verschwinden alle Koeffizienten der Reiehenentwicklung, also ist f = 0 in
einer Umgebung von zg. Tatséichlich gilt noch mehr.
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Lemma 3.9. Sei f : U — C holomorph. Sei A C U eine nicht-diskrete Teil-
menge, d.h. A hat einen Hiufungspunkt zo in U. Es gelte f(a) = 0 fiir alle
a € A. Dann hat f eine Nullstelle unendlicher Vielfachheit in zg.

Beweis: Wir betrachten eine Folge (z,),>1 in A mit Grenzwert zp, wobei alle
z, # 2z9. Angenommen, f hat in zo eine Nullstelle endlicher Ordnung n. Es ist

f(z) = (2 = 20)"h(2)

mit h(zp) # 0. Die Funktion h ist stetig in zp, also gibt es eine offene Umgebung
V on zg, auf der h(z) # 0. Sei z, so nahe bei zg, dass z, € V. Dann gilt

0= f(z) = (20 — 20)"h(2) # 0.

Dies ist ein Widerspruch. O

Satz 3.10 (Identitiitssatz). Sei G ein Gebiet, f,g : G — C holomorph. Dann
sind dquivalent:

(i) f=g auf G;
(ii) f = g auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge von G;
(iii) f = g auf einer nicht-diskreten Teilmenge A.

(iv) Es gibt ein 2o € G mit f™(zy) = g™ (20) fiir alle n > 0.

Beweis: Die Implikationen (i) = (ii) = (iii) sind trivial. Inhalt des Lemmas
war die Implikation (iii) = (iv) fir f — g. Wie wir bereits festgestellt hatten,
folgt aus (iv), dass f — g = 0 im Inneren des Konvergenzkreises der Taylorreihe,
insbesondere auf einer offenen Teilmenge.

Wir zeigen nun (iv) = (i). Sei M C G die Teilmenge der Punkte, in denen f —g
eine Nullstelle unendlicher Ordnung hat. Nach Voraussetzung ist sie nicht leer.
Wir haben gesehen ((iv) = (ii)), dass diese Menge offen ist. Sei

Sei a ein Haufungspunkt von M in U. In den Punkten in M hat f — g eine
Nullstelle. Im Lemma haben wir gezeigt, dass dann f—g auch in a eine Nullstelle
unendlicher Vielfachheit hat. Daraus folgt a € M. Daher ist M abgeschlossen.
Fiir jede Kurve v : [a,b] — G enthélt sie mit einem Punkt also auch die ganze
Kurve. Da G kurvenzusammenhingend ist, ist M = G. Damit ist auf (ii)= (i)
gezeigt. O

Unsere letzte direkte Konsequenz aus der Integralformel charakterisiert die to-
pologischen Eigenschaften von holomorphen Funktionen.

Satz 3.11 (Gebietstreue). Sei G ein Gebiet, f : G — C holomorph und nicht-
konstant. Dann ist f(G) ein Gebiet.
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Beweis: Da die Abbildung stetig ist, ist das Bild der kurvenzusammenh#ngen-
den Menge G wieder kurvenzusammenhéngend.

Wir wollen nun zeigen, dass W = f(G) C C offen ist. Sei wg € W, 2o € G mit
f(20) = wo. Nach dem Identitéitssatz gibt es eine Kreisscheibe B = B,(zp) mit

B C @G, deren Abschluss keine weitere wo-Stelle von f enhilt (sonst hitte die
Menge der wp-Stellen einen Haufungpunkt, also f konstant gleich wyg). Sei

= 1 - O-
m = min [f(z) - wo| >

Sei € = m/3.
Behauptung. B.(wg) C W.

Sei w € B:(wg). Wir suchen eine Nullstelle von g = f — w. Es folgt fiir z € 9B
l9(2)| = [f(2) —w| > | f(2) — wol| — |wo —w| > 3e — & = 2e.
Gleichzeitig gilt
l9(20)| = | f(20) — w| = |wo — w| < e.
Also

|9(20)[ < min |g(2)].

Angenommen, g hat keine Nullstelle in B und daher sogar keine Nullstelle
auf einer Umgebung des Abschlusses von B. Wir verwenden die 0-te Cauchy-
Abschitzung fiir h=1/g

< > mi
[h(z0)] < max |h(2)] < [g(20)] = min [g(z)].

Dies ist ein Widerspruch, also hat g eine Nullstelle. O

Satz 3.12. Sei G Gebiet, f : G — C holomorph. Wenn |f| in zg € G ein lokales
Mazimum hat, so ist f konstant.

Beweis: Sei f nicht konstant. Dann ist f(G) C C offen, enthélt mit jedem
wp also auch eine Kreisscheibe um wg. Daher kann wy kein Maximum von |f]
sein. ]



Kapitel 4

Laurent-Reihen und
isolierte Singularititen

Nach dem letzten Kapitel verstehen wir holomorphe Funktionen auf Kreisschei-
ben: es sind einfach die konvergenten Potenzreihen. Der néchste kompliziertere
Fall sind Kreisringe, Mengen der Form

A r(z0) ={2z€Clr<|z—2]| <R
fir r < R. Auch die Félle r = 0 oder R = oo wollen wir erlauben.

Beispiel. Fiir n € Z sind die Funktionen 2" holomorph auf dem Kreisring Ag .
Fiir n > 0 lassen sie sich holomorph nach C fortsetzen. Eine Stammfunktion
existiert fiir n # —1. Kompliziertere Beispiele erhiilt man durch Linearkombi-
nation, z.B. 272 + 22

Theorem 4.1 (Laurent-Zerlegung). Sei 0 <r < R < oco. Sei f: A, g(z9) - C
holomorphe Funktion auf dem Kreisring. Dann existieren holomorphe Funktio-
nen

fI:Uler,m_)(C
f2 : U2 :BR(Z()) —C

so dass auf Ay r(20) = U1 NUy gilt
f=n+/f.

Dabei kann f1 so gewdihlt werden, dass lim,_, |f1(z)| = 0. Durch diese Bedin-
gung werden f1 und fo eindeutig festgelegt.

Wir nennen f; den Hauptteil und fo den Nebenteil von f.

Der Einfachheit halber betrachten wir zy = 0. Die Funktion f5 ist auf einer
Kreisscheibe definiert, wird also durch eine Potenzreihe dargestellt. Die Funktion

25
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g1(2) = f1(1/z) ist holomorph auf der Kreisscheibe B;,r(0) (genauer: auf dem
Kreisring Ag1/5(0)). Sie ist in 0 stetig, da lim. ;0 g1(2) = lim, o fi(2) = 0.
Nach dem Cauchyschen Integralsatz (verschirfte Version) hat g; eine Stamm-
funktion, wird also ebenfalls durch eine Potenzreihe dargestellt. Dies fithrt zu
Reihendarstellungen:

o0
fa(z) = Z cp2" fiir z € Uy

n=0

fi(z) = Zdnz’" fiir z € Uy

n=0

Die Grenzwertbedingung bedeutet ¢g2(0) = do = 0. Wir setzen dann fiir n < 0
einfach c¢_, = d, und erhalten im Kreisring

flz)= Z cnz™.

Wir halten also fest:

Korollar 4.2 (Laurent-Reihe). Sei f : A, r(20) — C holomorph. Dann hat f
ein eindeutige Darstellung in der Form

o0

f(z) = Z en(z — 20)".

n=-—oo

Hierbei konvergiert die Hauptteil Y - | c—p(z — 20) ™" fiir |z — zo| > r und der
Nebenteil Y- cn(z — 20)" fiir |z — 20| < R.

Die gleiche Idee gibt uns auch eine Formel fiir die Koeffizienten. Wir verwenden
die Cauchy-Formel aus Satz 3.2. Wieder zuerst z = 0. Fiir n > 0 und o < R
erhalten wir

1 f2(¢)

~ 2mi aB,(0) ¢" T

Cn dc.

Wir behaupten, dass wir sogar f; durch f ersetzen kénnen, also das Integral mit
f1 verschwindet. Wir wenden die Substitutionsformel s = (71, ds = —¢2d¢
bzw. d( = —s~2ds an. Man beachte, dass sich dabei die Umlaufrichtung des
Weges dndert. Wir erhalten also

/ fln(i) d¢ :/ g1(s)s" T (—5%)ds :/ g1(s)s"ds
9B,(0) ¢ —8B, /,(0) 8B, ,,(0)

Fiir n > 1 ist der Integrand holomorph in auf einer Umgebung von B;/,(0).
Das Integral verschwindet nach dem Integralsatz. Fiir n = 0 finden wir nach der
Integralformel den Wert g;(0) = 0.
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Fir n < 0, k = —n wenden wir diesselbe Argumente auf die Funktion f(1/%z)
an. Fiir o > r = o' < r~! erhalten wir mit derselben Substitution
1 91(¢)) 1 k-1 1 f1(s)
cp =dp = — d¢ = — fi(s)s"Tds = — ds.
27 B, 1 (0) s 27 Jos,(0) 27i Joap, ) s"T

Wieder koénnen wir f; durch f ersetzen, denn das Integral iiber fo verschwindet
mit dem gleichen Argument wie oben.

Damit haben wir gezeigt:

Korollar 4.3. Die Koeffizienten der Laurent-Reihe sind gegeben durch

_ L i
= i /BBQ(zo) (¢~ Zo)"ﬂdC

fiir allen € 7Z.
Auch die Cauchy-Abschitzung

maXcesn, (z0) f(¢)

|Cn| < o"

gilt dann wie im Fall von Potenzreihen.
Jetzt wird es Zeit, den Beweis der Existenz der Zerlegung nachzutragen.

Beweis des Theorems zur Laurent-Zerlegung. Ohne Einschrinkung ist zp = 0.
Sei z € A, r(0). Sei p = |z]. Wir wihlen 6 > 0, so dass r < p — 9§, o+ ¢ < R.
Wir wollen zeigen, dass

- ] f(Q) 4o 1 1 g

_% C*Z _% 0B975<72

Wir starten mit der Integralformel fiir 0Bs(z). Der Integrand ist holomorph in
A, r(0) \ {z}. Wie im Beweis der Integralformel unterteilen wir den Kreisring
durch Speichen, so dass wir geschlossene Wege in konvexen Teilgebieten erhal-
ten. Dabei soll der Kreis Bs(z) von zwei benachbarten Speichen eingeschlossen
werden. Die Integral iiber die geschlossenen Wege verschwinden, wenn z nicht
im Inneren des Sektors liegt, da dann der Integrand (Skizze!, vergl. Janich S.
41) holomorph ist. Durch Zusammensetzen erhalten wir wie gewiinscht

f(¢) f(Q) f(Q)
L5 4 = S22 dq¢ — ~—=d(.
/BBJ(C) (-2 ‘ /639+5(0> (—=% /6395(0) (==

Wir setzen nun

fi(e) = — O 4

2mi Jop, s C— %

1 £(0)
falz) = %/aB —
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Die Funktion fo ist holomorph auf |z| < ¢ + ¢. Dies sehen wir entweder durch
Differentiation des Parameterintegrals oder indem wir wie in der Herleitung der
Potenzreihenentwicklung den Integranden als geometrische Reihe entwickeln.
Dasselbe Argument funktioniert auch fiir g;(2) = f1(1/2) auf |z| < (0 — §)~ L.
Also ist f; holomorph auf |z| > o — 0.

Durch Subtraktion von g1(0) = lim,_,, f1(2) erreichen wir die spezielle Wahl.
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit dieser speziellen Zerlegung. Sei f = hy + ho
eine weitere Zerlegung. Dann ist

fitfo=hi+he= fi—hi=hy— fo.

Die linke Seite ist auf U; definiert, die rechte auf Us. Insgesamt erhalten wir so
eine ganze Funktion F'. Diese ist beschrankt, da

lim fi(z)=0= zlggo hi(z).

Z—> 00

Nach dem Satz von Liouville ist F' konstant. Wegen lim,_,, F'(z) = 0 ist diese
Konstante 0. Dies zeigt f; = hy und fo = hs.

Bisher haben wir die behauptete Zerlegung nur in einem kleineren Kreisring
gezeigt. Diese Kreisringe tiberdecken ganz A, g(0). Wo sich zwei der schmaleren
Kreisringe iiberschneiden, stimmen die Zerlegungen wegen der Eindeutigkeit
iiberein. Tatséchlich erhalten wir also eine globale Zerlegung. O

Genau wie Potenzreihen, werden auch Laurent-Reihen gliedweise differenziert.

Dies sieht man z.B. in dem man Haupt- und Nebenteil getrennt behandelt.

Korollar 4.4. Sei 0 <r < R < oo, f: A, r(20) holomorph. Dann hat f genau
dann eine Stammfunktion auf dem Kreisring, wenn

R F(C)dC =0

270 Jop, (20

fiir ein (und dann alle) r < o < R.

Beweis: Wir wissen bereits, dass diese Bedingung notwendig ist. Sie ist auch
hinreichend, wie wir an der Laurent-Reihe ablesen. O

Der Koeffizient von z~! spielt also eine besondere Rolle.
Definition 4.5. Sei f : Ao r(z0) — C holomorph. Dann heifst

resf = ey = £

27Ti BBQ(ZO)

Residuum von f in zg.
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Fast trivalerweise erhalten wir dann die erste Babyversion des Residuensatzes
/ f(¢)d¢ = 2mires,, f.
aBg(Zo)

Eines unserer Ziele ist die Verallgemeinerung dieser Formel auf Funktionen mit
mehr als einer Singularitdt und auf allgemeinere Wege.

Beispiel. Sei f : Bg(0) — C holomorph. Wir betrachten f(z)/z. Diese Funk-
tion ist holomorph auf der punktierten Kreisscheibe By r(0). Das Integral ist
gleich f(0), denn f(z) = > 02 c,2™ bedeutet f(z)/z = > 00 | cpp12™. Wir
erhalten also die Integralformel zuriick, die wir natiirlich zum Beweis gebraucht
haben.

Isolierte Singularitéiten

Wir betrachten jetzt etwas systematischer holomorphe Funktionen auf der punk-
tierten Kreisscheibe Ay r(z0). Nach dem Satz iiber die Laurent-Reihen-Entwicklung
gilt

oo

fz) = Z cn(z — 20)".

n=oo

Wir unterscheiden drei Falle.

Definition 4.6. Sei f : Ao r(z0) = C holomorph. Wir sagen:

(i) f hat eine hebbare Singularitét in 2o, wenn der Hauptteil von f verschwin-
det, also f(z) =Y 1"y cnl(z — 20)>.

(ii) f hat einen Pol in zy, wenn der Hauptteil von f eine endliche Summe ist,
d.h. es gibt N <0 mit f(z) =07 xcn(z —20)™.

(iii) f hat eine wesentliche Singularitit in zo, wenn f weder eine hebbare Sin-
gularitit noch einen Pol in zy hat.

Hat f eine hebbare Singularitéit, so lidsst sich f durch die Potenzreihe zu einer
holomorphen Funktion auf Br(zg) fortsetzen.

Satz 4.7 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Sei f : Ag r(z0) — C holomorph
und beschrinkt in einer Umgebung von zy. Dann hat f eine hebbare Singularitit
m 2g-

Beweis: Sei M eine obere Schranke fiir f(¢) in einer Umgebung von zy. Nach
der Cauchy-Abschatzung gilt dann

M
|Cn| S -

7

fiir alle (geniigend kleinen) p. Fiir n < 0 folgt hieraus ¢,, = 0. O
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Hat f einen Pol, so gibt es N € N, so dass (z — 29)" f(z) holomorph ist. Das
kleinste solche N heif3t Polordnung von f. Im Falle N = 0 liegt eine hebbare
Singularitéit vor.

Satz 4.8. Sei f : Ao,r(z0) — C holomorph mit einem Pol der Ordnung N.
Dann gilt

Jim ()] > oc.
Beweis: Ohne Einschrankung ist zp = 0. Hat f einen Pol der Ordnung N, so
schreiben wir f = 2~V h(z) mit holomorph und h(0) # 0. Dann ist

h(z)

N

[2(0)]

li =
= lim, _,q |2V

z—0

O

Lemma 4.9. Sei f: Br(z9) — C holomorph mit Nullstellenordnung N. Dann
ist 1/f : Ao, r(20) = C holomorph mit Polstellenordnung N :

Beweis: Ohne Einschrinkung ist zo = 0. Nach Vorraussetzung ist f(z) = 2V h(z)
mit h holomorph, h(0) # 0. Nach der Quotientenregel ist dann 1/h holomorph.
Es folgt die Aussage iiber die Polordnung. O

Satz 4.10 (Casorati-Weierstra$). Sei f : Ao r(20) = C holomorph mit einer
wesentlichen Singularitit in zo. Dann ist das Bild f(Ao,r(20)) dicht in C.

Beispiel. Die Funktion exp(1/z) hat als Wertemenge C \ {0}, lédsst also sogar
nur einen einzigen Punkt aus. Tatséchlich gilt das in jeder wesentlichen Singu-
laritét. Dies ist der (kleine) Satz von Picard, den wir nicht beweisen werden.

Beweis: Angenommen, das Bild ist nicht dicht. Dann gibt es wy € C und eine
Kreisscheibe B (wy), die nicht von f getroffen wird. Dann ist die Funktion

v
f(z) —wo

beschréankt durch . Nach dem Riemmanschen Hebbarkeitssatz ist sie holomorph
in zg. Dann gilt

h:z—

1
Dann hat f in zy einen Pol oder eine hebbare Singularitét. O

Wir haben also gesehen, dass die drei Typen von Singularitdten sind am Grenz-
wertverhalten fiir z — zo unterscheiden lassen.

(i) hebbare Singularitét < beschrinkt nahe zy < stetig in zp < holomorph
in 20

(ii) Pol & Grenzwert oo in 2
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(iii) wesentliche Singularitéit < kein Grenzwert in zg

Wir lassen nun die Einschrankung auf Kreisscheiben fallen. Sei U C C offen,
2o € C\ U ein isolierter Punkt, d.h. es gibt eine Kreisscheibe A .(z9) C U. Sei
f : U — C holomorph. Wir sagen, f hat hebaren Singularititen/einen Pol/eine
wesentlichen Singularitét in zg, wenn dies in Ay .(zo) gilt.

Definition 4.11. Sei U C C offen. Wir sagen f: U — C hat isolierte Singula-
ritdten, wenn f: U ~ A — C holomorph ist, wobei A abgeschlossen und diskret
ist, insbesondere alle Elemente von A isolierte Punkte von U sind. Sie heifst
meromorphe Funktion auf U, wenn diese Singularititen hebbar oder Polstellen
sind.

Man beachte den ungenauen Sprachgebrauch. Die Funktion f ist gar nicht auf
ganz U definiert!

Beispiel. z — 1/z ist meromorph auf C. Die Funktion exp(1/z) hat isolierte
Singuléritiaten auf C, genauer eine wesentliche Singularitéit in 0.

Ein Beispiel
Wir betrachten f(z) = ﬁ auf dem Kreisring Ao 1(0). Man sieht sofort die
Laurent-Reihenentwicklung (aus der geometrischen Reihe):

oo

flz) = Z —z".

n=-—1

Der Hauptteil ist also —z~!, der Nebenteil }.>° j—2" = —L;. Die Laurent-
Zerlegung ist also einfach die Partialbruchzerlegung;:

1 1 1

z—1 z—-1 =z
Andererseits berechnen wir mit unseren Formeln:

> " 1 1 1
f(z) = Z CnZ, Cn:% aB,«CHlC(Ci_l)

dg

n=—oo

wobei B, ein Kreis um 0 mit Radius zwischen 0 und 1. Die explizite Berechnung
mit Wegeintegralen fithrt auf Integrale iiber rationale Funktionen in Sinus und
Cosinus, deren Behandlung mit reeller Analysis im Prinzip moglich ist. Bes-
ser ist es, den Algorithmus fiir die Berechnung von Integralen iiber rationale
Funktionen anzuwenden, d.h. Partialbruchentwicklung.

Fiir n < —2 ist der Integrand holomorph in B;. Nach dem Cauchyschen Inte-
gralsatz verschwendet daher c,. Fiir n = —1 erhalten wir

1 1 1 1 1
=50 fop CC— D T 2w fop, <<—1 B z) .
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Der erste Summand ist holomorph in B; und trigt nach dem Cauchyschen Inte-
gralsatz nicht bei. Das zweite Integral ist elementar 16sbar (oder Integralformel
fiir g(z) = 1) und trigt —2mi bei. Wir erhalten

C_1 = —1.

Fiir n = 0 erhalten wir

1 1 1 1 1 1
0=, =% = 2mi fy, (@ e ) =

da wieder nur der Integrand 1/¢ zum Ergebnis beitrigt. Genauso behandelt
man alle n > 1.

Wir koénnen auch die Formel aus dem Beweis Laurentzerlegung betrachten. Sei
z € Ap1(0), r < |z| < R. Dann ist der Hauptteil

LR 1 1
W= "55 Jon, CC-Dic =)

Wieder berechnen wir die Partialbruchzerlegung (beziiglich der Variablen (!)

27 9B, (*Z

I SR R R
CC-1)(C¢—2) 2 (-1)C-1) =20z-1)(-2)

Da r < |z| < 1 sind der zweite und dritte Summand holomorph in B,.(0). Sie
tragen nicht zum Integral bei. Wir erhalten den Hauptteil

11 1 1
——,7/ —d{=—-.
2mi z Jop, ¢ z

Der Nebenteil ist

1 f(C)d _ 1 1
2mi Jopy € — 2 218 Jop, C(C—1)(¢ —2)

dg

1 1 1 1
= 2 Jom, <z<‘ G-DC 1) +z<z1)<¢z>)d<

Da |z| < R < 1 ist der zweite Summand holomorph in Bg(0) und trigt nicht
bei. Der erste liefert wie vorher —%. Der dritte Integrand ist

1 1 1 1
2mi 2(z — 1) /BBR C—zdc: z2(z—1)

nach der Cauchyschen Integralformel fiir die konstante Funktion g = 1. Wir

erhalten den Nebenteil 1 )

z+z(z—1) z—1"



Kapitel 5

Analytische Fortsetzung

Wir wollen verstehen, inwiefern Integrale von der gewahlten Kurve abhéngen.

e Im allgemeinen verschwindet das Integral iiber eine geschlossene Kurve
nicht, ist also abhéngig von der Wahl.

e Ist f holomorph auf einem Kreisring, so héingt der Wert des Integrals iiber
eine Kreislinie nicht vom Radius ab.

Ein besserer Standpunkt ist es, nach der Kurvenabhéngigkeit der Stammfunk-
tion oder allgemeiner von analytischen Fortsetzungen zu fragen.

Definition 5.1. (i) SeiU C C offen. Ein Weg in U ist eine stetige Abbildung
v :a,b) = U.

(i) Sei f: U, — C eine holomorphe Funktion auf einer Umgebung von y(a).
Wir nennen eine holomorphe Funktion g : Uy — C auf einer Umgebung
von b eine analytische Fortsetzung von f entlang -y, wenn es eine Folge von
Punkten a =t1 = 51 <59 <ty <59 <--- <5, <ty = Spy1 < b, sowie
eine Folge von Radien €1,...,&, ¢ibt und eine Folge von holomorphen
Funktionen

fi o Be,(v(t;)) = C
so dass

e f1=faufU,N B, (a);

o fn=y9 auf UyN B, (b);

o filu, = fi+ilu, auf U; = Be, (v(t;)) N B, (v(tj11);

o V([s5, s541]) € Be; (v(15))-
Bemerkung. Es ist nicht wichtig, dass wir mit Kreisscheiben arbeiten. Der ent-
scheidende Punkt ist, dass es sich um zusammenhdngende offene Menge handelt,

deren Schnitt ebenfalls zusammenh#ngend ist. Konvexe Mengen wiren genauso
geeignet.

33
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Beispiel. Wir betrachten die analytische Fortsetzung von log(z) entlang des
Einheitskreise. Der Weg ist also v : [0,1] — C, v(t) = exp(2mit). Wir wiihlen die
Mittelpunkte ¢; = j/4 fiir j =0, ...,4 und jeweils den Kreis mit Radius 1, also
um die Mittelpunkte zg = 1,21 = 4,20 = —1,23 = —i,24 = 1. Sie iiberdecken
den Weg, da

. 3 2
| exp®™/® 1| = ‘({ “\2[> -

V2-2 V2
= + 71—
2 2

1
:5\/2—4f2+4+2:\/2—\/§<1

Sei f = fo = log in Bi(1), die Stammfunktion von 1/z, die in 1 den Wert 0
hat. (Der Hauptzweig des Logarithmus.) Sie existiert, da 1/z im Kreis By(1)
holomorph ist. Im Intervall (0,2) C R stimmt sie mit dem reellen Logarithmus
iiberein. Es gilt log(exp(z)) = z in By(1), da dies in (0,2) gilt (Identitétssatz).
Insbesondere fiir v(¢) mit ¢ € [0,1/4) und ~(¢) € B1(1)

log(v(t)) = log(exp(2mit)) = 2mit.
Fir den Mittelpunkt z; = exp(2mij/4) wihlen wir
fi(z) =2mij/4 + log(z;lz).

Diese Funktion ist auf B;(z;) wohldefiniert, da Multiplikation mit z; den Kreis
um 1 auf den um z; abbildet. Es handelt sich um eine Stammfunktion von 1/z.
Der Punkt (¢; + 1/8) liegt im Schnitt von Bi(z;) und Bi(zj41). In diesem
Punkt gilt

fi(exp(2mij/4 + 2mi/8)) = 2mij /4 + log(exp(27i/8))
= 2rij /4 + 2i/8
Fia(exp(2mij /4 + 2i/8)) = fy1 (exp(2mi(j +1)/4 — 27i/8))
=2mi(j + 1) /4 + log(exp(—27i/8))
=2mi(j +1)/4 — 2mi/8

Die beiden Werte sind gleich. Die analytische Fortsetzung von log von 1 nach 1
entlang des Kreises ist also fy = 2mi + log.

Lemma 5.2. Wenn eine analytische Fortsetzung existiert, so ist sie eindeutig
(bis auf eventuelles Verkleinern des Definitionsbereichs).

Beweis: Gegeben eine Kette von Kreisscheiben wie in der Definition, so ist nach
dem Identitétssatz f;11 eindeutig durch f; bestimmt.

Gegeben eine weitere Folge von Kreisen By, (v(sk)) fiir £ = 1,...,m mit Funk-
tionen gi. Wir betrachten die Menge T der t € [a, B], fiir die die analytische
Fortsetzung von f nach t entlang der beiden Folgen in einer Umgebung von ¢
tibereinstimmt. Nach Definition ist diese Menge offen in [a, b].
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Wir zeigen, dass sie auch abgeschlossen ist. Sei s ein Haufungspunkt von 7.
Dann gibt es Indizes j und k, so dass

V(s) € Be; (v(t5)) N Bs (v(t) =: V.

Die Abbildung 7 ist stetig, daher ist v~*(V) offen in [a, b]. Da s ein Hiufungs-
punkt von 7" ist, gibt es ein ¢ € T'N V. Die Funktionen f; und g stimmen nach
Definition von T in einer Umgebung von 7(¢) iiberein. Nach dem Identitéitssatz
stimmen sie dann in der zusammenhéngenden Menge V' {iberein, also auch in
einer Umgebung von s. Damit liegt s € T'.

Insgesamt ist T" offen und abgeschlossen, stimmt also mit ganz [a, b] {iberein. [

Bemerkung. Im allgemeinen existiert die analytische Fortsetzung nicht. Zum
Beispiel hat f(1) = 1/z keine analytische Fortsetzung entlang des Weges ~(t) =
1—t, fiir t € [0,2].

Satz 5.3. Sei U C C offen, f : U — C holomorph, v : [a,b] — U ein Weg. Sei
F, eine Stammfunktion von f in einer Umgebung von v(a). Dann hat F, eine
analytische Fortsetzung entlang .

Beweis: Wir wihlen eine endliche Kette von Kreisen entlang v, die ganz in U
liegen. Eine solche Kette existiert: Fiir jedes ¢ € [a,b] gibt es einen Radius e;
so dass Be,(y(t)) C U. Das Urbild v~ (B, (v(t))) enthilt ein offenes Intervall
(at,be) mit a; <t < by. (Genauer: das Intervall ist offen in [a, b] und enthélt ¢.)
Diese Intervalle iiberdecken [a, b]. Diese Menge ist kompakt, daher geniigen end-
lich viele der Kreisscheiben. Seien t1, ..., t, die zugehtrigen Punkte. Ohne Ein-
schrénkung ist ¢; = a, t, = b. Dann haben die Kreisscheiben B; = B, (v(t:))
die gewiinschten Eigenschaften. Auf jeder dieser Kreisscheiben hat die Funktion
f eine Stammfunktion Fj, die bis auf Konstante eindeutig ist. Wir wihlen die
Konstanten so, dass I} = Fy, F; = F;11 auf B; N B;;1. Dies ist die gesuchte
analytische Fortsetzung. O

Definition 5.4. Sei f : U — C holomorph, v : [a,b] — U ein Weg. Wir
definieren

/ fdz = Fy(3(5)) - Fa(1(a))

wobei F, eine Stammfunktion von f in einer Umgebung von v(a) ist und Fy, die
analytische Fortsetzung von Fy, entlang .

Lemma 5.5. Sei v : [a,b] — U stetig und stiickweise stetig differenzierbar.
Dann stimmen die beiden Definition von f,y fdz dberein.

Beweis: Beide Definition verhalten sich gut unter dem Aneinandersetzen von
Wegen. Daher geniigt es den Fall zu betrachten, dass 7 stetig differenzierbar
ist. Zur Konstruktion der analytischen Fortsetzung wahle wir unsere Folge a =
tl < t2 < - <Z tn = b. Wir wéhlen S; € Bgi(’y(ti)) N B6i+1 (’y(tiJrl) fiir i =
1,...,n—1 und unterbrechen unsere Integrale in diesen Punkten. Daher geniigt
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es, den Fall zu betrachten, dass U eine Kreisscheibe ist. Dann hat f eine globale
Stammfunktion F', und es gilt

b
/fﬁ@hﬁﬁhﬂWMD—ﬂWM)

Homotopie

Die analytische Fortsetzung #éndert sicht offensichtlich nicht, wenn wir die den
Weg linear umparametrisieren, also v(a + ct) statt v(t). Daher geniigt es ab
jetzt, Wege auf [0, 1] zu betrachten.

Definition 5.6. Sei X ein topologischer Raum. Zwei Wege o, 8 : [0,1] = X
mit Anfangspunkt zo und Endpunkt z; heifflen homotop, wenn es eine stetige
Abbildung

H:[0,1] x [0,1] = X

gibt, so dass H(t,0) = «(t), H(t,1) = B(t) fir alle t € [0,1], H(0,7) = zo,
H(1,7) = z fir alle T € [0,1].

Fiir festes 7 ist also 7, : t — H(t,7) ein Weg von zp nach z;.

Bemerkung. Es gibt auch den Begriff der freien Homotopie, bei der Anfangs-
und Endpunkt nicht festgehalten werden. Er ist fiir unsere Zwecke nicht rich-
tig. Aulerdem kann man Homotopien von geschlossenen Wegen betrachten, bei
denen jedes 7y, geschlossen ist, aber nicht notwendig fiir alle 7 mit demselben
Anfangspunkt. Sie sind tatséichlich niitzlich fiir unsere Zwecke. Unsere Sitze
lassen sich ohne zu viel Miihe auf diesen Fall verallgemeinern.

Lemma 5.7. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege
von zy nach z.

Beweis: Reflexivitét: Sei v ein Weg. Dann ist H(t,7) = 7(t) eine Homotopie
von -y nach .

Symmetrie: Sei H eine Homotopie von « nach 8. Dann ist H'(t,7) = H(t,1—7)
eine Homotopie von (8 nach a.

Transitivitéit: Sei F' eine Homotopie von « nach . Sei G eine Homotopie von
nach . Wir definieren eine Homotopie H:

F(t,27) 0<7<1/2
Gt,2r—1) 1/2<7<1’

H(t,T) :{

Besonders wichtig ist der Fall von geschlossenen Wegen.
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Definition 5.8. Sei X ein topologischer Raum, xq € X fest. Ein geschlossener
Weg v von xo nach xg heif$t null-homotop, wenn er homotop zum konstanten
Weg vo(t) = xg ist. Ein topologischer Raum X heifst einfach zusammenhéngend,
wenn er wegzusammenhdngend ist und jeder geschlossene Weg von xg nach xg
null-homotop ist.

Beispiel. (i) Sei U konvex. Dann sind in U je zwei Wege von zy nach z;
homotop:
H(t,7) =7a(t)+ (1 —1)38(t).

U ist also einfach zusammenhéngend.

(ii) In C* ist der Weg entlang des Einheitskreises nicht homotop zum konstan-
ten Weg. (Nicht ganz offensichtlich, wird aus unseren Sitze folgen.)

(iii) Eine offene Teilmenge U C R? ist einfach zusammenhingend, wenn man
sie durch einen einzigen ” Schnitt” entlang eines Weges in mehrere Zusam-
menhangskomponenten zerlegen kann. Aussagen dieser Art werden in der
Topologie bewiesen. Wir werden diese Charakterisierung nicht zeigen.

Bemerkung. Durch das Verkniipfen von Wegen wird die Menge 71 (X, 2o) von
Homotopieklassen von geschlossenen Wegen zu einer Gruppe, der Fundamen-
talgruppe. Sie ist fiir uns nicht so wichtig. Der Vollstdndigkeit halber tragen wir
die Formeln nach: Sei o eine Weg von zp nach z; und S ein Weg von z; nach
z9. Dann defineren wir

a.f:[0,1] - X
. {a(Qt) 0<t<1/2
B2t—1) 1/2<t<1
a 0,1 = X
t—a(l—1t)

Man sieht leicht, dass die Verkniipfung assoziativ ist (bis aus Umskalierung)
und a.a”! und a~!.a homotop zum konstanten Weg «(0) sind.

Theorem 5.9 (Monodromiesatz). Seien «,f : [0,1] — C zwei Wege von zg
nach z1. Sei f : Uy — C eine holomorphe Funktion in einer Umgebung von z.
Sei H : [0,1] x [0,1] — C eine Homotopie von o nach B. Die Funktion f sei
entlang jedes Weges v, = H(-,T) analytisch fortsetzbar nach z1. Dann stimmen
die analytischen Fortsetzung entlang o und 8 in einer Umgebung von z, tberein.

Korollar 5.10. Sei U C C einfach zusammenhdingend, f: U — C holomorph.
Dann hat f aufU eine Stammfunktion. Aquivalent: Der Cauchysche Integralsatz
gilt fiir alle geschlossenen Wege in U.

Beweis: Sei v : [0,1] — U geschlossen. Nach Voraussetzung ist v homotop zum
konstanten Weg ~(0). Nach dem Monodromiesatz ist

Lfdz /W fdz = 0.
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O

Beweis des Monodromiesatzes. Wir betrachten H : [0,1] x [0,1] — C, eine Ho-
motopie von Wegen von zy nach z;. Sei f eine holomorphe Funktion in einer
Umgebung von zg. Nach Voraussetzung lasst sich f analytisch fortsetzen nach
z1 entlang jedes v, = H(-, 7). Wir betrachten die Menge T der 7 € [0, 1], so
dass die analytische Fortsetzung von f nach z; mit der analytischen Fortsetzung
entlang vy tibereinstimmt. Wegen 0 € T ist die Menge nicht leer.

Behauptung. T ist offen in [0,1].

Sei 79 € T. Nach Definition von T' gibt es Punkte a = t; < t; < --- < ¢, =
b, Kreisscheiben B; = B, (v, (t:;)) und holomorphe Funktionen f; : B; — C
wie in der Definition der analytischen Fortsetzung. Da H stetig ist, sind die
Urbilder V; = H~(B;) offen in [0, 1] x [0, 1]. Wir withlen Punkte ¢; < s; < t;41,
so dass v, (s;) im Schnitt der Kreisscheiben von 7., (¢;) und ~,, liegen. Da
das Intervall [s;,s;4+1] C V; kompakt ist, enthiilt V; einen Streifen der Form
[Siy 8i41] X ;. Sei § das Minimum der 6;. Fiir |7 — 79| < ¢ iiberdecken dann
die Kreisscheiben B, (v, (t;)) auch den Weg .. Die Funktionen f; legen die
analytische Fortsetzung von f entlang -, fest. Daher liegt auch 7 in der Menge
T.

Behauptung. T ist abgeschlossen in [0, 1].

Sei 19 € [0, 1] ein Haufungspunkt von T'. Sei T C [0, 1] die Menge der 7, so dass
die analytische Fortsetzung entlang ~, mit der analytischen Fortsetzung entlang
Yro Ubereinstimmt. Wie im letzten Schritt gezeigt, ist 7" offen in [0,1]. Da 7
ein Haufungspunkt von T ist, enthélt 77 einen Punkt von T'. Daher stimmt die
analytischen Fortsetzung entlang 7, mit der entlang 7o iiberein.

Als abgeschlossene und offene Teilmenge von [0,1] ist 7" = [0, 1]. O

Beispiel. Sei v : [0,1] — C* ein geschlossener Weg von zy nach zo. Wir wollen

1
/fdz
y 2

berechnen. Sei g ein Weg von 1 nach zy. Der Wert des Integrals verdndert sich
nicht, wenn wir zunéchst entlang vy laufen, dann entlang v und dann riickwérts
entlang ~ zuriick. Daher kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass zy =
1. Der Weg + ist homotop zu vy mit v, (¢) = v(¢)/|v(t)|. Der Weg verlduft daher
ohne Einschrankung entlang des Einheitskreises. Wir kénnen ihn schreiben als

7(t) = exp(2mid(t))

wobei ¢ : [0,1] — R stetig mit ¢(0) = 0, #(1) € Z. Sei ¢(1) = n. Da R
konvex ist, gibt es eine Homotopie von ¢ zum geraden Weg ¢ (t) = tn, ndmlich
H(t,7) = 7¢(t) + (1 — 7)tn. Das Bild unter exp(2mi-) ist dann eine Homotopie
von 7 zu dem Weg der Form

(t) = exp(2mitn).
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Wir erhalten daher

1 1 ! 1
/fdz = / —dz :/ ————2minexp(2witn)dt = 2win.
v 2 72 o exp(2mitn)

Definition 5.11. Sei vy : [0,1] = C \ 2o ein geschlossener Weg. Dann heifit

1 1

= dz
21

,YZ_ZO

Umlaufzahl von v um zq.

Wie wir gerade im Beispiel gesehen haben, misst diese analytisch definierte
Umlaufzahl das, was wir intuitiv darunter verstehen wiirden.

Bemerkung. Dies ist ein erstes, bereits sehr wichtiges Beispiel fiir ein allge-
meineres Prinzip. Rein topologische Eigenschaften (wie oft lduft der Weg um
2o herum?) lassen sich analytisch ausrechenen. Oder umgekehrt: analytisch de-
finierte Gréflen héingen nur von einer topologische Invariante ab.

Logarithmus und Wurzeln

Die Logarithmusfunktion haben wir bereits diskutiert. Wir halten die iibliche
Sprechweisen fest.

Sei G = C\ (—o00,0] die geschlitzte Ebene. Sie ist einfach zusammenhingend,
daher hat 1/z eine Stammfunktion auf G. Wir wiihlen die Stammfunktion mit
Wert 0 in 1 und erhalten so eine analytische Fortsetzung von log, den Hauptzweig
des Logarithmus. Jede analytische Fortsetzung hat die Form 2min + log(z) fiir
n € Z ~ {0}. Dies sind die Nebenzweige. Allgemeiner existiert Logarithmus auf
jeder einfach zusammenhéngenden Teilmenge von C\ {0}. Oft benutzt man die
geschlitzten Ebenen C ~ R>Cz fiir 2y # 0. Fiir variierende z; iiberdeckt man so
ganz C*.

Lemma 5.12. Sei U C C \ {0}, log : G — C ein Zweig des Logarithmus auf
U. Dann gilt

exp(log(2)) =
fiir alle z € G.

Beweis: Die Identitat gilt auf R>? fiir jeden Zweig des Logarithmus. Im allge-
meinen beweisen wir sie durch analytische Fortsetzung entlang eines Weges von
1 nach G. Genauer: Ohne Einschrankung ist U wegzusammenhéngend. Sei v ein
Weg in C* mit v(0) € U, y(1) = 1. Wir setzen unseren Zweig des Logarithmus
analytisch fort entlang v nach 1. Dort gilt die Identitét in einer Umgebung von
1. Wegen der Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung gilt sie dann auch in
U. O
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Bemerkung. Die iibliche Funktionalgleichung des Logarithmus
log(2) + log(z") = log(z2")
gilt im allgemeinen nur bis auf einen Summanden der Form 2min, n € Z.

Sobald wir Logarithmus kennen, kénnen wir auch Wurzeln definieren.

Definition 5.13. Sei U C C* ein Gebiet, auf dem ein Zweig log des Logarith-
mus existiert. Sei b € C. Dann heif§it

2+ exp(blog(z)) =: 2°

Zweig der b-ten Potenz auf U. Ist n € N, so heifit z — 2/ auch Zweig der
n-ten Wurzel.

Dies lasst sich z.B. auf jede Kreisscheiben anwenden, die 0 nicht enthélt.
Lemma 5.14. Sein € N. Dann gilt

(/™" = 2.
Je zwei Wahlen einer n-ten Wurzel unterscheiden sich um einen Faktor ( wobei
M=1.
Beweis: Mit der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion gilt

(=1/7)" = exp(. log(2))" = exp(n log(2) = exp(loa(2)) = =

In jedem Punkt unterscheiden sich zwei Zweige um Multiplikation mit einer
Einheitswurzel, da sie beide die Funktionalgleichung erfiillen. Der Quotient der
beiden ist holomorph auf dem Gebiet, daher muss die Einheitswurzel immer
diesselbe sein. O

Satz 5.15 (Lokale Gestalt). Sei f : U — C holomorph mit einer k-fachen
Nullstelle in zg. Dann gibt es eine Umgebung Uy von zy und eine holomorphe
Funktion h : Uy — C mit einer einfachen Nullstelle in zg, so dass

f(2) = (h(2))*

m Uo.
Beweis: Ohne Einschréankung ist zp = 0. Nahe 0 hat f die Form
2z 2%g(2)

wobei g(0) # 0. Wir wihlen U als Kreisscheibe, so dass g keine Nullstelle in Uy
hat. Wir betrachten g(U). Sie enthélt 0 nicht. Sei V' eine Kreisscheibe um g(z),
die 0 nicht enthilt. Sei Uy das Urbild g=1(V). Auf V existiert eine k-te Wurzel.
Daher koénnen wir setzen

h(z) = =(g(=)/*.
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Bemerkung. Die Bedeutung dieses Satzes wird klarer, wenn man in der Spra-
che der Mannigfaltigkeiten denkt: In geeigneten Koordiaten hat jede holomor-
phe Abbildung ungleich 0 die Form z ~ z* fiir ein & € N. Dies sicht man
so: Die Funktion h erfiillt h'(zg) # 0, daher ist sie in einer Umgebung von zg
biholomorph, d.h. sie hat eine holomorphe Umkehrabbildung. Wir wéhlen & als
Koordinate.

Wir tragen nach:

Lemma 5.16. Sei h : U — C holomorph mit f'(z9) # 0. Dann gibt es eine
offene Umgebung Uy von zq, so dass h|y, bijektiv mit holomorpher Umkehrab-
bildung.

Beweis: Wir betrachten h als reell differenzierbare Funktion mit totaler Ablei-
tung Dh(zp) in zg. Es gilt

|det Dh(z0)| = | (20)|* # 0.

Aus Analysis 2 wissen wir daher, dass h nahe bei zg bijektiv ist, mit differenzier-
barer Umkehrfunktion g. Wir iiberpriifen die Cauchy-Riemannschen Differenti-
algleichungen, am leichtesten, indem wir mit der Wirtinger Ableitung arbeiten.
Es ist g o h = id holomorph, daher gilt fiir alle ¢ mit h'(c) # 0

dgoh dg oh dg oh
= —gz () = 5 (f(0)) - 5= () + 5=(f(c)) - 5= (c)

0

Der erste Summand verschwindet, da h holomorph ist. Der Faktor g—é(c) ist
komplex konjugiert zu h'(c) # 0. Daher verschwindet g—% in f(¢) und die Um-
kehrfunktion ist holomorph. [

Korollar 5.17 (Bldtterzahl). Sei f : U — C holomorph mit einer k-fachen
Nullstelle in zg. Dann gibt es zu jedem geniigend kleinen € > 0 eine offene
Umgebung U, von zy, die durch f auf die Kreisscheibe B:(0) abgebildet wird,
und zwar so, dass fly. jeden Wert ungleich 0 in B.(0) genau k mal annimmt
und 0 genau in 2g.

Beuweis: Sei ohne Einschrinkung zo = 0. Die Aussage ist wahr fiir f(z) = z*. Im

allgemeinen schreiben wir f(z) = (h(2))* mit h holomorph mit ~(0) = 0, h/(0) #
0. Nahe 0 ist h holomorph mit holomorpher Umkehrfunktion (Kettenregel!). Wir
wihlen Umgebungen U von 0 und V' von h(0) = 0, so dass h : U — V bijektiv
mit holomorpher Umkehrabbildung. Sei € > 0 so, dass B = Byz(0) C V.
Wir setzen U, das Urbild dieser Kreisscheibe unter h. Diese Umgebung hat die
gewiinscht Eigenschaft. O

Bemerkung. Der Satz tiber Blétterzahl enthélt einen zweiten Beweis von Ge-
bietstreue.
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Kapitel 6

Residuensatz

Es ist oft besser, allgemeinere Integrationen als die iiber einzelne Wege zu be-
trachten.

Definition 6.1. Sei U C C offen. Fine Kette ist eine formale Linearkombina-

tion
n
Z =Y am
i=1

mit a; € Z und v; : [0,1] — C Wege. Sie heifit Zyklus, wenn die formale
Linearkombination Y a;(vi(1) — 7 (0)) verschwindet.
Fiir eine Kette Z wie oben und holomorphe Funktion f :U — C definieren wir

/fdz:Zai f da.
Z i=1 Vi

Zwei Zykel heiffen homolog, wenn fiir jede holomorphe Funktion f: U — C gilt

/afdz:/ﬁfdz.

Sei Hy(U,Z) die Menge der Homologieklassen von Zykeln.

Bemerkung. Sind «, 8 verkniipfbare Wege in U, also a(1) = 8(0), so gilt

/aﬂ fdz = /Mﬁ fdz.

Der Monodromiesatz impliziert, dass homotope Wege homolog sind. Wir erhal-
ten eine wohldefinierte Abbildung (sogar Gruppenhomomorphismus)

7T'1(U7 Zo) — Hl(U, Z)

43
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Bemerkung. Sei Y " | a;v; ein Zykel. Ohne Einschréinkung sind alle a; # 0.
Indem wir gegebenenfalls a;v; durch —a;y,; ! ersetzen, erreichen wir, dass alle
a; > 0. Wir betrachten ~;. Der Endpunkt ;1 (1) hat die Vielfachheit a;. Er muss
daher als Anfangspunkt eines anderen Weges ~y; vorkommen. Ist i = 1, so ist der
Weg ~1 geschlossen. Andernfalls ist es ohne Einschréankung v,. Wir verkniipfen
die beiden Wege. Unser Zykel ist homolog zu

Y172 + (a1 — )y1 + (a2 — 1)y2 +azy3 + -+ + anyn.

Wir wiederholen dieses Verfahren. Es muss nach endlich vielen Schritten enden,
da die > | a, mit jedem Schritt kleiner wird. Insgesamt ist der Zykel dann
homolog zu einem Zykel der Form

m
E bja
=1

wobei alle a; geschlossen sind. Dies erkldrt die Terminologie. Wenn U wegzu-
sammenhéngend ist, so konnen wir noch weiter vereinfachen. Wir wéhlen eine
Basispunkt zp € U und Wege S; von zp nach «;(0). Dann ist unser Zykel ho-
molog zu dem geschlossenen Weg

Br.abr Bt Baale gt
Mit anderen Worten: die Abbildung
m (U, z0) = Hy1 (U, Z)
ist surjektiv fiir wegzusammenhéngendes U.

Im letzten Kapitel haben wir den Begriff der Umlaufzahl eingefiihrt. Dies ver-
allgemeinert sich jetzt auf Zykel.

Definition 6.2. Sei Z = E?:l a;y; ein Zykel. Sei zg ein Punkt, der von keinem
der Wege ~,; getroffen wird. Dann definieren wir die Umlaufzahl von Z um zg

als ) )
- — dz.
nZ(ZO) 271 /Z zZ— 20 i

Ist nz(z9) =0, so sagen wir, dass Z den Punkt zo nicht umlduft.

Waéhlen wir die ; geschlosssen, so erhalten wir die Formel
n
nz(z0) = Y amy, (o).
i=1

Beispiel. (i) Sei U einfach zusammenhéngend, zo ¢ U. Dann umlduft kein
Zykel in U den Punkt zg, da alle geschlossenen Wege in U nullhomotop
sind.
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(ii) Sei Z = 0BRr(%0) — 0By(%0) mit r < R und zp ein Punkt mit |z — z| < r
oder |z — zg| > R. Dann umléuft Z den Punkt zy nicht.

(iii) Sei @ ein Qudarat. Sein Rand umliuft jeden Punkt im Inneren genau
einmal, jeden Punkt im AuBeren nicht.

(iv) Zu jedem Zykel Z gibt es ein R, so dass fiir |z| > R folgt, dass Z den Punkt
z nicht umlduft, denn alle Wege des Zykels liegt in einer Kreisscheibe
Bgr(0).

Theorem 6.3 (Umlaufzahlversion des Integralsatzes). Sei G ein Gebiet in G.
Sei Z ein Zykel in G, der keinen Punkt des Komplements von G umlduft. Dann

gilt
/ fdz=0
z

fir alle holomorphen Funktionen f : G — C.

Bemerkung. Die Bedingung ist auch notwendig. Umléduft Z den Punkt z
auerhalb G, so verschwindet das Integral iiber 1/(z — zp) nicht.

Als Spezialfille erhalten wir die Formeln fiir konvexe Gebiete und fiir Kreisringe
zuriick.

Beweis: Wir legen eine Qudratgitter mit Breite ein (geniigend kleines) ¢ iiber
die komplexe Ebene. Ein Kantenzykel ist ein Zykel der Form

n
E Qa;Yq
=1

wobei v; : [0,1] — C die Verbindundstrecke zwischen zwei benachbarten Gitter-
punkten ist.

Behauptung. Z ist homolog zu einem Kantenzykel.

Wir haben bereits gesehen, dass Z homolog ist zu einer Linearkombination von
geschlossenen Wegen. Wir konstruieren nun zu einem geschlossenen Weg eine
homotopen geschlossenen Kantenweg. Dieser definiert dann einen Kantenzykel.

Zunéchst wihlen wir das Gitter. Sei ¢ > 0 so, dass jeder Punkt von ([0, 1])
von C \ G den Abstand mindestens 3¢ hat. Wir legen ein achsenparalleles e-
Gitter iiber C. Ohne Einschréankung liegt 7(0) in einem Eckpunkt (wir verbinden
einfach). Liegt v(¢) in einem (abgeschlossenen) Achsenquadrat dieses Gitters,
so liegen auch noch die acht angrenzenden Achsenquadrate ganz in G.

Zu e gibt es ein 6 > 0, so dass [t—t'| < ¢ impliziert |;(t)—~;(¢')| < e. Wir wihlen
n € N, so dass 1/n < ¢ und unterteilen [0, 1] mit den Teilpunkten ¢; = i/n. Auf
den Intervallen [t;,¢;41] variiert v dann um héchstens e, bleibt also in den acht
Nachbarquadraten um ~(t).

Fiir ¢ = 0,...,n sei e; die Gitterecke, die am néchsten an ~(t;) liegt. Wihle
einen Weg 4 auf [t;,t;11] entlang der Kanten, der e; mit e;;1 verbindet. Die
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beiden Wege v und 7 sind homotop entlang geradliniger Verbindungslinien.
Diese verlaufen vollstéindig in G. Dieses 7 ist der gesuchte Kantenweg.
Offensichtlich lasst sich die Konstruktion auch auf mehrere geschlossene Wege
gleichzeitig anwenden. Damit haben wir unseren Kantenzykel gefunden.

Behauptung. Ohne Einschrinkung umliuft Z keinen Punkt in C.

Die Menge der umlaufenen Punkte ist beschrinkt. Dies impliziert, das Z nur
endlich viele Quadrate umléuft. Wird ein Quadrat umlaufen, so muss es ganz
in G liegen, denn andernfalls enthélt es Punkt aulerhalb von G, die nach Vor-
aussetzung nicht umlaufen werden. Seien @1, ...,Q, die Quadrate, die von Z
umlaufen werden, jeweils mit Vielfachheit n;. Wir ersetzen Z durch den Zykel
Z —n;0Q;. Dies veriindert das Integral nicht, da |, 00, fdz =0 da der Randweg
von @; null-homotop ist. Der neue Zykel umlauft keinen Punkt aus C mehr.
Der Zykel kann geschrieben werden als Y . | a;y;, wobei ; zwei benachbarte
Kanten des Gitters verbindet. Ohne Einschrinkung kommen nur eine der Kan-
ten y; und ’y;l vor.

Behauptung. Fir einen solchen Kantenzykel dndert sich die Umlaufzahl von
Z um +a; beim Uberschreiten von ;.

Wir betrachten ohne Einschrénkung e = 1 und die Kante [0, 1] und die Quadrate
@1 iber und @2 unter ihr. Nach Vorrausetzung trifft Z das Innere der beiden
Quadrate nicht und keine andere Komponente von Z ist gleich [0, 1] oder [1, 0].
Sei a die Vielfachheit von [0, 1] in Z.

Sei Z' = Z — adQ3. Die Kante [0,1] wird also um das untere Quadrat herum
umgeleitet. Dann gilt

nz(2) = nz(2) - anaqu (2) = {”Z(Z) e

nz(z)—a z€Q2
Behauptung. Der Zykel ist null-homolog.

Die Umlaufzahl bleibt beim Uberschreiten von ~; gleich, da sie iiberall 0 ist.
Also ist a; = 0. O

Theorem 6.4 (Residuensatz). Sei G ein Gebiet. Sei f eine Funktion mit iso-
lierten Singularititen in G, d.h. holomorph auf G\.S, wobei S C G abgeschlossen
ist und aus isolierten Punkten besteht.

Sei vy ein Zykel in G\ S, der keinen Punkt auflerhaldb G umlduft.

/fdz = QWian(s)ress(f).

ses

Beweis: Wir kldren zunéchst, dass die Summe endlich ist. Ohne Einschrinkung
enthélt S nur Punkte, in denen f keine hebbare Singularitét hat. Wir betrachten
die Menge der s € S, die von v umlaufen werden. Die Menge der Punkte, die
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umlaufen werden, ist beschriankt. Waren es unendlich viele, so hitte die die
Menge dieser S einen Héufungspunkt a. Dieser kann nicht in S liegen, da die
Punkte in S (dann auch a) isoliert sind. Er kann nicht in G~ S liegen, denn dann
ist f holomorph in a und auch holomorph in einer Umgebung von a. Folglich
liegt @ im Komplement von G. Nach Voraussetzung wird a nicht umlaufen. Der
Abstand von a zu 7 ist positiv. Es gibt dann eine kleine Umgebung von a, in
der die Umlaufzahl ebenfalls verschwindet. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl
von a als Haufungspunkt einer Menge von umlaufenen Punkten. Damit haben
wir gezeigt, dass die Summe endlich ist.

Sei s1,...,5, die Menge der Elemente von S, die von v umlaufen werden. Fiir
jedes s; wihlen wir einen Kreisweg v, = 0B, (s;), so dass eine Umgebung der
punktierten Kreisscheibe in G\ S liegt. Er umléuft s;, aber kein anderes Element
im Komplement von G \. S. Sei

F=7-> (s
i=1

Dieser Zykel umléduft keinen Punkt aufferhalb G, da es weder v noch die ; tun.
Er umléuft auch kein s € S. Damit erfiillt dieser Zykel die Voraussetzungen des
Cauchyschen Integralsatzes in der Umlaufzahlversion im Gebiet G\ S. Es folgt

/yfdz = énw(sl) [y, fdz.

Die Berechnung des Integrals iiber «; ergibt 2mires,, f nach Babyversion des
Residuensatzes aus Kapitel 4 iiber Laurent-Reihen. O

Anwendung auf unbestimmte reelle Integrale

Wir beginnen mit einem Beispiel. Ziel ist die Berechnung von

e 1
——dz.
oo L2

Hierfiir betrachten wir einen Integrationsweg vg, der zunéchst entlang der reel-
len Achse von —R nach R lduft, dann entlang des Halbkreises mit Radius R in
der oberen Halbene zuriick. Wir wéhlen R > 1. Das Wegintegral berechnen wir
mit dem Residuensatz fiir das Gebiet C. Die Funktion f(2) = ﬁ hat isolierte
Singularitédten in 4. Es ist also

1 1
——dz = 2mires, —.
[{R 1422 1422

Es ist . .
lim f(2)(z —4) = lim = —.

2—i z—i 2+ 1 21
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Also hat f einen einfachen Pol in i. Wir vergleichen mit der Laurenreihenent-
wicklung f(z) = > ;2 aj(z — i)’ und erhalten

res;(f) = a—y = lim f(2)(z — 0).

Z—1

1
/ 72(12:7'(‘.
'YR]'+Z

Eigentlich sind wir aber an dem reellen Teil des Weges interessiert. Wir zeigen,
das fiir groBe R der Halbkreis nicht beitragt. Fiir |z| > /2 gilt

Das Endergebnis ist also

1
22 +1] > [2%] 1> §|22|

und daher
2

Fiir das Integral iiber den Halbkreisweg zum Radium R > /2 erhalten wir

daher die Abschéitzung
/ <R 2 27
TR— = —.
- R? R

Im Grenzwert R — oo verschwindet dieser Beitrag, und es bleibt
[
=T.
oo 122

Satz 6.5. Sei f eine rationale Funktion, die auf R keine Pole hat und deren
Nennergrad wenigstens zwei grofier als der Zihlergrad ist. Dann gilt

1
14 22

Allgemein:

/jo f(x)dx = 2mi Z res, (f).

Im(z)>0

Beweis: Wegen der Voraussetzung an den Grad kann der Integrand fiir 7 > 0
und r < 0 absolut gegen 1/z? abgeschiitzt werden. Daher existieren die unei-
gentlichen Integrals iiber die Intervalle [0, 00) und (—o0, 0].

Zur Berechnung gehen wir genau wie im Beispiel vor. Da f rational ist, gibt
es nur endlich viele Polstellen. Sobald der Radius grof3 genug ist, sind alle Pol-
stellen der oberen Halbebene schon im Inneren des Halbkreises enthalten. Im
Unendlichen hat f eine Nullstelle der Ordnung 2 und fz? immer noch eine heb-
bare Singularitiit, ist also beschréankt nahe co. Dies bedeutet, dass ein C' > 0
gibt und ein R > 0, so dass fiir |z| > R folgt

Fe)l< <

2>

Damit kann wie im Beispiel abgeschétzt werden. O
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Bemerkung. Die gleiche Methode lisst sich manchmal auch auf nicht-rationale
Funktionen anwenden.

Satz 6.6. Sei f eine rationale Funktion, die auf R keine Pole hat und deren
Nennergrad wenigstens eins grofier als der Zihlergrad ist. Dann gilt

/OO f(x)edx = 2mi Z res, f(z)e”?.

Im(a)>0

Beweis: Wir zeigen die Existenz des Integrals gleichzeitig mit der Berechnung.
Wir integrieren diesmal iiber ein Rechteck, zusammengesetzt aus den Strecken
v1 = [=r1,72], v2 = [ro, e +iR], v3 = [ra + iR, —ro +iR)], 74 = [-11 + iR, —r1].
Wieder hat der Integrand nur endlich viele Polstellen. Fiir geniigend grofles
71,72, R liegen alle Polstellen von g(z) = f(2)e®* in der oberen Halbebene bereits
in dem Rechteck, also

f(z)e™da = 2mi Z res, f(2)e"* — / f(z)e™da.
Y2+y3+4

-n Im(a)>0

Wir wollen zeigen, dass fiir 71,72, R — oo die Integrale iiber die Wege 72, 73
und 74 nicht beitragen. Ihre Lange wéchst linear mit R bzw. r1, r2. Gleichzeitig

haben wir p

If(2) < —
||
fiir |z| geniigend grofl und ein geeignetes c. Auerdem ist
€| = exp(~Im(z)).

Entlang s ist dieser Imaginérteil konstant. Daher

(2)e”*dz

< (r1 + 1) —e R, (6.1)
3 R

Entlang 2 rechnen wir genauer. Der Weg ist ¢ — 7o + it mit v5(t) = 1.

R
f(2)e*dz = / frg +it)e™tdt
Y2 0

Wir schétzen ab gegen

R R
/ |f(rs +it)]e™t < i/ etdt= —(—e Bt ed)=S(1—eR) (62
0 2 Jo

T2 T2

Das Abschétzung fiir 4 wird analog abgeschétzt gegen

/ f(2)edz

< f1-eh (6.3)

T1
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Fiir festes 71 und R, ry — oo haben die Integrale (6.1) und (6.2) den Grenzwert
0 und der Grenzwert fiir (6.3) ist endlich. Daher existiert das Integral

h f(z)edz.

—7r1

Fiir festes 7o und R — oo, 71 — oo leiten wir die Existenz des Integrals
T2 .
/ f@)e™da
— 00

her. Danach bilden wir den Grenzewert r1, 75 — 0o und erhalten den gewiinsch-
ten Wert. O

Noch schwieriger wird es, wenn das rationale f auf der reellen Achse Pole hat,
1 sin(x)
z2—1 z

wie z.B. oder

Beispiel. Das uneigentliche Integral fil %dx ist definiert als Summe der unei-
gentlichen Integrale

0 1
/ z dx + / ztdz = log |z|
-1 0

Ein Blick auf den Graphen sagt aber, dass die Fldche unter dem Graphen aus
Symmetriegriinden verschwindet. Der Grenzwert

—€d Ld
/ de [rde
-1 xr e X

0 1
= o0 — Q.

0

+ log |z
—1

fiir e — 0 existiert.

Definition 6.7. Sei I C R ein offenes oder abgeschlossenes Intervall. Sei f :
I~ {p} — C eine Riemann-integrierbare Funktion. Falls

lim fla)dx + / f(z)dx

20 Ja<p—e x>pte
existiert, so heiffit der Grenzwert Hauptwert des Integrals.

Satz 6.8. Sei f eine rationale Funktion, deren Zihlergrad mindestens um zwei

kleiner als der Nennergrad ist. Seien pi,...,p, die Pole von f auf der re-

ellen Achse, und diese Pole seien einfach. Dann existiert der Hauptwert von
o0 .

I~ f(@)dx und ist gegeben durch

n
2mi Z res, f + mi Z resp, f.
j=1

Imz>0
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Proof. Wir modifizieren den Beweis von Satz 6.5. Den dortigen Weg v (Strecke
[ R, R], dann Halbkreis in der oberen Halbebene) modifizieren wir durch kleine
Halbkreise in der oberen Halbkreise mit Radius ¢ um jedes p;. Wir wahlen R
grof}, so dass alle Polstellen der oberen Halbebene im Kreis mit Radius R liegen.
Wir wéhlen ¢ klein, so dass B.(p;) keine andere Polstelle enthélt. Fiir festes ¢

erhalten wir wie dort
/ =27 Z res, f.
YR,e

Imz>0
Wie dort tragt fiir R — oo das Integral iiber den grolen Halbkreis nicht bei.

Wir behandeln nun den Grenzwert ¢ — 0. Sei y; der Weg t — p,+¢c exp(mi(1—t))
fir ¢ € [0,1] Nahe p; schreiben wir f als

f(2) = ——+4(2)

Z—pj

wobei g holomorph in p;. Insbesondere ist g beschrénkt durch eine Konstante

C, und daher
/ 9(z)dz
.

J

0
<emC =20.

Fiir den ersten Summanden rechnen wir explizit:

| 5= | ey s et )= —rie.

J

Also:

n
2mi Z res, f = gl_% 11%1310/ f(2)dz = Hauptwert — i Z resy, f.
Imz>0 YR.e j=1

Ein anderer Trick wird fiir Integrale iiber die positive Halbachse verwendet.

00 1/2
/ f dx
o x°+1
berechnen. Entscheidend ist, dass z'/2 nicht auf ganz C ~ {0} definiert ist. Wir
benutzen einen Zweig auf der geschlitzten Ebene C ~\. R™?, so dass fiir x € R>

Beispiel. Wir wollen

und eine Folge z, mit Tmz, > 0, lim,_s0 20 = @ gilt /% — /2.

Wir wihlen folgenden geschlossenen Weg «: Entlang der Geraden Imz = ¢ von
|z] = r bis |z| = R; entlang des Kreises mit Radius R bis zu Imz = —¢; entlang
der Geradem Imz = —e zuriick bis |z| = r; entlang des Kreises mit Radius
r (negativ orientiert) zuriick zum Ausgangspunkt. Wir nennen die Teilstiicke
V1,72,73,74- Dann gilt

21/2 21/2 21/2
/y mdz = 271'21'682‘1_|_7Z2 + 27rlreS,i1+7.
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21/2
. 1+1}2
R — oo ist dies das gesuchte Integral. Ahnlich fiir f%. Das Integral ndhert sich
1/2

Fiir ¢ — 0 n#hert sich f% dem Integral [ . dz an. Im Grenzwert r — 0,

T . . .
i} r an. Wir haben es aber mit dem anderen Zweig von z
. ro_pl/2
Grenzwert mit [, 7%

. . R 1+x2
3 iiberein.

zu tun, also im

dx. Fiir ¢ — 0 stimmen also die Integrale iiber v, und

Fiir grofie R wichst der Integrand wie R'/2~2, die Weglinge wie R. Das geniigt,
um limpg_o fw %dz = 0 zu erhalten. Fiir kleine r ist der Faktor — be-

1422
schrinkt, zB. durch 2. Daher

1/2
/ 2
3 L+2

0o 1/2 S1/2 21/2
/0 1522 CE2d:¢c =i <resil T2 + ST 5 n 22) .

In ¢ und — liegen einfache Pole vor, also

< (27r)2r1/? =90,

Zusammen:

L1/2 y AR —q) 2
res; = lim = —
ST T M T 2 %

Fiir die Berechnung von i'/2 schreiben wir i = e™/? und erhalten die Wurzel

e™/* = cos(m/4) + isin(n/4). Das Residuum ist also

lemifa L L
5 ¢ 5 cos(m/4) + 5 sin(m/4).

Genauso
S1/2 ) 21/2(2 +i) (—i)1/2
res_,—— = lim = .
1422 2550 2241 —2i

3mi/2

Um den richtigen Zweig der Wurzel zu erhalten, schreiben wir — = e und

daher (—i)'/2 = 37/4 = cos(37/4) + isin(37/4). Dieses Residuum ist also
i grisa 1 i 1
%637”/4 = %COS(STI‘/4) ~5 sin(3w/4) = ?Z cos(m/4) — B sin(r/4).

Das Endergebnis ist dann

mi(—1) cos(m/4) = @

(Ohne Gewéhr).
Dieselbe Methode beweist:

Satz 6.9. Sei R(x) eine rationale Funktion, die auf (0,00) keine Pole hat und
in 0 héchstens einen einfach Pol. Sei 0 < X\ < 1. Dann gilt

oo 2I7i
/0 l‘AR(l‘)d.’E = % g YeSz(CAR(O)-
2#0
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Als letztes betrachten wir Integrale der Form

2m
R(cost,sint)dt
0
fiir rationale Funktionen R(z,y). Wir interpretieren z = e = cos(t) + isin(t)
und schreiben das ganze als Kurvenintegral
1 1 dz
R(5(z—271), (2 +271)—.
/aBl (0) 2 21 z
Nach dem Residuensatz erhalten wir als Ergebnis 27¢ mal die Summe der Resi-
duen fir |z| < 1.

Anwendungen in der Funktionentheorie

Diese Anwendungen beruhen auf der logarithmischen Ableitung f’/f. Man be-
achte: Es ist (logof) = % f'. Wihrend die linke Seite nur lokal definiert ist, ist
es die rechte immer (genauer: aufierhalb der Nullstellen von f). Die Rechenre-
geln fiir die logarithmische Ableitung leiten sich ab aus denen des Logarithmus.
Fiir h = fg gilt

o fg’+f’g_ﬂ+g’

h fa fog

Beispiel. Sei f = z¥. Dann gilt
L’ B kzF-1 _k

f 2k 2

Wir erinnern uns: eine Funktion mit isolierten Singularitdten ist meromorph,
wenn sie nur Pole (und hebbare Singularitéten) hat. In einer Umgebung von z
ist dann

F©O) = (z=0"(¢)
mit g holomorph, ¢g(¢) # 0. Fiir k > 0 heifit k Nullstellenordnung. Fir k <

0 heifit —k Polstellenordnung. Wir fassen dies auch zusammen und nennen k
einfach die Ordnung ord,(f).

Lemma 6.10. Sei f meromorph auf G. Dann ist f'/f ebenfalls meromorph,
und es gilt

/

reszf7 = ord,(f).

Beweis: Nahe z schreiben wir f(¢) = (¢ — 2)¥g(¢) mit g holomorph, g(z) # 0.
Dies ist moglich, da f meromorph ist, also in z hochstens einen Pol hat. Es folgt
T (S
res, — = res,——————— -+ res,—.
f (S g
Die Funktion g hat in ¢ keine Nullstelle, also ist 1/g holomorph. Das zweite
Residuum ist 0. O
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Wir wenden den Residuensatz auf die logarithmische Ableitung an und erhalten:

Satz 6.11 (Null- und Polstellenzihlintegral). Sei G eine Gebiet, Z ein Zykel
in G, der keinen Punkt aus C ~ G umlduft. Sei f eine meromorphe Funktion
auf G, so dass kein Pol und keine Nullstelle auf Z liegt. Dann gilt

f/— T nz(z)or
/27_2 S nz(=)ord.().

zeG

Seien ai,...,a, die Nullstellen von f, die von Z umlaufen werden, jeweils mit
Nullstellenordnung k;. Seien by, ..., by, die Polstellen von f, die von Z umlaufen
werden, jeweils mit Polstellenordnung l;. Dann gilt

1 -
i/, f7 = ;nz(aj)kj - ]z:nZ(bj)lr

Py

m

Beweis: Einsetzen des Lemmas in den Residuensatz. O

Bemerkung. Die obige Formel hat bemerkenswerte Anwendungen. Integrale
lassen sich mit numerischen Methoden berechnen. Hat man das Integral mit Ge-
nauigkeit kleiner 1/2 berechnet, so ist der echte Wert die néchste ganze Zahl. Auf
diesem Weg hat man z.B. die beriihmteste Vermutung der Mathematik experi-
mentell fiir riesige Intervalle {iberpriift. Genauer: Die Riemannsche (-Funktion

ist definiert durch
1
((z) = Z nz
n=1

Die Reihe konvergiert absolut fiir Rez > 1. Ahnlich wie bei Potenzreihen folgt,
dass es sich eine holomorphe Funktion handelt. Sie hat eine analytische Fort-
setzung nach C ~ {1}. In 1 hat sie einen einfachen Pol mit Residuum 1. Eine
Funktionalgleichung verbindet die Werte in z und 1 — 2. Fiir Rez > 1 hat sie
keine Nullstellen. Die Nullstellen fiir Rez < 0 sind bekannt. Die sogenannten
nicht-trivialen Nullstellen sind die im kritischen Streifen 0 < Rez < 1. Die Rie-
mannsche Vermutung (Riemann hypothesis in der englischsprachigen Literatur)
besagt, dass sie alle den Realteil 1/2 haben. Mit dem Nullstellenzéhlintegral
kann man die Anzahl der Nullstellen in einem Rechteck numerisch bestimmen.
Die numerischen Methoden erlauben einen exakten Beweis, dass die Nullstellen
fiir beschrénktes C' auf der kritischen Geraden liegen. Dies wurde fiir unglaublich
grofle C' durchgefiihrt. Ein Beweis steht aber seit 1859 aus. Es ist aus der Formu-
lierung nicht klar, aber es geht eigentlich um Eigenschaften der Verteilung der
Primzahlen. Die Nullstellenfreiheit in einer Umgebung von Rez = 1 ist der so-
genannte Primzahlsatz: Die Zahl der Primzahlen unter x wéchst assymptotisch
wie z/log(x).
Satz 6.12 (Rouché). Seien f,g holomorph auf einer Umgebung von Br(z).
Auf |z — 29| = R gelte

£ (2) = g(2)] <[f(2)]-
Dann haben f und g gleich viele Nullstellen in Bg(zp).
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In der Voraussetzung wird implizit gesagt, dass f keine Nullstelle auf 0 Br(zo)
hat.

Beweis: Fiir 0 < A < 1 betrachten wir die Funktion hy = f + A(g — f). Es ist
ho = f und hy; = g. Wegen

M =9 <|f =gl <I|f]

auf OBg(zp) verschwindet hy auf dem Rand nicht. Wir kénnen daher die Null-
stellen mit Zahlintegral zéhlen:

1 "\ (d — f
M= 3 ordidn=o— S A =) (gA Mac.
z€BR(z0) T JoBnr(20) f A

Der Integrand héngt stetig von A ab, also auch der Wert Ny. Da Ny € Ny, muss
dieser Wert konstant sein. O

Beispiel. Wir bestimmen die Anzahl der Nullstellen von g(z) = 2* — 42+ 2 in
B1(0). Wir vergleichen mit z4. Auf |z| = 1 ist

|zt =1<2< |42 — 2

Wir wenden den Satz von Rouché an auf die Funktion f = 4z — 2 und g. Also
hat g im Inneren des Einheitskreises genauso viele Nullstellen wie f, also eine.

Beispiel. Sei f(z) = apz™ + -+ + ap mit a, # 0. Wir vergleichen mit g(z) =
a,z". Es ist
1f(2) = 9(2)| = lan—12""" + -+ ao] < |2|"

fir R = |z| geniigend grof. Im Inneren von Br(0) hat dann f genauso vie-

le Nullstellen wie 2™, also genau n. Dies ist wieder der Fundamentalsatz der
Algebra.
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KAPITEL 6. RESIDUENSATZ



Kapitel 7

Die Riemannsche
Zahlenkugel

Definition 7.1. Die Riemannsche Zahlenkugel ist die Menge
C=CuU{x}

mit der Topologie, bei der die offenen Menge von der Form U C C offen oder
U =V U{oo} fir Vc C offen mit der Eigenschaft VO C~\ Bg(0).

Lemma 7.2. C ist ein einfach zusammenhdngender kompakter topologischer
Raum.

Beweis: Die leere Menge und C sind offen.

Seien Uq,Us C C offen. Wir betrachten U; N Us. Wenn U; und Us beide das
Element co enthalten, dann auch die Komplemente von Bg, (0) bzw Bg,(0).
Dann enthélt U NU; das Komplement der grofieren Kreisscheibe, ist also wieder
von der gewiinschten Form. Andernfalls ist der Schnitt offen in C.

Sind U; fiir i € I offen in C, dann auch U = Uies Us: Die Vereinigung enthilt
genau dann oo, wenn es g mit oo € U, gibt. Diese U, enthélt das Komplement
einer Kreisscheibe, also gilt dies auch U.

Wir zeigen Kompaktheit. Sei {U; | i € I} eine offene Uberdeckung von C.
Da oo in der Vereinigung liegt, gibt es i mit co € U;,. Dann enthélt U;, das
Komplement einer Kreisscheibe Br(0). Die abgeschlossene Kreisscheibe Bg(0)
ist kompakt. Es gibt also endliche viele Indizes i1,...,4n, so dass U;,,...,U;,
ganz Bp(0) iiberdecken. Dann ist {U;, | j = 0,...,n} die gesuchte endliche
Teiliiberdeckung.

Den Beweis fiir den einfachen Zusammenhang stellen wir zuriick. [

Sei U C C offen. Eine meromorphe Funktion f : U — C definiert eine Abbildung

57



58 KAPITEL 7. DIE RIEMANNSCHE ZAHLENKUGEL

hol h i
z»—>{f(z) f holomorph in z

o0 z ein Pol von f
Wir werden auch diese Funktion einfach f nennen.

Definition 7.3. Sei U C C. Eine stetige Funktion f : U — ¢ heifst holomorph,
wenn

e flu, — C holomorph ist, wobei Uy = f~1(C);

o 1 : U, — C holomorph ist, mit Us, = f~(C ~ {0}.

f‘Uoo

Lemma 7.4. Ist f : U — C meromorph, so ist die zugehdrige Abbildung nach
C holomorph.

Eine holomorphe Funktion f:U — @, die micht konstant oo ist, ist meromorph
auf U.

Beweis: Sei f meromorph, s ein Pol von f. Dann ist % holomorph nahe bei bei
s. Nach Definition ist f holomorph aufgefasst als Funktion nach C.

Sei f:U — ¢ holomorph, S = f~!(c0). Diese Menge kann auch interpretiert
werden als die Menge der Nullstellen von % Wir wenden den Identitétssatz an
auf den Wert oo von f bzw. 0 von 1/f. Also ist S diskret (sonst wére f konstant
gleich co0). Da % in den Punkten von S holomorph ist, hat f dort einen Pol. [

Umgekehrt wollen wir auch Funktionen auf C betrachten.

Definition 7.5. Sei U C C eine Umgebung von oco. FEine stetige Funktion
f: U — C heifit holomorph bzw. meromorph in oo, wenn es ein R > 0 gibt,
so dass C~ Br(0) C U und und g : By/g(0) — C definiert durch z — f(1/z)
holomorph bzw. meromorph ist.

Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz ist f genau dann holomorph in oo,
wenn es R > 0 gibt, so dass f auf dem Komplement von Br(0) beschrénkt
ist. Sie hat genau dann einen Pol, wenn lim,_, |f(2)| — oo. Es gilt in beiden
Féllen (Stetigkeit!)

f(o0) = lim f(2).
Bemerkung. In der Sprache der Mannigfaltigkeiten: C ist eine eindimensionale
komplexe Mannigfaltigkeit mit den Karten id : C — C und ¢ : C \ {0} — C,

wobei 1(z) = 27 L.

Wir wollen insbesondere den Fall U = C verstehen.

Beispiel. Sei f : C—cC holomorph, also ganz und holomorph in co. Der Grenz-
wert lim,_, o f(2) liegt in C, also ist die Funktion ist beschrénkt auf {z||z| > R}.
Sie ist stetig auf der kompakten Menge Bgr(0), also beschrinkt. Damit ist sie
beschrénkt insgesamt. Nach dem Satz von Liouville ist die Funktion konstant.
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Interessanter sind die Abbildungen C > C.

Satz 7.6. Sei f : C — C eine nicht-konstante Funktion. Dann gibt es eine
natirliche Zahlen n,m und komplexe Zahlen a,z1,...,2n, Wiy .., W, SO dass

f(2)=a (z—21)...(z — zn)

(z—wy1)...(z2 —wp)
fiir alle z € C.

Bemerkung. In der Sprache der Algebra: Der Kérper der meromorphen Funk-
tionen auf C ist der Korper der rationalen Funktionen C(z), also der Quotien-
tenkorper von C[z].

Beweis: Seien zy,...,z, die Nullstellen von f in C und wy,...,w,, die Polstel-
len von f in C. Mehrfach Null- oder Polstellen zéhlen wir mehrfach auf. Wir
betrachten
(2) = ((z_ z1)...(z - Zn)

z—wi)...(z —wy)
Die Funktion ist ebenfalls meromorph. Dann ist auch f/g meromorph. Die Funk-
tion hat weder Null- noch Polstellen, also ganz. In oo ist sie entweder holomorph,
oder sie hat dort einen Pol.

Im erste Fall ist f/g konstant, wie wir im Beispiel gesehen haben. Der Satz gilt
mit f/g = a. Dabei ist a # 0, da sonst f die konstante Funktion 0 ist.

Im zweiten Fall ist der Kehrwert g/ f holomorph in oo, also konstant. Der Satz
gilt mit a=t = g/f. O

An der Darstellung als rationale Funktion lesen wir auch ab: Fall m < n, so hat
f in oo einen Pol der Ordnung n —m. Falls m > n, so hat f in oo eine Nullstelle
der Orgnung m — n. Ist m = n, so ist f holomorph in co mit Wert a.

Korollar 7.7. Jede nicht-konstante holomorphe Funktion f : C — C nimmt
(mit Vielfachheiten gezihlt) jeden Wert gleich oft an.

Beweis: Die b-Stellen von f sind die Nullstellen von f — b. Daher geniigt es,
Null- und Polstellen zu zdhlen. In der Notation des Satzes hat f in C genau n
Null- und m Polstellen. Ist m < n, so trigt der Pol in oo die Vielfachheit n —m
bei, also insgesamt genau n Polstellen.

Die anderen Fille folgen genauso. O

Bemerkung. Alternativ kann man auch mit dem Nullstellenzihlideal argu-
mentieren. Im Fall von elliptischen Funktionen werden wir das Argument im
einzelnen sehen.

Wir konzentrieren uns nun auf den Fall von Vielfachheit 1, d.h. jeder Wert wird
genau einmal angenommen. Die Abbildung ist bijektiv! Nach dem Satz sind dies
die Funktionen der Form

— 1
i alz—2z), a

z—wy’
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Definition 7.8. FEine Funktion ¢4 der Form

L 92 +0b
cz+d
mit A = <(CZ Z) € Glp(C) heifft Mobius-Transformation.

Wir haben also gezeigt:

Korollar 7.9. Die Mébius-Transformationen sind genau die biholomorphen Ab-
bildungen von C nach C.

Die Definition mit der Matrix ist nicht nur Notation.

Satz 7.10. (i) Fir alle A, B € Glo(C) gilt

$AB = Pa0PpB.

(i) Fir je drei verschiedene Punkte wy,wq,ws und z1, 22,23 in ® gibt es ein
A € Gly(C) mit pa(w;) = z;. Sie ist eindeutig bis auf Skalierung.

(i4i) Die Gruppe der Mdébiustransformationen wird erzeugt von z — «az fir
a€eC* z—z+a firaeC und z— 1/z.

. . . a b a v .
Beweis: Wir rechnen Sei B = e d) A= o oda) Dann gilt

dz+d ) c’%ﬁ +d T daztdbtder+dd

a’z+b'> _a’% +b0 daz+ab+Vez+Vd
cz+

64(65(2)) = b (

_ (da+Vc)z+ (a'b+b'd) — ban(2)
~(da+dc)z+ (db+dd) ABLE):

Es geniigt, die zweite Aussage fiir z; = 0, 22 = 1 und z3 = 0o zu zeigen. Durch
Anwenden von ¢35 : z — 1/(z — w3) bilden wir w3 auf co ab. (Falls w3 = 0o, so
ist nichts zu tun.)

Durch Anwenden von ¢y : z +— z — ¢3(wy) bilden wir ¢3(wy) auf 0 ab. (Es ist
¢3(w1) # 0o, da wy # ws.) Die Komposition ¢1¢s weiterhin bildet oo auf oo
ab, da oo ein Fixpunkt von ¢sist.

Durch Anwenden von ¢ : z — (¢1¢3(w2) 1z bilden wir we auf 1 ab. Die
Abbildung ¢2¢1¢3 hat die gewiinschte Eigenschaft.

Sei nun A € Gl(C), so dass ¢p4(0) = 0, ¢pa(l) = 1 und ¢a(c0) = oco. Wir

schreiben wieder A = ZL Z . Dann ist
a0+b b
0=0¢a(0) = ==

c+d
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also b = 0. Auflerdem

aoo a
OO:¢A(OO):cm+d:E

also ¢ = 0. Schlief3lich
al

1=¢a(1) = —

also a = d, also A = aFs.

Da einerseits Mobiustransformationen eindeutig durch die Bilder von drei Punk-
ten festgelegt wurden, und wir andererseits beim Beweis von (ii) durch Trans-
formationen von dieser speziellen Form brauchten, haben wir auch (iii) schon
gezeigt. O

Beispiel. Fiir M € Gl3(R) respektiert die Mobiustransformation ¢,; die Menge
R U {0}. Die obere Halbebene H = {z|Im(z) > 0} und die untere Halbebene
—H sind zusammenhéngend und ¢y, stetig. Daher liegt das Bild von H ganz in
H oder ganz in —H. Wir halten entweder eine bilolomorphe Abbildung H — H
oder H — —H.

Um festzustellen, welcher Fall vorliegt, geniigt es, das Bild von i auszurechnen.

(ai +b)(—ci+d
|ci — d|?

Imeps(4) = Im < ) = ! (ad —bc) = ! det(M).

" ei —dJ? lci — d|?

Wir erhalten einen biholomorphen Automorphismus der oberen Halbebene ge-
nau dann, wenn det(M) > 0.

Dasselbe lisst sich auch ganz ohne Rechnung zeigen: Die Liegruppe Gla(R)T =
{M € Gla(R)|det(M) > 0} ist zusammenhéngend. Das id(¢) = 4 in der obe-
ren Halbebene liegt, gilt dies fiir jede Matrix mit positiver Determininate. Die

Nebenklasse der Matrizen mit negativer Determinante ist enthélt z — 1/z. Sie
bildet ¢ auf —i ab.

Die Wahl von drei Punkte legt einerseits eine Mobiustranformation fest (als die
Bilder von 0,1, c0) andererseits auch einen Kreis.

Beispiel. Wir betrachten die Mobiustransformation, die durch co — 1,0 — —1,
1 — —i festgelegt wird. Sie ist gegeben durch die Matrix

c=(1 7)

also .
z—1
Dz
¢c zZ41
Fiir jedes r € R ist dann
.12 2
9 r—1 r+1
= = :1
lpc(2)] T 2




62 KAPITEL 7. DIE RIEMANNSCHE ZAHLENKUGEL

d.h. die reelle Gerade wird auf den Einheitskreis abgebildet.

Das Bild von H = {z|Im(2) > 0 ist zusammenhéngend und disjunkt von R, ist
also entweder das Innere oder das Auflere des Einheitskreises. Wegen ¢ — 0 ist
das Bild das Innere das Einheitskreises.

Die Abbildung ¢¢ : H — B;(0) ist biholomorph. Sie heifit Cayley- Transformation
Definition 7.11. FEin verallgemeinerter Kreis in C ist eine Tetlmenge der Form
{2 €Cllz — 2| =1}

fiir ein zg € C und r > 0 oder von der Form
{ar +b|r € R} U {0}
firaeC*, beC.

Satz 7.12. Mobiustransformationen bilden verallgemeinerte Kreise in verallge-
meinerte Kreise ab.

Beweis: Explizite Rechung, z.B. Skript zur Elementargeometrie. Es ist geschickt,
Geradengleichungen in der Form

az+az+c=0
mit a € C, ¢ € R zu schreiben und Kreisgleichungen als
2% — 20Z — Zoz + 2020 —1r° =0

mit zg € C, r € R. Der wesentliche Fall ist ¢ : z — 1/z. Sei L Gerade mit
Gleichung wie oben. Dann ist

(L) ={z€Cli (2) e L} = {z € Clac  (2) + @ 1(2) + ¢ = 0}

1

Wegen =+ = erhalten wir

1 1
a—+a-+c=0az+az+czz=0
z Z

Falls ¢ = 0, so ist L eine Nullpunktgerade und ¢(L) ebenfalls. Falls ¢ # 0, so ist
ohne Einschrinkung ¢ = 1. Wir setzen zy = —a und erhalten

0 =22 — 20Z — 2oz + 2020 — aa = 0.

Dies ist eine Kreisgleichung mit r = |a].

Dieselbe Rechnung zeigt riickwérts, dass ¢ einen Kreis durch 0 auf eine affine
Gerade abbildet.

Der allgemeine Fall folgt ohne weitere Rechnung durch geschickte Verkniipfung
von Mobiustransformationen. Im einzelnen: Jede Mobiustransformation kann
geschrieben werden als ¢ = ¢11¢2, wobei ¢1,¢o affin linear sind und daher
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Geraden auf Geraden und Kreise auf Kreise abbilden. Aus unserer Rechnung
folgt, dass ¢ Geraden auf verallgemeinerte Kreise abbilden.

Sei K ein Kreis, ¢ eine beliebige Mobiustransformation. Wir wéhlen ein Mobi-
ustransformation v, die K auf eine Gerade L abbildet (néimlich ¢ = 119, wobei
2 aus K einen Kreis durch 0 macht). Dann ist ¢(K) = (¢9p)(L) ein verallge-
meinerter Kreis. O

Alle Mébiustransformationen bilden daher auch Halbebenen/Kreischeiben auf
Halbebenen/Kreisscheiben/Komplemente von Kreisen ab. Der berithmteste Fall
ist B1(0) und die obere Halbebene.

Beweis von Lemma 7.2, Ende. Wir zeigen, dass C einfach zusammenhiingend
ist. Sei v ein Weg von 0 nach 0 in C.

Wie beim Beweis des Monodromiesatzes iiberdecken wir v durch eine Kreisket-
te. Ohne Einschrinkung liegen die Kreise ganz in C oder ganz in C~ {0}. Da
die Mobiustransformation ¢ Kreisschreiben in Kreisscheiben abbildet, ist hier-
bei der Begriff der Kreischeibe wohldefiniert. Ein Wegstiick, das ganz in einer
Kreisscheibe liegt, ist homotop zu einem linearen Weg. Daher ist v homotop zu
einem Weg, der stiickweise aus Segmentne von verallgemeinerten Kreisen be-
steht. Solche Wege sind nicht surjektive. Sei a € C ein Punkt, der von v nicht
angenommen wird. Dann liuft v ganz in C ~ {0}. Dieser Raum ist homdomorph
(sogar bilolomorph via einer Mobiustransformation) zu C, also einfach zusam-
menhéngend. O

Theorem 7.13 (Riemannscher Abbildungssatz). Sei U C C ein einfach zu-
sammenhdngendes Gebiet. Dann ist U biholomorph zu C, C oder B1(0).

Beweis: Sollte am Ende des Semesters noch Zeit sein, so werden wir den Beweis
fithren. O

Bemerkung. Tatsédchlich gilt sogar er “groffe Riemannsche Abbildungssatz”:
Jede einfach zusammenhéngende Riemannsche Fliche ist eine der obigen drei.
Zusammen mit der Theorie der einfach zusammenhingenden Uberlagerungen
aus der Topologie ist es notig alle biholomorphen Selbstabbildungen zu verste-
hen. Im Fall von C haben wir dies erledigt. Nun wenden wenden wir uns B, (0)
zu.

Die Automorphismen von C haben wir bestimmt. Wir behandeln nun die beiden
anderen Fille.

Satz 7.14. Die biholomorphen Abbildungen C — C sind genau die affinen
Abbildungen z — az +b mita € C*, b€ C.

Beweis: Sei f : C — C biholomorph. Angenommen, f hat im Unendlichen
eine wesentliche Singularitit. Nach dem Satz von Casorati-Weierstrafl ist M =
f({]z] > 1} dicht in C. Da f injektiv ist, ist das Bild von B;(0) disjunkt zu M.
Nach dem Satz von der Gebietstreue ist f(B1(0)) offen. Das ist ein Widerspruch.
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Also ist f im Unendlichen meromorph, definiert also eine bijektive meromorphe
Funktion C — C mit Fixpunkt co. Daher ist f eine Mobiustranformation zu

. . fa D
einer Matrix <c d>' Wegen

ist ¢ =0, also

O

Nun wenden wir uns dem dritten Fall zu, der Einheitskreisscheibe oder dqui-
valent der oberen Halbebene H = {z|Im(z) > 0}. Auch hier operieren Mobi-
ustransformationen.

Lemma 7.15. FEine Mobiustransformation ¢ respektiert genau dann ein Au-
tomorphismus der oberen Halbebene, wenn es eine Matric M € Gly(R) mit
positiver Determinante gibt, so dass ¢ = ¢p;. Die Gruppe operiert transitiv,
d.h. zu je zwei Elementen u,v € H gibt es M € Gla(R)™T, so dass ¢pr(u) = v.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass Gla(R)™ die obere Halbebene respek-
tiert.

Jede Mobiustransformation bildet H auf eine Halbebene oder Kreisscheibe ab.
Wenn das Bild wieder H ist, wird auch der Rand R U {oco} respektiert. Dies ist
genau dann der Fall, wenn 0,1, 00 auf zg, 21, 200 € RU {oc0} abgebildet werden.
Wir gehen wie im Beweis von Satz 7.10 vor, um M zu bestimmen. Alle Eintrége
der Matrix sind reell. Wir haben bereits gesehen, dass die Determinante positiv
sein muss.

Fiir die Transitivitdt gentigt es es v = ¢ zu betrachten. Die Verschiebung z —
z — Re(u) bildet u auf eine rein imagindre Zahl ia ab. Division durch a bildet
sie auf i ab. O

Satz 7.16 (Schwarz Lemma). Sei f : B1(0) — B1(0) eine holomorphe Funktion
mit f(0) = 0. Dann gilt |f(2)| < |z| fir alle z € B1(0) und |f'(0)] < 1. Wenn
es einen Punkt zo € B1(0), z0 # 0 mit |f(z0)| = |z0| gibt oder wenn |f'(0)] =1,
so ist f(z) = ez fiir ein X € R.

Beweis: Sei D = By(0). Wir betrachten g(z) = f(z)/z fiir z # 0 und g(0) =
17(0). Sie ist stetig in 0, da f(0) = 0. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz
ist sie holomorph auf D. Nach dem Maximumsprinzip gilt fiir |z| <r <1

—i(9]
l9(2)] < max|g(C)] = max ==

1
<=
r

da f(¢) € D. Im Grenzwert r — 1 erhalten wir |g(z)| < 1 auf ganz D, also
die gewiinschten Ungleichungen. Gilt g(zp) = 1 fiir ein z9 € D, so hat g in
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zo ein lokales Maximum. Dann ist die Funktion konstant und f(z) = az mit
la] = 1. O

Satz 7.17. (i) Die biholomorphen Abbildungen von Bi(0) nach B1(0) sind
genau die Abbildungen von der Form

mit A € R, zg € Bl(O)

(ii) Die biholomorphen Abbildungen von H nach H sind genau die Mobiustrans-
formationen zu Matrizen in Gla(R)™.

Beweis: Sei zuniichst f : B1(0) — Bi(0) biholomorph mit f(0) = 0. Seig = f~1.
Dann ist nach Kettenregel

g0)=f 0"

Nach dem Schwarzschen Lemma fiir f und g ist

IF (O] 19" (0)] < 1.

Hieraus folgt |f/(0)| = 1, also ist f konstant gleich e®*.

Sei nun f : B1(0) — Bi(0) beliebig. Sei M = CAC~! € Gly(C) (mit A €
Gla(R)*™, C die Matrix der Cayley-Transformation) so, dass ¢a(f(0)) = 0.
Dann ist nach unserer Voriiberlegung ¢; o f konstant gleich e**, also

f= 6M¢M*1-

Die einzigen biholomorphen Automorphismen von B;(0) (und dann auch von
H) sind die Mébiustransformationen. Im Fall von H haben wir bereits gesehen,
dass sie zu Matrizen in Gla(R)™ gehoren.

Um die Form der Mobiustransformation in (i) zu beweisen, iiberpriifen wir

zZ— 20

¢(z) =

T 1-—%z

Sie bildet zg auf 0 ab. Weiterhin mit zg = a + ib:

1—a—1ib
=T
—1—a—1b
V= Tmw
o) i—a—ib _ —a+i(l—Db)

T 1-(a—ib)i 1-b—ia

Alle drei haben Betrag 1, liegen also auf dem Rand von Bj(0). Diese Mobi-
ustransformation ist also ein Automorphismus von B (0). O
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Bemerkung. Dies erklirt die besondere Bedeutung der Mobiustransformatio-
nen. Wie man in der Theorie der unverzweigten Uberlagerungen lernt, ist nund
die Fundamentalgruppe jeder Riemannschen Fliche (z.B. jeder offenen Teil-
menge von C) isomorph zu einer diskreten Untergruppe der Gruppe der M&bi-
ustransformationen.



Kapitel 8

Elliptische Funktionen

Literatur: Fischer-Lieb, Ahlfors

Elliptische Funktionen sind doppeltperiodische meromorphe Funktionen auf C.
Eine Zahl a heifit Periode der ganzen Funktion f, wenn f(z+a) = f(z) fiir alle
z € C. Sind a, b Perioden, so ist auch a 4+ b eine Periode, d.h. die Menge der
Perioden von f ist eine Untergruppe von C.

Lemma 8.1. Sei f eine meromorphe nicht-konstante Funktion auf C, Q die
Menge der Perioden von f. Dann ist Q C C diskret und von der Form =0
oder (w) = Zw oder (w1, ws) = Zw + Zwy mit wy und we linear unabhdingig iber
R.

Beweis: Angenommen, € ist nicht diskret. Wir behaupten, dass dann f konstant
gleich a = f(0) ist. Nach Voraussetzung wird dieser Wert in {2 angenommen.
Sei zp ein Haufungspunkt von © in C. Da f stetig ist, gilt auch f(zp) = a. Nach
dem Identitatssatz ist f = a auf ganz C.

Untergruppen der Form Zw und Zw + Zws mit wy, wy eine R-Basis sind diskret.
Wir zeigen, dass es keine anderen gibt.

Sei € diskret. Jede beschrénkte abgeschlossene Teilmenge von C enhélt nur
endlich viele Elemente von 2. Wir wenden dies an auf Kreisscheiben um 0.
Wenn Q # 0, dann gibt es ein Element w; € © ~ {0} mit |w;| minimal. Ist
Q = Zuwy, so sind wir fertig. Sonst betrachten wir die Menge Q \ Zw;. Darin
gibt es ein Element wy mit minimalem Betrag.

Behauptung. ws/w; ist nicht reell.

Andernfalls gibt es eine ganz Zahlen n mit n < |wa/w1| < n + 1. Dann gilt
0 < |nwy — wa| < |wi]

im Widerspruch zur Wahl von wy.

Behauptung. ) = Zw; + Zws

67
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Die Zahlen wq, ws bilden eine R-Basis von C. Daher kann jedes Element w von 2
in der Form Ajw; 4+ Aqws mit A1, Ay € R geschrieben werden. Seien my,mo € Z
mit [A; — m;| < 1/2. Da Q eine Untergruppe ist, gilt

w':wfmlwlfmngEQ.

Es gilt
W] < Swn] + +lwa] < |l
2 1 2 2 > 2]

In der ersten Ungleichung gilt echt kleiner, da ws kein reelles Vielfaches von wy
ist. Nach der Wahl von wy ist dann w’ ein Element von Zw;. O

Definition 8.2. Fine Untergruppe von C von der Form Zwy + Zws mit w1, ws
R-linear unabhdngig heifit Gitter. Fine Teilmenge von C von der Form

Po={a+ Mwi + XAws € C|0 < A, Ay < 1}
(a fest) heifft Fundamentalparallelogramm von €.

Jede Nebenklasse von 2 in C, d.h. jedes Element von C/ hat einen eindeutigen
Vertreter in Pg.

Ab jetzt fixieren wir ein Gitter €.

Definition 8.3. Sei 0 C C ein Gitter. Eine meromorphe Funktion f auf C
heifit elliptisch zum Gitter ), wenn sie w-periodisch fir alle w € Q ist, d.h.

fz+w)=f(z) firallezeC,we.
Sei M(Q) die Menge der elliptischen Funktionen zum Gitter .

Hat insbesondere f einen Pol in z, dann auch in allen Elementen von z + Q.

Bemerkung. Die Integrale beim Berechnen des Umfangs einer Ellipse sind
elliptische Funktionen, daher der Name.

Lemma 8.4. M(Q) ist ein Kérper, der C enthdilt. Er ist abgeschlossen unter
Differenziation.

Beweis: Offensichtlich sind Summen, Produkte und Quotienten von elliptischen
Funktionen wieder elliptisch zum selben Gitter. Z.B.: f,g € M(Q):

(f+9)E+w) =Ffz+w) +9(z+w) = f(2) +9(2) = (f +9)(2)

fiir alle z € C, w € Q. Konstante Funktionen sind elliptisch fiir jedes Gitter. Die
Ableitung einer elliptischen Funktion ist ebenfalls elliptisch zum selben Gitter.
O
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Liouville-Theorie

Holomorphe elliptische Funktionen sind uninteressant.

Satz 8.5. Sei f holomorph und elliptisch. Dann ist f konstant.

Beweis: Sei Py ein Fundamentalparallelogramm. Dann ist der Abschluss Pq
beschrinkt und abgeschlossen. Da f stetig ist, hat |f| ein Maximum auf Pgq.
Jeder Wert von f wird in P, angenommen, also ist f beschrinkt. Nach dem
Satz von Liouville ist f konstant. O

Satz 8.6. Sei f elliptisch zum Gitter Q. Sei Pq ein Fundamentalparallogramm,
dessen Rand keine Polstellen enthdlt. Dann gilt

Z res, f = 0.

z€Pq

Die Polstellen von f sind isoliert, daher gibt es ein solches Fundamentalparal-
loelogramm - tatséchlich ist fast jede Wahl eines Eckpunktes ok.

Beweis: Wir wenden den Residuensatz auf die Funktion f und den Weg 0Pq
an. Es gilt also

27i Z res, f = fdz.
ey aPq
Der Rand besteht aus den Strecken v; = [a,a + wi], Y2 = [a + w1, a + w1 + wa],
3 = [a+wi+wa, atwa], ¥4 = [a+ws, a]. Wegen der Periodizidt von f stimmt das
Integral iiber 1 bis auf das Vorzeichen (wegen der entgegengesetzten Richtung)
mit 3 tiberein und das Integral {iber v, bis auf Vorzeichen mit dem von 4. In
der Summe erhalten wir 0. O

Korollar 8.7. Sei f eine elliptisch zum Gitter €. Sei Pq ein Fundamentalpar-
allologramm, dessen Rand keine Polstellen enthdlt. Angenommen, f hat in Pq
hdchstens einen einfachen Pol. Dann ist f konstant.

Beweis: Da die Summe der Residuen verschwindet, ist der einfache Pol tatséchlich
hebbar. Als holomorphe elliptische Funktion ist f konstant. O

Satz 8.8. Fine nicht-konstante elliptische Funktion hat tm Fundamentalpar-
allelogramm genauso viele Null- wie Polstellen (mit Vielfachheit gezihlt). Sei-
en ai,...,an und by, ..., b, die Null- und Polstellen im Fundamentalparallolo-
gramm (jeweils so oft wiederholt, wie die Vielfachheit verlangt). Dann gilt

a1+ ---+a,=b+---+0b, modQ.

Beweis: Wir wihlen das Fundamentparallologramm so, dass der Rand keine
Null- oder Polstellen enthélt. Mit f ist auch die logarithmische Ableitung ellip-
tisch zum selben Gitter. Mit dem Null- und Polstellenintegral erhalten

!

0= —dz = Z ord, (f).

OPq f zEPq
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Fiir die Summenaussage betrachten wir das Integral

! LM(Z) dz.

2mi Jop, [

Der Integrand ist nicht elliptisch, daher verschwindet das Integral nicht. Einer-
seits erhalten wir die Summe der Residuen. Der Integrand hat einen Pol in den
Pol- und Nullstellen von f mit Residuum jeweils zord,(f). Daher erhalten wir
als Wert

a4+ -+ a, —by —--—b,.

Andererseits betrachten wir das Wegintegral. Wir zerlegen den Rand 0FPq wie
oben.

L/ Z—f/dz = L - e Z—f/dz — L e Z—f/dz
270 Sy gy S 2mi J, f 270 gy f
1 feter g 1 [T (24 wo) f
Cmi,  f 2w, f
L[ f!
-2, f
_ —wa dz
Co2mi Jioy 2

Der Weg f oy ist geschlossen. Daher berechnet

Lo

211 foyi z

die Umlaufzahl eines geschlossenen Weges und liegt damit in Z. Dasselbe Argu-

ment liefert ) ,
— idz € w1 Z.
2 Y2+74 f

Ein Nachtrag

Lemma 8.9. Sei G C C Gebiet, (fn)nen eine lokal gleichmdfig konvergente
Folge von holomorphen Funktionen auf G. Dann ist die Grenzfunktion f holo-
morph mit f' = 1i_>m 1.

n oo

Beweis: Es handelt sich um lokale Aussagen. Ohne Einschréankung ist G konvex
(z.B. eine Kreisscheibe) und die Folge gleichmiflig konvergent. Als Grenzfunk-
tion von stetigen Funktionen ist f stetig (Analysis 1). Sei v ein geschlossener
Weg. Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

/fndz =0
-
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fiir alle n € N. Da die Folge gleichméfig konvergiert, vertauscht der Grenzwert
mit Integration (Analysis 1), also gilt

/fdzz/ 1i_>m fndz = 1i_>m /fnzo.

Daher hat f eine Stammfunktion F' und ist als deren Ableitung holomorph.

Die Cauchy-Formel fiir die Ableitung (als Koeffizient der Taylor-Entwicklung
im Punkt z) ist

1 fQ) 1 / falQ)
"(z — = lim = hm !
PO =51 o €= 27 = 8 2t o (€ 7% ~ 20
wobei B eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt z ist, so dass B C G. O

Beispiel. Sei f(z) =Y.," ;an(z—20)". Innerhalb des Konvergenzradius ist die
Potenzreihe lokal gleichméfig konvergent. Die Partialsummen sind Polynome,
also holomorph. Daher ist f holomorph mit Ableitung

oo
"(z) = Znan(z —z)" L.
n=0

Beispiel. ((s) = >, - konvergiert lokal gleichméBig fiir Re(s) > 1 (ndmlich
gleichmé&Big fiir Re(s) > 1+ ¢ mit § > 0). Die Summanden sind holomorph, also
auch die Grenzfunktion.

Weierstraf3-Theorie

Unser néchstes Ziel ist es, die Existenz von elliptischen Funktionen zu zeigen.
Tatséchlich werden wir alle elliptischen Funktionen zum Gitter 2 angeben.

Definition 8.10. Sei Q) C C ein Gitter. Dann heifit
1
p(z) =pa(z) =5+ Y ) -— )
weQ\{0}

Weierstrasche p-Funktion.
Zunachst miissen wir Konvergenz zeigen. Wir kiirzen ab
Q' =0\ {0}.

Lemma 8.11. Sei Q ein Gitter. Dann konvergiert

Z |w|3

weY
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Beweis: Sei Q) = Zwy + Zws mit wy,ws linear unabhéngig iiber R. Auf C sind je
zwei Normen #dquivalent, daher gibt es eine Konstante C', so dass

|A1wr + Aawa| > C(|A1] + [A2])

fiir alle A1, Ao € R. Daher ist

1 1
- - <(Cc3 -_—
2. Iniw + nows 3 2 (|| + [n2])?

wobei (n1,n2) € Z%\ {0}. Wir fassen die Summanden mit gleichem |n;| + |na|
zusammen. Sie liegen auf einem Quadrat mit Seiten parallel zu den Hauptdia-
gonalen von C. Es gibt 4n viele. Also:

1 _4<n
Z‘w|37032ﬁ<00'
we n=1

O

Satz 8.12. Die Weierstrafische p-Funktion konvergiert lokal gleichmdf$ig auf
C \ Q. Sie ist elliptisch und gerade. In den Gitterpunkten hat sie Pole der
Ordnung 2.

Beweis: Wir schétzen die Summanden ab: Sei R > 0, |z| < R, |w| > 2R. Dann
gilt
1
w2l > Lol |20 2l <3lul

und damit
1 1

(z—w)? w?

Wegen des Lemmas konvergiert dann in Br(0) die Reihe

> (a5

|w|>2R

22w — z)
w?(z —w)

absolut und gleichméfig. Die p-Funktion unterscheidet sich hiervon nur durch
endliche viele Summanden, die auf C \ € holomorph sind. Tatséchlich sind in
w € QN Bg(0) alle Summanden bis auf denjenigen zu w holomorph. Daher hat
die Funktion in den Gitterpunkten Pole der Ordnung 2.

Die Funktion ist gerade, weil

o=+ X (o )
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Wegen der lokal gleichméfigen Konvergenz ist die Ableitung gegeben durch

2 9 2
p(z):;Jr Z (z —w)3 :Z (z —w)3’

weN

Diese Funktion ist offensichtlich periodisch zum Gitter ). Daher ist fiir jedes
w € Q die Differenz

p(z +w) - p(2)

konstant. Wir bestimmen diesen Wert fiir wy, ws indem wir 2 = —w; /2 einsetzen.
Wir erhalten

p(wi/2) — p(—wi/2) = 0.
Damit haben wir gezeigt, dass g elliptisch ist. O
Da res,p = 0 in allen Gitterpunkten, hat die Funktion eine Stammfunktion.
Definition 8.13. Sei ((z) die ungerade meromorphe Funktion mit
—(' = p.
Sie heiffit WeierstraBBsche (-Funktion zum Gitter €.

Da die Reihe der Funktion g lokal gleichméfiig konvergiert, erhalten wir die
Stammfunktion durch gliedweises Integrieren:

Lemma 8.14. FEs gilt

Sie hat in 0 das Residuum 1.

Beweis: Wir integrieren jeden Summanden (aufer z~2) iiber einen Weg von
0 nach z, der alle Pole vermeidet. Mit anderen Worten, wir bestimmen die
Stammfunktion, die in 0 den Wert 0 hat. Die Konvergenz der angegeben Reihe
folgt also aus lokal gleichméfliger Konvergenz. Die Funktion ist ungerade wegen

:_i_w (z—il—w—i_—lw—'—(—iy):_a@.

Der Hauptteil der Ableitung in 0 ist fz%, also hat ¢ dort den Hauptteil % O

Die ¢-Funktion ist nicht elliptisch, wohl aber ihre Ableitung. Daher sind die
Funktionen ((z 4+ w) — {(2) fiir w € Q konstant.

Definition 8.15. Sein; = ((z +w;) — ((2) fir j =1,2.
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Satz 8.16 (Legendre-Relation). Sei Im(ws/wy) > 0. Es gilt
Mmwa — MW = 2mi.

Beweis: Wir integrieren iiber den Rand eines Fundamentalparallelogramms, das
so gewdhlt wird, dass der Rand keinen Gitterpunkt enthélt. Seien ~yq, ..., v, die
4 Strecken wie in den fritheren Beweisen. Dann ist

[ et = [ (@)~ clermpaz = |z =

/ = [ ¢(2) = ¢z tw)dz = / —mdz = nws
Y2+va Ya

Y4

Sei w € Q der Gitterpunkt in Py. Aus dem Residuensatz folgt dann
Mmwsa — Nowy = 2mires,, ((z) = 2mi.
O

Bemerkung. Die Relation ist von Bedeutung in der Theorie der Perioden. Gro-
thendieck vermutete, dass fiir bestimmte Q (ndmlich C/Q algebraische Kurve
iiber Q und ohne komplexe Multiplikation) dies die einzige algebraische Relation
zwischen diesen vier Zahlen ist.

Die ¢-Funktion hat keine globale Stammfunktion mehr. Aber:

Satz 8.17. Es gibt eine ungerade ganze Funktion o mit o'/c = (. Sie hat
einfache Nullstellen in Q0 (und keine weiteren) und erfillt

o(z +wj) = —exp(n;(z +w;/2))a(2).

Beweis: Wir wihlen einen Basispunkt zg. Durch analytische Fortsetzung defi-
nieren wir eine Stammfunktion S der Weierstrafischen (-Funktion auf C \ Q.
Da ( einfache Pole mit Residuum 1 hat, ist diese Stammfunktion nur lokal
wohldefiniert. Die verschiedenen Zweige unterscheiden sich durch Addition von
Elementen von 2miZ. Daher ist

o(z) = expoS

eine wohldefinierte holomorphe Funktion auf C \ 2. Sie hat die logarithmische

Ableitung (L/ (expoS)S’

= — = S/ = (.
o exp oS ¢
Wir studieren das Verhalten in 0. Es ist nahe 0
1

() = 5 +h(2)

mit einer ungeraden holomorphen Funktion h. Die Stammfunktion des Neben-
teils ist holomorph und gerade auf einer Kreisscheibe um 0. Durch Anwenden
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von exp erhalten wir eine nullstellenfreie ganze und gerade Funktion. Fiir 1/z
ist die Stammfunktion log und daher expolog = id. Diese Funktion hat eine
einfache Nullstelle in 0 und ist ungerade. Insgesamt ist also ¢ eine holomorphe
Funktion mit einer einfachen Nullstelle in 0.

Wir studieren nun das Verhalten unter z — z 4+ w fiir w € Q). Fiir die logarith-
mische Ableitung haben wir
d(z4+w) d(2)

o(z 4 wq) - o(z) +tm

und daher lokal
logo(z +wy) =logo(z) + mz+ Cy

und sogar global
o(z4+w1) =o(z)exp(mz + C1) = () exp(n12)Ca.
Wir werten in z = —w; /2 aus und erhalten
0(w1/2) = o(—w1/2) exp(—mw1/2)Ca = —o(w1/2) exp(mwi/2)C2
= Cy = —exp(mwy/2),

wie behauptet. Dieselbe Rechnung gilt auch fiir wy. Man beachte, dass dieselbe
Rechnung auch fiir exp oS gilt, nur eventuell mit einem anderen Wert fiir Cs.

Aus dem Transformationsverhalten lesen wir auch ab, dass o in allen Gitter-
punkten holomorph ist mit einfachen Nullstellen. O

Bemerkung. Die o-Funktion kann explizit durch das unendliche Produkt

z z 1 /2z\2
<TG 2350
o(z) ZH( w eXp<w+2 w
we!
angegeben werden. Wir fithren dies nicht weiter aus, weil wir uns mit der Kon-

vergenz von Produkten nicht beschéftigt haben.

Fiir das weitere benotigen wir die Laurent-Reihenentwicklung von ¢(z) in 0.
Hierfiir:

I -1 1 KAk
z—w_jl—i_z wh+1
w k=0
1 1 z_oo P
r—w W ﬁ_z Wkt
k=2
e 1
=1+ Y
k=2  we

Fiir gerades k verschwindet die Gittersumme.
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Definition 8.18. Sei Q ein Gitter. Wir setzen

1
szzﬁ.

we
Wir haben also gezeigt:
Lemma 8.19.
(=1 e
z
k=2
1 - 2k—2 1 2 4
p(z) = =) + > (2k —1)Gyz == +3G22” +5G32" + ...
k=2

R -2
o) =— + > 2k = 1)(2k — 2)Grz* 0 = —5 +6Gaz + 20Gs2% + ...
k=2

Satz 8.20 (Differentialgleichung der p-Funktion). Es gilt
(¢')? = 49" — g20 — g3
wobes

go = 60G2,93 = 140G3

Beweis: Wir berechnen die Hauptteile bis zum konstanten Term und zeigen,
dass die Laurentreihenentwicklung der Differenz der beiden Seiten erst mit z!
beginnt. Dann ist dies eine elliptische holomorphe Funktion, also konstant. Da
der konstante Term verschwindet, ist die konstante Funktion die Nullfunktion.

(9) = %‘f’ _2;‘2G2 —80Gs + ...

(p)gzz—l().+%+15(;3+...

4p3=%+362¥+60G3+...
60Gop = 6252 +0+

Und daher

(9)? — 49> — 60G2p — 140G3 =

1 1
—(4—4)+ —(—24 — 36 + 60)Go + 2°(—80 — 60 — 140)G5 + . ..
26 22

O

Kérpertheoretisch gesprochen: C(p, p')/C(p) ist eine quadratische Erweiterung.
C(gp)/C ist rein transzendent.
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Lemma 8.21. FEs gilt
M(Q) = C(p, ¢') = C(s)[t]/(t* — 45® — gas — g3).

Beweis: Die zweite Gleichung gilt wegen der Differentialgleichung.
Jede elliptische Funktion kann geschrieben werden als

1 1

f(2) = 5(f(2) + f(=2)) + 5(f(2) = f(=2)).

Hierbei ist der erste Summand gerade, der zweite ungerade. Es geniigt daher,
ungerade und gerade Funktionen separat zu behandeln. Ist f ungerade, so ist
[/ gerade. Daher geniigt es zu zeigen, dass jede gerade elliptische Funktion
in C(p) liegt.

Die Funktion f nimmt auf C/Q jeden Wert gleich oft an, ndmlich so oft wie
den Wert oco. Hierbei zéhlen wir mit Vielfachheiten. Da f’ auf C/Q nur endlich
viele Nullstellen hat, werden fast alle Wert nur mit Vielfachheit 1 angenommen.
Seien c ein solcher Wert.

Behauptung. Die Anzahl der c-Stellen in Pq ist gerade.

Sei a eine c-Stelle in Pg. Da f gerade ist, ist dann auch —a eine c-Stelle. Da
Pq ein Fundamentalparallologramm ist, gibt es w € € so dass —a +w € Pqy.
Angenommen,

a=—a+w

Dann folgt
fla+z)=f(ma+w+2)=f(-a+2)= fla—2)
fiir alle z € C. Hieraus folgt
flla+z)=—f(a—2)= f'(a) =0.

Nach Voraussetzung verschwindet die Ableitung von f aber nicht.

Seien ai,...,ag,al,...,a) die c-Stellen von f in Py wobei jeweils a, = —a;
mod .
Sei d ein weiterer solcher Wert mit d-Stellen by, ..., by, by, . . ., bj.. Wir betrachten
fz)—c
F(z)="—+—.
f(z)—d

Diese Funktion ist elliptisch mit einfachen Nullstellen in den a;, a} und Polstellen
in den b;, b}. Eine ebensolche Funktion ist

Glz) = (90(2) — p(a1))(p(2) — p(a2)) - .- (p(2) — p(ax))
(9(2) = p(b1))(p(2) = p(b2)) - - (9(2) — ©(bk))

Daher ist F//G elliptisch ohne Polstellen, also konstant. Dies bedeutet

F e C(p).
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Es gilt

Ublich ist auch eine andere Art, die Differentialgleichung zu schreiben.

Satz 8.22. Seien
_w et
01 = 2 , 02 = 2 , 03 = 2 .

Dies sind genau die Nullstellen von @' und es gilt

©'(2)? = 4(p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3)
mit e; = p(p;) paarweise verschieden.

Beweis: Die g; sind 2-Torsionspunkte von C/€Q, der letzte ist 0. Es gilt also
0i = —0; mod Q. Da ¢’ ungerade ist, folgt

0'(0i)) = —p'(—0i) = ¢'(0:) = ¢'(0:) = 0.

Da ¢’ Ordnung 3 hat, haben wir alle Nullstellen gefunden. Wére e; = e; fiir
1 # j, so wiirde der Wert e; von p mit Vielfachheit 4 angenommen, je zweimal
in p; und p;. Aber p hat Ordnung 2.

Wir betrachten

f(2) = ' (2)* = 4(p(2) — ex)(p(2) — e2)(p(2) — e3).

Sie ist gerade und elliptisch. Wegen der Differentialgleichung in der ersten Form
hat sie im Fundamentalparallologramm héochstens einen Pol der Ordnung 4.
Gleichzeitig hat sie in in jedem p; eine mindestens doppelte Nullstelle, also
Ordnung mindestens 6. Hieraus folgt f = 0. O

Zusammen ist also
23— gox — g3 = 4(x — e1)(z — e2)(x — e3).

Wir kommen noch einmal auf die Verteilung von Null- und Polstellen von ellip-
tischen Funktionen zuriick.

Definition 8.23. FEin Divisor auf C/Q ist eine formale Linearkombination

D =

g

a;lzi] a; €7Z,z € C/Q.
=1
Der Grad deg(D) ist gegeben als Y i, a; € Z. Sei Div(Q) die abelsche Gruppe
der Divisoren auf C/Q und DiVO(Q) die Untergruppe der Divisoren vom Grad
0.



79

Ist f # 0 elliptisch zum Gitter 0, so heif§t
(f) = Z OI'de[Z]
z€Pq

Hauptdivisor zu f. Der Quotient
Cl(Q2) = Div(Q2)/ Hauptdivisoren
heif$t Divisorenklassengruppe von C/€. Sei
C1°(Q) = Div®(Q) / Hauptdivisoren.

Lemma 8.24. (i) Die Abbildung M(Q)* — Div(Q) ist ein Gruppenhomo-
morphismus mit Kern C*. Insbesondere ist das Bild eine Untergruppe.
Das Bild liegt in Div° ().

(i) Die Abbildung deg : Div(Q) — Z ist ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus. Sie faktorisiert iiber C1(Q) und hat Kern C1°(Q).

(#ii) Die Summationsabbildung
DiV(Q) — (C/Q, Zai[zi] — Zaizi
i=1 i=1

ist ein Gruppenhomomorphismus. Die Untergruppe der Hauptdivisoren
liegt im Kern.

Beweis: Die erste Aussge gilt, da ord, fg = ord, f+ord.g. Im Kern liegen die el-
liptischen Funktionen ohne Null-und Polstellen, also die Konstanten. Elliptische
Funktionen haben gleich vielen Null- wie Polstellen, d.h der Divisor hat Grad
0. Die erste Aussage iiber deg ist trivial. Sie faktorisiert, da Hauptdivisoren im
Kern liegen.

Die Aussage iiber die Summationsabbildung ist Satz 8.8. O

Wenn Sie die Sprache der exakten Sequenzen kennen: Wir fassen unser Wissen
Zusamimen:

0— C* = M(Q)* = Div?(Q) — C1°(Q) — 0

und
0 — Div’(Q) — Div(Q) = Z — 0.

Theorem 8.25 (Abel). Die Abbildung
Cc1’(Q) —» C/Q
ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis: Wir betrachten die Abbildung C1°(Q) — C/Q. Wir wissen bereits, dass
sie wohldefiniert ist. Ein Element z € C/§ hat das Urbild [z] — [0], also ist sie
surjektiv. Die eigentliche Aussage ist also:
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Behauptung. Sei D =" | a;[z;] ein Divisor vom Grad 0 mit Y., a;z; € §.
Dann st D ein Hauptdivisor.

Wir schreiben den Divisor als D = 377" [a;] — >77_, [b;] wobei a; wiederholt

werden, aber a; # b; fiir alle 4, j. Wir wihlen Représentanten der Elemente in

C/Q, so dass
So-3on
i=1 i=1
Wir verwenden die o-Funktion und betrachten
H;‘n:1 o(z —a;)

Diese Funktion hat genau die richtigen Null-und Polstellen und ist meromorph.
Fiir wy, gilt

flz) =

—

(=1)exp (Wk(z —aj) + nka) o(z —ay)

2
Fetw) =15
H(—l) exp (nk(z —bj)+ nk;k) o(z—bj)
j=1
= exp (—nk Doajtmy bj) f(z)
=f(2)
Also ist f elliptisch. O

Bemerkung. Der urspriingliche Beweis benutzt die die §-Funktion

o0
0(r,2) = Z mi(n®T+2nz)

n—=—oo

wobei Q = Z + 7Z. Die Reihe ist kompakt konvergent und 1-periodisch. Weiter
gilt

0(T, 2 +7) = e TTTIEY (1, 2).
Einzige Nullstelle ist g2 = HTT Als Funktion von 7 handelt es sich um eine
Modulform. Die Theorie der elliptischen Funktionen wird vollsténdig durch die
f-Funktion bestimmt.

Modulformen

Bisher haben wir das Gitter festgehalten, nun wollen wir es variieren. Dabei
kommt es uns nur auf den zugehotrigen Korper von elliptischen Funktionen an.

Sei av € C*, ) ein Gitter. Dann ist auch af? ein Gitter, und es gilt

M(Q) =2 M(aQ), f(z)— flatz).
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Definition 8.26. Wir nennen zwei Gitter Q,§) dquivalent, wenn es eine kom-
pleze Zahl o gibt mit af) = €.

Wir wollen die Aquivalenzklassen von Gittern verstehen. Nach Definition wird
ein Gitter festgelegt durch die Wahl eines Paares (w1, ws) von komplexen Zahlen
ungleich 0 mit we/wy ¢ R. Durch Vertauschen der Basisvektoren erreichen wir
Im(we/wy) > 0. Wann erzeugen zwei Vektoren dasselbe Gitter? Genau dann,

wenn es eine Matrix (CCL Z) € SLy(Z) gibt, so dass

wh = aws + bwy, W) = cwy + dwy.

(Die Determinatenbedingung sorgt dafiir, dass die Orientierung der Basis erhal-
ten bleibt.) Bis auf Aquivalenz wird daher jedes Gitter erzeugt durch ein Paar
(1,7) mit

T e H={r € ClIm(r) > 0}.

Die Operation der SLy(Z) driickt sich aus durch

ar +b

(L, 7))~ (et +d,ar +b) — (1,0T+d

).
Dies ist die Standardsoperation als Mdébiustransformation. Zusammen zeigt dies:

Satz 8.27. Die Aquivalenzklassen von Gittern stehen in Bijektion mit der Men-
ge H/SLa(Z).

Zwei prominente Element der SLy(Z) sind T = <(1) }) und S = (_01 (1)) Sie

operieren als

1
THTH+1L, T ——.
T

Satz 8.28. Die beiden Elemente S und T erzeugen SLa(Z). Jede Bahn wird
reprisentiert durch ein Element der Menge

F={reH||Rer| <1/2,|r] > 1}.
Sind zwei Elemente aus F in der selben Bahn, so liegen sie auf dem Rand.

Ein Beweis findet sich in diversen Biichern iiber Modulformen, z.B. in Serres: A
course in arithmetic, auch in Ahlfors: complex analysis.

Definition 8.29. Fine ganze Modulform vom Gewicht k € Ny ist eine holo-
morphe Funktion
f:H—=C,

die die Funktionalgleichung

L)

f(ﬂzm
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fiir alle A = (CCL Z) € SLo(Z) erfiillt, und fir die der Grenzwert

f(oo) = lim _f(r)

existiert.

Speziell fiir A =T und S erhalten wir

fir)=f(r+1), flr)=—=f(=2).
Fiir die Matrix — id erhalten wir

f(r) = (=1Ff(r).
Daher verschwinden alle Modulformen von ungeradem Gewicht.

Bemerkung. Wie jede 1-periodische Funktion hat f eine Fourier-Entwicklung
der Form -
f(’T) — Z Cne2ﬂ'inr.

Mit ¢ = e?™7 kann dies als Laurentreihe in einer punktierten Kreisscheibe um oo
gesehen werden. Die Existenz des Grenzwertes bedeutet dann, dass die Fourier-
Entwicklung erst in 0 beginnt und ¢y = f(00).

Satz 8.30. Fir k > 2 ist die Funktion

Gu(r) = G(Z+72) = ) ;Zk

ety (M ™T)
eine ganze Modulform vom Gewicht 2k. Es gilt
Gr(o0) = 2¢(2k)
wobei ((z) die Riemannsche Zeta-Funktion ist.

Diese Funktionen heiflen FEisensteinreihen.

Beweis: Die absolute Konvergenz der Reihe haben wir bereits gezeigt. Etwas ge-
naueres Hinsehen liefert auch die kompakte Konvergenz. Nach Definition héngt
G, nur vom Gitter, nicht von der Basis ab. Wegen der Homogenitéit der Reihe
gilt
Gk (OZA) = OZQka(A)
und daher
> 1
(n(er +d) + m(at + b))%+

1 1
- (er + d)2k Z (n + mg:is)%

1

= 7(07_ m d)2k Gk(AT>

Gi(1) =
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Wir berechnen den Grenzwert Imr — oo innerhalb des Streifens |Rer| < 1/2.
Wegen der kompakten Konvergenz diirfen wir termweise rechnen. Der Summand

1
(m7 + n)2k

hat den Grenzwert 0 falls m # 0. Fiir m = 0 erhalten wir 1/n?*. Beim Summie-
ren erhalten wir

O

Tatsédchlich erzeugen die Fisensteinreihen die gesamte Algebra von ganzen Mo-
dulformen. Allgemeiner definiert man auch Modulformen fiir die Untergruppen
I'(n) C SLy(Z), der Kern der Reduktion SLy(Z) — SLo(Z/nZ). Die Zahl n heifit
dann Level der Modulform. Dann erhélt man viel mehr Funktionen. Zu festem
Gewicht und Level ist der Raum der Modulformen stets endlich-dimensional
von bekanntem Gewicht. Modulformen sind ein extrem wichtiger Gegenstand
der Zahlentheorie und allgemeiner der arithmetischen Geometrie.
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Kapitel 9

Der Riemannsche
Abbildungssatz

Wir wiederholen die Aussage:

Theorem 9.1. Sei G C C einfach zusammenhdingend, C . G nicht leer. Dann
ist G biholomorph zur Finheitskreisscheibe.

Der Beweis wird das ganze Kapitel benotigen. Das Ziel ist die Konstruktion
einer biholomorphen Abbildung f : G — E. Wir geginnen bescheidener mit
injektiven Abbildungen.

Definition 9.2. Injektive holomorphe Abbildungen heiffen schlicht.

Satz 9.3. Sei G C C einfach zusammenhingend, C ~ G # 0. Dann existiert
eine schlichte Abbildung G — E.

Beweis: Sei a € C, a ¢ G. Ohne Einschriinkung ist a = 0. Da G einfach zusam-
menhéngend ist, existiert auf G eine globale Wurzelfunktion

frz=Vz= exp(% log(z)).

Sie ist injektiv, da die Ableitung nicht verschwindet (0 ¢ G!). Die Umkehrfunk-
tion ist 2z — 22. Das Bild G’ = f(G) ist offen. Sei B.(z) C G'.

Behauptung. B.(—29) NG’ = 0.
Sei x im Schnitt. Dann liegt —x € B.(z9) C G’. Die beiden Elemente haben

dasselbe Urbild 22 € G. Das ist ein Widerspruch zur Injektivitiit.

Wir ersetzen G durch G’. Das Komplement C \ G enthilt jetzt eine ganze
Kreisscheibe. Ohne Einschrinkung (Verschiebung) hat sie den Mittelpunkt 0
und (Streckung) Radius 1. Die injektive Abbildung z ~ z bildet das AuBere,
insbesondere G nach E ab. O

85
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Wir diirfen also ab jetzt ohne Einschrinkung G C E annehmen. Wir betrachten
die Menge

S(G) ={f : G — E | schlicht, f(0) =0, f'(0) € R, f'(0) > 0}.
Sie ist nicht leer, da f(z) = z in S(G) liegt.

Lemma 9.4. Sei f € S(G) nicht surjektiv. Dann gibt es g € S(G) mit ¢’(0) >
1'(0).

Beweis: Mit G ist auch G’ = f(G) C E einfach zusammenhéingend mit 0 € G'.
Es geniigt, ein h € S(G’) zu finden mit A’'(0) > 1. Dann ist nidmlich fiir g = ho f

g'(0) = ¢'(£(0))£'(0) = g'(0)'(0) > f(0).

Sei also G C E. Sei ¢ im Komplement. Sei S der Autormophismus von E, der ¢
auf 0 abbildet.
z—c
S:z—

1—¢cz
Die Menge S(G) C E ist ebenfalls einfach zusammenhéngend. Es ist 0 ¢ S(G),

da ¢ ¢ G. Daher koénnen wir einen Zweig \/— der Quadratwurzel auf S(G)
wihlen. Es ist weiter (v/— o S)(G) C E.

Sei T' die Mobiustransformation, die d = v/—c auf 0 abbildet
T:z— ei/\z;,d.
1—dz
Sei h = T o y/— o S. Hierbei wihlen wir A so, dass //(0) > 0. Es gilt

h(0) = T o \/S(0) = T(v/—¢) = T(d) = 0.

Die Abbildung

n=S"to(zr 2 oT!
ist invers zu h auf h(G). Gleichzeitig ist  : E — E eine holomorphe Abbildung
mit 7(0) = 0. Nach dem Schwarz Lemma ist |n'(0)] < 1, wobei n'(0) = 1

impliziert, dass n eine Drehung ist. Das ist nicht der Fall, da 7 nicht bijektiv ist.
Es folgt

7/ (0)] = |n'(0)| =" > 1.
O

Wir haben nun ein gutes Surjetivitdtskriterium fir f € S(G). Wir finden eine
geeignete Funktion als Grenzwert. Dafiir:

Satz 9.5 (Satz von Montel). Sei (f)n>1 eine lokal beschrdankte Folge von holo-
morphen Funktionen U — C. Dann existiert eine lokal gleichmdf$ig konvergente
Teilfolge.
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Beweis des Abbildungssatzes. Sei a = sup{f'(0)|f € S(G)}. (Der Wert o = o0
ist erlaubt.) Sei fi, fa,... eine Folge in S(G), so dass
. ’ _
nh—%c 1(0) = a.
Die Folge ist betragsméflig beschrinkt durch 1. Nach dem Satz von Montel hat
sie eine lokal gleichméBig konvergente Teilfolge (fy,),>1 mit Grenzfunktion ¢.
Diese ist holomorph. Es gilt
#(0) = lim f,, (0)=0, ¢'(0)= lim f, (0)=a > 0.
V—00 V—00 v
(Also ist o # o0.) Die Funktion ¢ ist nicht konstant, daher ist ihr Bild offen in C
und gleichezeitig in E enthalten. Daher ist ¢(G) C E. Die Abbildung ist injektiv
nach dem Satz iiber die Blétterzahl der Grenzfunktion, siehe unten. Insgesamt
ist ¢ € S(G).
Aus dem Lemma folgt, dass ¢ alle Werte in E annimmt. O

Satz 9.6 (Blatterzahl der Grenzfunktion). Seia € C und (f,)n>1 eine auf dem
Gebiet G lokal gleichmdf$ig gegen f konvergente Folge holomorpher Funktionen.
Wenn fir jedes f, die mit Vielfachheit gezihlte Zahl der a-Stellen hichstens m
ist, dann ist die Grenzfunktion entweder konstant gleich a oder hat héchstens m
viele a-Stellen.

Beweis: (Janich) Ohne Einschriankung ist a = 0, f nicht konstant. Seien 21, . . ., 2
die Nullstellen von f. Angenommen deren Vielfachheiten summieren sich auf
mindestens m + 1. Nach dem Identitédtssatz sind die Nullstellen isoliert. Sei
r > 0 so, dass alle B,(z;) in G liegen und voneinander disjunkt sind. Insbeson-
dere enthélt jede Kreisscheibe genau eine der Nullellen, keine davon auf dem
Rand. Sei S = |JO0B,(z9). Die Menge ist kompakt. Also nimmt f auf S ein
Minimum an. Daher gibt es € mit

0<e<|f(z)] firallezes.

Die Funktionenfolge konvergiert gleichméfig auf S. Dann gibt es n € N, so dass
auf der kompakten Menge S

1f(2) = fu(2)] <e.

Wir wenden den Satz von Rouché an auf die Funktionen f und f,,. In jeder der
Kreisscheiben hat f,, dann genausoviele Nullstellen wie f. Das sind insgesamt
mindestens m + 1, also zu viele. O

Beweis des Satzes von Montel. Wir folgen Jénich. Sei A C U eine dichte abzéihl-
bare Menge, also

A={ay,as,...}.

Die Folge (fn(a1))n>1 ist beschrénkt. Also existiert eine konvergente Teilfolge
mit Indizes in I; C N.



88 KAPITEL 9. DER RIEMANNSCHE ABBILDUNGSSATZ

Die Folge (fn(az))ner, ist beschrinkt. Wieder existiert eine konvergente Teil-
folge mit Indizes in I C I;. Iterativ erhalten wir Teilfolgen, die jeweils in
{a1,...,ar} konvergieren. Die Diagonalfolge konvergiert in allen Punkten von

A.

Wir ersetzen (f,,)nen durch diese Teilfolge. Sie konvergiert punktweise in allen
Elementen von A.

Behauptung. Die Folge konvergiert lokal gleichmdfsig.

Sei zg € G. Die Folge ist lokal beschrénkt, daher kénnen wir » > 0 wihlen, so
dass die Folge auf By, (29) C G durch eine Konstante C' beschrénkt ist. Dann
ist die Folge gleichgradig stetig auf B,.(zp). Fiir alle z, 2" € B,.(z2p) gilt dann

b)) — /aBzr(zo)(fn(C)fn(C)> i«

" omi C—z (¢—2

zZ — Z, fn(C)
£z IS g
ori /@BQTW (DT

und daher

|z = 2]

M
2mr— =2Cr~ 'z = 2| = C'|z = 2|
r

[fu(2) = ful2)] <
Man beachte, dass C’ nicht von n abhéingt!

Wir zeigen nun gleichméfige Konvergenz auf B,.(2g). Seie > 0. Seien aq, . ..,ax €
A, so das die Kreisscheiben B_<_ (a;) ganz B, (20) liberdecken. Dies ist mdglich,

da B,(z0) kompakt ist und A dicht. Wir wihlen ng, so dass

| fn(ai) = fm(ai)] < /3

fiir alle 7. Die ist moglich, da die Folge punkteweise konvergiert. Dann folgt fiir
alle n,m > ng und z € B.cy3(20):

[fn(2) = fm(2)] < [fn(2) = fa(@i)| + | fn(ai) = fm(ai)| + [fm(ai) — fn(2)]

Fiir geeignetes ¢ (némlich z € B_<, (a;)) folgt

g 13 13
_ C/
300 T3 T30

=E.

‘fn(z) - fm(z)| < '



Kapitel 10

Ausblick

Die Grundlagen der Funktionentheorie und die wichtigsten Sétze haben wir
kennengelernt. Die Theorie setzt sich in verschiedene Richtungen fort:
Mehr eindimensionale Theorie

e Produktentwicklungen und holomorphe Funktionen zu vorgegebenen Di-
visoren

o Werteverteilungstheorie

e komplexe lineare Differentialgleichungen, insbesondere Differentialgleichug-
nen mit reguliren Singularititen

e Theorie der Modulformen

e [-Reihen und analytische Zahlentheorie

Mehrdimensionale Funktionentheorie

Die Theorie von komplex differenzierbaren Funktionen in mehreren Variablen.
Diese Vorlesung wird nur sehr selten gelesen. Wenig iiberraschend lassen sich
Funktionen wieder als Potenzreichen schreiben etc. Interessant ist der Hebbar-
keitssatz: Ist eine Funktion auf dem Komplement einer Menge von Kodimension
2 definiert, so ist sie holomorph auf diese Menge fortsetzbar. Dieses Phidnomen
sehen wir in Dimension 1 noch nicht.

Riemannsche Flichen

Eine Riemannsche Fliche ist einfach eine 1-dimensionale komplexe Mannigfal-
tigkeit. Die Sétze der FT lassen sich entsprechend verallgemeinern. Ein spannen-
des Thema sind kompakte Riemannsche Flichen Unsere Sétze iiber elliptische
Funktionen haben eine Vorgeschmack gegeben.

89
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Komplexe Geometrie

Die Theorie der komplexen Mannigfaltigkeiten ist einerseits nahe verwandt der
algebraischen Geometrie, andererseits der Riemannschen Geometrie.
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