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Ubungsaufgaben zur Vorlesung ,,Funktionentheorie*

Blatt 4

Aufgabe 1: (14143 Punkte)

(a) Zeigen Sie die Existenz einer holomorphen Funktion f: C\ {—1} — C mit der
Eigenschaft, dass fiir alle n € Z~q gilt:

1 n—1
f(n) Tt

(b) Zeigen Sie, dass das f aus (a) eindeutig ist.

(c) Geben Sie zwei verschiedene holomorphe Funktionen fi, fo: C\ {0, —1} — C an, die

1 n—1
fj<n> nt 1l J s

fiir alle n € Z~¢ erfiillen.

Aufgabe 2: (14+1+1 Punkte)
Bestimmen Sie jeweils die Laurent-Entwicklungen der folgenden holomorphen Funktionen
f: C\ {0} — C im Kreisring Ag (0):

(a)

(b) ,
f(z) = p—

© 2
= 222"

Aufgabe 3: (24(24+2+2)+1 Punkte)
Sei
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(a) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von f.

f:C\{L,2} =C,  f(z)=

(b) Nutzen Sie jeweils (a), um die Laurent-Entwicklung von f auf dem Kreisring A, r(0)
zu bestimmen, wobei:
(i) r=0und R =1,
(ii) r=1und R =2,
(iii) » =2 und R = oo.
(c) Besitzt f jeweils eine Stammfunktion auf A, p(0) in den Fallen (i) — (iii) aus (b)?
Begriinden Sie.

— bitte wenden —



Bonusaufgabe 4: (4 Punkte)
Sei U C C ein nicht-leeres Gebiet, das unter komplexer Konjugation abgeschlossen ist, das
heif3t

U={z|zeU}.
Zeigen Sie, dass fiir alle holomorphen Funktionen f: U — C gilt:
FUNR)CR <= VzeU: f(z)=f(2).

Hinweis: In Blatt 2, Aufgabe 1 (c) wurde gezeigt, dass z — f(Z) holomorph ist.
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