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Aufgabe 1: (1+1+1+1 Punkte)

Geben Sie fiir die folgenden Funktionen jeweils an, ob in 0 eine isolierte Singularitit
vorliegt. Falls ja, so geben Sie den Typ an (hebbar, Polstelle n-ter Ordnung, wesentliche
Singuarltitét).

(a) .
f: C\{0} = C, f(z) = sin(z) (1 +expz),

23

(b) .
f:C\{0} = C,  f(z):=—(1 —exp2),

z

()

pevor e s (1),

z

(d)
log: C\ (—o00,0] — C.

Aufgabe 2: (143 Punkte)
Wir betrachten die Potenzreihe

f(z) = Z 2",
n=0

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius p der Reihe.

(b) Sei v:[0,1] — C ein Weg mit v(0) = 0 und dessen Endpunkt strikt auflerhalb des
Konvergenzkreises liegt, d.h. |y(1)| > p. Zeigen Sie, dass f keine analytische Fort-
setzung entlang ~v besitzt.

Hinweis: Was ist  lim Rf(z)? Betrachten Sie f(zexp(2mir)) fiir r € Q und z — p
Z—p,RE

reell.

— bitte wenden —



Aufgabe 3: (241414142 Punkte)

Sei f eine meromorphe Funktion auf C. Wir sagen, dass f eine isolierte Singularitdt im
Unendlichen besitzt, falls eine offene Kreisscheibe U C C gibt, sodass f|c\y holomorph
ist. Gilt dies, so definieren wir eine neue Funktion

9(2) = f (1) |

(a) Zeigen Sie, dass g meromorph auf C\ {0} ist.

(b) Zeigen Sie, dass g in 0 eine isolierte Singularitét besitzt.

Ist die Singularitéit von g im Nullpunkt hebbar/ein Pol n-ter Ordnung/wesentlich, so
sagen wir, dass f im Unendlichen eine hebbare Singularitit/einen Pol n-ter Ordnung/eine
wesentliche Singularitét hat.

(c) Zeigen Sie, dass die Exponentialfunktion exp: C — C eine wesentliche Singularitét
im Unendlichen besitzt.

(d) Sei f ein Polynom des Grades n > 1. Zeigen Sie, dass f eine Polstelle n-ter Ordnung
im Unendlichen hat. Geben Sie die Laurent-Entwicklung dieser Polstelle an.

(e) Zeigen Sie: Ist f eine ganze Funktion, die im Unendlichen eine hebbare Singularitét
besitzt, so ist f konstant.

Bonusaufgabe 4: (4 Punkte)
Sei U C C ein nicht-leeres Gebiet und

M(U) :={f | f ist meromorph auf U}.

Zeigen Sie, dass M(U) ein Korper ist. Gilt die Aussage auch, wenn U nicht zusam-
menhéngend ist?
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