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Aufgabe 1: (343 Punkte)
Sei U = {z € C | Re(z) > 0}. Wir definieren

f:U—=C, r-exp(ip) — r-exp(f),

wobei 7 > 0 und ¢ € [0,3) U (3, 2m).

(a) Zeigen Sie, dass f holomorph ist mit f(z)% = z fiir alle z € U, und dass fiir z € UNR
gilt, dass f(z) = /.

(b) Seien
v+:[0,1] = C, t — exp(mit),

v—:[0,1] = C, t — exp(—mit).

Bestimmen Sie jeweils die analytischen Fortsetzungen von f entlang v; und ~_.
Verwenden Sie hierbei nicht die Resultate des Unterkapitels ,,Logarithmus und Wur-
zeln“ aus dem Skript.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Sei X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum und zy € X so, dass jeder ge-
schlossene Weg in X mit Anfangs- und Endpunkt zg nullhomotop ist, das heifit, X ist
einfach zusammenh#ngend.

Sei v: [0,1] — X ein Weg. Zeigen Sie, dass v nullhomotop ist. Folgern Sie, dass einfacher
Zusammenhang unabhéngig von der Wahl von xg ist.

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Sei U C C offen und zgp,21 € U. Man sagt, dass zp und z; in derselben Wegzusammen-
hangskomponente von U liegen, wenn es einen Weg «: [0,1] — U mit a(0) = 2y und
a(l) = z gibt.

Sei nun v: [0,1] — C ein geschlossener Weg und U := C \ v([0, 1]). Fiir zg € U sei

n(zg) := 1 !
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die Umlaufzahl von v um zq. Zeigen Sie, dass n(z1) = n(zp), wenn zp und z; in derselben
Wegzusammenhangskomponente von U liegen.



— bitte wenden —



Aufgabe 4: (3 Punkte)
Das Bild des Weges + sei wie folgt gegeben:

Bestimmen Sie die Umlaufzahl von ~ fiir simtliche (Weg-)Zusammenhangskomponenten
von C \ Bild(y). Dabei soll angenommen werden, dass v den gezeichneten Weg genau
einmal in der angegebenen Richtung ohne Knicke (d.h. ohne an Kreuzungen abzubiegen)
durchléuft. (Bei dieser Teilaufgabe geht es lediglich um die Intuition. Sie miissen keinen
Beweis oder irgendwelche Rechnungen anfertigen.)
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