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Aufgabe 1: (24242 Punkte)
Sei U C C ein Gebiet, a € U und f: U \ {a} — C holomorph. Aus der Vorlesung wissen
Sie bereits, dass

resq(f) = lim ((z — a)f(2)),

zZ—a
falls f in a einen Pol erster Ordnung hat. Natiirlich kommt man nicht drum herum, auch
Residuen von Funktionen zu berechnen, die nicht notwendig einen Pol erster Ordnung ha-
ben. In dieser Aufgabe wollen wir deshalb drei weitere Berechnungsmethoden fiir Residuen
beweisen.

(a) Seien g,h: U — C holomorph mit h(a) = 0, h'(a) # 0 und

_9(2)
f(Z) - h(Z)
Zeigen Sie: @
_ 9la
resq(f) = W)
(b) Seien g: U — C holomorph, k£ > 2 und
9(2)
f(Z) - (Z _ (Z)k
Zeigen Sie:
res, (1) = ;-0 o)

(c) Zeigen Sie: Falls f eine Stammfunktion auf U \ {a} besitzt, so gilt res,(f) = 0.

Aufgabe 2: (1+2+1+42+1 Punkte)
Gegeben sei die durch f(z) = (22 + 472)sin(z) definierte Funktion f: C — C.

(a) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f.
(b) Bestimmen Sie die Residuen von 1/f in km, k € Z.
(c) Fertigen Sie eine Skizze der Menge
M= {t—icos(t) | te[-mm|}U{zeC| Im(z) > 1, |z —i| =7}

an. Tragen Sie diejenigen isolierten Singularitéten von 1/f in die Skizze ein, die in
dem von M eingeschlossenen Bereich liegen.

(d) Geben Sie explizit einen Zykel v an, sodass Bild(y) = M und geben Sie die Umlauf-
zahl von ~ fiir alle Zusammenhangskomponenten von C\ M an.

ISE

(e) Berechnen Sie

fiir Thren Weg v aus (d).

— bitte wenden —



Aufgabe 3: (242 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden beiden Integrale mit Hilfe des Residuensatzes:

® .
—d
/oo:c4+1 -

/ cos(tz) dzx fiir t € R.
oo T2 41

(b)
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