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Aufgabe 1 (5 Punkte).

Sei A ein kommutativer Ring mit Fins. Ein Ideal I C A heifit Radikalideal, falls fiir jedes f aus
A gilt: Wenn f" in [ fiir ein n > 1 aus N liegt, dann ist f in I enthalten, oder dquivalent dazu
(Begriinden Sie die Aquivalenz!), wenn A/I keine nilpotenten Elemente ungleich Null enthalt.

(a) Sei I das von XY —Y? im K[X,Y] erzeugte Ideal. Zeigen Sie, dass (X + I) kein Radikalideal
von K[X,Y]/I ist.

(b) Gegeben ein Ideal I von A, zeigen Sie, dass VI = {f € A | f* € I fiir ein n > 1} das kleinste
Radikalideal ist, das I enthélt.

(c) Gegeben ein Radikalideal I aus A sowie Elemente f und g aus A mit fg in I, zeigen Sie, dass
I=T+(H)nVI+(9).

Aufgabe 2 (6 Punkte).

Seien k eine natiirliche Zahl und E eine semi-algebraische Aquivalenzrelation auf einer semi-
algebraischen Menge X C R™ derart, dass es unendliche viele Aquivalenzklassen beziiglich E der
Dimension k gibt. Ziel dieser Aufgabe ist zu zeigen, dass dim(X) > k.

(i) Begriinden Sie folgendes: Wenn dim(X) % k, so ist dim(X) = k, und wir kénnen annehmen,
dass X eine Zelle ist.

(ii) Zeigen Sie mit Hilfe der Bemerkung nach dem Lemma 3.32 aus dem Skript, dass es eine
Projektion m: R" — RF so gibt, dass von E induzierte Aquivalenzrelation E; auf 7(X)
unendlich viele Aquivalenzklassen mit nicht-leeren Inneren besitzt.

(iii) Folgern Sie aus der Aufgabe 4 auf Blatt 9, dass dim(X) > k.

Aufgabe 3 (4 Punkte).

Sei G C R™ eine semi-algebraische Menge mit einer Gruppenstruktur derart, dass die durch
(x,5) — z -y~ ! definierte Abbildung G x G — G semi-algebraisch ist. Betrachte eine semi-
algebraische Teilmenge H von G derart, dass H eine Untergruppe von G ist.

Folgern Sie aus der Aufgabe 2, dass dim(G) = dim(H) genau dann, wenn der Index [G : H]
endlich ist.

Aufgabe 4 (5 Punkte).

Wir betrachten eine semi-algebraische Gruppe G C R" so wie in der Aufgabe 3. Des Weiteren
nehmen wir an, dass die Abbildung (x,%) + = -y~! stetig ist, und dass es ein Element g aus G mit
Zentralisator Cg(g) ={h € G | h-g = g- h} sowie eine offene Teilmenge V von G derart gibt, dass
V-vTin(Calg)\ {1c}) = 0.

Zeigen Sie, dass die semi-algebraische Menge ¢& = {h™1.g-h}neq ein nicht-leeres Inneres in G
hat. Schliessen Sie daraus, dass die Konjugationsklasse ¢ offen in G ist.
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