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Aufgabe 1 (6 Punkte).
Sei F : A → F (A) eine semi-algebraische Abbildung und k ≥ 1 eine natürliche Zahl derart, dass

k = |F−1(b)| für alle b aus F (A).

(i) Begründen Sie, dass dim(A) = dim(Γ1(F )), wobei Γ1(F ) = {(F (a), a) | a ∈ A}.

(ii) Zeigen Sie dim(A) = dim(F (A)), indem Sie eine Zell-Zerlegung von Γ1(F ) verwenden.

(iii) Schließen Sie daraus, dass für jede semi-algebraische Gruppe G und jeden semi-algebraischen
Gruppenhomomorphismus F : G → G mit endlichem Kern Ker(F ) der Index [G : Im(F )]
endlich ist.

Aufgabe 2 (8 Punkte).
Gegeben einen reell abgeschlossenen Körper R, sei K ⊂ Rm ein semi-algebraischer Körper der

Dimension 1 mit der τ -Topologie.

(i) Zeigen Sie, dass es τ -offene nicht-leere Teilmengen U und V von K so gibt, dass x+y in U für
alle x und y aus V liegt. Wir können außerdem U und V so wählen, dass es semi-algebraische
Homöomorphismen F : U → I und G : V → J gibt, wobei I und J beide Intervalle aus R
sind.

Hinweis: 0K + 0K = 0K .

(ii) Schließen Sie daraus, dass für jedes w aus J so ist die Abbildung Hw : J → I mit z 7→
F (G−1(w) +G−1(z)) monoton wachsend oder fallend.

(iii) Zeigen Sie, dass wir J so einschränken können, dass entweder Hw monoton wachsend für alle
w aus J oder Hw monoton fallend für alle w aus J ist.

(iv) Schließen Sie daraus, dass die Charakteristik von K ungleich 2 ist.

Hinweis: In J gibt es Punkte u < v.

Aufgabe 3 (6 Punkte).
Sei R ein reell abgeschlossener Körper, U ⊂ Rn eine offene semi-algebraische Teilmenge und f

in S2(U,Rm). Zeigen Sie, dass für alle i, j aus {1, . . . , n} gilt:

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
.

Die Übungsblätter müssen zu zweit eingereicht werden. Abgabe der Übungsblätter
im Fach 47 im dritten Stock des mathematischen Instituts.


