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Kapitel 0
Einleitung

Was ist Algebra?

Im engeren Sinne

Die Theorie des Losens von Gleichungen.

Beispiel. lineare Gleichungssysteme in mehreren Variablen — lineare Algebra,
Stoff des 1. und 2. Semesters.

Beispiel. az? + bz + ¢ = 0 mit a, b, ¢ € R fest — Schulstoff
—b £ Vb% — 4dac
r=——"—
2a
reell falls b2 — 4ac > 0.

Auch fiir Polynomgleichungen 3.ten und 4.ten Grades gibt es (griissliche) Losungs-
formeln. Man benétigt imaginédre Zahlen, selbst wenn die Losungen reell sind.
So wurden die komplexen Zahlen erfunden!

Satz 0.1 (Fundamentalsatz der Algebra, Gau3 1799). Jede Polynomglei-
chung
apz" + a1zt -+ ag=0

mit ag, - ..,a, € C hat eine Lisung in C.

Beweis: Siehe LA bei Prof. Kiihn. Wir werden ebenfalls einen Beweis sehen,
gegen Ende des Semesters. Der eleganteste Beweis kommt aus der Funktionen-
theorie. O

Jahrhundertelang suchte man nach Losungsformeln wie denen fiir quadratische
Gleichungen.

Theorem 0.2 (Galois 1830-32). Das ist im allgemeinen unmdglich.
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Beweis: Stoff dieser Vorlesung. O

Die Losbarkeit von Gleichungen in ganzen oder rationalen Zahlen ist Gegenstand
der Zahlentheorie. Hier sind noch viele Fragen offen!

Theorem 0.3 (Wiles 1995). Fiir n > 3 hat 2™ + y™ = 2" keine Lésung in
natirlichen Zahlen N = {1,2,3,...}.

Dies ist die beriihmte “Fermatsche Vermutung” oder “grofler Satz von Fermat”.

Beweis: Normalerweise nicht im Rahmen des Studiums. Grundlagen: Zahlen-
theorie, algebraische Geometrie, Modulformen. O

Literaturempfehlung: Simon Singh, Fermats letzter Satz.

Abstrakte/moderne Algebra

Sie wurde von Emmy Noether in Goéttingen (1920-30er Jahre) begriindet. Stu-
diert werden Strukturen und ihre Eigenschaften: Gruppen, Ringe, Algebren,. ...
Sie haben diese Art Mathematik in der Vektorraumtheorie kennengelernt. Viele
dieser Strukturen werden iiberall in der Mathematik gebraucht.

Beispiel. (i) Losungen von Differentialgleichungen fithren auf Darstellungen
von Gruppen.

(ii) Symmetriebetrachtungen bei Riemmannschen Mannigfaltigkeiten fiihren
auf Liegruppen.

Diese Art Algebra wird auch als Werkzeug eingesetzt.

Beispiel. Gibt es eine stetige bijektive Abbildung R? — R3? Versuchen Sie es
mal selbst! Der heutige Beweis verwendet algebraische Topologie.

Der axiomatische Standpunkt

Andere Gebiete sind #hnlich aufgebaut wie die Algebra: z.B. Wahrscheinlich-
keitstheorie, Topologie. Man destilliert Eigenschaften in Axiome und beweist
ihre Konsequenzen.

Vorteil: klarer logischer Aufbau. Oft sehr méchtig. Wenn man nur wenige Vor-
raussetzungen hat, dann miissen die Beweise einfach sein!

Nachteil: als Studierender weil man nicht so recht, wofiir das gut ist. Oft
stecken die wichtigsten Einsichten in der Definition (Beispiel: Definition von
Limiten).



Uberblick iiber die geplante Vorlesung

Wir werden abstrakte Algebra treiben, und sie auf die klassischen Fragen iiber
Losbarkeit von Gleichungen anwenden.

1. Teil: Grundbegriffe der Gruppentheorie, vor allem der endlichen Gruppen.
Hohepunkt werden die Sylow-Sétze sein.

2. Teil: Grundbegriffe der Theorie der Korpererweiterungen.

3. Teil: Galois-Theorie: die Anwendung der Gruppentheorie in der Theorie der
Korpererweiterungen. z.B. Beweis von Theorem 0.2.

Literatur

Meine Hauptquelle: Skript der Fernuni Hagen von Prof. Scharlau.

S. Bosch: Algebra, Springer Verlag. (oder jedes andere deutschsprachige Lehr-
buch mit diesem Titel)

E. Artin: Galoissche Theorie, Verlag Harri Deutsch (das Original, von dem die
ganze Welt abschreibt)

S. Lang: Algebra, Addison Wesley (sehr gute Stoffauswahl, deutlich umfang-
reicher als die Vorlesung).

N. Bourbaki: Algebra (Axiomatik in Reinkultur. Eher zum Nachschlagen).
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Kapitel 1

Grundbegriftfe der
Gruppentheorie

Zur Erinnerung:

Definition 1.1. Eine Gruppe ist ein Paar bestehend aus einer Menge G und
einer Abbildung (genannt Multiplikation )

m:GxG— G
(a,b) — ab

so dass gilt
(i) (Assoziativgesetz) Fiir alle a,b,c € G gilt

(ab)ec = a(be) .

(i) (neutrales Element) Es gibt ein Element e € G mit

ae =ea = aq fir allea € G .

(iii) (inverses Element) Fiir jedes a € G gibt es ein b € G mit

ab=ba=-c¢ .

Wir schreiben b = a~!.
Bemerkung. Das neutrale Element und die Inversen sind eindeutig.

Paare (G,m) mit (i) (manchmal (i) und (ii) nennt man oft Halbgruppe oder
Monoid.

Definition 1.2. Fine Gruppe heifit kommutativ oder auch abelsch, wenn zusdtz-
lich gilt:
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(iv) Fir alle a,b € G gilt
ab=ba .

Meist schreibt man dann a + b statt ab.

Beispiel. (i) (Z,4), (Q,+), (R,+), (@~ {0},), {z eR |z >0},"),...,
R™, {iberhaupt jeder Vektorraum nach Definition.

(ii) Weiter in linearer Algebra: sei K ein Korper.
GL(n,K) = GL,(K) = {invertierbare n x n-Matzrizen }
die allgemeine lineare Gruppe (general linear group).
SL,(K)={A € GL,(K) | det A =1}
die spezielle lineare Gruppe.
0,(K)={A€GL,(K) | AA' = E,}
die orthogonale Gruppe.
(iii) Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.
Autg (V) ={f:V — V| f linear, bijektiv }
mit der Komposition von Abbildungen.
Beweis: Assoziativitit: Seien f, g, h € Autg (V).
Behauptung. Assoziativitit: (f og)oh = fo(goh)
Die linke Seite angewendet auf v € V:
((F 0.9) o h)(v) = (£ 0 9) (h(v)) = F(g(h(v))) -
Die rechte Seite angewendet auf v € V:
(folgeh))(v)=f((geh)(v) = flg(h(v)) .
Behauptung. Neutrales Element ist die identische Abbildung.

Sie ist linear, bijektiv, hat die gewiinschte Eigenschaft.

Behauptung. Sei f : V — V bijektiv. Die inverse Abbildung g ist gegeben
durch:
g(v) = Urbild von v unter f

e g ist wohldefiniert.



e ¢ ist linear: nach Definition ist g(Av + pw) das Element mit
flg(Av + pw)) = Av + pw

f bildet Ag(v) + pg(w) ab auf

fAg(v) + pg(w)) = Af(g(v)) + pf(g(v)) (f linear)
= A + pw (Def. von g)
Es folgt die Behauptung.

e g ist bijektiv: g(v) = g(w) = v = f(g(v)) = flg(w)) = w, also
injektiv. Sei v € V beliebig. w = f(v). Nach Definition ist g(w) = v,
also ist g surjektiv.

Damit liegt g in Autg (V). f(g(v)) = v = g(f(v)) gilt nach Definition. 0O

Ubrigens: sei dimg V' = n. Die Wahl einer Basis von V induziert einen
Isomorphismus V' = K. Die darstellende Matrix zu f : V — V induziert

einen Isomorphismus
Autg (V) 2 GL,(K)

(wenn wir wiissten, was ein Gruppenisomorphismus ist).
(iv) Sei M eine Menge.
S(M) ={a: M — M| « bijektiv }

heifit symmetrische Gruppe oder Permutationsgruppe. Insbesondere fiir
M={1,2,...,n}
Sp=95({1,2,...,n})

(v) Wir betrachten ein regelméfliges n-Eck in der Ebene. Die Diedergruppe ist

die Symmetriegruppe dieses n-Ecks, z.B. Spiegelungen, Drehungen.

(vi) Die Galoisgruppe ist eine Art Symmetriegruppe der Losungen einer Glei-
chung.
(P 4+1D)z-1) =22 4+2-1

hat die Wurzeln 1, +i. Offensichtlich sind +4 symmetrisch. Diese Idee wer-
den wir spéiter genauer verfolgen. . .

Gruppen tauchen also iiberall auf, wo es Symmetrien gibt.

Definition 1.3. Eine Untergruppe H C G ist eine Teilmenge einer Gruppe, so
dass die Multiplikation aus H eine Gruppe macht.

Bemerkung. Es geniigt, dass H abgeschlossen ist unter Multiplikation und
Inversenbildung.

Beispiel. O, (K) C GL,(K) ist eine Untergruppe. Z C C auch.
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Definition 1.4. Fin Gruppenhomomorphismus ist eine Abbildung
f:G—-H

von Gruppen G, H, so dass fiir alle a,b € G gilt

f(ab) = f(a) f(b) .
Der Kern von f ist

Ker(f) = {a € G| f(a) = en} -
Das Bild von f st
Im(f) ={be G| esgibt a € G mit f(a) = b} .

Ein Gruppenhomorphismus heif$t Isomorphismus, wenn er bijektiv ist. Ein Iso-
morphismus f : G — G heifst Automorphismus.

Beispiel. e Aut(G), die Menge der Automorphismen der Gruppe G, ist
selbst eine Gruppe. (Selber Beweis wie fiir Autx (V').) Insbesondere ist die
Umkehrabbildung eines Isomorphismus ein Gruppenisomorphismus.

e 1 : G — G mit t(a) = a! ist ein Gruppenhomorphisms
t(ab) = (ab) ™t = b ta™t = 1(b)u(a)
genau dann, wenn G kommutativ ist.

o V = K™ ein Vektorraumisomorphismus = Autg (V) = GL,,(K) ein Grup-
penisomorphismus.

e det : GL,(K) — K™ ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit
Kerdet = SL,, (K).

Satz 1.5. Kern und Bild eines Gruppenhomomorphismus sind Gruppen.
Beweis: Betrachte f: G — H. Seien a,b € Ker f.
fab) = f(a)f(b) = ee =
also gilt ab € Ker f.
fla™)f(a) = fa™ e = f(a™")
fla™la) = fe) =e

Beide Zeilen gleich, also ¢~ € Ker f. Die Aussagen fiirs Bild sind Ubungsauf-
gabe. O

Gilt auch die Umkehrung?
H C G eine Untergruppe = H ist Bild der Inklusion i : H — G, i(h) = h. Gibt
es auch einen Gruppenhomorphismus G — G’ mit Kern H? Spéter!



Lemma 1.6. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus mit Ker(f) = {e}.
Dann ist f injektiv.

Beweis: Angenommen f(a) = f(b) fiir a,b € G. Dann folgt

e=fa)f(b)"' = fla)f(0~") = flab~")
Also liegt ab~! im Kern, d.h. ab~! =, also a = b. O]

Wie kann man aus Gruppen neue Gruppen konstruieren?

Definition 1.7 (Satz). Seien Gi, Gy Gruppen. Das direkte Produkt G =
G1 X Gy ist die Menge der Paare (g1,92) € G1 X G2 mit der komponentenweisen
Multiplikation.

(91,92)(h1, g2) = (91h1, g2h2)
Beweis: (i) (Assoziativitiit)
(91,92) ((hh hZ)(klka)) = (91,92)(h1/€1,h2k2) = (91h1k1,92h2k2)
((91,92)(h1, ho)) (k1 k2) = (g1h1, g2h2) (K1, ko) = (g1hiki, gahoks)

(ii) neutrales Element ist (eq, ez).

(iil) (g1,92)7" = (g1 " 92 ")
0

Dasselbe funktioniert auch mit beliebig vielen, sogar unendlichen vielen Fakto-
ren. Woran erkennt man, ob eine Untergruppe ein direktes Produkt ist?

Definition 1.8. Seien X,Y C G Untermengen. Dann heifit
XY={ayeGlzeX,yeY}
Produkt von X undY .

Auch wenn X und Y Untegruppen sind, ist XY im allgemeinen keine Unter-

gruppe!

Satz 1.9. Sei G eine Gruppe, H K C G Untergruppen mit H N K = {e},

hk = kh fir alle he H, k€ K und G = HK. Dann ist
w:Hx K — G;(h k) — hk

ein Isomorphismus.

Beweis: Zunichst: Gruppenhomomorphismus.
o, K)u( ) = (RE)(K') = hHK
pu((h, k)W K')) = p(hh', kk') = hh'kE'
Die beiden stimmen iiberein, da kh' = h'k.
Nun: injektiv, also Ker(u) = (e,e). Sei (h,k) € Ker(u), also hk = e. Also
h = k~! € K. Nach Vorraussetzung h € H, also h € H N K = {e}. Also gilt

h = e. Analog sieht man k = e.
Zuletzt: surjektiv. Es ist Im(u) = HK. Nach Vorraussetzung HK = G. O
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Beispiel. G = Z/6 = Restklassen modulo 6 = {0,1,2,...,5}.

H gerade Zahlen modulo 6 = {0,2,4}.
K durch 3 teilbare Zahlen modulo 6 = {0, 3}.
Offensichtlich gilt HNK = {0}. Elemente vertauschen, denn G ist kommutativ.

Also:
HxK=G

Ubrigens: H = 7/3 via 2 +— T und K = Z/2 via 3 — 1. Also:
7)2 x )3 = 7,/6

Bemerkung. Z/6 ist der Quotient von Z nach der Untergruppe 6Z, also eine
weitere Konstruktionsmoglichkeit von Gruppen. Allgemeiner:

Definition 1.10. Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe. Die Teilmengen

gH ={gh|h € H} fireinge G
Hg={hh|he€ H} firengeG

heiflen Linksnebenklassen bzw. Rechtsnebenklassen von H in G. Mit G/H bzw.
H\G bezeichnen wir die Menge der Linksnebenklassen bzw. Rechtsnebenklassen.

Bemerkung. Wenn G abelsch ist, z.B. fiir Z, so gilt natiirlich gH = Hg und
H\G =G/H.

Lemma 1.11. Zwei Linksnebenklassen sind entweder gleich oder disjunkt. Jede
Nebenklasse enthdlt gleiche viele Elemente, ndmlich so viele wie H.

Beweis: Angenommen es gibt € g1 H N g2 H. Also
r = gih1 = gah2
mit geeigneten hy, ho € H. Dann folgt
g1 = g2hahy! € g2 H =

gih = gahohi'h € goH =
ng C ggH .

Aus Symmetriegriinden gilt auch go H C g1 H, also sind die Nebenklassen gleich.
Die Abbildung:
H — gH ;h— gh

ist bijektiv, daher stimmen die Anzahlen iiberein. O

Definition 1.12. Die Anzahl der Elemente von G heifst Ordnung |G|. Die
Anzahl der Linksnebenklassen von H in G heifit Index [G : HJ.
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Ordnung und Index kénnen auch unendlich sein.

Satz 1.13. Es gilt |G| = [G : H]|H|. (Dabei ist mit je zweien auch die dritte
Zahl endlich.)

Beweis: Jede Nebenklasse hat |H| Elemente, es gibt [G : H] viele. O

Bemerkung. (i) Da dasselbe auch mit Rechtsnebenklassen funktioniert, gibt
es genauso viele Rechts- wie Linksnebenklassen (wenn alle Zahlen endlich).

(ii) Die Ordnung einer Untergruppe teilt die Ordnung von G. Ist |G| = p eine
Primzahl (etwa Z/p), so gibt es keine Untergruppen auer G und {e}, die
trivialen Untergruppen.

Definition 1.14. Sei g € G. Die Ordnung von g ist die Ordnung der kleinsten
Untergruppe, die g enthdlt

<g>={eg.97¢% 9% ..}
Bemerkung. Wenn |g| # oo, dann ist sie die kleinste Zahl mit g™ = e.
Korollar 1.15. Die Ordnung von g teilt |G|. Es gilt g!®! = e fir alle g € G.
Erinnerung: Sei p eine Primzahl. Dann ist
F,=2Z/p={0,1,...,p—1}
ein Korper mit der Addition und Multiplikation von Restklassen modulo p.

Beweis: Einziges Problem ist die Existenz von Inversen beziiglich der Multipli-
kation. Multiplikation mit einem a € F, ist eine injektive Abbildung. Da die
Menge endlich ist, also auch surjektiv, also existiert ein inverses Element. [

Insbesondere:

Korollar 1.16 (Kleiner Satz von Fermat). Sei p eine Primzahl, a kein
Vielfaches von p. Dann gilt

a*'=1 modp

Beweis: G =F, ~ {0} ist eine Gruppe mit der Multiplikation. |G| = p — 1. Die
Restklasse @ liegt in G, denn a # 0 mod p. O

Zuriick zum Quotienten G/H. Ist diese Menge eine Gruppe? Versuch: seien
g1H,g:.H € G/H
(91H>(92H) = (9192)H S G/H .

Einfach: assoziativ, Existenz von neutralem, inversen Elementen.
Problem: Ist dies unabhéingig von der Wahl von g1, g7 Sei goH = ghH, d.h.
g5 = goh fiir ein h € H. Dann folgt

(91H)(95H) = g195H = g1g2hH = g1 H
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denn hH = H.
Sei g1H = g1H, d.h. g] = g1h fiir ein h € H.
(1 H)(92H) := g192H = g1hgo H < gigoH

Wir brauchen also:
hgoH = go H

Definition 1.17. FEine Untergruppe N C G heifit Normalteiler, wenn
Ng = gN firallege G .

(dquivalent: g-*Ng = N, g~'Ng C N.) Wir schreiben: N <G.
Beispiel. (i) Wenn G abelsch ist, so sind alle Untergruppen normal.
(ii) G = G1 x Go2. Dann sind G x {e} und {e} x G5 Normalteiler.

G x {e}(g1,92) = G191 x {g2}
(91,92)G1 x {e} = 1G1 x {g2}
ok, denn G171 = G = g1G;.

(iii) SLo(K) < GLy(K) zz. A7'SA € SLyo(K) fiir alle S € SLy(K), A €
GL2(K). Es gilt

det(A71SA) = det(A) " det(S)det A =det S =1.
Satz 1.18. Sei N <G ein Normalteiler. Dann ist G/N mit der Multiplikation
9N - g2N = g1g2N
eine Gruppe, die Faktorgruppe. Die Quotientenabbildung
G — G/N ;g gN
ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern N.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass die Multiplikation wohldefiniert ist.
eN ist das neutrale Element. g~ 1V ist invers zu gN. O

Also ist jeder Normalteiler Kern eines Homomorphismus!

Satz 1.19. Se: f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist N =
Ker f ein Normalteiler von G, und f induziert einen eindeutigen injektiven
Homomorphismus

f:G/N — H,

so dass f als G — G/N — H faktorisiert. f definiert einen Isomorphismus
G/N =2Im f =Im f.
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Beispiel. det : GL,(K) — K* ist surjektiv (betrachte z.B. Diagonalmatrix
(a,1,...,1)). Der Kern SL, (K) ist ein Normalteiler. Es gilt also

QL (K)/SLy(K) = K*
Beweis:
Behauptung. ¢ 'ng € Ker f fir g€ G, n € Ker f.
Flg™ng) = flg™ ) f()f(g) = flg™)f(9) = flg7'g) = fle) = e
Behauptung. f ist eindeutig.
Einzige Moglichkeit ist f(gN) = f(g).
Behauptung. f ist wohldefinierte Abbildung.
Wenn gN = ¢'N, d.h. ¢ = gn mit n € Ker f, so gilt
f(g') = flgn) = f(9)f(n) = f(g)e

Behauptung. f ist Gruppenhomomorphismus.

F(g1N§aN) = f(g192) = f(91)f(92) = F(91)[(g2)
Behauptung. f is injektiv.

Sei f(gN)=e & f(g)=e< g€ N,dh. gN =eN.
Auflerdem ist G/N — Im f surjektiv, also ein Isomorphismus. O

Keineswegs ist jede Untergruppe Kern eines Gruppenhomomorphismus. Es muss
schon ein Normalteiler sein.

Satz 1.20 (1. Isomorphisatz). Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe,
K 4G ein Normalteiler. Dann ist HN K <H. Es gilt HK = KH, und dies ist
eine Untegruppe. Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

H/HNK =~ HK/K .
Beweis: K <G bedeutet gk = k'g fiir alle g € G, insbesondere fiir alle g € H.
Behauptung. h(HNK)h~* C HN K fiir alle h € H.

C H ist klar, da sich alles in H abspielt. C K gilt, denn h(H N K)h~! C
hKh™' C K sogar fiir alle h € G.

Behauptung. HK ist Untergruppe.
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abgeschlossen unter Inversenbildung;:
(hk)™' =k *h ' =hr"'% € HK
abgeschlossen unter Multiplikation:
(h1ky1)(hoks) = hi(kiho)ke = hy(hok')ke € HK
Wir definieren ¢ : H — G/K via h — hK. Dies ist ein Gruppenhomomorphis-
mus.
Behauptung. ¢(H) = HK/K

C ist klar. Es gilt HK/K = {hK | h € H}, denn hkK = hK. Also ist auch D
klar.

Behauptung. Ker(¢) = HNK.

Ker(p)={he H|hK=K&<heK}=HNK
Also faktorisiert ¢ iiber ¢ : H/HNK — HK/K, und diese Abbildung ist sowohl
injektiv als auch surjektiv. O
Bemerkung. Die Vorraussetzung K < G ist zu stark. Gereicht hitte auch:

h~'Kh C K fiir alle h € H.

Satz 1.21 (2. Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe und K,H <G Normal-
teiler mit K C H. Dann ist K normal in H, und es gibt einen kanonischen

Isomorphismus
(G/K)/(H/K) = G/H

Beweis: Wir betrachten G — G/H. K ist enthalten im Kern, also existiert eine
Abbildung
p:G/K - G/H

(Beweis wie in 1.19). Sie ist surjektiv.

Behauptung. Kerp={hK |he€ H} = H/K

Sei gK € G/K mit gH = p(¢K) = H. Dann ist g € H.

Nach Satz 1.19 sind wir nun fertig. O
Einige Begriffe zum Schluss:

Definition 1.22. Sei G eine Gruppe, S C G eine Teilmenge. Der Normalisator

von S in G ist
Ns={geG|g 'Sg=S}
Der Zentralisator wvon S in G ist
Zs={9g€G|gtsg=s fiiralle s € S}
Der Zentralisator von G heif$t Zentrum

Bemerkung. Es handelt sich um Untergruppen. Das Zentrum ist eine abelsche
Untergruppe.



Kapitel 2

Wichtige Beispiele von
Gruppen

Erzeuger und Relationen

Beispiel. G sei erzeugt von den Elementen a, b mit den Relationen a? = e,
b? = a. Man iiberlegt sich:
Der Erzeuger a ist iiberfliissig. G wird erzeugt von b mit der Relation
e = (a?®) = b*.
e Die Gruppe hat also die Elemente
{67 b? b27 b37 b4}

Es konnte natiirlich e = b sein. Wir verabreden aber, dass das nicht passiert,
wenn wir eine Gruppe durch Erzeuger und Relationen angeben.

Beispiel. G sei erzeugt von den Elementen a,b mit den Relationen a? = b? =
(ab)® = e. Es gilt a=! = a, b=! = b. Die Gruppe hat die Elemente

{e,a = bababa, ab = babab, aba = bab, abab = ba, ababa = b}
(Ubungsaufgabe. Kennen Sie diese Gruppe?)
Wir formalisieren.

Definition 2.1. Sei S eine Menge. Die freie Gruppe tiber S ist die Menge F(S)
aller Aquivalenzklassen von Worten

€1 €s Ek
S1 So Sk

mit k > 0 variabel, ¢; = £1, s; € S modulo der Aquivalenzrelation erzeugt von

—1.1

/ /
ws "STw ~ww ;’lUSl

s ~ww' fiir alle Worte w, w'.

Die Gruppenmultiplikation ist das Aneinanderhdingen von Worten. Das leere
Wort ist das neutrale Element. s = s' und s~ sind zueinander invers.

15
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Beispiel. S = {a}. Dann ist
F(S)={e,a,a ' aa,a  a "t aaa,a ta a7, Y 2T
S = {a,b}. Dann ist
F(S)={e,a,b,a ;b  ab,ab™ ", a " b, a0 ba,ba™t, .. } .

Definition 2.2. Sei G eine Gruppe, S C G eine Teilmenge. Wir sagen, dass
G von S erzeugt wird, wenn die natirliche Abbildung

F(S) — G ; Wort — Produkt

surjektiv ist. G heifit endlich erzeugt, wenn es eine endliche Teilmenge S gibt,
die G erzeugt.
Sei R C F(S) eine Teilmenge. Wir sagen, dass G von S erzeugt wird mit
Relationen R, wenn

F(S)/N - G

ein Isomorphismus ist, wobei N der kleinste Normalteiler von F(S) ist, der R

enthdlt.

Bemerkung. Jede Gruppe ist Quotient einer freien Gruppe, z.B.
F(G)—=Gig—g

mit sehr vielen Relationen. Das Studium der Gruppen ist also das Studium der
Normalteiler von freien Gruppen.

Theorem 2.3 (ohne Beweis, schwer). Untergruppen von freien Gruppen
sind frei.

Beispiel. G = Z x Z. Wir wihlen S = {s1,s2} = {(1,0),(0,1)}. F(S) = Z X Z
ist surjektiv, denn s1 ...s182...82 — (n,0)+(0,m) = (n,m) wobei n die Anzahl
der s1, m die Anzahl der s, im Wort. Wir withlen R = {sy5957 's5'}. In F(S)/N
gilt dann 313251_152_1 = e & 5189 = S951. Also kénnen alle Worte nach Potenzen
von s; und s umsortiert werden. Z x Z kann mit zwei Erzeugern und einer
Relation geschrieben werden.

Es ist sehr einfach, eine Gruppe durch Erzeuger und Relationen zu definieren.
Aber:

Problem. Sei G von einer endliche Menge S erzeugt mit einer endlichen Menge
von Relationen R. Sei w € F(S) ein Wort. Gilt w = e in G?

Es ist unmdglich, einen allgemeinen Algorithmus anzugeben, der dieses Problem
entscheidet! Interpretation in der Informatik:

e R ist eine Sprache mit dem Alphabet S.
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e w ist ein Programm.
e w = e bedeutet, dass das Programm giiltig ist.

In der Logik oder theoretischen Informatik wird bewiesen, dass es keinen Algo-
rithmus gibt, der die Giiltigkeit von Programmen testet, es sei denn man stellt
Zusatzbedingunen an R. In der Informatik wird meist nicht {iber Gruppen, son-
dern iiber Halbgruppen gesprochen (ohne inverse Elemente). Sie heiflen dort
Semi-Thue Systeme.

Zyklische Gruppen

Definition 2.4. FEine Gruppe heifst zyklisch, falls sie von einem Element erzeugt
wird.

Beispiel. (i) (Z,+) ist zyklisch. Erzeuger sind 1 oder auch —1.
(ii) 7Z ist zyklisch mit Erzeuger £7.
(iii) Z/7Z ist zyklisch mit Erzeuger 1 + 7Z.
(iv) Die Gruppe der 5-ten Einheitswurzeln
{z € C|2° =1} = {exp(2mik/5) | k € Z}
ist zyklisch mit Erzeuger exp(27i/5).

(v) G eine Gruppe, g € G. Die von g erzeugte Gruppe ist zyklisch (vergleiche
Definition 1.14).

Lemma 2.5. (i) Eine Gruppe ist zyklisch, genau dann, wenn es einen sur-
jektiven Gruppenhomomorphismus p : Z — G gibt.

(i) Jede Untergruppe von Z ist von der Form nZ fir ein n € Ny.

(iii) Jede unendliche zyklische Gruppe ist isomorph zu Z. Jede endliche zykli-
sche Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu Z/nZ.

Bemerkung. Eigentlich ist das der Beweis der Bemerkung nach 1.14.

Beweis: Sei g € G ein Erzeuger. Wir setzen p(k) = g*. Dies ist ein Gruppenho-
mormorphismus. Er ist surjektiv nach Definition. Dies zeigt (i).

Sei H C Z eine Untergruppe. Wenn H = {0}, so wihlen wir n = 0. Andernfalls
sei n > 0 die kleinste natiirliche Zahl in H.

Behauptung. n erzeugt H.
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Sei m € H. Dann gibt es ¢, € Z mit 0 < r < n, so dass
m=qn-+r

(Division mit Rest). Wegen n,m € H gilt auch r € H. Nach Wahl von n und r
muss r = 0 sein. Also liegt m in nZ. Dies zeigt (ii).

Nach (i) und Satz 1.19 ist jede zyklische Gruppe isomorph zu Z/H fiir einen
Normalteiler H C Z. Alle Untergruppen sind Normalteiler. Sie wurden also in
(ii) bestimmt. Im Fall n = 0 erhélt man Z/{0} = Z eine unendliche Gruppe.
In jedem anderen Fall ist die Faktorgruppe Z/nZ endlich und hat die Ordnung
n > 0. O

Satz 2.6. Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p. Dann gilt
G 2 Z/pZ, insbesondere ist G abelsch.

Beweis: Sei g € G mit g # G. Die Ordnung von g, d.h. die Ordnung der von g
erzeugten Untergruppe < g >, ist ein Teiler von |G| = p. Da die Ordnung von
¢ nicht 1 ist, muss sie p sein. Es folgt < g >= G. Damit ist G zyklisch von der
Ordnung p. Nach Lemma 2.5 ¢) ist G = Z/p. O

Lemma 2.7. Seien n,m € Z ~ {0}. Dann gilt:
(i) nZ +mZ = ggT(n,m)Z
(i) nZ NmZ = kgV(n,m)Z.
Beweis: Man beachte, dass
nZ+mZ={ni+mj|ijecl}

wirklich eine Untergruppe von Z ist, und damit die kleinste Untergruppe die n
und m enthilt. Die Frage ist also nur, was der Erzeuger ist. Ebenso ist nZNmZ
die groBite Untergruppe, die in nZ und mZ enthalten ist.

Allgemeiner: seien aZ, bZ beliebige Untergruppen von Z. Die Inklusion aZ C bZ
bedeutet ¢ = zb mit x € Z, d.h. sie ist dquivalent zu b teilt a. Die grofite
gemeinsame Untergruppe iibersetzt sich in das kleinste gemeinsame Vielfache,
die kleinste gemeinsame Obergruppe in den gréfiten gemeinsamen Teiler. O

Bemerkung. Standardnotation ist (n,m) = nZ + mZ, aber auch ggT(n,m) =
(n,m). Nach dem Lemma ist das widerspruchsfrei.

Korollar 2.8. g € G habe die Ordnung n. Dann hat g™ die Ordnung n/ ggT(n,m).

Beweis: Ohne Einschréankung ist G =< g >~ Z/nZ mit g = 1 4+ nZ. Aus g™
wird die Nebenklasse m +nZ. Sei ¢ : Z — Z/n und H = ¢~ }(< m +nZ >) das
Urbild der von m+nZ erzeugten Gruppe. Dies ist eine Untergruppe von Z, die m
und n enthélt, also H = nZ +mZ = ggT(n,m)Z. Es folgt < n+mZ >= H/nZ
nach 1.19. Weiter gilt

(Z/n)] <m+nZ>= (Z/n)/(H/nZ) = Z/H
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nach dem 2. Noetherschen Isomorphiesatz 1.21. Es gilt also
Z/n:<m+nZ>|=|Z/H|=ggT(n,m)Z .

Nach der Gradformel 1.13 folgt | < m +nZ > | = |Z/n|/[Z/n :< m + nZ >] =
n/ ggT(n,m). O

Lemma 2.9 (Chinesischer Restsatz). Seien n und m teilerfremd. Dann gilt
Z/nm 2 Z/n X L/m .

Beweis: Wir betrachten die Abbildung Z — Z/nxZ/m mit i — (i+nZ,i+mZ).
Sie hat den Kern

{i€Z|iGnZ,iGmZ}znZﬂmnggV(n,m)Z:an.

Nach 1.19 erhalten wir einen injektiven Homomorphismus Z/nmZ — Z/n x
Z/m. Da beide Gruppen die Ordnung nm haben, handelt es sich um einen
Isomorphismus. O

Theorem 2.10 (Elementarteilersatz). Jede endlich erzeugte abelsche Grup-
pe st direktes Produkt von endlich vielen zyklischen Gruppen.

GEZLZXLX-XLXZLIng X XZL/ng

Die Anzahl r der Faktoren Z ist eindeutig. Die n; > 0 konnen als Primzahlpo-
tenzen gewdhlt werden, dann sind sie eindeutig bis aus Anordnung. Sie kinnen
auch mit der Bedingung n; | n;—1 gewdihlt werden, dann sind sie eindeutig. Dies
sind die Elementarteiler.

Beweis: Algebra 11, da eigentlich ein Satz iiber Moduln tiber dem Ring Z. [

Permutationsgruppen
Wir studieren das Beispiel (iv) nach 1.2: Sei M eine Menge.
S(M)={a: M — M| « bijektiv }

heifit symmetrische Gruppe oder Permutationsgruppe. Insbesondere fir M =
{1,2,...,n}
S, =5({1,2,...,n})

Satz 2.11. Jede (endliche) Gruppe ist Untergruppe einer (endlichen) Permu-
tationsgruppe.

Beweis: Wir wihlen M = G. Wir definieren
L:G—S(G)g—T,

mit 7 : G — G, 74(h) = gh. 7, ist bijektiv, denn 7,-1 ist eine Umkehrabbildung.
Die Abbildung ¢ ist also wohldefiniert.
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Behauptung. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus.
Seien g,¢',h € G.
[(g) o lg)](h) = u(g)(e(g")(h) = 74(74(R)) = g(g'h)
U(g99")(h) = Tgq (h) = (99")P
Nach dem Assoziativgesetz stimmen die beiden Ausdriicke iiberein.
Behauptung. : ist injektiv.

Sei 1(g) = 74 die identische Abbildung. Dann gilt ght,(h) = h fir alle h € G,
insbesondere fiir h = e. Es folgt g = e. O

Die Strukturtheorie der Permutationsgruppen ist also genau kompliziert wie die
Theorie aller Gruppen! Es lohnt sich, sich mit ihnen ein wenig zu beschéftigen.

Definition 2.12. FElemente der S,, heiffen Permutationen. Man schreibt o € S,

in der Form o
<a(1) a2) ... Jm)

Ein Zykel der Linge k ist ein Folge (my mo ... my) mit m; € {1,...,n}
paarweise verschieden. Er steht fiir die Abbildung

mi— Mg , Mo — M3 ..., M +—my, k—k firk#my,...,mg.
Ein Zykel der Ldnge 2 heif$t Transposition.
Bemerkung. Es gilt (m; ma ... mg) = (m2 ms ... mg my). Ein Zyklus
der Linge k hat die Ordnung k. Jede Permuation kann als Produkt von dis-

junkten Zyklen geschrieben werden. Diese Darstellung ist eindeutig bis auf die
Reihenfolge.

Beispiel.
1 2 3 4 5
2 3 416

Lemma 2.13. S, hat n! Elemente. S,, wird von Transpositionen erzeugt.

ot O

>:(1234)(56)

Beispiel. (123) € Ss. Es gilt (23)(12) = (12)(13) =(123).

Beweis: 1 hat n mogliche Bilder. 2 hat n — 1 mégliche Bilder (alle Zahlen aufler
dem Bild der 1). 3 hat n — 2 mdogliche Bilder, etc. Schliefllich gibt es fiir n ein
mogliches Bild. Dies ergibt

nn—1)(n—2)...1=nl

Moglichkeiten.
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. 1 2 .. n . . n
Sei o0 = ( o) a2 ... aln) ) Sei F(o) die Anzahl der Fehlsténde, d.h.

die Anzahl der ¢ mit i # (). Angenommen 1 # (1) und ¢ — 1. Wir betrachten

aza(lz’):G 0(22) . afi) ) n)

Die iibrigen Eintriige von ¢’ sind wie bei o. Also gilt F(o’) < F(o). Durch
Wiederholen dieses Verfahrens erreicht man

07'1...7'k:id(:)sigma:Tl;l...Tfl:Tk...ﬁ

mit Transpositionen 7;. O

Satz 2.14. Es gibt einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus e : S, — {£1},
der Transpositionen auf —1 abbildet.

Definition 2.15. Eine Permutation o heifit gerade bzw. ungerade, falls (o) =
1 bzw. —1. Der Kern von €, d.h. die Untergruppe der geraden Permutationen,
heif$t alternierende Gruppe A,,.

Bemerkung. Wenn ¢ Produkt von k£ Transpositionen ist, dann ist ¢ gerade
bzw. ungerade genau dann wenn k gerade bzw. ungerade ist, denn es gilt (o) =

(—1)".

Beweis: Die Eindeutigkeit folgt aus dem Lemma und der Formel in der Be-
merkung. Wir zeigen die Existenz. Wir assoziieren zu jeder Permutation eine
Matrix durch Permutation der Basisvektoren. Konkret sei ¢; € R™ der i-te Ein-
heitsspaltenvektor.

M : Sn — GLn(R), g = (60(1) 60(2) 60(,”))

Behauptung. M ist ein Gruppenhomomorphismus.

Nach Definition gilt M (c0”)(e;) = ey4r(;)- Anderseits ist M(c) o M(co”)(e;) =
M(U)(egl(i)) == egg/(i).

Wir definieren € = det oM. Dies ist ein Gruppenhomorphismus. Fiir eine Trans-
position 7 gilt det M (7) = —1, da die Determinante alternierend ist und det id =
1. O

Bemerkung. Dieser Beweis ist natiirlich ein wenig gepfuscht. Fiir die Existenz
der Determinante benttigt man die Leibnitz-Formel und fiir diese das Vorzeichen
der Permuationen. All dies wollen wir aus der linearen Algebra voraussetzen.

Beispiel. (i) Es gilt S1 = {e}, So = {e, (12)} 2 Z/2, As = {e}.

(i) Sj = {e,(12),(13),(23),(123),(132)}, A3 ={e,(123),(132)} =
Z/3.

(iii) Die Sy hat 24 Elemente, die A4 hat 12. In A4 gibt es den Normalteiler
{e,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}.



22 KAPITEL 2. WICHTIGE BEISPIELE VON GRUPPEN

Definition 2.16. Eine Gruppe heifst einfach, wenn sie keine Normateiler aufer
sich selbst und {e} hat.

Beispiel. Z/p fiir p prim ist einfach.

Satz 2.17. Firn > 5 ist die alternierende Gruppe einfach.

Beweis: Sei e # 0 € A,, N der von o erzeugte Normalteiler von A,,.
Behauptung. N = A,,.

Was wir wissen: Mit o liegen auch alle ¢™ in N. Da N ein Normalteiler ist,
d.h. yN~~! = N fiir alle vy € A5, gilt auch yoy~! € N.

Wir wir suchen: S,, wird von Transpositionen erzeugt, A,, also von Elementen
der Form (a b)(c d). Dabei gibt es 2 Fille: {a,b} N {c,d} = 0 oder # 0, d.h.
(ab)(ac)=(acbh) ein 3-Zykel.

1. Fall: Sei 0 = (12 3) € N. Fiir vy € S,, gilt

o' =v(123)y7" = (v(1) 7(2) 7(3))

(Ubungsaufgabe). Mit geeignetem v € S, erhilt man so alle 3-Zykel. Falls
~v € A,, so liegt ¢’ in N. Sollte das gewihlte v ungerade sein, so korrigiert man
mit der Transposition (y(4) v(5)):

(v(4) (BN (1 237N (v(4) 7(5)) = (7(4) 7(5)) (7(1),7(2), 7(3) (4(5) ¥(4)) = 0" .
Auch in diesem Fall liegt also ¢’ in N. Weiterhin gilt
(123)(124)=(13)(24).

Man erhélt also auch alle anderen Erzeuger der A,,. Damit ist dieser Fall abge-
schlossen. Gleichzeitig:

‘Was wir suchen: A,, wird als Normalteiler in A,, von einem beliebigen 3-Zykel
erzeugt.

2. Fall: 0 = (1 2)(3 4). Wir betrachten

o' =(125)0(521)=(25)(34) €N .
Mit o und ¢’ liegt auch
oo’ = (12)(25)=(125)

in N. Damit ist auch dieser Fall abgeschlossen.
3. Fall: 0 =(12345).

o' =(123)0(321)=(23145) €N
oot =(23145)(54321)=(124)(3)(5) € N .
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Allgemeiner Fall: Wir schreiben ¢ = 0105 ... 0y, als Produkt von diskunkten
Zykeln abnehmender Linge. Ohne Einschrinkung: o3 = (1 2 3 ... k). Falls
k > 4, so bilden wir

[(123)0(321)]0 = (123)01(32 1)o7 = (123)(432) = (124)(3) € N.
Falls kK = 3 und m > 2, so ist ohne Einschrinkung oo = (4 ... k’). Damit

[(124)0(42 D))o = (124)0102(42 )05 oyt
=(124)(531)=(15324)€e N
und wir sind fertig nach dem 3. Fall. Falls k¥ = 2, so ist nach Voraussetzung
o ein Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen. Den Fall m = 2

haben wir bereits betrachtet, sei nun m > 4. Ohne Einschriankung ist ¢ =
(12)(34)(56)...(2m —12m).

[(125)0(521)]c !t == (125)(612)=(15)(26)
und wir sind fertig nach dem 2. Fall. O

Einfache Gruppen sind so wichtig, da sie die Bausteine aller Gruppen sind.

Definition 2.18. Sei G eine Gruppe. Fine Kompositionsreihe der Ldnge n ist
eine Folge von Untergruppen

{e} =Gn<1Gp14G_24...4G1 <Gy =G
mit G;11 ein Normalteiler von G; und G;/G;y1 einfach.

Fiir beliebige Gruppen braucht eine Kompositionsreihe nicht zu existieren. Selbst
im einfachsten Fall (z.B. Z/6) ist sie nicht eindeutig.

Lemma 2.19. Sei G eine endliche Gruppe. Dann existiert eine Kompositions-
rethe fir G.

Beweis: Angenommen G ist nicht einfach. Dann gibt es einen Normalteiler
{e} # N # G. Entweder N ist einfach, oder es gibt einen Normalteiler zwi-
schen {e} und N. Entweder G/N ist einfach, oder es gibt einen nichttrivialen
Normalteiler N' <G /N. Dann ist N’ = p’l(N/) C G ein Normalteiler zwischen
N und G. (p : G — G/N die natiirliche Projektion.) Dieses Verfahren endet
irgendwann, da die Ordnungen der Faktorgruppen immer kleiner werden.
Sauberes Argument: Induktion nach der Ordnung m = |G/|. Fiir m = 1 ist nichts
zu zeigen. Sei nun m > 1. Wenn G einfach ist, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls
gibt es einen nichttrivialen Normalteiler N < G. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es Kompositionsreihen fiir N und G/N.

{e}aN,<...aN, =N
{e}zﬁkq...qﬁozG/N
Wir setzen N; = p~1(N;) fiir i < k. Fiir i > k sind die Quotienten N;/N;, ein-

fach nach Voraussetzung. Fiir i < k gilt N;/N;11 = N;/N;;1 (2. Noetherscher
Isomorphiesatz 1.21) . Diese Quotienten sind ebenfalls einfach. O
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Theorem 2.20 (Jordan-Hélder). Besitzt G eine Kompositionsreihe, so ha-
ben alle Kompositionsreihen die selbe Linge. Die einfachen Subquotienten sind
eindeutig bis auf Isomorphie und Anordnung.

Beweis: (Nur Spezialfall) Angenommen, {e} <N <G und {e} < H <G sind zwei
Kompositionsreihen. Wir betrachten H N N C N. Dies ist der Kern von N —
G/H, also ein Normalteiler. Da N einfach ist, folgt H NN = {e}, N.

Ist N C H, soist H/N C G/N ein Normalteiler. Da G/N einfach ist, folgt
H/N = G/N (damit H = G, unmoglich) oder H/N = N/N, dh. N = H. In
diesem Fall sind die Kompositionsreihen gleich.

Ist NN H = {e}, so ist die Abbildung N — G/H injektiv. Das Bild ist ein
Normalteiler von G/H, also isomorph zu H/H (damit N = {e}, unméglich)
oder ganz G/H. Die Abbildung ist ein Isomorphismus. Umgekehrt erhilt man
H~G/N.

Der allgemeine Beweis ist technisch und wird Ihnen erspart.

Referenz: Lang, Kapitel I, §3. Lemma 3.3 bis Theorem 3.5. O

Bemerkung. Alle endlichen einfachen Gruppen sind bekannt. Es gibt einige
unendliche Serien (z. B. Z/p fiir p prim und A,, fiir n > 5) und endliche viele
“sporadische” Gruppen. Die grofite sporadische Gruppe heifit Monster. Sie hat

246,320 .59 .76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59-71

(54 Stellen) Elemente. Sie wurde von Fischer und Griess 1982 entdeckt.

Der Beweis der Klassifikation ist extrem schwer und lang und iiber viele Artikel
verstreut.

Literatur: R. Borcherds, What is the Monster?, Notices of the AMS, Vol. 49,
October 92, p.1076.



Kapitel 3

Operationen von Gruppen
auf Mengen

Der Begriff der Gruppe ist rein abstrakt, aber viele Beispiele (S(M), GL,(K),
Diedergruppe) haben mit Symmetrien von Objekten zu tun.

Definition 3.1. Sei G eine Gruppe, M eine Menge. Eine Operation von G auf
M st eine Abbildung

GxM—M;(gym)—g-m
so dass gilt:
(i) e-m =m fir allem € M.
(i1) g(hm) = (gh)m fir alle g,h € G, m € M.

'm) = (g9~ ")m = em =m.

Bemerkung. Es folgt g(g~
Beispiel. (i) GL,(K) x K™ — K™ mit (A,v) — Av (Matrixmultiplikation).
(ii) S(M) x M — M mit (o,m) — o(m) (Anwenden der Permutation).
(ili) G = R, M = R? «(x,y) das Bild von (z,y) unter der Drehung um
(0,0) um den Winkel c. Algebraisch kann man das so ausdriicken (z,y) =
x+iy € C, afx,y) = exp(ia)(z + iy) € C.

(iv) G =R? M = R? Punkte aus M werden um Elemente aus G verschoben.

(v) Die Gruppenmultiplikation G x G — G ist auch eine Operation von G auf
G.

(vi) Die Konjugationsabbildung ¢ : G x G — G mit ¢(g,h) = ghg~" ist eine

Operation.

25
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Bemerkung. Eigentlich haben wir eine Linksoperation definiert. Bei einer Rechts-
operation
M x G — M ;(m,g) — mg

gilt m(gh) = (mg)h. Die Abbildung des zweiten Beispiels ist keine Rechtsope-
ration! Versuch: io := o(i).

(ooT)=(0coT)(i) =0(7(i)) =o(iT) = (iT)o ,

falsche Reihenfolge! Wenn G kommutativ ist, so ist jede Linksoperation auch
eine Rechtsoperation.

Lemma 3.2. Die Angabe einer Operation von G auf M ist dquivalent zur An-
gabe eines Gruppenhomomorphismus G — S(M).

Beweis: Gegeben sei G x M — M. Wir definieren « : G — S(M) durch
a(g)(m) = gm.

a(g) ist bijektiv, denn a(g~! ist invers zu a.

« ist ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir alle m € M gilt

(alg) o a(h))(m) = a(g)(a(h)(m)) = g(hm) = (gh)m = a(gh)m

Ist umgekehrt o : G — S(M) ein Gruppenhomomorphismus, so definiert man
G x M — M durch (g, m) — a(g)(m). Wir iiberpriifen die Axiome einer Ope-
ration.

o
=
3
Il
2
<)
>
s
—~
3
~
Il
Q
—~
s
]
2
>
~
2
Il

a(g)(hm) = g(hm) .
O

Im Spezialfall der Operation G x G — G die Gruppenmultiplikation haben
wird diesen Satz schon bewiesen, siche Satz 2.11 (Einbettung einer Gruppe in
eine S(M). Im Beweis von Satz 2.14 (Vorzeichen einer Permutation) wurde
die Operation S,, x R® — R" betrachtet, die durch lineare Fortsetzung der
Permuation der Basisvektoren entsteht.

Definition 3.3. FEine Operation einer Gruppe G auf einem K-Vektorraum V,
so dass die Abbildungen a(g) : V — V' K-linear sind, heifst Darstellung von G.

Darstellungen von Gruppen tauchen beim Losen von linearen Differentialglei-
chungen auf, z.B. in der Quantenmechanik.

Definition 3.4. Sei Gx M — M eine Operation. Die Standgruppe von m € M
1St
Gmn={9€G|gm=m}.

Die Bahn von m € M ist

Gm={gme M|geG}
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Die Operation heifit transitiv, wenn es nur eine Bahn gibt. Fin Fixpunkt ist
ein m € M mit Standgruppe G,, = G. Die Menge der Fizpunkte wird mit M
bezeichnet. Die Operation ist treu, wenn

{e} ={9 € G| gm=m fir alle me M} = ﬂ G
meM

Beispiel. (i) G =S,, M ={1,...,n}. Esgilt S,, -1 = M, z.B. (1 i)1 =
i, d.h. die Operation ist transitiv. Die Standgruppe G ist die Menge
der Permuationen, die 1 nicht bewegen, also S({2,...,n)) = S,_1. Die
Operation ist treu.

(i) Operation von R auf R? durch Drehungen um 0. Sei (z,y) € R2. Die
Standgruppe ist die Menge der Vielfachen von 27. Im Fall (z,y) = (0,0) ist
die Standgruppe ganz R. Die Bahn eines Elementes (z, y) ist der Kreis um

0 mit dem Radius |(z,y)| = /22 + y?. Die Operation ist weder transitiv
noch treu, aber sie hat einen Fixpunkt.

(iii) Sei H C G eine Untergruppe, die durch die Gruppenultiplikation auf G
operiert. Sei g € G.

Hy ={h € Hlhg = g} = {e}
Die Operation ist treu. Die Bahn Hg ist die Rechtsnebenklasse von g.

Satz 3.5. G operiere auf M. Dann sind zwei Bahnen entweder gleich oder
disjunkt. M ist disjunkte Vereinigung der Bahnen.

Beweis: Wortlich wie der Beweis von Lemma 1.11 (Zerlegung einer Gruppe in
Nebenklassen). O

Beispiel. Sei < ¢ >C S,, von einem Element erzeugt. Die Zyklenzerlegung von
o enspricht der Zerlegung von {1,...,n} in Bahnen von < o >.

Korollar 3.6. Gehdren x,y zur selben Bahn Gz, so ist
Gr =Gy =Gz
Beweis: x € GxNGz=Gr=Gzund y € GyNGz = Gy = Gz O

Korollar 3.7. Sei G x M — M eine Operation auf einer endlichen Menge M .
Seien x1, . ..,x, Elemente der verschieden Bahnen. Dann gilt

M| =Y [Ga]
=1

Lemma 3.8. Die Operation von G auf M ist genau dann treu, wenn die zu-
gehirige Abbildung o : G — S(M) injektiv ist.
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Beweis: Sei g € Ker a, d.h.
a(g) =id & gm = m fiir alle m € M
Nach Definition folgt die Behauptung. O

Umgangsprachlich: Wenn die Operation transitiv ist, dann weiss die Gruppe
alles {iber die Menge. Wenn sie treu ist, so weiss die Menge alles iiber die Gruppe.

Lemma 3.9. Sei G x M — M eine Operation, m € M,g € G und m’ = gm.
Dann gilt

G = gGmg ™" .
Sei M endlich. Dann gilt

|Gm| =[G : G

d.h. die Anzahl der Elemente der Bahn ist gleich dem Index der Standgruppe.

Beweis: Wir definieren einen Gruppenhomomorphismus ¢4 : G, — Gpy via
h + ghg~!. Man iiberpriift leicht: fiir h € G,,, gilt

(ghg™")(m') = ghm = gm =m’ ,

d.h. die Abbildung ist wohldefiniert. Sie ist invers zu c,—1 : Gy — Gy, al-
so bijektiv. Mit anderen Worten, alle Elemente von G, sind von der Form
9Gmg™"

Sei G/G,, die Menge der Nebenklassen (keine Gruppe!). Wir geben eine Bijek-
tion

8:G/Gpn — Gm
an. Sei B(gGn) = gm.
Behauptung. [ ist wohldefiniert.

Sei ¢Gp, = g'Grp, dann ist ¢’ = gh mit h € G,,. Es folgt

B(g'Gm) = g'm = ghm = gm = B(9Gm) -
Das Bild liegt nach Definition in der Bahn Gm.
Behauptung. [ ist bijektiv.

Die Surjektivitit ist klar. Sei 3(¢Gm) = 8(¢'Gm), d.h. gm = ¢’m. Dann ist
h = g='¢' ein Element der Standgruppe G,,, bzw. ¢’ = gh mit h € G,,. Es folgt
g/Gm = g9Gp. O

Ist die Operation transitiv und die Standgruppe eines (also jedes) Punktes trivial
({e}), so nennt man sie auch einfach transitiv. Die Wahl eines Punktes mo € M
induziert dann eine bijektive Abbildung G — M via g — gmg. Trotzdem ist G
nicht das Gleiche wie M!
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Beispiel. M die Ebene (wie in der Schule), G die Gruppe der Translationen. Die
Operation ist einfach transitiv. M und G werden mit Vektoren, d.h. Elementen
von R? identifiziert. In der Schule spricht man von “Ortsvektoren” und “Ver-
schiebevektoren”. Die Wahl des Punktes mg € M ist die Wahl des Nullpunktes
des Koordinatensystems.

Satz 3.10 (Klassenformel oder Bahnformel). G operiere auf einer endli-
chen Menge M. Sei x1,...,x, ein Vertretersystem der Bahnen. Dann gilt

n

M| =) [G:G..] .

i=1
Beweis: Korollar 3.7 und Lemma 3.9. O
Das ist banal, aber ein sehr starkes Hilfsmittel!

Beispiel. Sei |G| = p™ fiir eine Primzahl p. Dann ist jeder Index [G : G,]
eine Potenz von p. Dieser Index ist entweder durch p teilbar oder gleich 1. Im
letzteren Fall gilt G = G,, d.h. x; ist ein Fixpunkt. Also:

|M| = |M®| + Vielfaches von p .
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Kapitel 4
Die Sylow-Satze

Definition 4.1. Sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe heifst p-Gruppe,
falls die Ordnung von G eine Potenz von p ist.

Bemerkung. Jede Untergruppe und jeder Quotient einer p-Gruppe ist eben-
falls eine p-Gruppe. Jedes direkte Produkt von p-Gruppen ist eine p-Gruppe.

Wir wollen zunéchst die Struktur von p-Gruppen verstehen, dann die p-Gruppen
die in einer beliebigen endlichen Gruppe enthalten sind. Entscheidendes Hilfs-
mittel sind die Operationen durch Konjugation (Ubungsaufgaben):

GxG— G;(g,h)— ghg™!
und fiir M die Menge der Untergruppen von G
GxM—M;(g,M)— gMg* .
Auf beide Situationen wird die Bahnformel angewendet.
Korollar 4.2. Sei G eine p-Gruppe. Dann ist das Zentrum Z(G) ungleich {e}.
Beweis: Wir verwenden die Formel des letzen Beispiels:
|M| = |[M%| + Vielfaches von p

fiir die Operation von G auf sich durch Konjugation. Dann ist |M| = |G|, also
eine Potenz von p. Es gilt

MY ={heG|ghg™' =g fiir alle g € G} = Z(G)

Also ist die Ordnung von Z(G) ebenfalls durch p teilbar. Als Untergruppe
enthélt Z(G) wenigstens ein Element, ndmlich e. Also muss Z(G) wenigstens p
Elemente haben, jedenfalls mehr als eines. O

Man beachte, dass Z(G) abelsch ist und eine Normalteiler von G.
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Satz 4.3. Sei |G| = p™. Dann gibt es eine Kette von Normalteilern N; <G
{G}ZN()CNlCNQC"'CNn:G
mit |N;| = p* und N;/N;_1 = Z/p.

Bemerkung. l.a. gibt es nicht fiir jeden Teiler der Gruppenordnung eine Un-
tergruppe!

Beispiel.
Z/p* C pL/p°Z C {(0,0)}

oder
Z/pxZ/p C Z/p x {0}  {(0,0)} .

Beweis: Prinzip: Sei G eine Gruppe, N <G und N’<G/N ebenfalls ein Nor-
malteiler. Dann ist N' = {g € G | gN € N’} ein Normalteiler von G' (ndmlich
der Kern der Abbildung G — G/N — (G/N)/N’, Satz 1.19). Es gilt

N'/N =N und G/N' = (G/N)/N’

(Satz 1.19 und 2. Isomorphiesatz 1.21).

Dieses Prinzip erlaubt es den Satz mit Induktion iiber die Gruppenordnung zu
beweisen. Sei G eine p-Gruppe. Das Korollar liefert einen nichttrivialen Nor-
malteiler Z(G). Ist Z(G) # G sind wir nach Induktionsvoraussetzung fertig. Ist
Z(G) = G, so ist insbesondere G abelsch.

Sei g € G ein Element ungleich {e}. Sei N =< g > die von g erzeugte Un-
tergruppe. Ist N echt kleiner als G, so schlieen wir wieder mit vollstindiger
Induktion.

Ubrig bleibt der Fall G =< g > zyklisch, also G = Z/p"™. In diesem Fall kénnen
wir die Kette direkt angeben, ndmlich

Ny =p""L/p" L .
O

Definition 4.4. Sei G eine endliche Gruppe. Sei p eine Primzahl, |G| = p™m,
wobei m teilerfremd zu p ist. Eine Untergruppe H C G heifit p-Sylowgruppe von
G, falls |H| =p".

Theorem 4.5 (Erster Sylowsatz). p-Sylowgruppen existieren.

Bemerkung. Damit existieren auch Untergruppen der Ordnung p* mir i < r
(mit 7 wie in der Definition).

Korollar 4.6. Sei G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler der Gruppen-
ordnung. Dann enthdlt G ein Element der Ordnung p.
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Beweis: Aus dem ersten Sylowsatz: Es gibt eine p-Sylowgruppe, also auch eine
Untergruppe der Ordnung p. Diese ist zyklisch, der Erzeuger ist das gesuchte
Element.

Direkter Beweis im abelschen Fall: Es geniigt ein Element der Ordnung pk mit
zu finden, denn dessen k-te Potenz hat Ordnung p. Wir fithren den Beweis
mit vollstdndiger Induktion. Sei b # e beliebig. Wenn p die Ordnung von b
teilt, sind wir fertig. Andernfalls teilt p die Ordnung von G = G/ < b >.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein @ € G mit Ordnung p. Sei a € G
ein Urbild. Die Abbildung < a >—< @ > ist surjektiv (beachte: < a >C G,
<@ >C G). Also ist die Ordnung ein Vielfaches von p. O

Beweis des ersten Sylowsatzes. Wir wollen wieder die Operation von G auf sich
ausnutzen. Es gilt wie schon im Fall der p-Gruppen

p'm = |G| = |Z(G)] +Z[G $ Gl

wobei x; ein geeigenetes System von Elementen ist, ndmlich Vertreter der Bah-
nen, die keine Fixpunkte sind. Zunéchst kann man hier mit Teilbarkeitsargu-
menten nichts machen. Aber:

Beweis durch vollstdndige Induktion nach der Gruppenordnung n = p"m, Indi-
rekter Beweis im Induktionsschritt. Angenommen G hat keine p-Sylowgruppe.
Dann hat G auch keine Untergruppe der Ordnung n’ = p"™m/ mit m’ < m
(denn die hétte nach Induktionsvorausetzung eine Untergruppe der Ordnung
p".) Wegen

p'm = [H|[G : H]

teilt also p den Index [G : H] jeder echten Untergruppe von G. Nun ist die
obige Formel sehr hilfreich, ndmlich p"m = |Z(G)| + Vielfaches von p. Es folgt
p | Z(G). Nach dem Korlollar, das wir ja fiir abelsche Gruppen direkt bewiesen
haben, hat Z(G) ein Element a der Ordnung p. Da a im Zentrum liegt, ist < a >
ein Normalteiler von G. Es gilt |G/ < a > | = p"~!m. Nach Induktionsvoraus-
setzung hat G/ < a > eine p-Sylowgruppe H. Sei

H={geG|g<a>c H}

Es gilt o
H|=[H|-|<a>[=p"""p.

Bemerkung. Der Beweis ist iiberhaupt nicht konstruktiv!

Theorem 4.7 (Zweiter und dritter Sylowsatz). Sei G eine endliche Grup-
pe.

(i) Sei H C G eine p-Gruppe. Dann ist H in einer p-Sylowgruppe enthalten.

(ii) Je zwei p-Sylowgruppen sind konjugiert, insbesondere isomorph.



34 KAPITEL 4. DIE SYLOW-SATZE

(iii) Die Anzahl der p-Sylowgruppen teilt |G| und ist kongruent zu 1 molulo p.
Bemerkung. Es gibt genau eine p-Sylowgruppe < sie ist ein Normalteiler.

Beispiel. (i) Sei G eine Gruppe der Ordnung 15. Wir betrachten die Anzahl
der 5-Sylowgruppen. Sie liegt in

{1,3,5,15} N {1,6,11,16} .

Also gibt es einen Normalteiler N5 der Ordnung 5. Die Anzahl der 3-
Sylowgruppen liegt in

{1,3,5,15} N {1,4,7,10,13}
Also gibt es einen Normalteiler N3 der Ordnung 3. Wir betrachten
G — G/N3 X G/N5 .

Die Abbildung ist injektiv, denn der Kern ist N3 N Nj, also teilt seine
Ordnung 3 und 5. Die Abbildung ist auch surjektiv, denn |G| = 15 =
5.3 = |G/Ns| - |G/Ns|. Wir haben gezeigt: Es gibt nur eine Gruppe der
Ordnung 15, nédmlich Z/15.

(ii) Jede Gruppe der Ordnung 30 hat einen echten Normalteiler, d.h. sie ist
nicht einfach: Die Teiler von 30 sind 1,2, 3,5, 6,10, 15,30. Man bestimmt
die Anzahl der 5-Sylowgruppen. Sie ist 1 oder 6. Im ersten Fall haben wir
unseren Normalteiler gefunden. Im anderen Fall bestimmen wir die Anzahl
der Elemente der Ordnung 5: Es sind 6 - 4 = 24. Nun betrachten wir die
Anzahl der 3-Sylowgruppen. Es sind 1 oder 10. Ist es eins, so haben wir
einen Normalteiler. Andernfalls gibt es 10 - 2 = 20 Elemente der Ordnung
3. Damit hitte G wenigstens 20 + 24 Elemente statt 30.

Beweis des zweiten und dritten Sylowsatzes. Sei S die Menge der p-Sylowgruppen
von GG. Wir betrachten die Operation von G auf S durch Konjugation.

GxS—8;(g,P)—gPgt.

Sie ist wohldefiniert, denn |gPg~!| = | P, also ist dies wieder eine p-Sylowgruppe.

Wir bestimmen die Standgruppe:
Gp={9geG|gPg'=P}DP

Also ist [G : Gp] ein Teiler von [G : P], also teilerfremd zu p. Sei T'= G - P die
Bahn von P beziiglich der Operation. Es gilt

IT| =[G : Gp] nach Lemma 3.9

also teilerfremd zu p.
Sei nun H eine p-Gruppe der Ordnung grofler 1. Wir schrianken die Operation
ein

HxT—T
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Nach dem Beispiel zur Bahnformel 3.10 gilt
IT| = |T*| + Vielfaches von p .

Da p teilerfremd zu |T| ist, folgt TH # (). Also: es gibt P, € T C S eine
p-Sylowgruppe, so dass

hPih~! =P firalle h € H .
Nach dem ersten Isomorphisatz 1.20 folgt
HP /P 2H/HNP

Dies ist eine p-Gruppe. P ist nach Voraussetzung eine p-Gruppe, also nun auch
HP,. Es gilt P, C HP; und P, ist eine p-Sylowgruppe, also folgt P, = HP; =
HC P.

Damit haben wir die erste Behauptung gezeigt. Wenn wir das Ergebnis an auf
eine p-Sylowgruppe H an, so haben wir H C P;, also H = P; € T. Dies ist
die zweite Behauptung. Die Anzahlformel ist fiir die transitive Operation von
G auf S ergibt |S| = [G : Gp|. Die Bahnformel fiir die Operation von H = P
auf S =T

S| = |ST| 4 Vielfaches von p .

Dabei ist S¥ = {P}, da wir H C P fiir alle P, € S¥ gezeigt haben. O

Ubersicht Gruppentheorie

Begriffe: Gruppe, Untergruppe, Gruppenhomomorphismus, Kern, Bild, direk-
tes Produkt, Nebenklassen, Normalteiler, Ordnung, Index, Zentrum, freie Grup-
pe, Erzeuger, Relationen, zyklische Gruppe, symmetrische Gruppe, alternieren-
de Gruppe, Operation, Bahn, Standgruppe, p-Gruppe, Sylowgruppe

Sitze: Faktorgruppe, Gradformel, Faktorisierung von Gruppenhomomorphis-
men, Gradformel, Isomorphiesidtze HN/N =2 H/HNN, (G/N)/(K/N) 2 G/K,
Klassifikation der zyklischen Gruppen, kleiner Satz von Fermat, chinesischer
Restsatz, Existenz des Vorzeichens von Permutationen, A, einfach fiir n > 5,
Bahnformel, Struktur von p-Gruppen, Sylowsétze
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Kapitel 5

Grundbegriftfe der
Ringtheorie

Unser Ziel ist das Studium von Koérpern, dafiir brauchen wir aber auch etwas
Ringtheorie, vor allem den Polynomring.

Definition 5.1. Ein Ring ist eine Menge A mit zwei Verkniipfungen 4+, -, so
dass gilt:

(i) (A, +) ist eine abelsche Gruppe mit trivialem Element 0.

(i) - ist assoziativ.
(i3) (Distributivgesetz) Fiir alle a,b,c € A gilt

alb+c)=a-b+a-c; (b+cla=b-a+c-a.

A heifst kommutativ, wenn a-b = b-a fir alle a,b € A. A “hat eine Eins”, wenn
es ein neutrales Element der Multiplikation gibt.
Auf franzosisch heifit Ring “anneau”, daher ist der Buchstabe A iiblich.
Beispiel. (i) Z, alle Korper.

(i) k[X] = {anX" + an_1 X" 1+ +ag | n € Ng,a; € k} der Polynomring
iiber dem Korper k (oder dem Ring k).

(iii) endliche Ringe, z.B. Z/n
Diese Ringe sind kommutativ mit Eins.

(iv) M, (k) der Ring der nxn-Matrizen iiber einem Korper k. (nicht-kommutativ,
aber mit Eins.)

(v) C(I)={f: 1 — R stetig }, wobei I C R ein Intervall.
C.(R) = {f : R — R stetig, mit kompaktem Triger}, d.h. fiir f € C.(R)
existiert N > 0 mit f(z) = 0 fiir alle || > N. Dieser Ring hat keine Eins,
da die konstante Funktion f = 1 nicht kompakten Tréger hat.
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(vi) Varianten: Co(I) zweimal stetig differenzierbare Funktionen, Coo(I) un-
endlich oft stetig differenzierbare Funktionen, ebenso Coo(U) fiir U C R™
offen etc.

(vii) L*(R™) = {f : R” — R | f messbar , [o, [f|* < oo}/{f | [z. |fI? = 0},

Gegenstand der Funktionalanalysis.

Definition 5.2. Sei k ein Korper. Eine k-Algebra ist ein Ring A, der gleich-
zeitig ein k-Vektorraum ist, so dass

Aa-b) = (Aa)b fir alle A € kya,be A .
Beispiel. k[X], M, (k), C ist eine A-Algebra.
Ab jetzt: Alle Ringe kommutativ mit Eins, 1 # 0!
Definition 5.3. Fin Ringhomomorphismus f : A — B ist eine Abbildung mit
fla+ad)= fla)+ f(d'), fa-a') = f(a)- f(a) fir alle a,a’ € R .
Beispiel. A eine k-Algebra mit Eins.
k—A;Xx— A1y
ist ein Ringhomomorphismus.

Beweis: Mg+ plag = (A+ p)la, da A ein k-Vektorraum.
(AMla)(ula) = M1a(pnla)) = AMpla) = (Ap)la, A eine k-Algebra, 14 neutral.
O

Die Abbildung ist injektiv.
Beweis: A\lg =0=A"1A1)=A"10=0und A"1(A\1) = 1414 = 14. O

Definition 5.4. FEine Teilmenge I C A heif$t Ideal, wenn I eine Untergruppe
von A ist und
A-IT={a-u|lacAuel}CI.

Satz 5.5. (i) Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus. Dann ist
Kerf={a€ A| f(a) =0}
ein Ideal.

1) Sei I C ewn Ideal. Dann st die Faktorgruppe ein Ring mit der
Sei 1 A Ideal. D die Fak A/l R d
Multiplikation
(a+I)b+1)=ab+ 1.

Die Abbildung f : A — A/I via a— a+ I ist ein Ringhomomorphismus.

(iii) Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann faktorisiert f eindeutig

als A — A/ Ker f 4, B, und f ist injektiv.



39

Beweis: (i) Der Kern ist eine Untergruppe als Kern eines Gruppenhomomor-
phismus. Wir iiberpriifen die Idealeigenschaft. Sei a € A, k € Ker f.

flak) = f(a)f(k) = f(a)0 =0 = ak € Ker f .

(ii) I C A ist ein Normalteiler, da A abelsch. Also ist A/I eine abelsche
Gruppe.

Behauptung. Die Multiplikation ist wohldefiniert.

Seia,be A. Seia+1=a"+1,d.h. es gibt u €I mit a’ =a+ u.
(@ +D)b+1I):=adb+I=(a+ub+I=ab+ub+I=ab+1

da ub = bu € I, da I ein Ideal.

Behauptung. A/I erfillt das Distributivgesetz.

(a+I)b+I1+c+I)=(a+I)b+c+I)=alb+c)+1
(a+ Db+ +(a+)(c+I)=(ab+1I)+ (ac+I)=ab+ac+1

Beide Ausdriicke sind gleich nach dem Distributivgesetz fiir A.

(iii) Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann ist f insbesondere ein
Gruppenhomomorphismus. Nach Satz 1.19 existiert f und ist injektiv.

Behauptung. f ist ein Ringhomomorphismus.

Es war f(a+ Ker f) = f(a). Also

f((a+Ker f)(b+ Ker f)) = f(ab + Ker f)
— J(ab) = [(a)f(b) = F(a + Ker fYF(b+Ker f)
O

Bemerkung. Fiir nichtkommutative Ringe liegen die Dinge etwas komplizier-
ter.

Beispiel. k ein Korper, A = k[X].

(i) I ={axX?+azx®+...a,X"...n>2,a; € k} = Vielfache von X?2.
Dann ist k[X]/I = k[X]/X? = {(ag,a1) | a; € k} = k? via > a; X*
(ag,a1). Dabei hat k? die Multiplikation

(a,a1)(bo, b1) = (ag+a1X)(bo+b1X) = agbo+(agby +aiby) X +aiby X2
= (aobo, aob1 + aibo)

Man beachte: (0,1)(0,1) = (0,0).
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(ii) I = Vielfache von X2+1. A/I = {(ag,a1) | a; € k} mit der Multiplikation

(ag,a1)(bo,b1) = (ap+a1X)(bo+b1X) = apbo+(aobr +arbo) X +arby X
= (aobo — albl) + (a0b1 + albo)X = (aobo — albl, a0b1 + (leo)
Fir k =R ist A/I = C via X — 1.

(iii) Sei k ein Korper, I C k ein Ideal. Moglich ist T = {0}. Sei 0 # X € I.
Dann gilt A™*A €I, also 1 €1, also I = k.

Wann sind Quotienten von k[X] Korper? Allgemein:

Definition 5.6. Ein Ideal m C A heif$t maximal, wenn m # A, und das einzige
echte groflere Ideal von A ist der ganze Ring A.

Wir ordnen also die Menge der Ideale ungleich A beziiglich der Inklusion. Darin
sind die maximalen Ideale die maximalen Elemente. Ein Ring kann viele maxi-
male Ideale haben!

Satz 5.7. Sei A ein kommutativer Ring mit Eins, m ein Ideal. Dann ist A/m
ein Korper genau dann, wenn m maximales Ideal ist.

Beweis: Sei m maximal. A/m ist also ein Ring mit 1 # 0, da A # m.
Behauptung. In A/m ~ {0+ m} existieren multiplikative Inverse.

Sei a +m € A/m mit a ¢ m, d.h. a + m # 0+ m. Wir betrachten aAd + m.
Dies ist ein Ideal und echt gréfler als m. Nach Vorraussetzung an m folgt dann
aA + m = A. Insbesondere gibt es b € A und ¢ € m mit ab+ ¢ = 1. Es folgt

(a+m)b+m)=ab+m=(1-c)+m=14+m

wegen ¢ € m. Also ist (b+ m) invers zu (a +m).
Umgekehrt sei A/m ein Korper. Sei I D m ein Ideal.
Behauptung. I = A oder I = m.
Wir betrachten ¢ : A — A/m. Das Bild ¢(I) ist ein Ideal von A/m. Nach dem
Beispiel folgt ¢(I) = 0+ m oder ¢(I) = A/m. Es gilt
6O = I+m=1
also im ersten Fall I = ¢~1(0) = m, im zweiten Fall I = ¢=1(4/m)=A. O

Satz 5.8. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal ungleich A. Dann gibt es ein maxi-
males Ideal m D I.

Diese Aussage ist iiberraschend tief! Wichtigstes Hilfsmittel ist das Zornsche
Lemma. Sei M eine Menge. Eine partielle Ordnung auf M ist eine Relation <
mit

o (reflexiv) z < z fiir alle x € M;



41

e (transitiv) z < y,y < z = x < z fir alle z,y, 2 € M;
e (antisymmetrisch) z < y,y < x = z =y fir alle z,y € M.
Beispiel. A ein Ring, M = {I C A | Ildeal, I # A} mit der Ordnung <=cC.

Eine Ordnung heif}t total, wenn fiir z,y € M entweder x < y oder y < z gilt.
Ein Element m € M heifit mazimal, wenn m < x = m = x fiir alle x € M. Ein
Element m € M heif3t obere Schranke fir N C M, wenn x < m fiir alle x € N.

Lemma 5.9 (Zornsches Lemma). Sei M # () eine partiell geordnete Menge.
Jede total geordnete Teilmenge von M habe eine obere Schranke in M. Dann
besitzt M ein mazimales Element.

Idee: Man nimmt ein Element. Ist es nicht maximal, so gibt es ein grofleres. Ist
dieses nicht maximal, so gibt es wieder ein groferes, etc. Man erhélt eine ganze
Kette. Diese hat eine obere Schranke. Ist dieses Element nicht maximal, so etc.

Trotz des Namens handelt es sich um ein Axiom der Mengenlehre! Es ist
unabhéngig von den iibrigen Axiomen der Zermelo-Friankel-Mengenlehre. Es
gibt verschiedene dquivalente Formulierungen, die teilweise plausibel, teilweise
paradox sind.

Beweis von Satz 5.8. Sei M die Menge der Ideale ungleich A, die I enthalten.
M ist partiell geordnet durch die Inklusion. Wegen I € M ist die Menge nicht
leer. Sei N C M eine partiell geordnete Teilmenge.

Iv=J 7.

JEN

Behauptung. Jy ist ein Ideal und liegt in M.

Sei u € Jy, a € A. Dann gibt es J € N mit u € J. Es folgt au € J, da J ein
Ideal ist, also auch au € Jy.

Sei u1,us € Jy. Dann gibt es J1, J2 in N mit u; € J;. N ist total geordnet, ohne
Einschrankung J; C Js. Also liegen uj, ug beide in Jy. Damit auch u; 4+ ug €
Jo C Jn.

Offensichtlich gilt I C Jy. Wire Jy = A, so gélte 1 € Jy, also 1 € J fiir ein
J € N. Dann wire aber J = A, und das war ausgeschlossen.

Damit ist Jy eine obere Schranke fiir N. Nach dem Zornschen Lemma hat M
ein maximales Element. Dies ist das gesuchte maximale Ideal. O

Da jeder Ring wenigstens das Nullideal hat, kénnen wir uns nun leicht Kérper
als Quotienten von Ringen konstruieren.
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Polynomringe
Sei von nun an k ein Korper. Noch etwas allgemeine Notation:

Definition 5.10. Seien ay,as,...,a, € A Elemente eines Rings A. Dann ist
(a1,...,an) = Aay + ... Aay, = {bra1 +...bpa, | b; € A}
das von den a; erzeugte Ideal. Im Fall n =1 heifft (a1) Hauptideal.

Satz 5.11. Sei k ein Korper. Dann ist k[X] ein Hauptidealring, d.h. jedes Ideal
ist von der Form (P) ={QP | Q € k[X]} fir ein Polynom P € k[X].

Beispiel. k[X,Y] ={>""._, a;i; XY’ | a;; € k} ist kein Hauptidealring, denn

i,j=1
(X,Y) wird nicht von ein(;m einzigen Polynom erzeugt.
Auch viele andere Ringe nicht, etwa Z[v/5] = {a + bV/5 | a,b € Z} ist keiner,
wohl aber Z[i] (keine Beweise). Dies fiihrt in die algebraische Zahlentheorie.

Der Beweis des Satzes braucht etwas Vorarbeit.

Definition 5.12. Sei P =ag+ -+ + a, X™ mit a, # 0. Dann ist deg(P) = n
der Grad von P. Fir P =0 setzen wir deg P = —oco0.

Bemerkung. Es gilt offensichtlich:
deg(P + Q) < max(deg P,deg Q)
deg(PQ) = deg P + deg Q

Satz 5.13 (Euklidischer Algorithmus). Seien P,Q € k[X] zwei Polynome,
Q # 0. Dann gibt es (eindeutige) Polynome Py, R mit deg R < deg Q, so dass

P=PQR+R.

Beweis: Zunichst zur Existenz. Der Fall P = 0 ist trivial. Ist deg P < deg @,
so 1ost
P=0-Q+P

die Aufgabe. Sei nun deg P > deg ). Wir schlieflen weiter mit Induktion nach
n = deg P.
P=a,X"+...a0; Q=0b0,X"+...09

Sei H = §=X"~"™. Damit folgt
deg(P— HQ)<n

denn der hochste Koeffizient (der von X™) ist ap, — by, = 0. War n = 0, so
bedeutet dies P = H(Q), also den Induktionsanfang. Sonst gibt es nach Indukti-
onsvorraussetzung f; mit

P— HQ = H1Q + R mit deg(R) < deg@ .
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Es folgt
P = (H+ H1)Q + R mit deg(R) < degQ .

Mit P, = H 4+ H; haben wir das Problem gelost.
Es fehlt die Eindeutigkeit. Seien

P=PQ+ Ry und P = P2Q + Ry mit deg(R;) < deg@ .
Differnzbildung liefert
0= —P)Q+ (R —Ry)= (P, —P)Q=F1— Ry .

Der Grad der rechten Seite ist echt kleiner als deg @. Dies ist nur moglich, falls
PQ—Pl:O.Damitistaucth—Rgz(). ]

Bemerkung. Wir haben ausgenutzt, dass k ein Korper ist!
In dieser Induktion steckt natiirlich die Polynomdivision wie in der Schule.

Beispiel.
(X% +3X3 +2X2 ) (X2—-1)=X2+3X+3
x4 -X?
3X3  +3X?
3X3 —3X
3X%  +3X
3X? -3

3X +3

Wir erhalten P, = X2 +3X +3, R=3X + 3.

Beweis von Satz 5.11. Sei I C k[X] ein Ideal. Fall I = 0, so ist I = (0), also ein
Hauptideal. Sei nun @ € I mit @ # 0 ein Element von minimalem Grad.

Behauptung. I = (Q).
Sei P € I beliebig. Mit euklidischem Algorithmus erhalten wir

P=PQ+R=R=P—-—PQe€el.

Nach Wahl von R gilt deg R < deg @, aber Q hatte minimalen Grad. Es folgt
R =0, also ist P ein Vielfaches von Q. O

Bemerkung. Vergleichen Sie mit dem Beweis von Lemma 2.5 (ii) (Klassifika-
tion der Untergruppen von Z)!

Definition 5.14. FEin Polynom heiffit normiert, falls der hichste Koeffizient 1
ist, also
P=X"4+a, 1 X+ --4+ag.
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Bemerkung. Der Erzeuger @ eines Ideals I ist eindeutig bestimmt, wenn man
verlangt, dass er normiert ist. Er ist das eindeutig bestimmte normierte Element
von minimalem Grad in I (Ausnahme I = 0).

Offensichtlich iibersetzen sich Enhaltenseinsrelationen fiir Ideale in Teilbarkeits-
eigenschaften von Erzeugern.

Lemma 5.15. Sei P € k[X]|, P # 0. Dann hat k[X]/(P) die k-Dimension
deg P.

Beweis: Sei n = deg P — 1. Wir betrachten die Abbildung
¢ k" = E[X]/(P) ; (ag, ... an) — ap+ a1 X +...a, X" + (P)

Dies ist eine k-lineare Abbildung.
Behauptung. ¢ ist injektiv.

Sei ¢(ag,...,a,) =0+ (P), d.h. P teilt Q@ = ap+a1 X +...a, X" Da der Grad
von P echt grofler ist als der Grad von @, muss @ = 0 sein.

Behauptung. ¢ ist surjektiv.

Sei @ + (P) ein beliebiges Element von k[X]/(P). Nach euklidischem Algorith-
mus gibt es @1 und R mit deg R < deg P = n + 1, so dass

Q=P+ R.

Also ist @ + (P) = Q1P + R+ (P) = R+ (P). Letzteres liegt offensichtlich im
Bild von ¢. U

Definition 5.16. Ein Polynom P € k[X]| mit deg P > 0 heifst irreduzibel, falls
P nicht von der Form P = Py P> mit deg P;,deg P> > 0 ist.

Korollar 5.17. Sei P € k[X]. Der Ring k[X]/(P) ist genau dann ein Kdorper,
wenn P ein irreduzibles Polynom ist.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass (P) ein maximales Ideal ist. Wegen deg P > 0
ist (P) # k[X]. Sei (P) C J C k[X] ein Ideal, also J = (Q). Dies bedeutet, dass
@ ein Teiler von P ist. Also: (P) maximal < P hat keine echten Teiler. O

Wie steht es mit der Zerlegung von Polynomen in irreduzible Faktoren?

Lemma 5.18. Sei P irreduzibel. Dann ist P prim, d.h. wenn ein Produkt
@1 ...Qp durch P teilbar ist, dann auch einer der Faktoren.

Beweis: Es geniigt den Fall n = 2 zu betrachten. Angenommen, P teilt weder
Q1 noch Q2. Wir betrachten das Ideal

Iy == (P,Q1) = k[X]P + k[X]Q1 = (51) ,

denn alle Ideal sind Hauptideale nach 5.11. Sy ist ein Teiler des irreduziblen
Polynoms P, also ist S; konstant oder S7 = P. Der zweite Fall scheidet aus,
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da P kein Teiler von @ ist. Also ist S; konstant, ohne Einschriankung S7 = 1.
Analog folgt

IQ = (P7 Qg) = (1) .

Konkret:

mit A;, B; € k[X]. Multiplikation liefert
1= A1A3P? + AiPByQs + A2 PB1Q1 + B1B2Q1Q> -
Mit @Q1Q2 = P ist demnach P ein Teiler von 1, ein Widerspruch. O

Theorem 5.19 (Primfaktorzerlegung). Jedes Polynom P # 0 kann eindeu-
tig (bis auf Reihenfolge) in der Form

P =aP*Py?... P
schreiben, wobei a € k, n >0, P; € k[X] irreduzibel und normiert, e; > 0.

Beweis: Existenz ist klar. Eindeutigkeit: a ist der hochste Koeffizient von P,
ohne Einschrénkung a = 1. Sei

P=Paps.. Po=QlQk.. . Qm

N m

mit irreduziblen P;, @);. Dann teilt P, das rechte Produkt, also ein @;, ohne
Einschrankung P;. Da P; und @4 beide irreduzibel und normiert, folgt P, = Q.
Wir teilen durch P; und fahren mit Induktion fort. O

Bemerkung. Man beachte die Anlalogie zu Z: die normierten irreduziblen
Polynome entsprechen den (positiven) Primzahlen, die Elemente von k ~\ 0 ent-
sprechen +1. Dies mach iibrigens deutlich, warum 1 keine Primzahl ist!

Korollar 5.20. Sei P ein Polynom vom Grad n. Dann hat P hochstens n
Nullstellen in k.

Beweis: Sei a € k mit P(a) =0 in k. Mit euklidischem Algorithmus folgt
P=P (X —a)+ R, ,degR < 1,
also ist R konstant. Einsetzen von a in die Gleichung ergibt
0= P(a) = Pi(a)(a —a) + R(a) = R(a) .

Demnach ist R = 0 und X, ist ein Teiler von P. Da die Zerlegung in irreduzible
Faktoren eindeutig ist, gibt es hochstens n Nullstellen. O

Da wir Korper konstruieren wollen, benétigen wir Kriterien, um zu entscheiden,
ob ein Polynom irreduzibel ist.
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Beispiel. e X2 +1€R[X],denn R[X]/(X?+1) 22 C ist ein Korper. Oder:
X? + 1 nicht irreduzible, dann ist es Produkt von Linearfaktoren, also
hiitte es eine Nullstelle, also a € R mit a? = —1. Dies ist unmoglich, denn
Quadrate sind in R immer positiv.

e X2 +1 € C[X] ist nicht irreduzibel, denn X2 +1 = (X +i)(X — ).

e X1 —2 € Q[X] ist ebenfalls irreduzibel.
Beweis: Sei a = % mit p, ¢ € Z teilerfremd. Es folgt p* = 2¢*, also 2 teilt
p. Also teilt 2% die rechte Seite, insbesondere 23 teilt ¢*. Es folgt 2 teilt .
Widerspruch zu p und g teilerfremd! Demnach hat X*—2 keine Nullstellen.

Ist es auch irreduzibel? Es kénnte noch Produkt von zwei Faktoren vom
Grad 2 sein, ohne Einschrankung beide normiert.

Xt —2=(X?+ a1 X +ao)(X2+by +by) =
X4 (by 4+ a1) X3 + (bo + ap + arby) X2 + (ar1bo + brag) X + agbo

Es folgt 0 = by +aq, d.h. by = —ay. Ebenso 0 = by+ag+aib; = bo+ag—a?,
d.h. by = —ag + a%. Weiter

0 =aibg + brap = a1(—ap + a%) —ajag = al(a% — 2ag)

Also ist entweder a; = 0. Dann folgt by = 0,byg = —ag und —2 = agby =

—a} ist unmoglich in Q (Ubungsaufgabe). Oder es ist a? = 2aq, also

ap = 3a3,by = —3a} + a} = Ja}. Es folgt —2 = agby = —jaf d.h. 8 = af,

aber 8 ist keine 4-te Potenz (Ubungsaufgabe). O
Systematischer:

Satz 5.21 (Gau3). Sei P € Z[X] ein Polynom. Wenn P = QR in Q[X]
mit deg Q,deg R > 0, dann gilt bereits P = Q'R’ mit ganzzahligen Polynomen

Q. R, Q =pQ, R =R fir 5,7 € Q.

Beweis: Sei Q = Q = b, X" 4---4+bg, R = ¢, X*+-- -4 cg. f der Hauptnenner
der b;, v der Hauptnenner der c¢;. Sei oo = 3. Wir betrachten P = QR =
Q'R'. Dabei sind b; = fb;, ¢} = y¢; ganz.

Sei ¢ ein Primteiler von «.

Behauptung. Entweder alle b oder alle ¢ sind durch q teilbar.

Angenommen dies ist falsch. Dann existieren kleinste Indices ¢, j so dass b, und
¢ nicht durch g teilbar sind.

Aitj = byCiyj + o+ U1y b+ by e by
Wenn der erste Index kleiner als ¢ ist oder der zweite kleiner als j, so ist der
Summand durch ¢ teilbar. Ubrig bleibt nur ein Summand b;c;». Ein Faktor muss
durch q teilbar sein, im Widerspruch zur Wahl von ¢ und j.
Dies zeigt die Behauptung. Wenn ¢ alle b} teilt, so kann der Faktor aus o und
Q' gekiirzt werden. Induktiv erreicht man a = +1. O
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Oft kennt man nur die einfachere Form:

Korollar 5.22. Sei P € Z[X] normiert, o € Q eine Nullstelle von P. Dann
liegt o in 7.

Beweis: Nach Vorraussetzung ist P = (X — «)Q mit Q € Q[X] ebenfalls nor-
miert. Nach dem GauBkriterium folgt P = (X — Sa)(yQ) mit ganzzahligen
Faktoren, also auch g, € Z. Fiir den hochsten Koeffizienten gilt 1 = g, also
B,y = =+£1. Es folgt a € Z. O

Wichtiger ist die folgende Variante:

Satz 5.23 (Eisensteinkriterium). Sei P = a, X" +--- 4+ a9 € QX], n > 1,
a; € Z. Sei p eine Primzahl mit p | ag,...an_1, p kein Teiler von a,, p* kein
Teiler von ag. Dann ist P irreduzibel.

Beispiel. P = X* — 2 mit p=2.

Beweis: Sei P = QR mit Q = b, X" +---+by, R = ¢, X" +---4¢y. Nach dem
GaufBkriterium konnen b;, ¢; in Z gewéhlt werden. Es gilt

i
a; = E bjci_j .
j=0

p teilt ap = bpcy, also teilt p entweder by oder ¢y (nicht beide!). Ohne Ein-
schrankung sei by duchr p teilbar.

p teilt a1 = bger + bycg, also teilt p auch by. Ebenso folgt p teilt b; fiir alle 3.
Insbesondere teilt p auch a,, = b,,ck, ein Widerspruch zur Vorraussetzung. [

Beispiel. Sei p eine Primzahl, P =14+ X + X2+ ... + XP~ !l = ))(::11. Trick:
Wir ersetzen X durch Y + 1. Man erhalt

e Oz()

i=1

Das Eisensteinkriterium greift, also ist P(Y") irreduzibel. Dann ist aber auch
P(X) irreduzibel.
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Kapitel 6

Grundbegriftfe der
Korpertheorie

Exkurs: Unsere Ziele

Ziel der Vorlesung ist die Losung einiger uralter mathematischer Probleme. Wir
haben dafiir bereits einen Werkzeugkasten bereitgestellt:

e Gruppen und Faktorgruppen (Kapitel 1)

o A, ist einfach fiir n > 5 (Satz 2.17)

e Sylowsiitze (Theorem 4.5 und Theorem 4.7)

e Konstruktion von Kérpern aus dem Polynomring (Korollar 5.17)

Losbarkeit von Polynomgleichungen: Sei P € Q[X] ein Polynom, z € C
eine Nullstelle von P. Kann man z mit plus, mal, geteilt und Wurzeln durch
Elemente von Q ausdriicken?

Beispiel. X2 4 pX + ¢ mit p,q € k. Dann ist z = —%p:ﬁ: %\/p2 —4q.
X3+ pX + q. Dann ist (Cardanische Losungsformel):

2 2 2 2

B o= (@)
=iy D yv=—L p=(2 AN
Y 2+\F’” 30’ 5) T

Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Im antiken Griechenland war Mathematik Geometrie. Rationale Zahlen wa-
ren z.B. Verhiltnisse von Streckenléingen. Die Entdeckung irrationaler Zahlen
stiirzte sie in eine Krise. Geometrie war wiederum Konstruktion mit Zirkel und
Lineal.

49
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Quadratur des Kreises: Gegeben sei ein Kreis. Ist es moglich, mit Zirkel und
Lineal ein Quadrat mit demselben Fldcheninhalt zu konstruieren?

Konkreter: Ohne Einschrinkung hat der Kreis den Radius 1, also die Fliche m
(wufiten die Griechen auch schon!). Gesucht ist eine Konstruktion von /.

Dreiteilung des Winkels: Gegeben sei ein (beliebiger) Winkel. Ist es méglich,
ihn mit Zirkel und Lineal in drei Teile zu teilen?

Fiir manche Winkel geht das natiirlich, z.B. rechte Winkel. Halbierung ist ganz
einfach! Eng verwandt ist die néchste Frage:

Konstruktion des regelmifligen n-Ecks: Wie konstruiert man ein regelméfi-
ges n-Fck mit Zirkel und Lineal? n = 3,4 klar. n = 5 geht auch...

Delisches Problem, Verdopplung des Kubus: Gegeben ist ein Wiirfel.
Ist es moglich, mit Zirkel und Lineal einen Wiirfel mit doppeltem Volumen zu
konstruieren?

Konkreter: Seitenlinge 1, also Volumen 1, gesucht ist eine Konstruktion von /2.

Antwort auf alle Fragen: Nein! (Manchmal in Spezialfillen)
Ansatz: Die Ebene wird identifiziert mit C. Die Frage ist also, welche komplexen
Zahlen mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kénnen.

Lemma 6.1. Die Menge der Punkte in C, die man mit Zirkel und Lineal aus
0,1 konstruieren kann, ist ein Teilkorper von C.

Beweis: Sei K die Menge dieser Punkte. Nach Vorraussetzung gilt 0,1 € K.
Behauptung. Seiu+iv € K (u,v € R). Dann ist —u —iv € K.
Konstruktion: Spiegelung am Nullpunkt.

Behauptung. a,b € K. Dann ista+b € K.

Konstruktion: Konstruktion des Parallelogramms, das von a, b aufgespannt wird.
Behauptung. Sei xz + iy € K. Dann liegen x,y € K.

Senkrechte Projektion auf die Achse durch 0, 1 liefert x, als Differenz iy, durch
Kreisschlagen y.

Behauptung. a,b € K. Dann ist ab € K.

a=u+iv,b=x+iy € K, (u,v,z,y € R). ab = (ux—vy)+i(uy+vx). Es geniigt
also, den Fall a,b € RN K zu betrachten. Konstruktion durch Strahlensatztrick:
Zwei Geraden, auf einer a, der anderen b und 1 abtragen. In b Parallele zur
Geraden durch 1, a.

Behauptung. a € K \ {0}. Dann liegt a' € K.
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a = u+iv mit u,v € R. Dann ist a~! = %=%_ Es geniigt also, den Fall a € KNR

u2+v2
zu betrachten. Dies geht wieder mit Strahlensatztrick. O

Um die Fragen nach Konstruierbarkeit zu beantworten, miissen wir also Eigen-
schaften des Korpers K studieren.

Auch die Zahlen, die durch plus, mal, geteilt und Wurzeln durch Elemente von
Q ausgedriickt werden konnen, bilden einen Teilkérper von C.

Basics
Der Vollstédndigkeit halber:

Definition 6.2. Ein Korper ist ein Ring K (kommutativ mit Fins, 0 # 1, in
dem K ~ {0} eine Gruppe ist beziiglich der Multiplikation. Ein Koérperhomo-
morphismus ist eine Abbildung

a: K — L,
die ein Ringhomomorphismus zwischen zwei Korpern mit a(1) =1 ist.
Beispiel. (i) Q,R,C.
(ii) Fp = Z/pZ fir p eine Primzahl.

(iii) k ein Korper. k(X) = {g | P,Q € k[X],Q # 0} mit der Addition und
Multiplikation von Briichen.

(iv) Q ={ 2z € C| z ist Nullstelle eines Polynoms in Q[X]}. (Ubungsaufgabe,
wird sehr gerne in Priifungen gefragt)

(v) k(X)) ={>2, aiX" | n € Z,a; € k} mit der Addition und Muliplikation
von Reihen (Ubungsaufgabe)

Satz 6.3. Alle Korperhomomorphismen sind injektiv.
Beweis: Sei x € K \ {0} mit a(z) = 0. Es folgt
a(z7z) = alz Halz) = .
Aber a(1) = 0 ist nicht erlaubt. O

Wegen der Injektivitat identifizieren wir oft einen Kérper mit seinem Bild unter
einem Koérperhomomorphismus.

Definition 6.4. Sei L ein Kiorper, K C eine Teilmenge, die mit der Addition
und Multiplikation von L zu einem Kérper wird. K heifit Teilkérper von L und
L ein Erweiterungskorper von K. Wir sagen, L/K ist eine Korpererweiterung.

Beispiel. C/R, R/Q, F,(X)/F,.
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Definition 6.5. Fin Element a € L heifit algebraisch iber K, falls es ein Po-
lynom 0 # P € K[X] gibt mit P(a) = 0. a erfillt die algebraische Gleichung P.
Die Erweiterung L/ K heifit algebraisch, wenn alle Elemente von L algebraisch
iber K sind.

Beispiel. (i) K/K ist algebraisch, denn a € K erfiillt die Gleichung X —a €
K[X].

(i) Q = {z € C| z ist algebraisch iiber Q} enthilt i als Nullstelle von X241,
V3, {/26 + ¢/1/5 als Nullstelle von (X7 —26)3 = 1/5.
(i) X € F,(X) ist nicht algebraisch iiber F,,.

Frage: Seien a,b € L/K algebraisch. Ist a + b, ab algebraisch?
Entscheidende Idee:

Definition 6.6. Sei L/K eine Korpererweiterung. [L : K] = dimg L heifit
Grad der Erweiterung. Ist er endlich, so heifst die Erweiterung endlich.

Satz 6.7. Sei L/K endliche Kirpererweiterung. Dann ist L/ K algebraisch.
Beispiel. C/R

Beweis: Sei [L : K] = n, a € L. Dann ist die Menge {1,a,a?, a®,a"} linear
abhiingig iiber K (Ausnahme: a' = a/ fiir ein i < j < n, dann ist a Nullstelle
von X*— X7), denn sie hat mehr Elemente als die Dimension ist. Also existieren
Elemente ag, ..., a, € K, nicht alle gleichzeitig 0 mit

apl +a1a+...a,a" =0 .
Also ist a Nullstelle von P = ag + a1 X +...a, X". O
Die Umkehrung gilt nicht! Q/Q ist unendlich (spéter).

Satz 6.8. Sei K ein Kirper, P € K[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad
n, L = K[X]/(P). Dann ist L/K eine endliche Erweiterung vom Grad n. Das
Polynom P hat eine Nullstelle in L.

Bemerkung. Eigentlich haben wir nur einen Kérperhomomorphismus K — L.
Wir identifizieren K mit seinem Bild.

Beispiel. K =R, P=X%2+1, L= K[X]/(X?+1)=C.

Beweis: Sei 7 : K[X] — K[X]/(P) die Projektion. Sei £ = w(X). Nach Lemma
5.15 hat L die K-Dimension n, dies ist also der Korpergrad. Es gilt

P(§) = P(n(X)) =m(P(X)) =0€ L
denn 7 ist ein Ringhomomorphismus. O

Tatséchlich bekommt man alle algebraischen Elemente auf diesem Weg.
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Lemma 6.9. Sei L/K eine Kdrpererweiterung, a € L algebraisch iber K. Dann
15t
I={PeK[X]|Pla)=0}

ein Ideal ungleich 0. Es wird von einem irreduziblen Element erzeugt.

Definition 6.10. In der Situation des Lemmas heifit der normierte Erzeuger
von I Minimalpolynom von a.

Das Minimalpolynom ist das Polynom kleinsten Grades mit Nullstelle a. Es teilt
alle anderen Polynome, die von a erfiillt werden.

Beweis: Sei P,Q € I. P(a)+ Q(a) =04+0=0, also P+ Q € I. Sei R € K[X].
(RP)(a) = R(a)P(a) = R(a)0 =0, also RP € I. Damit ist I Ideal. Wir erhalten
eine injektive Abbildung K[X]/I — L.

Nach 5.11 ist I = (P) fiir ein Polynom Py. Da I algebraisch ist, ist Py # 0.
Angenommen, P = P; P,. Dann folgt

Pi(a)Py(a) =P(a)=0€ L.

Da L ein Koérper ist, folgt ohne Einschrinkung Pj(a) = 0, also P, € I = (P).
Dann ist P; Teiler und Vielfaches von P, also muss deg P, = 0. Das bedeutet,
dass P irreduzibel ist. O

Wir bezeichnen mit K[a] C L den kleinsten Teilring, der K und a enthilt,
K(a) C L den kleinsten Teilkérper, der K und a enthiilt.

Satz 6.11. Sei L/K Korpererweiterung, a € K. Dann sind dquivalent:
(i) a ist algebaisch iber K.
(ii) Kla] ist endlich als K-Vektorraum.

(iii) K(a) ist endlich als K -Vektoraum.

Beweis: Sei I wie im Lemma. Nach Definition ist K[a] das Bild des injektiven
Ringhomomorphismus K[X]/I — L. Wir setzen (i) voraus. Nach dem letzten
Lemma ist Nach dem letzten Lemma ist K[X]/I ein Korper, nach Lemma 6.8
endlich iiber K. Damit gilt (i) und (iii) mit K (a) = KJa].

Angenommen, (i) ist falsch. Dann ist I = 0, die Abbildung K[X] — K][a] ist
ein Isomorphismus, insbesondere ist der Ring nicht endlich dimensional. K («)
ist noch grofler. O

Satz 6.12. Sind M/L und L/K endliche Korpererweiterungen, so auch M/K.
Es gilt
[M:K|=[M:L]L:K].

Beweis: Sei y, ..., Y, eine L-Basis von M und x1,...,x,, eine K-Basis von L.

Behauptung. {z;y; |i=1,...,n,j=1,...m} ist eine K-Basis von M.
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Sei y € M. Dann ist

m
y= Zajyj fiir gewisse a; € L .
j=1
aj € L. Dann ist
n
a; = Z bijx; fiir gewisse b;; € K .
i=1
Es folgt
m n
Y= Z Zbijﬂﬁiyj ;
j=1i=1

die z;y; erzeugen M. Sei

Zaijxiyj =0¢€ M mit aij € K

4,3

Dannist >, (>°; aijzi)y; = 0 eine Relation mit Koeffizienten in L. Wegen linea-
rer Unabhéngigkeit der y; folgt sum;a;jx; = 0. Wegen linearer Unabhéngigkeit
der z; in L folgt a;; = 0 fiir alle ¢, 5. O

Korollar 6.13. Sei L/K eine Kérpererweiterung, a,b € L seien algebraisch
dber K. Dann sind a +b,a — b,ab,a™" alle algebraisch tiber K.

Beweis: Sei a algebraisch, also K (a)/K endlich. b ist algebraisch iiber K, al-
so erst recht iiber K(a), also ist K(a)(b)/K]a]] endlich. Nach dem Satz ist
dann auch K(a)(b)/K endlich. Die genannten Elemente liegen alle in K (a,b) =
K(a)(b). O

Damit haben wir endlich geklirt, dass Q ein Korper ist.

Korollar 6.14. Seien M/L und L/K algebraische Korpererweiterungen. Dann
ist auch M /K algebraisch.

Korollar 6.15. Sei P € K[X] ein nicht-konstantes Polynom. Dann existiert
eine algebraische Erweiterung von L/K, in der P in Linearfaktoren zerfillt.

P(X) = H(Xa) , a; € Lyn=degP .

i=1
Man kann L so wdihlen, dass [L : K] < nl.

Beweis: Induktion nach n fiir alle Korper gleichzeitig. Der Fall n = 1 ist trivial.
Sei @ ein irreduzibler Faktor von P. Es ist 1 < deg@ < deg P. Nach Satz 6.8
gibt es eine Erweiterung Li/K mit [L; : K] = m < n, so dass @ (und damit
auch P) eine Nullstelle o; in Ly hat. Uber L, gilt

P(X) = (X—Oél)Pl(X) s Pl(X) S Ll(X) .
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Nach Induktionsvoraussetzung gibt es L/L; mit [L : L1] < (n — 1)!, so dass P,
(und damit auch P) in Linearfaktoren zerfillt. Aus der Gradformel 6.12 folgt

[L:K]=[L:L[Li:K]<(n—1)!n.
0

Definition 6.16. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
Polynom P € K[X] iber K in Linearfaktoren zerfillt.

Bemerkung. Aquivalent sind: Jedes Polynom P € K[X] zerfillt in Linearfak-
toren. Die einzige algebraische Erweiterung von K ist K selbst.

Beispiel. C, Q (beides nicht-trivial!)

Satz 6.17. Sei K ein Kérper. Dann gibt es einen algebraischen Erweiterungskérper
K /K, der algebraisch abeschlossen ist. Er ist eindeutig bis auf Isomorphie.

Beweis: Sei I = (X) C K[X] das Ideal der nicht-konstanten Polynome. Sei
X = {X; | f € I} eine Menge von Unbestimmten. R = K[X] sei der kom-
mutative Polynomring in den Variablen X;. Seine Elemente sind endliche K-
Linearkombinationen von Monomen der Form

Xlef2 o 'an ’

wobei f;’s auch mehrfach vorkommen diirfen, und Produkte in unterschiedlicher
Reihenfolge identifiziert werden. Das Element Xy € K[X] = R kann in ein
Polyonom P € K[X] C R[X] eingesetzt werden. Man erhilt ein Element von
R. Sei J C R das Ideal, dass von den Elementen f(X;) fiir f € I erzeugt wird.

Behauptung. J # R.

Sonst ist 1 € J, also 1 = >"1" | g;fi(Xy,) mit g; € K[X]. Sei L/K ein Erweite-
rungkorper, in dem f; fiir ¢ = 1,...n die Nullstelle a; haben (gibt es Satz 6.8).
In diesem Korper setzen wir o fiir Xy, ein. Wir erhalten die Gleichung 1 = 0,
Widerspruch.
Nach Satz 5.8 hat R ein maximales Ideal M, das J enthilt. Wir setzen L; =
R/M. Dies ist ein Korper. Sei

K — Ll

die Abbildung, die einem Element die Nebenklasse des konstanten Polynoms
zuordnet. Dies ist ein Korperhomomorphismus. wir fassen L; als Erweiterung
von K auf. In L; hat f € (X) C K[X] die Nullstellen Xy + M.
Iterativ konstruieren wir Ls/Lq, in dem alle Polynome in (X) C L;[X] eine
Nullstelle haben, etc.

KclLicLy,C...

Behauptung. L|JL; ist algebraisch abgeschlossen.

Sei P € L[X]. Die Koeffizienten liegen in verschiedenen L;, also alle in dem
grofiten vorkommenden L;. Dann hat P eine Nullstelle in L; .
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Behauptung. L/K is algebraisch.

Es geniigt zu zeigen, dass L;1/L; algebraisch ist. Dies gilt, da die Ringerzeuger
X algebraisch sind, ndmlich Nullstelle von f.
Die Eindeutigkeit werden wir erst spéter zeigen. O

nocheinmal Zirkel und Lineal

Zuriick zur Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal. Nach Lemma 6.1 bilden die
Zahlen, die mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind einen Korper.

Theorem 6.18. Ein Element z € C ist genau dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar, wenn es eine Kette von Korpererweiterungen

Q=KyCKiCKyC---CK,

mit z € K, [K; : K;—1] = 2. Insbesondere ist z algebraisch iber Q und [Q(z) :
Q)] ist eine Potenz von 2.

Bemerkung. Wir werden spéter zeigen, dass z genau dann konstruierbar ist,
wenn [Q(z) : Q] eine Potenz von 2 ist.

Lemma 6.19. Sei K C C ein Teilkirper, a € K. Dann ist \/a mit Zirkel und
Lineal aus K konstruierbar.

Beweis: Sei zundchst ¢ € K N R und a > 0. Wir betrachten den Thaleskreis
iiber [—1,a] und betrachten den Schnitt zg = ¢h mit der imaginédren Achse. Sei
p die Strecke [—1, zg], ¢ die Strecke [a, zg]. Satz des Phythagoras:

(1+a)? =p* + ¢ 1402 =p? a4+ h? = ¢
= 1+4+2a+a*(1+a)?=1+2r%+0a? = a=h?

Fiir allgemeines a arbeitet man in Polarkoordinaten. Die Wurzel aus |a| und die
Winkelhalbierende kénnen mir Zirkel und Lineal konstruiert werden. O

Korollar 6.20. Sei z € K,, wie im Theorem. Dann ist z mit Zirkel und Lineal
konstruierbar.

Beweis: Beweis durch vollstdndige Induktion iiber n. Der Fall n = 0 folgt
aus 6.1. Seien nun alle Elemente von K, mit Zirkel und Lineal konstruier-
bar, a € K41 \ K,,. Es gilt K,, C K,,(a) C K,4+1. Da die Erweiterung den
Grad 2 hat, muss K,+1 = K, (a) gelten. Gleichzeitig ist [K,,(a) : K] der Grad
des Minimalpolynoms von a, also 16st a eine quadratische Gleichung. Mit dem
Lemma 6.19 ist dann a und mit 6.1 auch ganz K, (a) mit Zirkel und Lineal
konstruierbar. O

Damit haben wir eine Richtung des Theorems gezeigt. Interessanter ist die Um-
kehrung.
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Beweis von Theorem 6.18. Wir nennen ein Element von C erreichbar, wenn es
die Eigenschaften des Satzes erfiillt.

Behauptung. zi,...z, erreichbar = alle Elemente von Q(z1,...,2,) erreich-
bar.

Sei 21 € K, mit Q = Ko C ... K, mit K; = K; 1(\/a;_1) und 23 € L,, mit
Q=LoC...Ly,.Setze Lm+i = Lm-i—i—l(\/m)- Es gilt [Lm+i : Lm-i—i—l] =1,2.
Damit sind alle Elemente von L,,,, erreichbar. Dieser Korper enthélt aber z;
und z9, also auch Q(z1, 22). Fiir mehr Elemente funktioniert das gleiche Argu-
ment.

Behauptung. Mit z sind auch z und |z|? erreichbar.

Hat man eine Kette von Korpern fiir z, so erhélt man durch Anwenden von
komplexer Konjugation eine Kette von Kérpern fiir zZ. Wegen |z|? = 2z € Q(z, %)
ist dann auch das Betragsquadrat erreichbar.

Behauptung. Sei z € C mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Dann ist z er-
reichbar.

Induktion iiber die Anzahl der benétigten Konstruktionsschritte. Der letzte
Schritt ist einer der folgenden:

(i) Schnitt zweier Geraden, die durch je zwei erreichbare Punkte festgelegt
werden;

(ii) Schnitt einer Geraden, die durch zwei erreichbare Punkte festgelegt wird,
mit einem Kreis mit erreichbarem Mittelpunkt und Radius der Abstand
zweier erreichbarer Punkte;

(iii) Schnitt zweier Kreise mit erreichbaren Mittelpunkten Radius der Abstand
zweier erreichbarer Punkte.

(i) Seien z1, 29, 29, 24 erreichbar. Sei [; eine Gerade durch z1,zy € K. Die
Gerade wird beschrieben durch t — z; 4 (22 — 21). Ebenso sei I die
Gerade durch z3, z4, Gleichung z — z3 + t(z4 + 23). Der Schnitt 16st die
Gleichung

21+ tl(ZQ — Zl) = z3 + t2(Z4 + 2’3)

Tatséchlich handelt es sich um 2 lineare Gleichungen - Realteil und Ima-
ginérteil - fiir die beiden Unbekannten t¢1,t5 € R. Die Losung liegt sogar
in Q(z1, 22, 23, 24, Z1, Z2, Z3, Z4), ist also erreichbar.

(ii) Seien z; und zy erreichbar, r der Abstand zweier erreichbarer Punkte, also

r? erreichbar. Sei ! gegeben durch 21, 2o, Gleichung t — 2z +t(zo—21). k sei

ein Kreis um zo mit Radius r, Gleichung |z — zo|? = (x — 20)(To —20) = 2.
Der Schnitt 16st die Gleichung

(Zl + t(Zz — Zo))(zl + t(ZQ — 21)) = 7“2
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Dies ist eine quadratische Gleichung in Q(21, 22,21, 22, 72). Nach Vorraus-
setzung und dem vorherigen sind die Elemente dieses Kérpers erreichbar.
Der Schnitt liegt in einer quadratischen Erweiterung, ist also ebenfalls
erreichbar.

(iii) Seien 21, 29,77, 72 erreichbar. Sei k; ein Kreis um z; mit Radius r;, Glei-
chung |1 —21|? = (z—21)(To—21) = 2. Sei k1 ein weiterer Kreis um 2, mit
Radius rg, Gleichung |z —23|* = (v —22)(To—21) = 7?. Explizite Rechnung
zeigt, dass die Schnittpunkte Koordinaten in einer quadratischen Erwei-
terung von Q(z1, 22, %1, Z2, 7, 72) liegen, also ebenfalls erreichbar sind.

O

Quadratur des Kreises: 7 ist nicht algebraisch, also auch /7 nicht. Die Aus-
sage ist nicht trivial, vergleiche S. Lang, Algebra, Appendix 1 S. 867.

Kubusverdopplung: Die Zahl v/2 hat das Minimalpolynom X3 — 2. Jeder
Korper, der diese Zahl enthélt, hat also einen Teilkérper vom Grad 3 iiber Q.
Nach der Gradformel fiir Korpererweiterungen passiert dies nicht fiir Kérper
mit Grad eine Potzen von 2.

Regelmifliges p-Eck: Sei p eine Primzahl. Die Ecken des p-Ecks sind p-te
Einheitswurzeln e, = exp(%. Sie sind Nullstellen von XP—1 = (X —1)(X?P~1+
XP=2 4 .. 1). Der zweite Faktor ist nach Eisensteinkriterium irreduzibel. Also
gilt [Q(e1) : Q] = p — 1. Die Frage ist also, wann p — 1 eine Potenz von 2 ist,
also

p=2"+1.

Sei m = 2Fn mit ungeradem n.
p=1-—(=22")"

wird von 1 — (—22k) geteilt, denn 1 — X teilt 1 — X™. Dies wire keine Primzahl.
Also:
2k
p=1+2° .

Primzahlen von dieser Form heiflen Fermatsche Primzahlen.

k p

0| p=3
1 5

2 17
3 257
4 | 65537

Fermat vermutete, alle diese Zahlen seien Primzahlen. Tatséchlich ist die néchste,
k =5,p=641-6700417 (Euler). Es sind keine weiteren Fermatschen Primzahlen
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bekannt. Auf jeden Fall ist das p-Eck fiir p = 7,11, ... nicht konstruierbar. Die
Frage nach Konstruierbarkeit von regelméfiigen n-Ecken ist gelost modulo der
Bestimmung der Fermatschen Primzahlen.

Satz 6.21. Das regelmdifige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar, wenn n = 2"p; ...p; mit Fermatschen Primzahlen p; ist.

Beweis: Bosch, Algebra 6.4 Satz 5, spéter. O

Beispiel. n = 9. Minimalpolynom einer 9-ten Einheitswurzel
(X—1):(X*-1)=X+X3+1
(Ubungsaufgabe, oder spiter). Der Grad ist wieder keine Potenz von 2.

Winkeldreiteilung: Wir betrachten 60°. Dreiteilung wiire die Konstruktion
eines regelméfigen 6 - 3 = 18-Ecks, daraus erhilt man das 9-Eck. Das geht aber
nicht, siehe oben.

Prinzip: Wir ordnen den Kérpern Invarianten zu (hier eine Zahl, den Grad).
Unterscheiden sich die Invarianten, so unterscheiden sich die Kérper. Um wei-
tergehende Fragen zu verstehen, brauchen wir feinere Invarianten. Wir werden
eine Invariante mit Werten in der Kategorie der Gruppen betrachten.
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Kapitel 7

Korperhomomorphismen

Charakteristik

Definition 7.1. Sei K ein Korper.

F= ﬂ K’
K'CK

der Schnitt tber alle Teilkorper heifit Primkorper von K.
Bemerkung. Offensichtlich ist F' ein Korper.

Satz 7.2. Der Primkérper ist entweder isomorph zu Q oder isomorph zu F, fiir
eine Primzahl p.

Definition 7.3. Wir sagen, K hat Charakteristik 0 bzw. p, wenn der Primkorper
Q bzw. Iy ist.

Beweis: Wir betrachten a: Z — K, 1 — 1. Dies ist ein Ringhomomorphismus.
1. Fall: a ist injektiv, d.h. a(n) # 0 fiir n # 0. Durch a(n/m) = a(n)a(m)~! €
K wird ein injektiver Ringhomomorphismus Q — K definiert (offensichtlich
wohldefiniert). a(Q) C K ist ein Teilkérper von K, der isomorph zu Q ist.
Ebenso a(Q) € K’ C K fiir alle Teilkorper K’ also a(Q) = F.

2. Fall: Ker o« = Zn mit n > 0. Dann ist Ima & Z/nZ als Ring. Es ist n # 1,
denn 1 # 0 in K. Sei n zerlegbar, n = mk. Dann gilt a(m)a(k) = 0 in K. Dies
ist ein Korper, also ist ein Faktor Null, z.B. a(m) = 0, d.h. m € Zn. Zusammen
ist m = +n. Daher ist m eine Primzahl. Im o = F,, ist auch in allen Teilkérpern
von K enthalten, also der Primkdorper. [

Bemerkung. Die Charakteristik ist der Erzeuger von Ker a.

Lemma 7.4. Sei F' ein Primkérper. Dann gibt es nur einen Kdérperhomomor-
phismus o : K — K, ndmlich die Identitdt.

61
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Beweis: a(l) = 1, a(2) = 2 etc., also a die Identitdt auf Z - 1x. Im Fall F,
sind wir damit fertig. Im Fall K = Q ist a(n/m) = a(n)a(m)~! ebenfalls die
Identitit. O

Lemma 7.5. Seien K, L Koérper mit unterschiedlicher Charakteristik. Dann
gibt es keinen Korperhomomorphismus o : K — L.
Beweis: Sei F' der Primkérper von K. Dann ist via

FCKSL

eine Kopie von F in L enthalten. Der Primkérper von L ist in a(F’) enthalten. Es
gibt aber keine nichttrivialen Inklusionen zwischen verschiedenen Primkoérpern.
O

Hier einige Beispiele fiir nichttriviale Kérperhomomorphismen.

Beispiel. K =C, z +iv+— x — v fir z,y € R.

Satz 7.6. Sei K ein Korper mit Char K = p > 0, n € N. Dann ist die Abbildung
bp: K —> K sz 2P

ein Kéorperhomomorphismus, der Frobeniushomomorphismus. Sein Bild ¢, (K)

ist ein Teilkorper von K.

Beweis: Wegen ¢,, = ¢10---0¢1 geniigt es, n = 1 zu betrachten. ¢; (1) =17 =1
und ¢1(—1) = (—=1)?» = —1 (klar, falls p ungerade; p = 2 = —1 = 1. Seien
z,y € K. Es gilt

¢1(xy) = (zy)" = 2"y" = ¢1(x)1(y)
Die Vertriglichkeit mit der Addition ist schwieriger.
1z +y) = (x+y)P =a” + @x“y + @xmy? e (ﬁ 1>~T@/“ P
Der Binomialkoeffizient (f ) ist fiir ¢ £ 0,1 durch p teilbar. Also ist er Null in K
nach Definition der Charakteristik. Es folgt

P1(z+y) =2 + 9" = d1(z) + ¢1(y) -
Das Bild eines Korpers ist immer ein Kérper. O
Bemerkung. Wenn |K| < oo, dann ist ¢,, bijektiv, denn jede injektive Abbil-
dung ist auch surjektiv.

Beispiel. K = F,. Dann ist ¢; = id, also 2? = z. Dies ist wieder der kleine
Satz von Fermat, vergleiche Korollar 1.16.

K =F,(X)={5 | P,Q € k[X],Q # 0}. Wir betrachten ¢ : K — K.
Behauptung. X liegt nicht im Bild von ¢ .

Angenommen, X = ¢;(P/Q) = P?/Q? Ohne Einschrinkung haben P und
Q@ keine Faktoren gemeinsam. Dann gilt PP = XQP. Da in k[X] eindeutige

Primfaktorzerlegung gilt, folgt X | P, dann X? | XQP, also X | @, Widerspruch.
In diesem Falls gilt also ¢1(K) C K ist ungleich K, aber isomorph zu K.
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Existenz von Homomorphismen

Wir wissen, dass jeder Kérper K in einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K
enthalten ist (Satz 6.17). Wir wollen zeigen, dass jede algebraische Erweiterung
von K als Teilkorper von K aufgefasst werden kann.

Definition 7.7. Fine Erweiterung L/K heifit einfach, falls L = K(a) fir ein
a€ L.

Satz 7.8. Sei K/ = K(a)/K einfache algebraische Korpererweiterung,
c: K — L
ein Korperhomomorphisms, P € K[X| das Minimalpolynom von a.

(i) Ist o’ : K' — L eine Fortsetzung von o, so ist o'(a) eine Nullstelle von
o(P).

(it) Ist b € L eine Nullstelle von o(P), so gibt es genau eine Fortsetzung o’
von o nach K' mit o’(a) = b.

Bemerkung. Am wichtigsten ist der Fall ¢ eine Inklusion.

Beweis: Sei P(X) =" ,a;X" mit a; € K. Anwenden von o liefert

o(P)(X) =) o(a;)X" € L[X] .
1=0

Nach Vorraussetzung gilt
P(a) = Zaiai =0.
i=0
Anwenden des Kérperhomomorphismus o’ liefert
o' (P(a)) = o'(a;)o'(a)' = o(P)(0'(a)) =0 .
i=0

Umgekehrt betrachtet man den Ringhomomorphismus
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nach Voraussetzung. Also faktorisiert s iiber den Ringhomomorphismus
5: K[X]/(P)— L.

Der Homomorphismus 7 : K[X]/(P) — K(a) mit X — a ist ein Ismorphismus,
da P das Minimalpolynom von a ist. Die gesuchte Abbildung ¢’ ist gegeben
durch 50 71, Offensichtlich bildet sie a auf b ab. O

Bemerkung. Eine Fortsetzung ¢’ von o nach K’ ist also nicht eindeutig. Es
gibt soviele Fortsetzung wie Nullstellen von o (P), also héchsten deg(P) viele.

Definition 7.9. Sei P € K[X] ein Polynom. Eine Erweiterung L/K heifft
Zerallungskorper, wenn P tber L in Linearfaktoren zerfallt,

PX)=X—-a1)(X —ag)...(X —ayp)
und L = K(ay,az,...,a,).
Beispiel. Das irreduzible Polynom X* — 2 € Q[X] hat die Nullstellen
V2, =v/2,iv2,—iv2 .
Der Zerfallungskorper ist Q(v/2,14).

Korollar 7.10. Sei P € K[X] ein Polynom, L und L' Zerfillungskérper. Dann
sind L und L' isomorph.

Beweis: Wir betrachten o : K C L die Inklusion. Es gilt also o(P) = P. Es ist
PX)=(X-a1)(X —ag)...(X —ap) a; € L.

Sei P; das Minimalpolynom von a; iiber K. Dann teilt P; das Polynom P, also
hat P; auch eine Nullstelle by in L. Nach dem Satz 7.8 existiert eine Fortsetzung

o1:K(a1) = L.

Sei P, das Minimalpolynom von as iiber K(ap). Dann teilt P, wieder P und
o1(Ps) teilt o1(P) = o(P) = P. Also hat o1(P) eine Nullstellte bo € L. Nach
dem Satz 7.8 existiert eine Fortsetzung

o9 : K(ay,as) — L .
Dies wiederholen wir und erhalten schliellich
on: L' =K(ay,...,a,) — L.
Das Bild von o, ist ein Teilkérper von L, in dem gilt
P(X)=0,(P(X))=0n((X —a1)(X —a2)...(X —ap,))
= (X —op(@)(X —on(az)) ... (X —onlan)) .

D.h. P zerfillt in Linearfaktoren. Da L ein Zerfallungskorper ist, ist o, surjektiv.
Als Kérperhomomorphismus ist es eh injektiv. O
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Korollar 7.11 (vergleiche Satz 6.17). Sei K ein Korper, K1 und Ks seien
zwei algebraische Abschliisse. Dann gibt es einen Isomorphismus K1 — Ko, der
mit der Inklusion von K wvertrdiglich ist.

Beweis: Zornsches Lemma! Sei
M:{(F,T>|KCFCK17TZF—>K2,T|K:id}

wobei F' die Zwischenkorper und 7 die Kérperhomomorphismen durchlauft. Die-
se Menge ist partiell geordnet durch

(E,r)<(F',7Ye FCF flp=1.
Es gilt M # (), denn (K,id) € M. Sei nun I C M total geordnet. Wir bilden
= F.
(Fr)el
Da I total geordnet ist, ist dies ein Teilkérper von K;. Wir definieren
T1(f) =7(f) wobei f € F,(F,7) eI .

Wegen unserer Definition der partiellen Ordnung ist 7; wohldefiniert und ein
Koérperhomomorphismus. Das Paar (Fy,77) ist die gesuchte obere Schranke fiir
I. Nach Zornschem Lemma hat M nun ein maximales Element (F,,, 7).

Behauptung. F,, = K3

Angenommen, es gibt a € K; \ F,,. Da K; algebraisch iiber K ist, ist a erst
recht algebraisch iiber F),. Sei P das Minimalpolynom. Da Ky algebraisch ab-
geschlossen ist, hat 7,,(P) eine Nullstelle in K5. Nach Satz 7.8 gibt es dann eine
Fortsetzung von 7, nach Fy,(a). Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitét.

Behauptung. 7, : K1 — K> ist bijektiv.

Die Injektivitdt ist klar. Das Bild ist ein algebraischer Abschluss von K, also
ganz Ks. O

Definition 7.12. Sei L/K algebraisch. Dann heifit

Gal(L/K) ={o: L — L | Korperisom. mit o|x = id}
Galoisgruppe von L/K:
Bemerkung. Offensichtlich ist es eine Gruppe.

Beispiel. Gal(C/R) = {id,*} wobei - die komplexe Konjugation ist, denn C =
R(i), o(i) ist Nullstelle von X2 + 1, also o(i) = 4. Also ist Gal(C/R) = Z/2.

Lemma 7.13. Sei [L: K| =n. Dann ist | Gal(L/K)| < n.
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Beweis: Da L/K endlich ist, ist jeder Kérperhomomorphismus automatisch ein
Isomorphismus (Dimensionen abzéhlen!). Sei L = K(ay,...,a;). Nach Satz 7.8
und der nachfolgenden Bemerkung gilt

{o1: K(a1) = L |o1|lxg =id}| < [K(a1) : K]
{o2: K(ar,a2) — L | 02|k (ay) = 01} < [K(a1,02) : K(a1)]

etc. Die Behauptung folgt aus der Gradformel. O

Damit ist Gal(L/K) eine endliche Gruppe. Wir werden Gruppentheorie zum
Studium von L/K verwenden.

Definition 7.14. Fine endliche Korpererweiterung L/K heifst galois, wenn
|Gal(L/K)| =[L : K].

Beispiel. (i) Q(v/2)/Q. Das Minimalpolynom von v/2 iiber Q ist X* — 2.
Es hat iiber Q(v/2) zwei Nullstellen. Also hat die Galoisgruppe nur 2
Elemente. Die Erweiterung ist nicht galois.

(ii) Sei L = K(y/a) mit v/a ¢ K. Das Minimalpolynom ist also X? — a. Es
zerféllt in L in die Linearfaktoren (X —+/a)(X++/a). In Charakteristik 2 ist
aber /a = —y/a. Die Galoisgruppe hat nur ein Element, die Erweiterung
ist wieder nicht galois.

Beispiele

Definition 7.15. Sei L ein Korper. ( € L mit (¢ = 1 heifst d-te Einheitswurzel.
Es heifit primitive d-te Einheitswurzel, falls ¢ die Ordnung d (beziiglich der
Multiplikation) hat. Es sei puqg(L) die Gruppe der d-ten Einheitswurzeln von L.

Beispiel. ( = exp(27i/d) ist primitive d-te Einheitswurzel in C.

Lemma 7.16. Sei L ein Korper der Charakateristik 0. Dann ist uq(C) = Z/d.
Dabei werden die primitiven d-ten Einheitswurzeln abgebildet auf

(zZ)d)* ={xe€Z/d|esgibtyecZ/dzy=1}.

Beweis: Es geniigt L = Q(¢) zu betrachten oder L = C. Die Gleichung X¢ — 1
hat die d Nullstellen exp(2min/d) fiir n € Z/d. Dies liefert den Gruppenisomor-
phismus pq(C) = Z/d. Die primitiven Einheitswurzeln entsprechen den Zahlen
n, die teilerfremd zu d sind. Sei x eine solche Zahl. Nach Lemma 2.7 (i) gilt
dann 1 € xZ + dZ, d.h. es gibt y, e mit

l=zy+de=1=zyecZ/d.
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Satz 7.17 (Zyklotomische Erweiterungen). Sei K ein Korper der Chara-
kateristik 0, ¢ eine primitive d-te Einheitswurzel, L = K(¢)/K. Dann ist L der
Zerfillungskorper von X% — 1. Es gibt einen Isomorphismus

Gal(L/K)> H C (Z/d)* .
Insbesondere ist die Galoisgruppe abelsch.

Bemerkung. Sei ¢ eine primitive d-te Einheitswurzel in C. Dann gilt

Gal(Q(¢)/Q) = (Z/d)®

(Beweis wahrscheinlich erst néchstes Semester aus Zeitmangel).

Beweis: Das Polynom X?—1 hat die Nullstellen 1, ¢, ¢?,..., (% 1. Insbesondere
ist L Zerfallungskorper.

Sei P € K[X] das Minimalpolynom von ¢. Dann ist P ein Teiler von X% — 1
und zerfillt {iber L in Linearfaktoren. Die Nullstellen von P sind primitive d-
te Einheitswurzeln, denn nicht-primitive Einheitswurzeln teilen einen anderen
Faktor von X¢—1. o € Gal(K(¢)/K) ist eindeutig festgelegt durch o(¢) = ("7
Die Abbildung

Gal(L/K) — (Z/d)*, o~ n,

ist injektiv.
Behauptung. Dies ist ein Gruppenhomomorphismus.
Seien 0,7 € Gal(L/K). Es gilt
(07)(¢) = a(7(€)) = a(¢") = (a(Q)"" = (¢"7)"r = (",
also ngr = ngn,. O]

Satz 7.18 (Kummer-Erweiterungen). Sei K ein Korper der Charakteristik
0, der eine primitive d-te Finheitswurzel enthdlt. Sei a € K, L = K((), wobei
3 eine Nullstelle von X — a ist. Dann ist L Zerfillunskorper von X% — a und
Gal(L/K) ist isomorph zu einer Untergruppe von Z/d, insbesondere abelsch.

Beuweis: Sei ¢ eine primitive d-te Einheitswurzel in K. 3% = a impliziert (¢"3)? =
a, also hat X% — a in L die Nullstellen 3, (8, ..., (% 13. Nach Lemma 7.16 sind
dies d verschiedene Zahlen, also zerfillt X¢ — @ iiber L in Linearfaktoren. Wir
betrachten
o)
B

Gal(L/K) — L*,
Diese Abbildung ist injektiv, denn o(3) legt o fest.

Behauptung. Dies ist ein Gruppenhomomorphismus.
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Sei o(8) = (" B, 7(B) = (" G. Dann ist

o7(B) _ 0(¢"B) _ o) _ CMCB i,
E 5 E E |

Andererseits

7B 7B) _ nyen
G e

Insgesamt ist Gal(L/K') isormoph zu einer Untergruppe von pq(K) =2 Z/d. O

Nicht alle Galoisgruppen sind abelsch!

Lemma 7.19. Sei P = X% —4X + 2, L der Zerfillungskérper von P iiber Q.
Dann ist

Gal(L/Q) = S; .

Beweis: Nach Eisensteinkriterium fiir p = 2 ist das Polynom irreduzibel. Seien

A = {ay, a9, a3, a4, a5} die Nullstellen von P in C. Wir untersuchen P mittels
Kurvendiskussion.

T -2 | =110 1 2

P)|-22| 5 [ 2] -1|26

Also hat P mindestens drei reelle Nullstellen. Wir bestimmen die Anzahl der

Maxima und Minima aus der Ableitung P’ = 5X* — 4. Sie hat Nullstellen in

r== {‘/g , also genau ein Maximum und ein Minimum. P hat genau drei reelle

Nullstellen. Die beiden anderen sind komplex.
Wir betrachten die Operation

Gal(L/Q) x A — A, (0,a) — o(a) .
Sie definiert einen Gruppenhomomorphismus
¢:Gal(L/Q) — S(A) =2 S5 .

Diese Abbildung ist injektiv, denn o wird durch die Werte auf den Wurzeln von
P bestimmt.

Auf L C C operiert die komplexe Konjugation. Sie definiert oo € Gal(L/Q).
Daher enthiilt das Bild von ¢ ein Element der Ordnung 2.

Die Operation von Gal(L/K) auf A ist transitiv. Nach der Bahnformel ist 5 =
|A] ein Teiler von | Gal(L/K)|. Nach den Sylowsiitzen hat Gal(L/K) ein Element
der Ordnung 5. Dies gilt dann auch fiir das Bild von ¢.

Behauptung. FEine Untergruppe G C Ss, die ein Element der Ordnung 5 und
ein Element der Ordnung 2 enthdlt, ist gleich Ss.
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Ohne Einschrankung enthilt G das Elemente (1 2 3 4 5) und damit auch
<(12345)>={e,(12345),(13524)(14253)(15432) >}.

Ohne Einschrinkung enthélt G ein Element (1 ?) und sogar ohne Einschrinkung
(1 2). Damit enthélt G auch die Elemente

(12)(12345)=(1)(2345)
(12)(13524) = (135)(24)

G enthilt Elemente der Ordnung 5,4, 6, also ist die Ordnung von G ein Vielfa-
ches von 60. Die Gruppe S5 hat die Ordnung 5! = 120. Angenommen |G| = 60.
Dann ist G ein Normalteiler von S5. Dann ist G N A5 ein Normalteiler von
As. Da die Aj einfach ist, folgt G N A5 = {e}, As. Der erste Fall scheidet
aus, da das Produkt von zwei ungeraden Permuationen gerade ist. Also ist
GNAs = As = G = As. G enthilt jedoch die Transposition (1 2). Es bleibt der
Fall |G| =120 = G = S5. O
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Kapitel 8

Normale und separable
Korpererweiterungen

Es gibt verschiedene dquivalente Charakterisierungen von galoisschen Korperer-
weiterungen. Diese wollen wir verstehen.

Normale Erweiterungen

Definition 8.1. Fine Kdrpererweiterung L/K heifst normal, wenn jedes irre-
duzible Polynom P € K[X], welches in L ein Nullstelle hat, iber L in Linear-
faktoren zerfillt.

Beispiel. K/K ist normal.

Lemma 8.2. Sei L/K endlich und normal. Dann gibt es P € K[X], so dass L
der Zerfdllunskorper von P ist.

Beweis: Da die Erweiterung endlich ist, gilt L = K(aq,...,a,). Sei P; das
Minimalpolynom von «;, P = [[P;. Da L normal ist, zerfdllt P iiber L in
Linearfaktoren. Zerfillt P iiber einem Teilkorper, so enthélt dieser die «;, ist
also gleich L. O

Tatséchlich gilt auch die Umkehrung!

Satz 8.3. Sei L/K Zerfillungskérper von P € K[X]. Dann ist die Erweiterung
normal.

Beweis: Sei @ € K[X]irreduzibel mit Nullstelle « € L. Sei L1 /L der Zerfillungskorper
von @, 8 € Ly ein Nullstelle von Q.

Behauptung. S € L.

Wir betrachten die Korpertiirme

KCcK(a)CL

71



72 KAPITEL 8. NORM. UND SEP. KORPERERWEITERUNGEN

und
K C K(B) C L(B)

« und g haben das Minimalpolynom @ iiber K. Also existiert nach Satz 7.8 ein
Isomorphismus
o:K(a) = K(B) .

L ist der Zerfallunskorper von P € K(«)[X]. L(B) ist der Zerfillunskorper von
o(P) =P € K(B)[X]. Also existiert wie in 7.10 eine Fortsetzung

o L— LB,

von o, die ein Isomorphismus ist. Insbesondere haben L und L(3) den gleichen
Grad iiber K. Es folgt § € L. O

Korollar 8.4. Sei L/K endlich. Dann existiert N/L endlich, so dass N/K
normal ist.

Beweis: L = K(aq,...,ay), P =[] P; Produkt der Minimalpolynome P; der
a;. Sei N der Zerfiallungskorper von P. U

Definition 8.5. Sei L/K eine Korpererweiterung. Die normale Hiille N/L ist
eine Erweiterung N/L, so dass N/K normal ist, und minimal mit dieser Eigen-
schaft, d.h. fir alle Zwischenkérper N/N'/L mit N'/K normal folgt N' = N.

Lemma 8.6. Die normale Hiille ist eindeutig bis auf Isomorphie.

Beweis: Seien P, N wie im Beweis des Korollars und N’ eine weitere normale
Hiille. Uber N’ zerfillt P in Linearfaktoren. Nach Satz 7.8 existiert ein Homo-
morphismus o : N — N’, der mit der Inklusion von L vertriglich ist. Das Bild
von ¢ ist normal iiber K, also ist o surjektiv. O

Andere Interpretation:
Sei L/ K eine Kérpererweiterung. Wir betrachten die Operation

Gal(L/K) x L — L.
Was sind die Bahnen?

Lemma 8.7. Seien «,a’ € L in derselben Bahn beziiglich der Operation der
Galoisgruppe. Dann haben sie dasselbe Minimalpolynom tber K.

Beweis: Nach Vorraussetzung existiert o : L — L mit o(a) = . Sei P das
Minimalpolynom von «, P’ das von /. Nach 7.8 gilt

P(d')=0o(P)(d')=0= P|P".

Ebenso folgt P’ | P, also unterscheiden sich P und P’ hichstens um einen Faktor
aus K. O

Definition 8.8. Sei L/K eine Korpererweiterung. Zwei Elemente a, o heifiten
konjugiert, wenn sie dassselbe Minimalpolynom haben.
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Die Bahnen bestehen also stets aus konjugierten Elementen. Die Bahn von «
hat hochstens deg Min(a) viele Elemente.

Satz 8.9. Sei L/K normal. Dann stimmen die Konjugationsklassen mit den
Bahnen tiberein.

Beweis: Seien «, o konjugiert. Dann existiert ¢ : K(o) — L mit o(a) = .

Wegen der Normalitédt kann dieser nach ganz L fortgesetzt werden. Dies ist das
gesuchte Element der Galoisgruppe. O

Gilt | Gal(L/K)a| = degMin(«)? Sicher nicht, wenn die Erweiterung nicht nor-
mal ist. Aber auch dann kénnten noch zwei Nullstellen des Minimalpolynoms
gleich sein!

Separable Erweiterungen

Definition 8.10. FEin irreduzibles Polynom in K[X| heif$t separabel, falls es
keine doppelten Nullstellen iber dem algebraischen Abschluss hat. Ein beliebi-
ges Polynom heif$t separabel, wenn alle irreduziblen Faktoren separabel sind. Sei
L/K eine Kirpererweiterung. a € L heifit separabel iber K, falls sein Minimal-
polynom separabel ist. L] K heif$t separabel, wenn alle Elemente von L separabel
tiber K sind.

Beispiel. (i) X2 +1 € R[X]
(ii) (X —a)™ € Q[X] ebenfalls separabel, da X — « separabel.
(iif) C/R separabel.
Wir benétigen ein Kriterium!
Definition 8.11. Sei K ein Korper,
P(X)=ao+amX +a X’ + - +a,X" € K[X] .
Die Ableitung von P ist
P'(X)=ay+ 20X +---+na, X" .

Lemma 8.12 (Rechenregeln). P,Q € K[X|, A € K.

(i) ( P+Q) =P +Q.

(i) (P-Q)=P-Q +P - Q.

(iii) (AP) = AP".

Die Ableitung ist eine K -lineare Abbildung K[X] — K|[X], die die Leibniz-Regel
erfillt.
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Beweis: P =31 ga; X', Q=3"_b;X/, A€ K.

(P+Q) = (Yo +b)x7) = i+ b) X
=Y i X Y i X =P+ Q'

! /
(PQ)/ = ZaleZbJXz = Za’iiji+j
i J i.j
— Z(z’ + j)ab; XTI = Zjaibjxi—&-j—l n Ziaiij¢+j_1

,J
= Z a,iXi Zjb]X]—l + ZiaiXi—l Z b]Xj — P/Q 4 PQ/
(iii) ist Spezialfall von (ii), denn A = 0. 0

Lemma 8.13. Sei P € K[X]. a € K ist doppelte Nullstelle von P, genau dann
wenn P'(a) = 0. Sei P irreduzibel. Dann ist P separabel, genau dann wenn
P’ #£0 als Element von K[X].

Beweis: Man beachte, dass P’ iiber K und iiber K iibereinstimmen. Sei P(X) =
(X —a)[[(X — o) mit o, ; € K. Nach Produktregel gilt
/
P =1-[[(X - )+ (X - (H(X - ai))

und daher

Dabher ist
P'(a) =0 a = o fiir ein 1.

Sei nun P irreduzibel, P nicht separabel, d.h. es gibt ein a € K, welches mehr-
fache Nullstelle von P ist. Dieses « ist gemeinsame Nullstelle von P und P’. Es
gilt deg P’ < deg P und P ist das Minimalpolynom von «. Daher ist P =0. O

Korollar 8.14. Sei Char K = 0. Dann sind alle Polynome in K[X] separabel.

Beweis: Offensichtlich deg P’ = deg P—1, also P’ # 0 fiir irreduzible Polynome.
O

Definition 8.15. Ein Kdrper heifit vollkommen, wenn alle Polynome (und da-
mit alle algebraischen Kdrpererweiterungen) separabel sind.

Beispiel. Korper der Charakteristik 0, algebraisch abgeschlossene Korper.
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Lemma 8.16. Sei Char K = p > 0, P € K[X]. Es gilt P' = 0 genau dann,
wenn
P(X) =ag+ a,X? + ag, X7 ... ap, X",

d.h. P(X) € K[X?].

Beweis: P(X) = Y a; X", P' = Y ia; X*. P’ = 0 bedeutet ia; = 0 fiir alle i,
also ¢ = 0 in K oder a; = 0. Nach Definition der Charakteristik ist ¢ = 0 in K,
genau wenn 7 = kp fiir k € N. O

Satz 8.17. Sei K ein endlicher Kérper. Dann ist K vollkommen.

Beweis: Sei ¢ : K — K der Frobenius, x — xP. Nach Satz 7.6 und der nachfol-
genden Bemerkung ist dies ein bijektiver Korperhomomorphismus. Sei

P=> apX" € K[X]

mit P’ = 0. Sei b; = ¢~ 'a;p, d.h. B = a;p. Dann gilt

O biXxy=>"thxP?=pP.

Insbesondere ist P nicht irreduzibel. Umgekehrt sind irreduzible Polynome se-
parabel. O

Andere Interpretation: Sei L/ K normal und separabel. Wir betrachten die Ope-
ration:
Gal(L/K) x L — L

(i) Die Bahn von « € L hat deg Min(«) viele Elemente.
(ii) Falls L = K(«) galois.

(iii) Ein Spezialfall: « € L \ K = deg Min(a) > 1 — kein Fixpunkt.

Galois-Erweiterungen

Wenn eine Gruppe G auf einer Menge M operiert, so bezeichnetete M die
Menge der Fixpunkte von G,

Definition 8.18. Sei L ein Kérper, G C Aut(L) = {o : L — L | Korperisom.}.
Dann heifst
L¢ ={a e L|o(a)=a fir ale a € G}

Fixkorper von G.

Bemerkung. Dies ist wirklich ein Korper.

Satz 8.19. Sei L/K endliche Korpererweiterung. Dann sind dquivalent.
(i) L/K ist galois;
(ii) |Gal(L/K)| = [L: K];
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(iii) L/K ist normal und separabel;
(iv) LENL/EK) = K.

Beweis: (1)< (ii) war unsere Definition. Es gelte nun (iii). Wir wollen (iv) zeigen.
Wie wir bereits iiberlegt haben hat die Bahn von a genau degMin(«) viele
Elemente. Also ist « ein Fixpunkt, genau dann wenn degMin(a) = 1, also
ac K.

Es gelte (iv). Wir wollen (iii) zeigen. Sei o € L. Wir bestimmen zunéchst das Mi-
nimalpolynom von «a. Sei A die Bahn von « unter der Operation von Gal(L/K).
Wir betrachten

P(X)=[[ (X -pB)eLX].

BEA
Behauptung. P(X) € K[X].

Wegen K = LEME/K) geniigt es zu zeigen, dass P = o(P) fiir alle o €
Gal(L/K). Nach Definition

oP)=[[X-0®)= [ X-n=r,

BEA oc-lyeA

denn mit v durchliuft auch o~ 'y die gesamte Bahn von a. « ist eine Nullstelle

von P. Alle Elemente in der Bahn von « haben ebenfalls das gleiche Minimal-
polynom, also ist P tatséchlich das Minimalpolynom von «. Es zerfillt tiber

L in einfache Linearfaktoren. Da dies fiir alle Minimalpolynome gilt, ist die
Erweiterung normal und separabel.

Wir setzen (iii) voraus. Eine Wiederholung des Beweises von Lemma 7.13 (] Gal(L/K)| <
[L : K]) zeigt Gleichheit, falls die Erweiterung normal und separabel ist. Es folgt

auch leicht aus dem néchsten Satz.

Zuletzt zeigt man die Implikation von (ii) nach (iv). Dies ist tief! Es folgt aus

dem néichsten Satz. O

Satz 8.20. Sei L ein Korper, G C Aut(L) eine endliche Untergruppe, K = LC.
Dann gilt
[L:K]=|G|.

Ende des Beweises von Satz 8.19. Es gelte (iii) oder dquivalent (iv), K = LGaL/K),
Dann ist (ii) die Aussage des letzten Satzes.

Umgekehrt sei (iv) falsch. Wir haben L ¢ LG*(L/K) ¢ K| also nach der Grad-
formel und dem letzten Satz

[L: K] =[L: LS/ B [GlL/E) . i) > [ S/ K] = | Gal(L/K)| .
Damit ist (ii) falsch. Dies beendet den Beweis von 8.19 O

Bemerkung. Der Beweis liefert im Galois-Fall eine Konstruktionsmethode fiir
das Minimalpolynom.

Der harmlos aussehende Satz 8.20 ist in Wirklichkeit der Kern des Hauptsatzes
der Galoistheorie und alles andere als trivial!
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Hauptsatz der Galoistheorie

Der wichtigste Teil des Beweises

Definition 9.1. Sei G eine Gruppe, L ein Kérper. Ein Gruppenhomomorphis-
mus
x:G— L*=L~ {0}

heifst Charakter.

Charaktere kann man als spezielle Elemente von
Abb(G,L) = {f : G — L| f mengentheoretische Abbildung}

auffassen. Dies ist ein L-Vektorraum.

Satz 9.2. Sein x1,...,xn : G — L* verschiedene Charaktere. Dann sind sie
linear unabhingig als Elemente von Abb(G, L).

Beweis: Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist wahr, denn x; # 0. Seien nun
X1,---,Xn—1 linear unabhéngig, aber x1,...,Xn_1, X» linear abhingig, d.h. es
gibt aq,...,a,_1 € L mit

a1x1+ -+ ap_1Xn-1 = Xn € Abb(G, L) ,
d.h. fiir alle g € G gilt
a1x1(g) + -+ an—1xn-1(9) = xn(9) € L .
In dieser Gleichung ersetzen wir g durch gh, also
arxi(g)xi(h) + -+ + an—1xn-1(9)Xn-1(h) = xn(g)xn(h) € L .
Diese Gleichung multiplizieren wir mit x(h™1) = x,,(h)~1:

;(:L((Zi + -+ OZn—an—l(g)X;;(lf(Ll;) = Xn(g) €L.

aixi(g)

7
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Wir bilden die Differenz zur ersten Gleichung fiir g:

a1x1(9) <1 - ;i%ig) + A+ an—1Xn-1(9) (1 - X;;é}i?) =0clL.

Diese Gleichung gilt fiir alle g (und festes h), aber die y; fiir ¢ < n — 1 sind
linear unabhéngig. Es folgt
i(h
ai(l—X( ))zo.
xn(h)

Wiren alle a; = 0, so wére x,, = 0. Also gibt es ein iy mit «o;, # 0. Es folgt

Xio(h)
1= & xXn(h) = Xi(h) -
LX) = ()
Dies gilt fiir alle h € G, also ist x, = X4,, Widerspruch. O

Bemerkung. Niheres Hinsehen zeigt, dass wir Satz 9.2 doch nicht brauchen!

Beweis von 8.20. Sei G = {o1,...,0,}, K = LY und B = {by,...,b,} eine
Basis von L/K. Hier ist a priori auch r = oo méglich. Zu zeigen ist r = n.

Behauptung. r > n.
1. Beweis: Es gilt G C Gal(L/K) und daher

n<|Gal(L/K)| <[L:K]=r.

Artins Beweis mit Satz 9.2: Wir wenden den letzten Satz an auf die Gruppe L*
und die Charaktere o; : L* — L* fiir

{01,...,0n} € G C Aut(L) .
Angenomen, r < n. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

Jl(bl)xl + Uz(bl).’bg + ... an(bl)xn =0
Ul(bg)xl + O'Q(bg)fﬂg + ... Un(bQ)In =0

o1(by)x1 + o2(by)xg + ... op(br)xy, =0

Da wir mehr Unbekannte als Gleichungen haben, gibt es eine nicht-triviale
Losung (x1,...,2,), d.h.

> wioi(by) fiir alle j,
Sei b= )" a;b; mit a; € K ein beliebiges Element von L. Es folgt

Z%ZJ(Z O[jbj) = Zajini(bj) =0.
i 7 i,]

Dies ist ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der o;.
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Behauptung. r» <n.

Angenommen, r > n. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

ijoi(bj) = 0 fiir alle 1.
J

Da wir mehr Unbekannte als Gleichungen haben, gibt es eine nicht-triviale
Losung (21,...,2,). Wir wenden oy auf unsere Gleichungen an und erhalten:

OZO']€ ijgi(bj) :ZUk(:Cj)Jkoai(bj) fir alle i7
J J

oder, da oy o 0; ganz GG durchlauft:

0= Zok(xj)ai(bj) fiir alle 4.
J

Mit anderen Worten, auch oy (z;) ist eine Losung unseres Gleichungssystems.
Sei N(z;) die Anzahl der j mit x; # 0. Nach Vorraussetzung ist N > 1. Ohne
Einschrankung ist ;1 = 1. Wir betrachten das Tupel

yj = xj — oi(x)).
Es ist eine neue Losung mit echt kleinerem N(y;), denn y; = 0. Allgemein ist
yi =0 z; = oi(z;) .

Gélte dies fiir alle 0;, so wire x; € K. Das ist aber ein Widerspruch zu linearen
Unabhéngigkeit der b; (man betrachtet die Gleichung fiir o1 = id). Also gibt es
ein 0y, so dass ein y; # 0. Auch die neuere Losung ist nicht-trivial. Wir erreichen
schliefllich eine nicht-triviale Losung mit N(z;) = 1. Der nicht-triviale Eintrag
kann als 1 gew#hlt werden, liegt also in K. Wie wir bereits gesehen haben, ist
dies ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der b;. O

Bemerkung. Artins Beweis kommt ohne Minimalpolynome und die Begriffe
separabel, normal aus. Das ist also viel eleganter!

Sei L/ K eine Korpererweiterung. Sei G die Menge der Untergruppen von Gal(L/K)
und K die Menge der Zwischenkoérper von L/K. Dann gibt es zwei Abbildungen

G 5 kK L g
G — LG
F — Gal(L/F)={c € Gal(L/K)| o |p=id}

Theorem 9.3 (Hauptsatz der Galois-Theorie). Sei L/K eine endliche
Galoiserweiterung von Kdrpern.

(i) Dann sind die obigen Abbildungen k und v inklusionsumkehrend und in-
vers zueinander. Insbesondere sind beide Abbildungen bijektiv.
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(i) Fiir jeden Zwischenkirper ist L/F galois, und es gilt [L : F] = Gal(L/F).
Fiir jede Untergruppe H C Gal(L/K) gilt

[L: L") =|H|,[L¥ : K] = [Gal(L/K) : H] .

(i) Fir L O F D K st F/K normal (und dann auch galois), genau dann
wenn H = Gal(L/F) ein Normalteiler von Gal(L/K) ist. In diesem Fall
18t

Gal(F/K) 2 Gal(L/K)/ Gal(L/F) .

Beweis: Wir betrachten L D F; D Fy C K. Dann ist

Gal(L/Fy) ={o € Gal(L/K) | ¢ |p,=id} D Gal(L/Fy) =
{oc € Gal(L/K) | o |p,=1d} .

Umgekehrt seien Gal(L/K) D Hy D Hy. Dann ist

L ={z e L|o(x) =2z firallex € H} C
L*2 = {z € L|o(x) =2 fiir alle x € Hy} .

Sei nun F' ein Zwischenkorper. Nach Vorraussetzung ist L/K normal und sepa-
rabel, also ist auch L/F normal und separabel, denn das Minimalpolynom von
a in F[X] teilt das Minimalpolynom von « in K[X]. Nach Satz 8.19 ist also
L/F galois und

ky(F) = FEIL/P) = p |

Ebenfalls nach Satz 8.19 ist [L : F] = | Gal(L/F).
Sei H eine Untergruppe von Gal(L/K). Nach Satz 8.20 ist [L : Lf] = |H|.
Als Zwischenkérper ist L/LH galois, also [L : L] = Gal(L/H). Da H C
Gal(L/L™), folgt Gleichheit. Mit anderen Worten,

vk(H) = Gal(L/L™) = H .

Die Formel fiir [L7 : K] folgt aus der Indexformel fiir Untergruppen und der
Gradformel fir Zwischenkdrper. Damit sind (i) und (ii) gezeigt.

Wie betrachten L/F/K. Angenommen, F/K ist normal. Dann respektiert jedes
o € Gal(L/K) den Teilkérper F', da Elemente auf andere Nullstellen desselben
Minimalpolynoms abgebildet werden. Wie erhalten eine Abbildung

Gal(L/K) — Gal(F/K)

mit Kern Gal(L/F). Sie ist surjektiv, denn L/K ist normal, also a8t sich jedes
Element von Gal(F/K) fortsetzen. Nach der Anzahlformel in (ii) ist F//K nun
galois.

Sei umgekehrt Gal(L/F) ein Normalteiler. Sei o € F, o € Gal(L/K). Wir wollen
zeigen, dass o(a) € F, d.h. invariant unter Gal(L/F'). Sei also 7 € Gal(L/F).
Nach Voraussetzung ist

o tro € Gal(L/F) = o '1o(a) = o .
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Also liegen alle Konjugierten von « iiber L bereits in F, die Erweiterung F'/ K
ist normal. O
Korollar 9.4. L/K galois. Dann gibt es nur endlich viele Zwischenkirper.
Beweis: Eine endliche Gruppe hat nur endliche viele Untergruppen. O

Beispiel. Wir bestimmen die Teilkérper von Q({l/ﬁ) Wir erraten: Q(\/ﬁ) Gibt
es andere?

Sei K die normale Hiille von Q(+/2)/Q, also der Zerfillungskérper von X* — 2.
Explizit ist K = Q(+v/2,1). Er ist galois iiber Q. Wir bestimmen die Galoisgruppe
G = Gal(K/Q). 0 : K — K ist eindeutig durch die Werte auf v/2 und i
bestimmt. Es gilt

o(V2) € {£V2,+iV2} , o(i) € {#i} .

Die Galoisgruppe hat also 8 Elemente. Sei

T(V2)=iv2, (i) =i
Dieses Element hat die Ordnung 4, denn

2(V2) = 7(iV2) = iiv2 = —V2 .

Sei ¢ die komplexe Konjugation, also

W(V2) = V2, (i) = —i.
Dieses Element hat die Ordnung 2. Es gilt

G={r' v |i=0,1,2,3}.
Ist die Gruppe kommutativ?
1T(V2) = 1(iv2) = —iv2 , Ti(V2) = 7(V2) =iV2.

Nein, es gilt 17 = 73;. Damit haben wir die Gruppe in Erzeugern und Relationen
vollstandig beschrieben. Der Teilkérper Q(f/ﬁ) ist der Fixkorper der Untergrup-
pe {id, ¢}. Sie ist kein Normalteiler, wie es der Hauptsatz vorhersagt. Schlieilich
ist der Korper nicht normal iiber Q. Teilkorper von Q(+/2) entsprechen also Un-
tergruppe von G, die ¢ enthalten. Sei H eine solche Untergruppe. Mit 73 = 7!
oder ¢7 oder t7% enthilt die Gruppe auch 7 und ist damit ganz G.

H = {id, s, 7%,17%}

ist die einzige nichttriviale Moglichkeit. Daher ist K# = Q(\/i) tatséchlich der
einzige Teilkérper von Q(v/2).

Korollar 9.5 (Fundamentalsatz der Algebra). C ist algebraisch abgeschlos-
sen.
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Beweis: Wir verwenden:

(i) Sei P € R[X] ungerade, dann hat P eine reelle Nullstelle. (Zwischenwert-
satz)

(ii) Sei P € C[X] quadratisch, dann zerfillt P in Linearfaktoren. (Ldsungs-
formel).

Sei nun L/C endlich.
Behauptung. L =C.

Ohne Einschrénkung ist L/R galois (normale Hiille). Sei G = Gal(L/R), P
eine 2-Sylowgruppe von G, F = L¥. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
ist [FF : R] = [G : P], also ungerade. Sei @ € F. Sein Minimalpolynom ist
irreduzibel und ungerade, nach (i) also linear. Damit ist F' = R. Als 2-Gruppe
enthilt G = P eine Untergruppe mit Index 2. Ihr Fixkorper ist eine quadratische
Erweiterung von C. Nach (ii) gibt es so etwas aber nicht. Es muss G = P = {id}
sein. O

Korollar 9.6. Eine Zahl z € C ist mit Zirkel und Linear aus 0,1 konstruierbar,
genau dann wenn es in einer Galoiserweiterung K/Q enthalten ist mit [K : Q]
eine Potenz von 2.

Beweis: Wir haben bereits gesehen (Theorem 6.18), dass z konstruierbar ist, ge-
nau dann wenn es in einem Korper K, liegt, fiir den es eine Kette quadratischer
Erweiterungen gibt

Q:K()CKlCKQ-'-CKn .

Sei nun K wie im Korollar. Dann ist die Galoisgruppe G = Gal(K/Q) eine
2-Gruppe. Nach dem Struktursatz fiir 2-Gruppen gibt es eine Kette von Nor-
malteilern N; mit Index 2¢. Deren Fixkérper sind die gesuchte Kette von Zwi-
schenkorpern.

Umgekehrt existiere die Korperkette. Offensichtlich ist [K, : Q] = 2". Wenn
K,,/Q normal ist, so sind wir fertig. Allgemein sei K die normale Hiille von

K,/Q.
Behauptung. [K : K,,] ist eine Potenz von 2.

Sei L; die normale Hiille von K;/Q. Wir argumentieren mit vollstindiger In-
duktion. Sei K; 1 = K;(a;). Dabei sei o? = a; € K;. Wir setzen

S

p= J] X?-o0(a)) e LiX].
o€Gal(L;/Q)

Das Polynom ist invariant unter der Operation von Gal(L;/Q), hat also Koef-
fizienten in L?al(Li/Q) = Q, denn der Korper ist galois iiber Q. Sei L; Zerfal-
lungskorper von R € Q[X]. Wir wihlen F; ;1 als den Zerfillungskérper von RP.
Er entsteht aus L; durch Adjungieren von Wurzeln aus P, also durch Adjungie-
ren von Quadratwurzeln. Daher ist [E;; : L;] eine Potenz von 2. Die normale
Hiille L; 1 von K;41/Q ist in E;;1 enthalten, also ist auch ihr Grad iiber Q

eine Potenz von 2. O
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Beispiel. Konstruktion des regelméfiigen 5-Ecks: Sei ¢ = exp(27i/5). Das Mi-
nimalpolynom von ¢ ist X% + X3 + X2 + X + 1. Die Erweiterung Q(¢)/Q ist
galois. Die Elemente der Galoisgruppe sind durch ein i € (Z/5)* bestimmt. Die
Zuordnung ist o;(¢) = ¢*. Die Gruppe (Z/5)* ist zyklisch mit Erzeuger 2, denn
es ist 22 = 4,23 = 8 = 3,2* = 6 = 1. Sie hat eine Untergruppe der Ordnung
2, erzeugt von 22 = 4. Sei H C Gal(Q(¢)/Q) die entsprechende Untergruppe,
erzeugt von ¢ : ( — (% = ¢!, also der komplexen Konjugation. Wir bestimmen
Q(¢)H. Der Korper ist quadratisch iiber Q. Er enthilt o = ¢ + ¢!, den dieses
Element ist invariant unter ¢. Das Element ist nicht invariant unter ¢ — (2,
denn sonst wére

CH(TI =+ =0+ 0=C"+1

Vergleich mit dem Minimalpolynom von ( ergibt einen Widerspruch. Die ge-
suchte Kette von Koérpern ist also

QcQfa) CQ(Q) -
Das Minimalpolynom von ( iiber Q(«) ist
(X -OX—-u(Q)=X*—aX +1.

Die Galoisgruppe von Q(«)/Q ist Gal(Q(¢)/Q)/H. Sie enthilt die Identitéit und
die Restklasse von o : ¢ — (2. Also ist das Minimalpolynom von « iiber Q

(X—a)(X—0(a)) = X2—(C+C+CHCH+HEHCH(E+HCTH = X2+ X 1.

Die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen sagt nun, welche Quadratwur-
zeln wir konstruieren miissen.
Dasselbe Verfahren funktioniert natiirlich auch fiir das 17-Eck.

Losung von Gleichungen durch Radikale

Sei P € Q[X]. Wir fassen P(X) = 0 als Gleichung auf und suchen eine Losungs-
formel in Termen von +, —, -, : und Wurzeln {/-, so wie es fiir Gleichungen vom
Grad 2, 3 und 4 funktiniert.

Definition 9.7. a € Q kann durch Radikale ausgedriickt werden, wenn es in
einem Korper K C Q liegt mit

K:KnDKn—lj"‘DKOZQa

wobei K; = K;_1( ~/a;) fir ein a; € K;.

Ein Korper heifit durch Radikale auflésbar, wenn er in einem solchen K, ent-
halten ist.

Ein Polynom heifst durch Radikale auflésbar, wenn alle seine Wurzeln durch
Radikale ausgedriickt werden kinnen, d.h. wenn sein Zerfillungskérper durch
Radikale auflosbar ist.
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Wir wollen das Problem mit Galoistheorie angehen. Wir haben gesehen (zyklo-
tomische Erweiterungen Satz 7.17 und Kummererweiterungen Satz 7.18), dass
Waurzelerweiterungen abelsche Galoisgruppen haben.

Definition 9.8. Fine Gruppe G heifit auflésbar, wenn es eine Kette
{e}=G,CG1C---CGy=G

von Untergruppen gibt, so dass G; ein Normalteiler von G;11 ist und der Quo-
tient Giy1/G; abelsch.

Lemma 9.9. Mit G sind auch alle Untergruppe und Quotienten aufiosbar.

Beweis: Sei H C G eine Untergruppe. Wir betrachten die Kette der H; =
G; N H. Dann ist H; ein Normalteiler von H;;; und die Abbildung

Hiy /Hi=HNGi1/HNG; — Gip1 /Gy

ist injektiv. Als Untergruppe einer abelschen Gruppe ist H;1/H; abelsch, also
H auflosbar.

Sei N ein Normalteiler von G, H = G/N. Wir setzen H; das Bild von G;
unter der Projektion G — H. Nach dem Noetherschen Isomorphiesatz gilt H; =
G;/G;N N = G;N/N. Wieder ist H; ein Normalteiler in H;;;. Die Projektion

Git1/Gi — Hip1 /H;

ist surjektiv. Als Bild einer abelschen Gruppe ist H;11/H; abelsch. Damit ist
H auflosbar. O

Theorem 9.10. Sei K/Q eine endliche Erweiterung mit normaler Hiille L.
Dann sind dquivalent:

(i) K ist durch Radikale auflosbar.
(i) Gal(L/Q) ist aufiésbar.

Beweis: Wir zeigen nur die Richtung (i) nach (ii), Gegenrichtung niichstes Se-
mester.
Wir haben K C K,, und

K,DOK, 1D2---D2Ky=Q,
wie in der Definition.

Behauptung. Es gibt eine Erweiterung endliche L;/K;, die normal iber Q ist,
und so dass L; aus K; durch Adjungieren von Wurzeln entsteht.

Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir ohne Einschriankung annehmen, K;_1
normal iiber Q ist.
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Es ist K; = K;_1(«a), das die Gleichung X™ — a;, a; € K, erfiillt. Wir
betrachten das Polynom

P= H (X" —o(a;)) € K;[X] .
s€Gal(Ki/Q)

Das Polynom ist invariant unter der Operation von Gal(K;/Q) und die Erwei-
terung ist galois, also gilt P € Q[X]. Sei K;_; Zerfiallungskoérper von R. Wir
wéhlen fiir L; den Zerfallungskorper von von RP. Er ist normal iiber Q und ent-
steht aus K; durch Adjungieren der Wurzeln von P, also von n;-ten Wurzeln.
Dies beendet den Induktionsbeweis.

Ohne Einschrinkung ist also K, /Q normal. Dann folgt L C K,, nach der Eigen-
schaft einer universellen Hiille. Sei N = [] n;, ¢ eine primitive N-te Einheitswur-
zel. Dann ist K, (¢) normal iiber Q. Wir betrachten die Korperkette L; = K;(().
Wegen L; 1 = L;( "\i/aT-) ist dies wieder eine Kette von Korpern wie in der Defi-
nition. Auch Ly = Q(¢)/Q entsteht durch Adjungieren einer Wurzeln, némlich
¢ = ¥/1. Weiterhin gilt K C L,,. Die Erweiterungen L;y1/L; sind nun Kum-
mererweiterungen wie in Satz 7.18, denn L; enthélt mit ¢ auch eine primitive
n;-te Einheitswurzel. Alle L;1/L; sind galois mit abelscher Galoisgruppe.

Sei H; = Gal(L,,/L;) die Folge von Untergruppen zur Kérperkette. Nach dem
Hauptsatz der Galoistheorie ist H; 1 ein Normalteiler von H;, und es gilt

Gal(LH_l/Lz) = Hi/Hi+1-

Damit ist Gal(L,,/Q) auflésbar. Als Quotient ist dann auch Gal(L/Q) auflésbar.
O

Bemerkung. Insbesondere ist also ein irreduzibles Polynom durch Radikale
auflosbar, wenn eine Nullstelle durch Radikale ausgedriickt werden kann.

Satz 9.11. Sei P = X® —4X + 2. Dieses P ist nicht durch Radikale auflosbar.

Beweis: Der Zerfallungskoérper von P hat nach Lemma 7.19 Galoisgruppe Ss.
Nach dem Teil des Theorems, den wir gezeigt haben, implziert die Auflosbarkeit
von P die Auflésbarkeit von Ss. Mit S5 wire auch die Untergruppe As auflosbar.
Diese ist aber einfach und nichtabelsch. Sie hat keine abelschen Quotienten, ist
also keineswegs auflosbar. O

Endliche Koérper und Einheitswurzeln

Sei p eine Primzahl. Wir betrachten endliche Korper der Charakteristik p.

Satz 9.12. Fir jedes n > 1 enthilt F, genau einen Teilkérper Fyn mit p"
Elementen. Die Korpererweiterung Fpn /I, ist galois mit zyklischer Galoisgruppe
erzeugt vom Frobenius ¢ mit ¢(x) = xP.

Beweis: Sei F ein Teilkérper mit p™ Elementen. Alle Elemente von F* erfiillen
das separable Polynom = X?"~1 — 1, da F* eine Gruppe mit p" — 1 Elementen
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ist. Uber F zerfillt P in Linearfaktoren, iiber einem kleineren Kérper nicht, da
P keine doppelten Nullstellen hat. Damit ist der einzige Kandidat fiir F die
Menge der Nullstellen von P zusammen mit 0, also die Menge der Nullstellen
von XP" — X. Dies ist die Menge der Fixpunkte von ¢, € Gal(F,/F,) mit
én(z) = 2P". Als Fixpunkte eines Kérperhomomorphismus bilden sie einen
Korper. Dies zeigt die Existenz von F.

Da ), vollkommen ist, ist Fy,» als Zerfallungskérper galois iiber IF),. Die Galois-
gruppe hat n Elemente. Wir betrachten die Untergruppe, die vom Frobenius ¢
erzeugt wird. Sei m die Ordnung von ¢. Dann gilt

o™ (x) = 2P = x fiir alle z € Fpn

Das Polynom X?" — X ist separabel, hat also hchstens p™ Nullstellen. Damit
ist m > n. Also ist die Ordnung n. Die Galoisgruppe wird von ¢ erzeugt. O

Bemerkung. F,» und Z/p™ haben nicht das geringste miteinander zu tun!!!

Definition 9.13. Sei ¢ eine primitive d-te Einheitswurzel in Q, ®4 € Z[X] ihr
normiertes Minimalpolynom und ¢(d) = deg ®(d).

Satz 9.14. Alle primitiven d-ten Einheitswurzeln in Q sind Nullstellen von ®g4.
Es gilt
o(d) = [(Z/d)*] , Gal(Q(¢)/Q) = (Z/d)" .

Beweis: Wir wissen aus Kapitel 7, dass es genau |(Z/d)*| primitive d-te Einheits-
wurzeln gibt. Wenn sie alle Nullstellen von ®, sind, dann ist ¢(d) > [(Z/d)*|.
Nach Satz 7.17 ist Gal(Q(¢)/Q) isomorph zu einer Untergruppe von |(Z/d)*|. Da
die Erweiterung normal (und separabel) ist, folgt ¢(d) < |(Z/d)*], also Gleich-
heit und die Berechnung der Galoisgruppe.

Behauptung. Seip eine Primzahl, die d nicht teilt. Dann sind ¢ und (P Null-
stellen von ®@g.

Nach Voraussetzung ist ¢ Nullstelle von ®4. Sei
X1 —1=d,H

die Zerlegung in Q[X]. Da ®; normiert ist und X? — 1 ganzzahlig, sind auch
®, und H ganzzahlig und normiert (Satz von Gauf3 5.21). Angenommen, (? ist
nicht Nullstelle von ®,4. Dann ist es Nullstelle von H. Also ist ¢ eine Nullstelle
von H(XP). Da ®; das Minimalpolynom ist, folgt

Oy | H(XP) .

Wir reduzieren die Polynome modulo p. Sei ®; die Reduktion von ®4, H die
von H. Es gilt also in F,,[X]:

X1 -1=0,H ,%, | HX?)=H".
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Jede Nullstelle von ®4 in E, ist auch eine Nullstelle von H, also eine doppelte
Nullstelle von X —1. Da p kein Teiler von d ist, hat aber X?—1 keine doppelten
Nullstellen. Der Widerspruch zeigt, dass (P Nullstelle von & ist.

Man beachte, dass ®; dann auch das Minimalpolynom von (P ist. Sei ¢ eine
primitive d-te Einheitswurzel. Wir zerlegen i = p; ... p; in Primfaktoren (Wie-
derholungen erlaubt). Da i teilerfremd zu d ist, teilt kein p; die Zahl d. Nach
dem bereits gezeigten sind auch ¢P1, (¢P1)P2, ..., (" Nullstellen von ®,. O

Mit anderen Worten: X% — 1 hat die nur die offensichtlichen Teiler.

Beispiel. d = 12. Die Teiler von 12 sind 1,2, 3,4, 6. Die teilerfremden Zahlen
sind 1,5,7,11. Also hat ®;5 den Grad 4. Es gilt

X2 1= 01500, P3P2P ,

(X6 —1) = DgD3D®; , (X2 —1)/(X® —1) = P00y = XO + 1,
(X' =1) = 3,000, , 0, = (X' - 1)/(X?-1)=X?+1
P = (X +1)/(X2+1)=X*-X2+1

Lemma 9.15. Seien n,m teilerfremd. Dann gilt p(nm) = ¢(n)d(m). Sein =
p* eine Primzahlpotenz. Dann gilt ¢p(n) = (p — 1)pF~—1.
Beweis: Nach dem chinesischen Restsatz gilt

Z/(nm) 2 Z/nxZ/m .

Die Abbildung ist ein Ringhomorphismus. Ein Element in Z/nm ist invertierbar
beziiglich der Multiplikation, genau dann wenn es invertierbar ist modulo n und
m.

(Z/nm)* = (Z/n)* x (Z/m)* .
In Z/p* sind genau die Vielfachen von p nicht teilerfremd zu p*. Es gilt

o(p*) =p" —p* = (- 1Pt
O

Korollar 9.16 (vergleiche Satz 6.21). Das regelmdfige n-Eck ist genau dann
mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn n = 2"p;...p; mit Fermatschen
Primzahlen p; ist.

Beweis: Sei ( eine primitive n-te Einheitswurzel. Nach Korollar 9.6 ist { genau
dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn [Q(() : Q] = ¢(n) eine Potenz
von 2 ist. Sei n = 2"p{" ... p/** die Primfaktorzerlegung von n. Nach dem
Lemma ist

¢(n) =2 tpi (P ) pi (P T,
In der Primfaktorzerlegung von n darf also keine Primzahl ungleich 2 mit hoher-

er Multiplizitét vorkommen. Fiir die vorkommenden p; muss p; — 1 eine Potenz
von 2 sein. Wie in Kapitel 6 sind dies genau die Fermatschen Primzahlen. [
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Kapitel 10

Ausblicke

Natiirlich sind immer noch viele Fragen zur Galoistheorie offen.

Das inverse Problem der Galoistheorie

Vermutung 10.1. Jede endliche Gruppe kommt als Galoisgruppe einer endli-
chen Erweiterung iber Q vor.

Es ist recht einfach, Galoiserweiterungen K/Q mit Galoisgruppe S, zu kon-
struieren, siehe unser Beispiel mit S5. Jede endliche Gruppe G ist Untergruppe
einer §,, also taucht nach dem Hauptsatz jede Gruppe auf als Galoisgruppe
eines Gal(K/F), K, F beide endlich iiber Q. Fiir die eigentliche Frage hilft es
nicht weiter!

Lemma 10.2. Es gibt eine Galoiserweiterung F/Q mit Gal(F/Q) = Z/p™.

Beweis: Sei (pn eine primitive p”-te Einheitswurzel. Wir wissen, dass

Gal(Q(¢n)/Q) = (Z/p™)* .

Der Kern K der Abbildung (Z/p")* — (Z/p)* hat p"~! Elemente. Tatsiichlich
ist er zyklisch (ohne Beweis). Da p™ und (p — 1) teilerfremd sind, gilt nach
dem Elementarteilersatz (Z/p™)* = (Z/p)* x p"~!. Sei F der Fixkorper der
Untergruppe (Z/p)*. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie hat er Galoisgruppe
VA O

Wie steht es mit G = Z/p x Z/p?

Theorem 10.3 (Kronecker-Weber). Sei F/Q galois mit abelscher Galois-
gruppe. Dann ist F C Q((,) fiir eine primitive n-te Einheitswurzel.

Wir miissen also unter Teilkérpern der Q((,) suchen. Potenzen von p reichen
nicht, dass hat der letzte Beweis gezeigt. Wo kann ein zweiter Faktor p herkom-
men? Wenn p ein Teiler von p’ — 1 ist, wobei p’ eine andere Primzahl ist, dann

89
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hat Gal(Q((y)/Q) = (Z/p')* eine Untergrupp mit Index p’ (Elementarteiler-
satz, Theorie der abelschen p-Gruppen). In Q(¢,,) gibt es dann den gesuchten
Korper.

Es bleibt die Frage: Gibt es eine Primzahl, die 1 ist modulo p?

Theorem 10.4 (Dirichletscher Dichtesatz). Es gibt unendlich viele Prim-
zahlen, die 1 modulo p sind.

Tatsédchlich haben wir gezeigt:
Satz 10.5. FEs gibt eine Galoiserweiterung F/Q mit Gal(F/Q) = (Z/p)".

Beweis: Wir finden F' als Teilkorper von Q({p,...p,. ), wobei die p; alle Primzahlen
sind, die 1 modulo p sind. O

Mit dhnlichen Argumenten findet man alle endlichen abelschen Gruppen.
Allgemein ist das inverse Problem der Galoistheorie ein Forschungsgegenstand.
Meines Wissens ist es {iber Q noch nicht fiir alle einfachen Gruppen gelést (ohne
Gewihr).

Das Langlands-Programm

Sei K ein globaler Kérper, d.h. eine endliche Erweiterung von Q oder F,(X).
Die Galoiserweiterungen von K mit abelscher Galoisgruppe sind gut verstanden.
Dies ist Inhalt der Klassenkdrpertheorie. Man kann sie auffassen als Beschrei-
bungen aller Gruppenhomomorphismen

Gal(K/K) — Gl (R) = R*

die {iber einen endlichen Quotienten faktorisieren. Sie entsprechen gewissen Dar-
stellung einer Gruppe Gli(A) wobei A der Ring der Adele ist.

Vermutung 10.6 (Langlands). Die Gruppenhomomorphismen
Gal(K/K) — Gl,(R)
entsprechen eindeutig gewissen Darstellungen von Gl,,(A).

In Wirklichkeit ist die Vermutung natiirlich sehr viel préziser. Im Fall von K = Q
ist die Vermutung weit offen. FEin Spezialfall fiir n = 2 ist die Shimura-Taniyama
Vermutung, die Wiles et.al. vor einigen Jahren bewies.

Theorem 10.7 (Drinfeld, Lafforgue). Die Langlandsvermutung gilt im Fall
von Erweiterungen von Fj(X).

Der Beweis brachte Drinfeld 1990 (Fall n = 2) und Lafforgue 2002 (allgemeiner
Fall) die Fields-Medaille ein. Dies ist die hochste Auszeichnung in der Mathe-
matik. Sie wird alle 4 Jahre anlésslich des ICM vergeben.
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Milnor-Vermutung

Die zweite Fields-Medaille ging 2002 an Voevodsky fiir den Beweis der Milnor-
Vermutung.

Theorem 10.8 (Voevodsky, Milnor-Vermutung). Sei K ein Korper. Dann
ist die natiirliche Abbildung

Ky (K)/2 — H*(K,Z/2)
ein Isomorphismus.

Hierin ist K3,(K) Milnor K-Theorie. Man kann die abelsche Gruppe explizit
mit Erzeugern und Relationen definieren: Erzeuger sind Ausdriicke der Form
{a1,az,...,a,} mit a; € K*, n € Ny. Es gelten die Rechenregeln

{a1,a2,... a4, ...;an} +{a1,a2,...,bi,...;an} = {a1,a2,...,a:b;, ... ,an} ,

{a1,a9,...,a,} =0, falls a; + a; = 1 fiir ein Paar von Indices.

Auf der rechten Seite steht Galoiskohomologie, die hier nicht definiert werden
soll. Sie héingt nur von Gal(K/K) ab.

Die entsprechende Vermutung fiir beliebige Zahlen n statt 2 steht wohl kurz vor
einem Beweis.

Algebra I1

Es wird wesentlich prosaischer zugehen:

(i) Noch etwas Galoistheorie, insbesondere fiir die Riickrichtung von Theorem
9.10.

(ii) Ringe und Moduln. Moduln tiber Ringen entsprechen Vektorrdumen iiber
Korpern. Insbesondere werden wir den Elementarteilersatz zeigen.

(iii) Homologische Algebra. Das ist die Theorie, die bendtigt wird, um syste-
matisch Invarianten zu produzieren und mit ihnen zu rechnen. Sie ent-
stand beim Studium von topologischen Rdumen, ist aber in vielen Zusam-
menhéngen anwendbar. Ein Beispiel ist Galoiskohomologie, siehe 10.8.

Was sonst noch gut fiir die Allgemeinbildung wére: nichtkommutative Theorie!

e Darstellungstheorie von Gruppen, also der Abbildungen G — G1(V) wobei
V' ein Vektorraum ist. Etwas eleganter, aber eigentlich das Gleiche: die
Theorie der halbeinfachen Algebren.

e Klassifikation der Lie-Algebren: Lie-Algebren sind keine Ringe, statt des
Assoziativgesetzes erfiillen sie die Jacobi-Regel. Sie tauchen auf als Tan-
gentialraume von Liegruppen (Gruppen, die gleichzeitg Mannigfaltigkeiten
sind wie Gl,(R)).

e Theorie der quadratischen Formen, also der bilinearen Abbildungen V' x
V — K, (V ein K-Vektorraum).

All diese Themen sind im Buch von Lang behandelt.
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Zusammenfassung

Diese Vorlesung hatte - hinter all den Definitionen und Lemmata - zwei Themen:

e Operationen von Gruppen: dies fiihrte zum Beweis der beiden tiefsten
Sétze der Vorlesung, namlich der Sylowsédtze und des Hauptsatzes der
Galoistheorie;

e Invarianten: die Ordnung einer Gruppe, eines Elementes, der Grad einer
Korpererweiterung, die Galoisgruppe einer Erweiterung. Dies sind Beispie-
le eines der erfolgreichsten Prinzips der Mathematik iiberhaupt!
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