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Kapitel 0

Einleitung

Die Vorlesung lineare Algebra:
e Eine Menge Vokabeln (Vektorraum, lineare Abbildung, Skalarprodukt,. . .)

e Die wichtigsten Werkzeuge der Mathematik - so wie Hammer und Schrau-
benzieher fiir den Schreiner.

Dieses Semester:
e noch mehr Vokabeln und noch mehr Werkzeuge.

e aber vor allem: wir werden die Werkzeuge benutzen, um eine Reihe sehr
alter und sehr tiefer Probleme zu l6sen!

Losen von Gleichungen héheren Grades

Lineare und quadratische Gleichungen sind teilweise Schulstoff, wurden aber
auch in den ersten beiden Semestern behandelt. (Beachte: quadratische Glei-
chungen werden iiber die Theorie der bilinearen Gleichungen auf lineare Algebra
zuriickgefiihrt). Diese Dinge sind (natiirlich nicht der der Sprache der linearen
Algebra) sehr alt, im Zweifelsfall geht es auf die Antike zuriick.
Cardanosche Formeln:

B 4pr4+qg=0

hat die Diskriminante D = 4p® 4 27¢%. Fiir D > 0 hat die Gleichung genau eine
reelle Losung, ndmlich (wenn ich richtig abgeschrieben habe):

v a- @

2 3

Losungsformeln fiir Gleichungen 3.ten und 4.ten Grades in einer Variablen wur-
den im 16. Jahrhundert in Italien gefunden. Man bendétigt imaginidre Zahlen,
selbst wenn die Losungen reell sind. So wurden die komplexen Zahlen erfunden!
Offensichliche Frage: Wie sieht die Losungsformel fiir die Gleichung 5.ten
Grades aus? Uberraschende Antwort:
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Theorem 0.1 (Galois 1830-32). Es gibt keine Lisungsformeln fir allgemeine
Gleichungen vom Grad grifier 4.

Beweis: Hauptziel dieser Vorlesung. O

Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Damit sind wir definitiv in der Antike: Wie aus der Schule bekannt, kann man
Quadrate oder gleichseitige Dreiecke mit Zirkel und Lineal konstruieren.

Das gleichseitige n-Eck: Gesucht ist eine Konstruktionsmethode fiir das
gleichseitige n-Eck.

Fiir n = 2,3,4,5,6 sind die Verfahren aus der Schule bekannt (naja, fiir 5
vielleicht nicht). Algebraisch formuliert geht es um die Lésungen der Gleichung
2™ =1 in C. Auch auf diese Frage lisst sich Galois’ Theorie anwenden.

Theorem 0.2. Fir allgemeines n ist die unmdglich, wohl aber fiir gewisse wie
2.B.n=1T7.

Quadratur des Kreises: Gegeben ist ein Kreis. Mit Zirkel und Lineal soll ein
Quadrat mit gleichem Fliacheninhalt konstruiert werden.

Algbraischer: konstruiere /7. Auch dies ist unmoglich! (Lindemann 1882: 7 ist
transzendent).

Bekanntlich kann jeder Winkel mit Zirkel und Lineal halbiert werden. Hingegen:
Dreiteilung des Winkels: Gegeben sei ein beliebiger Winkel. Ist es moglich,
ihn mit Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile zu teilen? Antwort: Nein, z.B.
nicht fiir den 60-Grad-Winkel, denn das regelméflige 9-Eck kann nicht konstru-
iert werden.

Delisches Problem: Gegeben ist ein Wiirfel. Ist es moglich, mit Zirkel und
Lineal einen Wiirfel von doppeltem Volumen zu konstruieren?

Algebraischer: Seitenlédnge 1, also Volumen 1. Gesucht ist eine Konstruktion von
/2. Auch dies stellt sich als unmoglich heraus.

Plan der Vorlesung:

e algebraische Grundbegriffe (Gruppe, Ring, Korper)
e Grundlagen der Theorie der Losungen von Polynomgleichungen tiber be-
liebigen Korpern. Wir studieren dies, indem wir Inklusionen von Kérpern

K C L betrachten. Wichtigste Invariante ist die Galoisgruppe

Gal(L/K)={f:L — L| f|k =1id, f Kérperhomomorphismus }

e Strukturtheorie von endlichen Gruppen bis zu den Sylowsétzen

e Galoistheorie und Losung der obigen Probleme.



Literatur

Moderne Algebra wurde von Emmy Noether in Gottingen (1920-30er Jahre)
begriindet. Studiert werden Strukturen und ihre Eigenschaften: Gruppen, Rin-
ge, Algebren,.... Sie haben diese Art Mathematik in der Vektorraumtheorie
kennengelernt.

B.L. van der Waerden: Moderne Algebra, Springer Verlag (von 1940, das
erste Buch, das die neue Sprache benutzt)

E. Artin: Galoissche Theorie, Verlag Harri Deutsch (das Original, von dem die
ganze Welt abschreibt)

S. Bosch: Algebra, Springer Verlag.

S. Lang: Algebra, Addison Wesley (sehr gute Stoffauswahl, deutlich umfang-
reicher als die Vorlesung).

N. Bourbaki: Algebra (Axiomatik in Reinkultur. Eher zum Nachschlagen).

oder jedes andere deutschsprachige Lehrbuch mit dem Titel Algebra.
Meine Hauptquelle: Skript der Fernuni Hagen von Prof. Scharlau.
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Kapitel 1

Grundstrukturen

Gruppen

Zur Erinnerung:

Definition 1.1. Eine Gruppe ist ein Paar bestehend aus einer Menge G und
einer Abbildung (genannt Multiplikation)

m:GxG—G
(a,b) — ab

so dass gilt
(i) (Assoziativgesetz) Fir alle a,b,c € G gilt

(ab)ec = a(be) .

(i) (neutrales Element) Es gibt ein Element e € G mit

ae =ea = aq fir allea € G .

(i) (inverses Element) Fir jedes a € G gibt es ein b € G mit

ab=ba=-c¢ .

Wir schreiben b= a™!.
Bemerkung. Das neutrale Element und die Inversen sind eindeutig.

Paare (G,m) mit (i) (manchmal (i) und (ii)) nennt man oft Halbgruppe oder
Monoid.

Definition 1.2. Fine Gruppe heifit kommutativ oder auch abelsch, wenn zusdtz-
lich gilt:
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(iv) Fir alle a,b € G gilt
ab =ba .

Meist schreibt man dann a + b statt ab.

Beispiel. (1) (Za +)v (Qv"’)v (Ra +)v (Q N {O}a ')a ({ZC eR | r > O}a ')a' LR
R™, {iberhaupt jeder Vektorraum nach Definition.

(ii) Weiter in linearer Algebra: sei K ein Korper.
GL(n,K) = GL,,(K) = {invertierbare n x n-Matzrizen }

die allgemeine lineare Gruppe (general linear group).
SL,(K) ={A € GL,(K) | det A = 1}

die spezielle lineare Gruppe.
0,(K)={A€GL,(K) | AA' = E,}

die orthogonale Gruppe.

Noch ein wichtiges Beispiel:

Definition 1.3. Sein eine natirliche Zahl. Zwei ganze Zahlen a und b heiflen
kongruent modulo n, wenn ihre Differenz durch n teilbar ist. Wir schreiben a
mod n (oft auch a(n)) fir die Aquivalenzklasse von a. Die Menge der Restklas-
sen modulo n wird mit C,, bezeichnet, die Restklassengruppe modulo n

C, hat n Elemente, vertreten durch die Zahlen 0,1,...,n — 1.

Lemma 1.4. Seien @, b Restklassen modulo n, a € @ und b € b Reprasentanten.
Dann wird C,, mit der Verkniipfung

G+b=a+b modn,ab=ab modn
zu einer abelschen Gruppe.
Beweis: Alle Axiome folgen aus den entsprechenden Axiomen fiir Z. Z.B.

a+(b+c)=a+(b+c) modn=(a+b)+c modn=(@a+b) +¢c

Das Problem liegt woanders: Sind die Verkniipfungen wohldefiniert? Seien a, a’, b, b’
Zahlen mit ¢ = @’ mod n, b =5 mod n, d.h. n teilt a’ — a und b’ — b. Es gilt

a +bV =a+b modn

denna’ +b —a—b=(a —a)+ () —b) ist durch n teilbar. O



Definition 1.5. Fin Gruppenhomomorphismus ist eine Abbildung
f:G—-H
von Gruppen G, H, so dass fir alle a,b € G gilt

f(ab) = f(a)f(b) .
Der Kern von f ist
Ker(f) = {a € G | f(a) = ex} .
Das Bild von f ist
Im(f) ={be H| es gibtac G mit f(a) = b} .

Ein Gruppenhomorphismus heif$t Isomorphismus, wenn er bijektiv ist. Ein Iso-
morphismus f : G — G heif$t Automorphismus.

Ist f ein Gruppenhomomorphismus, so gilt automatisch f(eg) = em und f(g=1) =

flo)=.
Beweis: Es gilt

fleq) = flecea) = f(ec) f(ec)
Multiplikation mit f(eg)™! ergibt dann

en = flea) ' flea) = flea) " (flea)f(ea)) = enflea) = f(ea)

Weiterhin gilt
g™ f(9) = fl979) = flec) = en
Wegen der Eindeutigkeit des Inversen ist dann auch f(g=!) = f(g)~!. O

Lemma 1.6. Ein Gruppenhomomorphismus f : G — H ist injektiv genau
dann, wenn der Kern nur aus {eg} besteht.

Beweis: Wenn die Abbildung injektiv ist, dann besteht das Urbild von ey (nach
Definition der Kern) nur aus einem Element. Da es e enthélt, muss er also gleich
{ec} sein. Sei umgekehrt der Kern trivial. Seien g,¢’ € G mit f(g) = f(¢) &

fl9)71f(¢") = en. Dann gilt
o) =Flg™H)f(g) = Fl9) " f(d) = en

also g~t¢’ € Ker f = {eg}. Hierausfolgt g~1¢' = eq & g = ¢’. Die Abbildung
ist injektiv. O

Sie kennen diesen Beweis bereits von linearen Abbildungen.
Wir werden uns spéter noch viel ausfiihrlicher mit Gruppen, vor allem endlichen
Gruppen beschéftigen. Jetzt geht es uns aber um Ringe und Kérper.
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Ringe

Definition 1.7. FEin Ring ist eine Menge A mit zwei Verkniipfungen +, -, so
dass gilt:

(i) (A, +) ist eine abelsche Gruppe mit trivialem Element 0.

(ii) - ist assoziativ.

(iii) (Distributivgesetz) Fiir alle a,b,c € A gilt

alb+c)=a-b+a-c; (b+cla=b-a+c-a.

A heif$t kommutativ, wenn a-b = b-a fir alle a,b € A. A “hat eine Eins”, wenn
es ein neutrales Element der Multiplikation gibt.
Auf franzosisch heifit Ring “anneau”, daher ist der Buchstabe A iiblich.
Beispiel. (i) Z, alle Korper.

(i) k[X] = {anX" +apn 1 X" 1+ +ag | n € Ny,a; €k} der Polynomring
iber dem Korper k (oder dem Ring k).
Diese Ringe sind kommutativ mit Eins.

(iv) M, (k) der Ring der nxn-Matrizen iiber einem Korper k. (nicht-kommutativ,
aber mit Eins.)

(v) C(I) ={f: I — R stetig }, wobei I C R ein Intervall.
C.(R) = {f : R — R stetig, mit kompaktem Triger}, d.h. fiir f € C.(R)
existiert N > 0 mit f(x) = 0 fiir alle || > N. Dieser Ring hat keine Eins,
da die konstante Funktion f = 1 nicht kompakten Tréiger hat.

(vi) Varianten: Co(I) zweimal stetig differenzierbare Funktionen, Coo(I) un-
endlich oft stetig differenzierbare Funktionen, ebenso Coo (U) fiir U C R
offen etc.

(vil) L2(B") = {f - B" — R | f messbar, [y, |f* < oo}/{f | fpu £ = 0},

Gegenstand der Funktionalanalysis.

Definition 1.8. Sei k ein Korper. Eine k-Algebra ist ein Ring A, der gleich-
zeitig ein k- Vektorraum ist, so dass

Aa-b) = (Aa)b fir alle A € k,a,be A .
Beispiel. k[X], M, (k) sind k-Algebren. C ist eine R-Algebra.
Ab jetzt: Alle Ringe kommutativ mit Eins, 1 # 0!

Definition 1.9. Ein Ringhomomorphismus (genauer: Homomorphismus von
Ringen mit Eins) f : A — B ist eine Abbildung mit

fla+d) = (@) + f(@), f(a- ) = f(a) - }(&) fir alle a,a’ € R
und f(1) = 1.



Beispiel. A eine k-Algebra mit Eins.
k—A;XN— X1y

ist ein Ringhomomorphismus.

Beweis: M1 a+ plg = (A4 p)la, da A ein k-Vektorraum.

(AMa)(pla) = A(1a(pla)) = A(ula) = (Aw)la, A eine k-Algebra, 14 neutral.
O

Die Abbildung ist injektiv.

Beweis: Mg =0=A"1A1)=A"10=0und A1 (A1) = 1414 = 14. O

Lemma 1.10. Sei n eine natiirliche Zahl. Dann wird die Menge der Restklas-
sen modulo n mit der von Z induzierten Addition und Multiplikation zu einem
kommutativen Ring mit 1. Er wird mit Z/nZ bezeichnet.

Beweis: Nach Lemma 1.4 ist die Addition wohldefiniert und die Gruppenaxiome
sind erfiillt. Nun geht es um die Wohldefiniertheit der Multiplikation. Sei a = o’
mod n, b=">5" mod n, also n | a’ —a,b’ —b. Dann gilt a’b’ = ab mod n, denn

ab —ab=db —ab+ab—ab=a (b —b)+ (a' —a)b
ist durch n teilbar. O
Beispiel. Die Restklassenabbildung
Z — Z/nZ a—a modn
ist ein Ringhomorphismus. Seien n | N. Dann ist die natiirliche Abbildung
Z/NZ — Z/nZ, a mod N+—a modn
ein Ringhomomorphismus.

Beweis: Die Eigenschaften sind offensichtlich erfiillt. Im zweiten Fall muss aber
die Wohldefiniertheit iiberpriift werden: Aus a = o’ mod N folgt tatséichlich
a=a modn,wennn|N. O

Da wir gerade dabei sind:

Satz 1.11 (Chinesischer Restsatz). Seien n,m teilerfremde natiirliche Zah-
len. Dann ist die natiirliche Abbildung

Z/nmZ — Z/n7 X Z/mZ

ein Ringisomorphismus, wenn Addition und Multiplikation auf Z/nZ x Z/mZ
komponentenweise definiert sind.



10 KAPITEL 1. GRUNDSTRUKTUREN

Beweis: Beide Ringe haben gleichviele Elemente, ndmlich nm. Es geniigt daher,
die Injektivitit zu zeigen.

Aus dem vorherigen Beispiel folgt, dass die natiirliche Abbildung ein Ringho-
momorphismus ist. Wir bestimmen den Kern. Sei a € Z mit ¢« =0 mod n und
a =0 modm, d.h. n|aund m | a. Da n und m teilerfremd sind, folgt auch
nm | a, also a =0 mod nm. O

Bemerkung. Dieser scheinbar einfache Beweis benutzt Eigenschaften von Z,
die keineswegs auf der Hand liegen! Warum gilt eigentlich der Satz von der
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung?

Definition 1.12. Fine Teilmenge I C A heifst Ideal, wenn I eine Untergruppe
von A ist und
A-IT={a-ulacAuel}CI.

Ein Ideal ungleich A heifit echtes Ideal.

Beispiel. Sei a € A. Dann ist die Menge
(a) ={ba | be A}
ein Ideal, das von a erzeugte Hauptideal. Man schreibt auch Aa oder aA.

Beispiel. Sei K ein Korper, I C K ein Ideal. Dann gilt I = 0 oder I = K: Sei
a # 0 ein Element von I, b € K beliebig. Da a # 0 gibt es ein multiplikatives

Inverses a~! von @ in K. Dann gilt

b= (ba Nacl
denn [ ist ein Ideal, d.h. K C I.
Lemma 1.13. Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus. Dann ist
Ker f = {a € A| f(a) = 0}
ein echtes Ideal.
Beweis: Seien a,€ A, k, k' € Ker f. Dann gilt

flk+K)=f(k)+ f(K)=0+0=0=k+k €Kerf
flak) = f(a)f(k) = f(a)0 =0 = ak € Ker f .
Wegen f(1) =1 und 1 # 0 liegt 1 nicht im Kern, also Ker f # A. O

Definition 1.14. Sei I C A ein Ideal. Dann heiffen die Teilmengen a + I =
{a+u|u € I} Nebenklassen von I. Die Menge der Nebenklassen wird mit A/l
bezeichnet.

Lemma 1.15. Sei I C A ein Ideal, a,b € A. Aquivalent sind:
(i) aeb+1



11

(i) bea+1
(iii) a—be I
(w) a+I=0b+1

Beweis: a € b+ I ist Aquivalenz zur Existenz eines u € I mit a« = b+ u <
a —b=wu € I. Ebenso fiir b.

Wegen a + 0 € a + I folgt aus (i) die Inklusion a + I C b+ I, aus (ii) dann die
umgekehrte. O

Bemerkung. Fir ganze Zahlen gilt also + = y mod n genau dann, wenn
z+(n) =y+(n).

Satz 1.16. (i) Sei I C A ein echtes Ideal. Dann ist A/I ein Ring mit der
Addition und Multiplikation

(a+D+b+I)=(a+b)+1I, (a+Db+I)=ab+1T.
Die Abbildung f : A — A/I via a— a+ I ist ein Ringhomomorphismus.
(i) Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann faktorisiert f eindeutig
als A — A/Ker f J, B, und f ist injektiv mit Im(f) = Im(f).
Beispiel. Es gilt Z/nZ =7Z/(n).

Beweis: Zu (i): Wie im Fall Z/(n) folgen alle Axiome aus den Axiomen fiir
A. Zu iiberpriifen ist die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen. Auch dies geht
genau wie im Spezialfall.

Behauptung. Addition und Multiplikation sind wohldefiniert.
Seia,be A.Seia+1I=a +1,d.h. es gibt u € I mit a’ = a + u.
(@ +b)—(a+b)=uel
ab—ab=(a+u)b—ab=ubel
da I ein Ideal. Damit gilt nach Lemma 1.15a+b+1 =da'+b+ 1 und ab+1 =
a'b+ 1.
Zu (ii): Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus, I = Ker f. Wir setzen

fla+1)= f(a) firalleac A
Dies ist die einzige Moglichkeit, die angegebene Faktorisierung zu erhalten.
Behauptung. f ist wohldefiniert.
Seia+1=ad+1,alsou=a—a €Kerf. Dann gilt
fla) = f(d) = fla—a') = f(u) =0 f(a) = f(d)

Behauptung. f ist ein Ringhomomorphismus.
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Es war f(a + Ker f) = f(a). Also

F((a + Ker f)(b+ Ker f)) = F(ab+ Ker f)
= f(ab) = f(a)f(b) = f(a+Ker f)f(b+Ker f) .

Die Rechnung fiir die Addition ist noch einfacher.

Behauptung. f ist injektiv.

[ ist ein Gruppenhomomorphismus, also miissen wir nur den Kern bestimmen.
Sei a + I € Ker f. Nach Definition gilt also a € Ker f = I. Nach Lemma 1.15
folgt a +1=0+1. O

Der entsprechende Satz fiir Vektorrdume - mit demselben Beweis - wurde in der
linearen Algebra gezeigt.

Bemerkung. Ist A eine k-Algebra und I ein Ideal und Untervektorraum, so
ist A/I sogar eine k-Algebra.

Bemerkung. Fiir nichtkommutative Ringe liegen die Dinge etwas komplizier-
ter.

Korper

Definition 1.17. Ein Korper ist ein Ring K (kommutativ mit Fins, 0 # 1),
in dem K~ {0} eine Gruppe ist beziiglich der Multiplikation. Ein Korperhomo-
morphismus ist eine Abbildung

a:K— L,

die ein Ringhomomorphismus zwischen zwei Koérpern ist. Fin Korperisomor-
phismus ist ein bijektiver Kérperhomomorphismus. Ein Korperautomorphismus
ist ein Korperisomorphismus o : K — K.

Auf englisch heifit Korper “field” ", daher wird oft auch der Buchstabe F' be-
nutzt.

Beispiel. (i) Q,R,C.
(ii) Fo,Fs.

(iii) k ein Korper. k(X) = {§ | P,Q € k[X],Q # 0}/ ~ mit der Addition und
Multiplikation von Briichen (Ubungsaufgabe).

(iv) Q= { 2z € C| z ist Nullstelle eines Polynoms in Q[X]}. (Ubungsaufgabe,
wird sehr gerne in Priifungen gefragt)

(v) k(X)) = {Z;in a; X' | n € Z,a; € k} mit der Addition und Muliplikation
von Reihen (Ubungsaufgabe)
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Lemma 1.18. Sei p ein Primzahl. Dann ist Z/pZ ein Korper. Wir schreiben
Fy.

Beweis: Einziges Problem ist die Existenz von Inversen beziiglich der Multipli-
kation. Sei @ € F,, \ {0}. Wir betrachten die Abbildung

A:F, =T, T +— ax
Behauptung. Diese Abbildung ist injektiv.

A ist ein Gruppenhomomorphismus (a(Z + y) = ax + ay), daher geniigt es, den
Kern zu betrachten. Sei daher az = 0 in F,. Sei a ein Représentant von @,
x einer von T. Nach Voraussetzung gilt ax = 0 mod p, also p mod azx. Da p
ein Primzahl ist, folgt p | @ oder p | . Im ersten Fall wiire a = 0 mod p, ein
Widerspruch zur Voraussetzung. Also folgt p | « bzw. 2 = 0 mod p. Damit ist
der Kern trivial und die Abildung injektiv.

Da ), nur endlich viele Elemente hat, ist die Abbildung A dann auch surjektiv,
d.h. fiir alle ¥y € F,, gibt es ein T mit ax = y. Insbesondere gilt dies auch fiir
y =1 mod p. O

Satz 1.19. Alle Korperhomomorphismen sind injektiv.
Beweis: Sei x € K \ {0} mit a(xz) = 0. Es folgt

a(z™lz) = a(zHa(z) =0.

Aber a(1) = 0 ist nicht erlaubt. O

Wegen der Injektivitit identifizieren wir oft einen Korper mit seinem Bild unter
einem Korperhomomorphismus.

Definition 1.20. Sei L ein Korper, K C eine Teilmenge, die mit der Addition
und Multiplikation von L zu einem Kérper wird. K heifit Teilkérper von L und
L ein Erweiterungskorper von K. Wir sagen, L/K ist eine Korpererweiterung.

Beispiel. C/R, R/Q, F,(X)/F,.
Damit kommen wir zum zentralen Begriff dieser Vorlesung:

Definition 1.21. Fin Element a € L heifst algebraisch dber K, falls es ein
Polynom 0 # P € K[X] ¢ibt mit P(a) = 0. Wir sagen: a erfiillt die algebraische
Gleichung P. Andernfalls heiffit a transzendent. Die Erweiterung L/K heifit
algebraisch, wenn alle Elemente von L algebraisch tiber K sind.

Beispiel. (i) K/K ist algebraisch, denn a € K erfiillt die Gleichung X —a €
K[X].

(ii) Q = {z € C | z ist algebraisch iiber Q} enthiilt 7 als Nullstelle von X2 +1,
V3, {/26 + /1/5 als Nullstelle von (X7 — 26)% = 1/5.

(iif) X € F,(X) ist nicht algebraisch iiber F,,.
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(iv) e und 7 sind nicht algebraisch iiber Q. (ohne Beweis)

Frage: Seien a,b € L/K algebraisch. Ist a+b, ab algebraisch? Zur Beantwortung
dieser Frage holen wir ein wenig aus.

Definition 1.22. Ein Ideal m C A heifit maximal, wenn m # A, und das
einzige echt grifiere Ideal ist der ganze Ring A.

Wir ordnen also die Menge der echten Ideale beziiglich der Inklusion. Darin sind
die maximalen Ideale die maximalen Elemente. Ein Ring kann viele maximale
Ideale haben!

Satz 1.23. Sei A ein kommutativer Ring mit Eins, m ein Ideal. Dann ist A/m
ein Korper genau dann, wenn m maximales Ideal ist.

Beweis: Sei m maximal. A/m ist also ein Ring mit 1 # 0, da A # m.
Behauptung. In A/m ~ {0+ m} existieren multiplikative Inverse.

Sei a+m € A/m mit a ¢ m, d.h. a + m # 0 + m. Wir betrachten
aA+m={ax+u|x€Auecm}CA

Dies ist ein Ideal und echt grofier als m. Nach Vorraussetzung an m folgt dann
aA 4+ m = A. Insbesondere gibt es b € A und ¢ € m mit ab+ ¢ = 1. Es folgt

(a+m)b+m)=ab+m=(1-c)+m=1+m

wegen ¢ € m. Also ist (b+ m) invers zu (a + m).
Umgekehrt sei A/m ein Kérper. Sei I D m ein Ideal. Wir werden zeigen, dass
I = A oder I = m. Dafiir betrachten wir ¢ : A — A/m.

Behauptung. Das Bild ¢(I) ist ein Ideal von A/m.
Seiu €I, a € A. Dann gilt

(a+m)(u+m)=au+m e ¢(I)

da au € I. Die Eigenschaft beziiglich der Addition folgt genauso.
Nach Beispiel 1 folgt ¢(I) =0+ m oder ¢(I) = A/m. Es gilt

p o) =T+m=1

also im ersten Fall I = ¢~1(0) = m, im zweiten Fall I = ¢~1(A/m) = A. O



Kapitel 2

Polynomringe

Sei von nun an k ein Koérper. Wir studieren nun den Polynomring k[ X]. Allge-
meiner:

Definition 2.1. Sei S eine Menge. Der Polynomring iber S ist der Polynom-
ring in den Unbestimmten {X, | s € S}, d.h. die Menge der endlichen formalen
Linearkombinationen der Monome X' X702 ... X1* mit k € No,s; € S,n; € N
mit der offensichtlichen Addition und kommutativen Multiplikation. Formal: Sei
V' der k-Vektorraumraum mit Basis S, k[S] = Sym(V') die symmetrische Al-
gebra iber V. Wir schreiben X fiir das Bild des Basisvektors zu s unter der
natirlichen Abbildung V — Sym(V).

Zur Erinnerung: Ist A ein Ring, a € A, so heifit Aa = (a) das von a erzeugte
Hauptideal.

Satz 2.2. Sei k ein Kérper. Dann ist k[X] ein Hauptidealring, d.h. jedes Ideal
ist von der Form (P) = {QP | Q € k[X]} fir ein Polynom P € k[X].

Beispiel. k[X,Y]= {37, ai;X'Y7 | n € N,a;; € k} ist kein Hauptidealring,

denn (X,Y) wird nicht von einem einzigen Polynom erzeugt.
Auch viele andere Ringe nicht, etwa Z[v/5] = {a + bV/5 | a,b € Z} ist keiner,
wohl aber Z[i] (keine Beweise). Dies fiihrt in die algebraische Zahlentheorie.

Die wesentliche Schritte des Beweises kennen Sie bereits aus der linearen Al-
gebra, wir behandeleln es aber nocheinmal ausfiihrlich. Dieselben Argumente
funktionieren iibrigens auch fiir Z.

Definition 2.3. Sei P = ag + -+ - + a, X™ mit a,, # 0. Dann ist deg(P) = n
der Grad von P. Fir P =0 setzen wir deg P = —oc0.

Bemerkung. Es gilt offensichtlich:

deg(P + Q) < max(deg P, deg Q)
deg(PQ) = deg P + deg Q

15
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Satz 2.4 (Euklidischer Algorithmus). Seien P,Q € k[X]| zwei Polynome,
Q #0. Dann gibt es (eindeutige) Polynome Py, R mit deg R < deg Q, so dass

P=PQ+R.

Beweis: Zunéchst zur Existenz. Der Fall P = 0 ist trivial. Ist deg P < deg @,
so 16st
P=0-Q+P
die Aufgabe. Sei nun deg P > deg Q. Wir schlielen weiter mit Induktion nach
n = deg P.
P:aan+...a0 ; Q:mem+b0

Sei H = g—;X"*m. Damit folgt
deg(P—HQ) <n

denn der héchste Koeffizient (der von X™) ist ap, — §=by, = 0. War n = 0, so
bedeutet dies P = H(Q, also den Induktionsanfang. Sonst gibt es nach Indukti-
onsvorraussetzung Hj mit

P— HQ = H,Q + R mit deg(R) < deg@ .

Es folgt
P =(H+ H1)Q + R mit deg(R) < degQ .

Mit P, = H + H; haben wir das Problem gelost.
Es fehlt die Eindeutigkeit. Seien

P=PQ+ Ry und P = P, + Ry mit deg(RL) < deg@ .
Differnzbildung liefert
0= (Pl —Pg)Q—F(Rl —Rz) = (PQ—Pl)QZRl — Ry .

Der Grad der rechten Seite ist echt kleiner als deg @. Dies ist nur moglich, falls
P27P1:0.DamitistauchR17R2:0. O

Bemerkung. Wir haben ausgenutzt, dass k ein Korper ist!
In dieser Induktion steckt natiirlich die Polynomdivision wie in der Schule.

Beispiel.
(X% +3X3 42x? ) (X2 -1)=X2+3X+3
X4 -X?
3X3  +3X2
3X°3 —3X
3X%  +3X
3X2 -3

3X +3
Wir erhalten P, = X2 4+3X +3, R=3X+3.
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Beweis von Satz 2.2. Sei I C k[X] ein Ideal. Falls I = 0, so ist I = (0), also ein
Hauptideal. Sei nun @ € I mit @) # 0 ein Element von minimalem Grad.
Behauptung. I = (Q).

Sei P € I beliebig. Mit euklidischem Algorithmus erhalten wir
P=PQ+R=R=P-PQcl.

Nach Wahl von R gilt deg R < deg @, aber ) hatte minimalen Grad. Es folgt
R =0, also ist P ein Vielfaches von Q. O

Definition 2.5. Ein Polynom heif$t normiert, falls der hichste Koeffizient 1
ist, also
P:X”+an_1X+~~~+a0 .

Bemerkung. Der Erzeuger @ eines Ideals I ist eindeutig bestimmt, wenn man
verlangt, dass er normiert ist. Er ist das eindeutig bestimmte normierte Element
von minimalem Grad in I (Ausnahme I = 0).

Offensichtlich iibersetzen sich Enhaltenseinsrelationen fiir Ideale in Teilbarkeits-
eigenschaften von Erzeugern.

Lemma 2.6. Sei P € k[X], P # 0. Dann hat k[X]/(P) die k-Dimension deg P.

Beweis: Sei n = deg P — 1. Wir betrachten die Abbildung
¢ k" = E[X]/(P) ; (ag,...,an) — ap+ a1 X +...a, X" + (P)

Dies ist eine k-lineare Abbildung.
Behauptung. ¢ ist injektiv.

Sei ¢(ag,...,a,) =0+ (P), d.h. P teilt @ = ag+a1 X +...a, X" Da der Grad
von P echt grofler ist als der Grad von ), muss ) = 0 sein.

Behauptung. ¢ ist surjektiv.

Sei @ + (P) ein beliebiges Element von k[X]/(P). Nach euklidischem Algorith-
mus gibt es 1 und R mit deg R < deg P =n + 1, so dass

Q=Q:P+R.

Also ist Q@ + (P) = Q1P + R+ (P) = R+ (P). Letzteres liegt offensichtlich im
Bild von ¢. O

Definition 2.7. Fin Polynom P € k[X] mit deg P > 0 heifit irreduzibel, falls
P nicht von der Form P = P, P, mit deg Py, deg P> > 0 ist.

Korollar 2.8. Sei P € k[X]. Der Ring k[X]/(P) ist genau dann ein Kdorper,
wenn P ein irreduzibles Polynom ist.
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Beweis: Wir miissen zeigen, dass (P) ein maximales Ideal ist. Wegen deg P > 0
ist (P) # k[X]. Sei (P) C J C k[X] ein Ideal, also J = (Q). Dies bedeutet, dass
Q ein Teiler von P ist. Also: (P) maximal < P hat keine echten Teiler. O

Damit haben wir eine sehr wichtige Erkenntnis gewonnen:

Korollar 2.9. Sei P € k[X] ein nichtkonstantes Polynom. Dann gibt es eine
Korpererweiterung L von k, so dass P in L eine Nullstelle hat.

Beweis: Sei @ ein irreduzibler Faktor von P. Wir setzen L = k[Y]/(Q). Nach
Korollar 2.8 ist dies ein Kérper. Die natiirliche Abbildung k£ — k[Y] — k[Y]/(Q) =
X ist ein Ringhomomorphismus, also ein Kérperhomomorphismus und identifi-
ziert k mit einem Teilkorper von L.

Behauptung. Die Nebenklasse Y =Y + (Q) ist Nullstelle von Q.

Sei @ = ap, X™ + -+ + ag mit a, # 0. Dann gilt

Q) =an(Y +(Q)" +-+ +ao=anY" 4+ +a, +(Q) = Q+(Q) = 0+(Q)
Dann ist Y auch Nullstelle von P, wie behauptet. O
Wie steht es mit der Zerlegung von Polynomen in irreduzible Faktoren?

Lemma 2.10. Sei P irreduzibel. Dann ist P prim, d.h. wenn ein Produkt
Q1 ...Qy durch P teilbar ist, dann auch einer der Faktoren.

Beweis: Es geniigt den Fall n = 2 zu betrachten. Angenommen, P teilt weder
Q1 noch Q2. Wir betrachten das Ideal

I := (P,Q,) = k[X|P + k[X]Q:1 = (S1) ,

denn alle Ideal sind Hauptideale nach 2.2. S ist ein Teiler des irreduziblen
Polynoms P, also ist S; konstant oder S7 = P. Der zweite Fall scheidet aus,
da P kein Teiler von @ ist. Also ist S; konstant, ohne Einschrinkung S; = 1.
Analog folgt

IQ = (P,QQ) = (1) .

Konkret:
1=A;P+ BiQ;

mit A;, B; € k[X]. Multiplikation liefert
1= A1AsP? + A1 PBoQs + Ay PB1Q1 + B1B2Q1Q2 .
Mit Q1Q2 = P ist demnach P ein Teiler von 1, ein Widerspruch. O

Theorem 2.11 (Primfaktorzerlegung). Jedes Polynom P # 0 kann eindeu-
tig (bis auf Reihenfolge) in der Form

P =aPS P .. P

schreiben, wobei a € k, n >0, P; € k[X] irreduzibel und normiert, e; > 0.
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Beweis: Existenz ist klar. Eindeutigkeit: a ist der hochste Koeffizient von P,
ohne Einschrankung a = 1. Sei

P=PpP.. P =Q'QF...Q%

mit irreduziblen P;, @);. Dann teilt P, das rechte Produkt, also ein @;, ohne
Einschrankung P;. Da P; und @4 beide irreduzibel und normiert, folgt P, = Q.
Wir teilen durch P; und fahren mit Induktion fort. O

Bemerkung. Man beachte die Anlalogie zu Z: die normierten irreduziblen
Polynome entsprechen den (positiven) Primzahlen, die Elemente von & \ 0 ent-
sprechen £1. Dies mach iibrigens deutlich, warum 1 keine Primzahl ist! Der
Beweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in Z ist analog zum obigen
Argument. Aber es geht uns hier ja um Polynomgleichungen, nicht um zZah-
lentheorie.

Korollar 2.12. Sei P ein Polynom vom Grad n. Dann hat P hdchstens n
Nullstellen in k.

Beweis: Sei a € k mit P(a) =0 in k. Mit euklidischem Algorithmus folgt
P=P (X —a)+R,degR <1,
also ist R konstant. Einsetzen von « in die Gleichung ergibt
0= P(a) = Pi(a)(a — a) + R(a) = R(a) .

Demnach ist R = 0 und X, ist ein Teiler von P. Da die Zerlegung in irreduzible
Faktoren eindeutig ist, gibt es hochstens n Nullstellen. O

Da wir Korper konstruieren wollen, benttigen wir Kriterien, um zu entscheiden,
ob ein Polynom irreduzibel ist.

Beispiel. e X2 +1 € R[X], denn R[X]/(X?+1) 2 C ist ein Korper. Oder:
X? 4 1 nicht irreduzible, dann ist es Produkt von Linearfaktoren, also
hiitte es eine Nullstelle, also a € R mit a? = —1. Dies ist unmoglich, denn
Quadrate sind in R immer positiv.

e X241 € C[X] ist nicht irreduzibel, denn X2 + 1 = (X +4)(X —1).
e X% —2¢c Q[X] ist ebenfalls irreduzibel.

Beweis: Sei a = % mit p, q¢ € Z teilerfremd. Es folgt p* = 2¢*, also 2 teilt

p. Also teilt 2% die rechte Seite, insbesondere 23 teilt ¢*. Es folgt 2 teilt q.
Widerspruch zu p und gq teilerfremd! Demnach hat X*—2 keine Nullstellen.
Ist es auch irreduzibel? Es kénnte noch Produkt von zwei Faktoren vom
Grad 2 sein, ohne Einschrénkung beide normiert.

Xt —2=(X?+ a1 X +ao)(X?+by +by) =
x4 + (bl + CL1)X3 + (bo +ag + albl)X2 + (albo + blao)X + agbg
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Es folgt 0 = by +ay, d.h. by = —a;y. Ebenso 0 = by+ag+aib; = bo+ag—a?,
d.h. by = —ag + a%. Weiter

0 = alb() + b1a0 = al(—ao + a?) —aijag = al(a% — 2&0)

Also ist entweder a; = 0. Dann folgt by = 0,byg = —ag und —2 = agby =

—a ist unméglich in Q (Ubungsaufgabe). Oder es ist a? = 2aq, also

ap = 3a3, by = —3ai + a} = Ja}. Es folgt —2 = agby = —%af d.h. 8 = af,

aber 8 ist keine 4-te Potenz (Ubungsaufgabe). O
Systematischer:

Satz 2.13 (GauB3). Sei P € Z[X] ein Polynom. Wenn P = QR in Q[X]
mit deg Q,deg R > 0, dann gilt bereits P = Q'R’ mit ganzzahligen Polynomen

Q. R, Q =pQ, R =R fir 5,7 € Q.

Beweis: Sei Q = Q = by, X™ +---+by, R=cp X*+---+¢o. 8 der Hauptnenner
der b;, v der Hauptnenner der c;. Sei a = By. Wir betrachten aP = QR =
Q'R'. Dabei sind b} = fb;, ¢ = y¢; ganz.

Sei ¢ ein Primteiler von «.

Behauptung. Entweder alle b} oder alle c; sind durch q teilbar.

Angenommen dies ist falsch. Dann existieren kleinste Indices ¢, j so dass b, und
¢ nicht durch g teilbar sind.

Qi) = byCiyj + o+ b1 ¢y b + by e+ bl
Wenn der erste Index kleiner als i ist oder der zweite kleiner als j, so ist der
Summand durch ¢ teilbar. Ubrig bleibt nur ein Summand bic}. Ein Faktor muss
durch q teilbar sein, im Widerspruch zur Wahl von ¢ und j.
Dies zeigt die Behauptung. Wenn ¢ alle b} teilt, so kann der Faktor aus o und
Q' gekiirzt werden. Induktiv erreicht man o = £1. O

Oft kennt man nur die einfachere Form:

Korollar 2.14. Sei P € Z[X] normiert, o € Q eine Nullstelle von P. Dann
liegt o in Z.

Beweis: Nach Vorraussetzung ist P = (X — «)@ mit @ € Q[X] ebenfalls nor-
miert. Nach dem GauBkriterium folgt P = (X — fBa)(yQ) mit ganzzahligen
Faktoren, also auch 8, € Z. Fiir den hochsten Koeffizienten gilt 1 = G+, also
8,7 = £1. Es folgt a € Z. U

Wichtiger ist die folgende Variante:

Satz 2.15 (Eisensteinkriterium). Sei P = a, X" +---+ a9 € Q[X], n > 1,
a; € Z. Sei p eine Primzahl mit p | ag,...an_1, p kein Teiler von a,, p* kein
Teiler von ag. Dann ist P irreduzibel.

Beispiel. P = X% — 2 mit p = 2.
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Beweis: Sei P = QR mit Q = b, X" +---+by, R = ¢, X*+---4¢y. Nach dem
Gaufkriterium konnen b;, ¢; in Z gewéhlt werden. Es gilt

i
a; = E bjci_j .
3=0

p teilt ap = bpcy, also teilt p entweder by oder ¢y (nicht beide!). Ohne Ein-
schrankung sei by durch p teilbar.

p teilt a1 = bgey + bycg, also teilt p auch by. Ebenso folgt p teilt b; fiir alle 3.
Insbesondere teilt p auch a,, = b,,ck, ein Widerspruch zur Vorraussetzung. [

Beispiel. (zyklotomische Polynome, sehr wichtig!) Sei p eine Primzahl, P =
1+ X+ X2+ 4+ Xp~! = =1 Trick: Wir ersetzen X durch Y + 1. Man
erhalt

p b i
¥ 4P 1 —()Y '

P(Y) = = L/ -y (2;) yi-l

Das Eisensteinkriterium greift, also ist P(Y") irreduzibel. Dann ist aber auch
P(X) irreduzibel.
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Kapitel 3

Endliche und algebraische
Korpererweiterungen

Wir erinnern uns (Definition 1.21): Sei L/K eine Kérpererweiterung. Ein Ele-
ment a € L heifit algebraisch iiber K, falls es ein Polynom 0 # P € K[X] gibt
mit P(a) = 0. a erfiillt die algebraische Gleichung P. Die Erweiterung L/K
heifit algebraisch, wenn alle Elemente von L algebraisch iiber K sind.
Entscheidende Idee:

Definition 3.1. Sei L/K eine Korpererweiterung. [L : K] = dimg L heifit
Grad der Erweiterung. Ist er endlich, so heifit die Erweiterung endlich.

Beispiel. Sei K ein Korper, P € K[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad n,
L = K[X]/(P). Dann ist L/K nach Korollar 2.8 und Lemma 2.6 eine endliche
Korpererweiterung vom Grad deg P.

Satz 3.2. Sei L/K endliche Korpererweiterung. Dann ist L/K algebraisch.
Beispiel. C/R

Beweis: Sei [L : K] =n, a € L. Dann ist die Menge {1,a,a? a®,...,a"} linear
abhingig iiber K (Ausnahme: a’ = @’ fiir ein i < j < n, dann ist a Nullstelle
von X' — X7), denn sie hat mehr Elemente als die Dimension ist. Also existieren
Elemente ag,...,a, € K, nicht alle gleichzeitig 0 mit

apl +a1a+...a,a" =0 .
Also ist @ Nullstelle von P = ag + a1 X +...a,X". O

Die Umkehrung gilt nicht! Q/Q ist unendlich (spiter). Dennoch bekommt man
alle algebraischen Elemente auf diesem Weg.

Lemma 3.3. Sei L/K eine Kdrpererweiterung, a € L. Der K-lineare Einset-
zungshomomorphismus

o K[ X]— L, Xr—a

23
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hat den Kern
I={PeK[X]|Pla)=0}

Es gilt I # 0 genau dann, wenn a algebraisch iber K ist. In diesem Fall wird
I von einem irreduziblen Polynom erzeugt. Es wird von einem irreduziblen Ele-
ment erzeugt.

Definition 3.4. Ist a algebraisch, so heifit der normierte Erzeuger von I Mi-
nimalpolynom von a. Wir schreiben Min(a).

Das Minimalpolynom ist das normierte Polynom kleinsten Grades mit Nullstelle
a. Es teilt alle anderen Polynome, die von a erfiillt werden.

Beweis: ¢, ist die Abbildung

ba (i al-X> = Z a;a’
i=0 i=0

Dies ist offensichtlich ein Ringhomomorphismus. Nach Definition ist ist I =
Ker ¢,, also ein echtes Ideal. Wir erhalten eine injektive Abbildung ¢, : K[X]/I —
L. Nach Definition von algebraischen Elementen ist I # 0 genau dann, wenn a
algebraisch ist.

Sei nun a algebraisch. Nach 2.2 ist I = (Fy) fiir ein Polynom P # 0. Angenom-
men, P = P; P,. Dann folgt

Pl(a)Pg(a):P(a)ZOEL.
Da L ein Kérper ist, folgt ohne Einschrinkung Pj(a) = 0, also P, € 1 =

(P). Dann ist P; Teiler und Vielfaches von P, also muss deg P» = 0 sein. Das
bedeutet, dass P irreduzibel ist. O

Definition 3.5. Let L/K eine Korpererweiterung, a € L. Wir bezeichnen mit
Kla] C L den kleinsten Teilring, der K und a enthdilt, K(a) C L den kleinsten
Teilkorper, der K und a enthdlt.
Satz 3.6. Sei L/K Kirpererweiterung, a € K. Dann sind dquivalent:

(i) a ist algebaisch iber K.

(ii) Kla] ist endlich als K-Vektorraum.

(iti) K(a) ist endlich als K-Vektoraum.

(w) K(a) = K|a]

In diesem Fall ist [K(a) : K] = deg Min(a).
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Beweis: Sei I wie in Lemma 3.3. Nach Definition ist K[a] das Bild des injektiven
Ringhomomorphismus K[X]/I — L. Wir setzen (i) voraus. Nach dem letzten
Lemma ist K[X]/I ein Kérper, nach Lemma 2.6 endlich iiber K. Damit gilt (ii)
und (iii) mit K(a) = K|a).

Angenommen, (i) ist falsch. Dann ist I = 0, die Abbildung K[X] — K][a] ist
ein Isomorphismus, insbesondere ist der Ring nicht endlich dimensional. K («)
ist noch grofler.

Ist a algebraisch, so gilt also K[X]/(Min(a)) & K(a). Dieser Kérper hat nach
Lemma 2.6 den Grad deg Min(a). O

Satz 3.7. Sind M/L und L/K endliche Kérpererweiterungen, so auch M/K.
Es gilt
[M:K]|=[M:L]L:K].

Beweis: Sei y1,...,y, eine L-Basis von M und z1,...,x,, eine K-Basis von L.
Behauptung. {z;y; |i=1,...,n,j =1,...m} ist eine K-Basis von M.
Sei y € M. Dann ist

m
Y= Zajyj fiir gewisse a; € L .
j=1

aj € L. Dann ist
a; = sz’jl“z' fiir gewisse b;; € K .
i=1
Es folgt

m n

Y= ZZ bijxiy;

j=11i=1

die z;y; erzeugen M. Sei

Zaijxiyj =0¢€ M mit a5 € K
1,3
Dann ist (>, ai;xi)y; = 0 eine Relation mit Koeffizienten in L. Wegen linea-

rer Unabhéngigkeit der y; folgt >, a;;x; = 0. Wegen linearer Unabhéngigkeit
der x; in L folgt a;; = 0 fiir alle ¢, 5. O

Korollar 3.8. Sei L/K eine Korpererweiterung, a,b € L seien algebraisch iber
K. Dann sind a +b,a — b, ab,a™" alle algebraisch tiber K.

Beweis: Sei a algebraisch, also K(a)/K endlich. b ist algebraisch iiber K, al-
so erst recht tiber K(a), also ist K(a)(b)/K(a) endlich. Nach dem Satz ist
dann auch K(a)(b)/K endlich. Die genannten Elemente liegen alle in K (a,b) =
K(a)(b). O

Damit haben wir endlich geklirt, dass Q ein Korper ist!
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Korollar 3.9. Seien M/L und L/K algebraische Korpererweiterungen. Dann
ist auch M/K algebraisch.

Beweis: Sei a € M, also nach Voraussetzung algebraisch iiber L. Sei Miny, (a) €
L[X] das Minimalpolynom. Sei

Ming (X) = ap, X" + -+ + ag

Dann ist a auch algebraisch iiber K’ = K(ay,...,aq), d.h. K'(a)/K’ ist endlich.
Da alle a; algebraisch iiber K sind, ist K’/ K endlich, also auch K’(a)/K . Damit
ist a algebraisch iiber K. O

Korollar 3.10. Sei P € K[X] ein nicht-konstantes Polynom. Dann existiert
eine algebraische Erweiterung L/ K, in der P in Linearfaktoren zerfdllt.

P(X):H(X*Oéi) , a; € Lyn=degP .

i=1
Man kann L so wihlen, dass [L : K] < nl.

Beweis: Induktion nach n fiir alle Kérper gleichzeitig. Der Fall n = 1 ist trivial.
Sei @ ein irreduzibler Faktor von P. Es ist 1 < deg@ < deg P. Nach Satz 2.9
gibt es eine Erweiterung L;/K in der @ (und damit auch P) eine Nullstelle aq
hat. Nach Konstruktion oder nach Satz 3.6 hat dieser Korper (oder nach Satz
3.6 der Teilkorper K(a;)) Grad deg P < n. Uber L; gilt

P(X) = (X—Oél)Pl(X) s Pl(X) S Ll(X) .

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es L/Ly mit [L : L] < (n — 1)!, so dass Py
(und damit auch P) in Linearfaktoren zerfiillt. Aus der Gradformel 3.7 folgt

[L:K]|=[L:L4][L; : K]<(n—1!-n.
O

Definition 3.11. Ein Kdrper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
Polynom P € K[X] iiber K in Linearfaktoren zerfillt.

Bemerkung. Aquivalent sind: Jedes Polynom P € K[X] zerfillt in Linearfak-
toren. Die einzige algebraische Erweiterung von K ist K selbst.

Beispiel. C, Q

Beweis: Im Fall C ist dies der Fundamentalsatz der Algebra, der meist in der
Funktionentheorie bewiesen wird. Wir wollen spéter auch einen Beweis studie-
ren. Unter dieser Voraussetzung zerféllt dann jedes Polynom mit Koeffizienten
in Q in Q in Linearfaktoren. Sei P ein Polynom mit Koeffizienten in Q. Dieses
hat in C eine Nullstelle a. Die Korpererweiterung Q(a)/Q ist algebraisch. Nach
Korollar 3.9 ist dann @Q(a) (insbesondere also a) algebraisch iiber Q. Damit liegt
a bereits in Q, der Korper ist algebraisch abgeschlossen. O
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Theorem 3.12. Sei K ein Kérper. Dann gibt es einen algebraischen Erweite-
rungskorper K /K, der algebraisch abeschlossen ist.

Tatsichlich ist K eindeutig bis auf Isomorphie. Das muss aber noch etwas war-
ten. Wesentliche Zutat ist der folgenden Satz:

Satz 3.13. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal ungleich A. Dann gibt es ein
mazximales Ideal m D 1.

Beweis von Theorem 3.12. Sei Iy C K[X] die Menge der nicht-konstanten Po-
lynome. Sei X = {X; | f € Iy} eine Menge von Unbestimmten. R = K[X]
sei der kommutative Polynomring in den Variablen Xy. Seine Elemente sind
endliche K-Linearkombinationen von Monomen der Form

XpXpy oo Xyg,

wobei f;’s auch mehrfach vorkommen diirfen, und Produkte in unterschiedlicher
Reihenfolge identifiziert werden. Das Element X; € K[X] = R kann in ein
Polyonom P € K[X]| C R[X] eingesetzt werden. Man erhilt ein Element von
R. Sei J C R das Ideal, dass von den Elementen f(Xy) fiir f € I erzeugt wird.

Behauptung. J # R.

Sonst ist 1 € J, also 1 = >"1" | g;fi(Xy,) mit g; € K[X]. Sei L/K ein Erweite-
rungkorper, in dem f; fiir ¢ = 1,...n die Nullstelle a; haben (gibt es nach Satz
3.10). In diesem Korper setzen wir o fiir Xy, ein. Wir erhalten die Gleichung
1 = 0, Widerspruch.
Nach Satz 3.13 hat R ein maximales Ideal M, das J enthélt. Wir setzen L =
R/M. Dies ist ein Korper. Sei

K — L1

die Abbildung, die einem Element die Nebenklasse des konstanten Polynoms
zuordnet. Dies ist ein Kérperhomomorphismus. Wir fassen L; als Erweiterung
von K auf. In L; hat jedes nicht-konstante f € Iy C K[X| die Nullstelle X+ M.
Sei I die Menge der nicht-konstanten Polynome in L; [X]. Iterativ konstruieren
wir Ly/Lq, in dem alle Polynome in Iy C L;1[X] eine Nullstelle haben, etc.

KcliclLy,C...

Behauptung. L =J;_, L; ist algebraisch abgeschlossen.

Sei P € L[X]. Die Koeffizienten liegen in verschiedenen L;, also alle in dem
grofiten vorkommenden L;. Dann hat P eine Nullstelle in L; .

Behauptung. L/K is algebraisch.

Es geniigt zu zeigen, dass L;1/L; algebraisch ist. Dies gilt, da die Ringerzeuger
X algebraisch sind, ndmlich Nullstelle von f. O
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Das Zornsche Lemma und Existenz von maximalen Idealen

Die Existenz von maximalen Idealen ist erstaunlich tief. Der Beweis benutzt das
Zornsche Lemma.

Bemerkung. Vergleichen Sie mit dem Beweis der Existenz von Basen in be-
liebigen Vektorraumen.

Sei M eine Menge. Eine partielle Ordnung auf M ist eine Relation < mit

o (reflexiv) x <z fiir alle z € M;
o (transitiv) z < y,y < z =z < z fiir alle z,y, 2z € M;

e (antisymmetrisch) < y,y < ax = z =y fir alle z,y € M.
Beispiel. A ein Ring, M = {I C A | Ildeal, I # A} mit der Ordnung <=C.

Eine Ordnung heifit total, wenn fiir z,y € M entweder z < y oder y < z gilt.
Ein Element m € M heifit mazimal, wenn m < x = m = x fiir alle x € M. Ein
Element m € M heifit obere Schranke fir N C M, wenn x < m fiir alle z € N.

Lemma 3.14 (Zornsches Lemma). Sei M # () eine partiell geordnete Menge.
Jede total geordnete Teilmenge von M habe eine obere Schranke in M. Dann
besitzt M ein mazimales Element.

Idee: Man nimmt ein Element. Ist es nicht maximal, so gibt es ein grofleres. Ist
dieses nicht maximal, so gibt es wieder ein grofleres, etc. Man erhélt eine ganze
Kette. Diese hat eine obere Schranke. Ist dieses Element nicht maximal, so etc.

Trotz des Namens handelt es sich um ein Axiom der Mengenlehre! Es ist
unabhingig von den iibrigen Axiomen der Zermelo-Frinkel-Mengenlehre. Es
gibt verschiedene dquivalente Formulierungen, die teilweise plausibel, teilweise
paradox sind.

Beweis von Satz 3.13. Sei M die Menge der Ideale ungleich A, die I enthalten.
M ist partiell geordnet durch die Inklusion. Wegen I € M ist die Menge nicht
leer. Sei N C M eine total geordnete Teilmenge.

Iy = UJ.

JeN

Behauptung. Jy ist ein Ideal und liegt in M.

Sei u € Jy, a € A. Dann gibt es J € N mit u € J. Es folgt au € J, da J ein
Ideal ist, also auch au € Jy.

Sei u1,us € Jy. Dann gibt es J1, Jo in N mit u; € J;. N ist total geordnet, ohne
Einschrankung J; C Jo. Also liegen w1, us beide in Jo. Damit auch uy + us €
Jo C JIn.

Offensichtlich gilt I C Jy. Wire Jy = A, so gilte 1 € Jy, also 1 € J fiir ein
J € N. Dann wére aber J = A, und das war ausgeschlossen.

Damit ist Jy eine obere Schranke fiir N. Nach dem Zornschen Lemma hat M
ein maximales Element. Dies ist das gesuchte maximale Ideal. O



Kapitel 4

Konstruktionen mit Zirkel
und Lineal

Definition 4.1. Gegeben sei eine Punktmenge M in der Ebene.

(i) Eine Gerade ist (mit Lineal) konstruierbar aus M, wenn sie durch zwei
Punkt aus M geht.

(i) Fin Kreis ist (mit Zirkel) konstruierbar aus M, wenn er als Mittelpunkt
einen Punkt aus M hat und als Radius den Abstand von zwei Punkten aus
M.

(i4i) Ein Punkt ist (mit Zirkel und Lineal) konstruierbar aus M, wenn er
Schnitt von zwei konstruierbaren Geraden oder von zwei konstruierba-
ren Kreisen oder einer konstruierbaren Gerade mit einem konstruierbaren
Kreis ist.

Die Menge M der mit Zirkel und Lineal aus M konstruierbaren Punkte ist die
kleineste Teilmenge der Ebene, die M und alle aus M konstruierbaren Punkte
enthdlt.

Mit anderen Worten: M enthilt alle Punkte, die mit endlich vielen Schnitt-
konstruktionen Kreis/Gerade der angegebenen Art aus M konstruiert werden
konnen.

Seien P # @ zwei Punkte in der Ebene. Wir suchen nach { P, Q}. Aus der Schule
ist bekannt: Gegeben eine Gerade G und ein Punkt P. Dann kann durch P ein
Lot auf G oder eine Parallele zu G konstruiert werden.

Ansatz: Die Ebene wird identifiziert mit C, P = 0,Q = 1. Die Frage ist also,
welche komplexen Zahlen mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kénnen.

Lemma 4.2. Die Menge der Punkte in C, die man mit Zirkel und Lineal aus
0,1 konstruieren kann, ist ein Teilkdrper von C. Mit einer Zahl o sind auch
Rea, Ima und |a] € K.
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Beweis: Sei K die Menge dieser Punkte. Nach Vorraussetzung gilt 0,1 € K.
Behauptung. Seiu+iv € K (u,v € R). Dann ist —u —iv € K.
Konstruktion: Spiegelung am Nullpunkt.

Behauptung. a,b € K. Dann ista+b € K.

Konstruktion: Konstruktion des Parallelogramms, das von a, b aufgespannt wird.
Behauptung. Sei x + iy € K. Dann liegen x,y, |z + iy| € K.

Konstruktion: Den Betrag erhélt man direkt duch Kreisschlagen. Senkrechte
Projektion auf die Achse durch 0, 1 liefert z, als Differenz iy, durch Kreisschlagen

Y.

Behauptung. a,b € K. Dann ist ab € K.

a=u+tiv,b=z+iy € K, (u,v,z,y € R). ab = (ux —vy)+i(uy+vx). Es geniigt
also, den Fall a,b € RN K zu betrachten. Konstruktion durch Strahlensatztrick:

Zwei Geraden, auf einer a, der anderen b und 1 abtragen. In b Parallele zur
Geraden durch 1, a.

Behauptung. a € K ~ {0}. Dann liegt a=! € K.

a = u+iv mit u,v € R. Dann ist ¢~ = %=%% . Es geniigt also, den Fall « € KNR

u24v2 "’
zu betrachten. Dies geht wieder mit Strahlensatztrick. O

Satz 4.3. Sei K C C ein Teilkorper, a € K. Dann ist \/a mit Zirkel und Lineal
aus K konstruierbar.

Beweis: Sei zunéchst « € KNR und a > 0. Wir betrachten den Thaleskreis iiber
[—1,a] und betrachten den Schnitt zp = ¢h mit der imaginéren Achse. Sei p die
Linge der Strecke [—1, zo], g die Lénge der Strecke [a, 29]. Satz des Phythagoras:

(1+a)? = p? + ¢ 14 1% = p? @+ h? = ¢
=1+2a+a*>=(1+a)*=1+2"+a*>=a=h?

Fiir allgemeines a arbeitet man in Polarkoordinaten. Die Wurzel aus |a| und die
Winkelhalbierende konnen mit Zirkel und Lineal konstruiert werden. O

Theorem 4.4. FEin Element z € C ist genau dann mit Zirkel und Lineal kon-
struterbar, wenn es eine Kette von Korpererweiterungen

Q=KoCK,CKyC---CK,

mit z € Ky, [K; : K;_1] = 2. Insbesondere ist z algebraisch iber Q und [Q(z) :
Q] ist eine Potenz von 2.

Bemerkung. Die Bedingung [Q(z) : Q] Potenz von 2 ist fast hinreichend fiir die
Konstruierbarkeit - aber nicht ganz. Wir werden spéter darauf zuriickkommen.

Beweis von Theorem 4.4.
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Behauptung. Sei z € K,, wie im Theorem. Dann ist z mit Zirkel und Lineal
konstruierbar.

Beweis durch vollstédndige Induktion iiber n. Der Fall n = 0 folgt aus 4.2. Seien
nun alle Elemente von K, mit Zirkel und Lineal konstruierbar, a € K,,;+1 \ K.
Es gilt K,, C K, (a) C K, +1. Da die Erweiterung den Grad 2 hat, muss K,,;1 =
K, (a) gelten. Gleichzeitig ist [K,(a) : K,] der Grad des Minimalpolynoms von
a, also 16st a eine quadratische Gleichung. Mit dem Lemma 4.3 ist dann a und
mit 4.2 auch ganz K, (a) mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Damit haben wir eine Richtung des Theorems gezeigt. Interessanter ist die Um-
kehrung.

Wir nennen ein Element von C erreichbar (keine Standardterminologie), wenn
es die Eigenschaften des Theorems erfiillt.

Behauptung. zi,...,z, erreichbar = alle Flemente von Q(z1, ..., z,) erreich-
bar.

Sei 21 € K, mit Q = Ko C --- C K, mit K; = K;_1(y/a;—1) und 2o € Ly,
mit Q = Ly C --- C L,,. Setze Lm+i = Lm«H‘fl(\/m)- Es gilt [Lm+z :
Lyti—1] = 1,2. Damit sind alle Elemente von L1, erreichbar. Dieser Korper
enthilt aber z; und 29, also auch Q(z1, 22). Fiir mehr Elemente funktioniert das
gleiche Argument.

Behauptung. Mit z sind auch Z und |z|? erreichbar.

Hat man eine Kette von Korpern fiir z, so erhélt man durch Anwenden von
komplexer Konjugation eine Kette von Korpern fiir z. Wegen |z|? = 27 € Q(z, %)
ist dann auch das Betragsquadrat erreichbar.

Behauptung. Sei z € C mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Dann ist z er-
reichbar.

Induktion iiber die Anzahl der benétigten Konstruktionsschritte. Der letzte
Schritt ist einer der folgenden:

(i) Schnitt zweier Geraden, die durch je zwei erreichbare Punkte festgelegt
werden;

(ii) Schnitt einer Geraden, die durch zwei erreichbare Punkte festgelegt wird,
mit einem Kreis mit erreichbarem Mittelpunkt und Radius der Abstand
zweier erreichbarer Punkte;

(iii) Schnitt zweier Kreise mit erreichbaren Mittelpunkten Radius der Abstand
zweier erreichbarer Punkte.

Ad (i) Seien z1, 29, 29,24 erreichbar. Sei [y eine Gerade durch 21,25 € K. Die
Gerade wird beschrieben durch ¢t — 21 + t(22 — z1). Ebenso sei Iy die
Gerade durch zs3, z4, Gleichung z — 25 + t(2z4 + 23). Der Schnitt 16st die
Gleichung

21+ t1(22 — 2’1) = z3 + t2(2’4 + 23).
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Ad (i)

Ad (i)

KAPITEL 4. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL

Tatséchlich handelt es sich um 2 lineare Gleichungen - Realteil und Ima-
ginérteil - fiir die beiden Unbekannten t1,t5 € R. Die Losung liegt sogar
in Q(z1, 22, 23, 24, 21, 22, Z3, 24), ist also erreichbar.

Seien z1 und 29 erreichbar, r der Abstand zweier erreichbarer Punkte, also

r? erreichbar. Sei [ gegeben durch 21, zo, Gleichung ¢t — 2 +t(zo—21). k sei

ein Kreis um zp mit Radius r, Gleichung |z — 29|? = (x — 20)(To — Z0) = 2.

Der Schnitt 16st die Glelchung
(Zl + t(ZQ — ZO))(El + t(zg — ?1)) =72,

Dies ist eine quadratische Gleichung in Q(z1, 22, %1, Z2, 72). Nach Vorraus-
setzung und dem vorherigen sind die Elemente dieses Korpers erreichbar.
Der Schnitt liegt in einer quadratischen Erweiterung, ist also ebenfalls
erreichbar.

Seien 21, 20,72, 73 erreichbar. Sei k; ein Kreis um z; mit Radius r;, Glei-
chung |z —21|? = (x—21)(T—21) = 72. Sei ko ein weiterer Kreis um 2z mit
Radius ra, Gleichung |z — 22|? = (z — 22)(Z —z1) = r?. Explizite Rechnung
zeigt, dass die Schnittpunkte Koordinaten in einer biquadratischen Erwei-
terung (quadratische gefolgt von quadratisch) von Q(z1, 22,71, 22,77, 73)
liegen, also ebenfalls erreichbar sind.

Im einzelnen:
z1 = Uy +iv1,20 = u+ivy,x = a+ib =
(@ —u)? 4 (b—v1)* =1? = (a — u1)2 = r% —(b—v)?=

a=u

(a - U2)2 + (b*’Ug) = T2 ul 4 \/77701 b o U2 _ 7’% -
“ :|:2u1\/m+rl —(b—=v1)*+ (b—2)* =13

Die letzte Gleichung enhilt keinen quadratischen Term in b mehr. Durch
Rationalmachen erhalten wir eine quadratische Gleichung fiir b, deren
Losung in einer quadratischen Erweiterung von Q(uy, vy, us, v2, 77, r2) liegt.
a liegt dann in einer quadratischen Erweiterung von Q(uy, vy, us, v2, 73,73, b).
Damit sind dann a und b und deshalb auch a + bt erreichbar.

O

Quadratur des Kreises: Gegeben ist ein Kreis. Dann ist es nicht moglich, mit
Zirkel und Lineal ein Quadrat mit gleichem Flidcheninhalt zu konstruieren.

Beweis: Ohne Einschrinkung handelt es sich um den Einheitskreis mit Flachen-
inhalt 7. Gesucht ist eine Konstruktion von /7, aber 7 ist nicht algebraisch und
damit auch /7 nicht. Die Aussage ist nicht trivial, vergleiche S. Lang, Algebra,
Appendix 1 S. 867.
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Alternativ: Hardy, Writht, an Introduction to the Theory of Numbers, Abschnitt
11.14
Lorenz: Einfithrung in die Algebra I, §17. O

Kubusverdopplung: Gegeben ist ein Wiirfel. Dann ist es nicht moglich, mit
Zirkel und Lineal einen Wiirfel von doppeltem Volumen zu konstruieren.

Beweis: Ohne Einschrinkung betrachten wir den Einheitswiirfel. Zu konstruie-
ren ist also /2. Diese Zahl hat das Minimalpolynom X 3_9 (Eisensteinkriteri-
um!). Jeder Korper, der diese Zahl enthéilt, hat also einen Teilkérper vom Grad
3 iiber Q. Nach der Gradformel fiir Kérpererweiterungen passiert dies nicht fiir
Korper mit Grad eine Potzen von 2. O

Regelmifliges n-Eck: Sei n eine natiirliche Zahl. Dann ist es im allgemeinen
nicht moglich, das regelméflige n-Eck mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.

Beweis: Sei p eine Primzahl. Die Ecken des p-Ecks sind p-te Einheitswurzeln

gp = exp(Q%k). Sie sind Nullstellen von

XP—1=(X —1)(XP 14 XP24..1)
Der zweite Faktor ist nach Eisensteinkriterium irreduzibel. Also gilt [Q(eq) :
Q] = p — 1. Die Frage ist also, wann p — 1 eine Potenz von 2 ist, also
p=2"+1.
Sei m = 2Fn mit ungeradem n.
p=1+ 2% =1 (—22")"

wird von 1 — (—22k) geteilt, denn 1 — X teilt 1 — X™. Dies ist nur eine Primzahl,
wenn n = 1. Also: i
p=1+2% .

Primzahlen von dieser Form heiflen Fermatsche Primzahlen.

k p

3

5

17
257
65537

AW~ O

Auf jeden Fall ist das p-Eck fiir p = 7,11, ... nicht konstruierbar. O

Bemerkung. Fermat vermutete, alle diese Zahlen der Form 1+ 22" seien Prim-
zahlen. Tatséchlich ist die néchste, k = 5, p = 641 - 6700417 (Euler). Es sind
keine weiteren Fermatschen Primzahlen bekannt. In einem gewissen Sinn ist als
die Frage nach der Konstruierbarkeit des n-Ecks noch nicht vollstindig gelost!
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Beispiel. n =9. Minimalpolynom einer 9-ten Einheitswurzel ist
(X°-1): (X*-1)=X5+Xx3+1

Beweis: Sei wg eine primitive 9-te Einheitswurzel, d.h. w§ # 1. Das Polynom
X6+ X3 41 genau dann irreduzibel, wenn [Q(wy) : Q] = 6. Da das Minimalpo-
lynom unser Polynom teilt, kommen nur die Grade 1,2, 3,6 in Frage.
Das Minimalpolynom von w3 = wj ist X2 4+ X + 1, also enthélt Q(wg) einen
Teilkérper vom Grad 2 iiber Q. Wegen der Gradformel ist dann [Q(wg) : Q] ein
Vielfaches von 2.
Sei v = wg + wy ' = wg + Wy. Es erfiillt das Polynom X3 —3X + 1, denn

(wy erg_l)g = w3 + 3wy +3w9_1 +w3_1 = -1 4+ «
Dieses Polynom ist irreduzibel iiber Q, denn wenn es Teiler hétte, dann miisste
es eine ganzzahlige Nullstelle haben. Dies ist aus Parititsgriinden unmoglich.
Daher gilt [Q(«) : Q] = 3 und Q(wy) enthélt einen Teilkérper vom Grad 3.
Insgesamt teilt 6 den Korpergrad, also ist er gleich 6. O

Wainkeldreiteilung: Gegeben ist ein Winkel. Dann ist es im allgemeinen nicht
moglich, ihn mit Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile zu teilen.

Beweis: Wir betrachten 60°. Dreiteilung wire die Konstruktion eines regelméfi-
gen 6 - 3 = 18-Ecks, daraus erhélt man das 9-Eck. Das geht aber nicht, siehe
oben. O

Prinzip: Wir ordnen den Kérpern Invarianten zu (hier eine Zahl, den Grad).
Unterscheiden sich die Invarianten, so unterscheiden sich die Kérper. Um wei-
tergehende Fragen zu verstehen, brauchen wir feinere Invarianten. Wir werden
eine Invariante mit Werten in der Kategorie der Gruppen betrachten, ndmlich

Gal(L/K) ={f: L — L | f Korperautomorphismus mit f|x = id}

Es wird sich herausstellen, dass diese Gruppe héchstens [L : K| Elemente hat,
also fiir endliche Erweiterung eine Gruppe mit endlich vielen Elementen ist.



Kapitel 5

Existenz und
Fortsetzbarkeit von
Korperhomomorphismen

Seien K1, Ky Korper. Wir wollen die Menge der Kérperhomomorphismen K; —
K5 verstehen. Besonders intessant wird der Fall K5 algebraisch abgeschlossen
oder K1 = K.

Wir beginnen mit einigen einfachen Spezialfillen.

Charakteristik

Definition 5.1. Sei K ein Korper.
F= (1 K
K'CK
der Schnitt tber alle Teilkorper heifit Primkorper von K.
Bemerkung. Offensichtlich ist F' ein Korper.

Satz 5.2. Der Primkérper ist entweder isomorph zu Q oder isomorph zu F, fiir
eine Primzahl p.

Definition 5.3. Wir sagen, K hat Charakteristik 0 bzw. p, wenn der Primkdorper
Q bzw. Iy ist.

Beweis: Wir betrachten a : Z — K, 1 — 1. Dies ist ein Ringhomomorphismus.
1. Fall: « ist injektiv, d.h. a(n) # 0 fiir n # 0. Durch a(n/m) = a(n)a(m)~! €
K wird ein injektiver Ringhomomorphismus Q — K definiert (offensichtlich
wohldefiniert). a(Q) C K ist ein Teilkérper von K, der isomorph zu Q ist.
Ebenso a(Q) C K’ C K fiir alle Teilkérper K, also a(Q) = F.

35
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2. Fall: Ker o = Zn mit n > 0. Dann ist Ina = Z/nZ als Ring. Es ist n # 1,
denn 1 # 0 in K. Sei n zerlegbar, n = mk. Dann gilt a(m)a(k) = 0 in K. Dies
ist ein Korper, also ist ein Faktor Null, z.B. a(m) = 0, d.h. m € Zn. Zusammen
ist m = +n. Daher ist m eine Primzahl. Im o = F,, ist auch in allen Teilkérpern
von K enthalten, also der Primkorper. O

Bemerkung. Die Charakteristik ist der Erzeuger von Ker a.

Lemma 5.4. Sei F' ein Primkdrper. Dann gibt es nur einen Kdérperhomomor-
phismus o : K — K, ndmlich die Identitdt.

Beweis: a(1) = 1, a(2) = 2 etc., also a die Identitdt auf Z - 1x. Im Fall F,
sind wir damit fertig. Im Fall K = Q ist a(n/m) = a(n)a(m)~! ebenfalls die
Identitit. O

Lemma 5.5. Seien K, L Kérper mit unterschiedlicher Charakteristik. Dann
gibt es keinen Korperhomomorphismus o : K — L.

Beweis: Sei F' der Primkorper von K. Dann ist via
FCKSL

eine Kopie von F'in L enthalten. Der Primkérper von L ist in a(F’) enthalten. Es
gibt aber keine nichttrivialen Inklusionen zwischen verschiedenen Primkérpern.
O

Hier einige Beispiele fiir nichttriviale Kérperhomomorphismen.

Beispiel. K =C, z 4+ iv — x — v fir z,y € R.

Satz 5.6. Sei K ein Korper mit Char K = p > 0, n € N. Dann ist die Abbildung
bn: K — K ;z— 2P

ein Kéorperhomomorphismus, der Frobeniushomomorphismus. Sein Bild ¢, (K)
ist ein Teilkorper von K.

Beweis: Wegen ¢, = ¢10---0¢ geniigt es, n = 1 zu betrachten. ¢ (1) =17 =1
und ¢1(—1) = (—=1)?» = =1 (klar, falls p ungerade; p = 2 = —1 = 1. Seien
x,y € K. Es gilt

p1(zy) = (zy)? = 2PyP = ¢1(x)d1(y)
Die Vertriglichkeit mit der Addition ist schwieriger.

d1(e+y) = (x+y)” =2+ @y + (’;)y T <p ! 1>xyp1 + 9P

Der Binomialkoeffizient (I; ) ist fiir 4 % 0,1 durch p teilbar. Also ist er Null in K
nach Definition der Charakteristik. Es folgt

$1(x+y) = 2P +yP = ¢1(x) + d1(y) -

Das Bild eines Korpers ist immer ein Koérper. O
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Bemerkung. Wenn |K| < oo, dann ist ¢,, bijektiv, denn jede injektive Abbil-
dung ist auch surjektiv.

Beispiel. K = F,. Dann ist ¢; = id, also 27 = z. Elementarer ausgedriickt,
haben wir einen alten Satz gezeigt:

Korollar 5.7 (Kleiner Satz von Fermat). Seip eine Primzahl, x € Z. Dann
gilt

2P =2 modp

Beispiel. K =F,(X) = {g | P,Q € F,[X],Q # 0}/ ~. Wir betrachten wieder
¢1: K — K.

Behauptung. X liegt nicht im Bild von ¢;.

Angenommen, X = ¢1(P/Q) = PP/Q? Ohne Einschrinkung haben P und
Q@ keine Faktoren gemeinsam. Dann gilt PP = XQ@QP. Da in k[X] eindeutige
Primfaktorzerlegung gilt, folgt X | P, dann X? | XQP, also X | @, Widerspruch.
In diesem Falls gilt also ¢1(K) C K ist ungleich K, aber isomorph zu K.

Existenz von Fortsetzungen

Wir wissen, dass jeder Korper K in einem algebraisch abgeschlossenen Korper
K enthalten ist (Theorem 3.12). Wir wollen zeigen, dass jede algebraische Er-
weiterung von K als Teilkorper von K aufgefasst werden kann. Wieder beginnen
wir mit einen Spezialfall.

Definition 5.8. Fine Erweiterung L/K heifit einfach, falls L = K(a) fir ein
a€L.

Ist o0 : K — L ein Kérperhomomorphismus, so ist
o K[X] - LIX]; Y a;X'+w o(a;) X
ein Ringhomomorphismus.
Satz 5.9. Sei K/ = K(a)/K einfache algebraische Korpererweiterung,
c:K—L
ein Kérperhomomorphisms, P € K[X] das Minimalpolynom von a.

(i) Ist o’ : K' — L eine Fortsetzung von o, so ist o'(a) eine Nullstelle von
o(P).

(ii) Ist b € L eine Nullstelle von o(P), so gibt es genau eine Fortsetzung o’
von o nach K' mit o’(a) = b.

Bemerkung. Am wichtigsten ist der Fall ¢ eine Inklusion.
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n

Beweis: Sei P(X) =" ,a;X" mit a; € K. Anwenden von o liefert
o(P)(X) =Y o(a;)X" € L[X] .
=0

Nach Vorraussetzung gilt
P(a) = Zaiai =0.
i=0
Anwenden des Kérperhomomorphismus ¢’ liefert
o' (Pa)) = 3 o/ (a5)o" ()" = o(P)(0(a) = 0.
i=0

Umgekehrt sei b € L eine Nullstelle von o(P). Man betrachtet den Ringhomo-
morphismus

k k
st K[X] = L) biX' Y o(b)b' .
1=0 =0

Das Polynom P liegt im Kern, denn

k
s(P) = Za(bi)bi =0
i=0
nach Voraussetzung. Also faktorisiert s nach Satz 1.16 iiber den Ringhomomor-
phismus
5: K[X]/(P)— L.

Der Homomorphismus 7 : K[X]/(P) — K(a) mit X — a ist ein Ismorphismus,
da P das Minimalpolynom von a ist. Die gesuchte Abbildung o’ ist gegeben
durch s5om~!. Offensichtlich bildet sie a auf b ab. s und damit 5 sind die einzigen
moglichen Definitionen. O

Bemerkung. Eine Fortsetzung o’ von o nach K’ ist also nicht eindeutig. Es
gibt soviele Fortsetzung wie Nullstellen von o (P), also héchsten deg(P) viele.

Definition 5.10. Sei P € K[X] ein Polynom. FEine Erweiterung L/K heift
Zerfallungskorper, wenn P iber L in Linearfaktoren zerfdllt,

PX)=X—-a1)(X —ag)...(X —ayp)
und L = K(ay,az,...,a,).
Beispiel. Das irreduzible Polynom X* — 2 € Q[X] hat die Nullstellen
V2, —V2,iv2,—iv2 .

Der Zerfillungskorper ist Q(+v/2,1).
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Nach Satz 3.10 existiert fiir jedes Polynom ein Zerallungskorper. Tatséchlich ist
er eindeutig bis auf Isomorphismus:

Korollar 5.11. Sei P € K[X] ein Polynom, L und L' Zerfillungskorper von
P. Dann sind L und L' isomorph iiber K, d.h. es gibt einen Isomorphismus
o: L' — L mit o|lg =id.

Beweis: Wir betrachten o : K C L die Inklusion. Es gilt also o(P) = P. Es ist
PX)=(X—-a1)(X —az2)...(X —a,) mit a; € L .

Sei P; das Minimalpolynom von a; iiber K. Dann teilt P; das Polynom P, also
hat P; auch eine Nullstelle by in L. Nach dem Satz 5.9 existiert eine Fortsetzung

o1:K(a1) > L.

Sei P, das Minimalpolynom von as iiber K(aq). Dann teilt P> wieder P und
o1(Py) teilt o1(P) = o(P) = P. Also hat o1(P,) eine Nullstellte b € L. Nach
dem Satz 5.9 existiert eine Fortsetzung

o9 : K(ay,as) — L .
Dies wiederholen wir und erhalten schliellich
on: L' =K(ay,...,a,) — L .
Das Bild von o, ist ein Teilkorper von L, in dem gilt
P(X) = 04(P(X)) = 0((X — a1)(X — az) ... (X — a,))
= (X —op(a1))(X —on(a2)) ... (X —onlan)) -

D.h. P zerfillt in Linearfaktoren. Da L ein Zerféllungskorper ist, ist o, surjektiv.
Als Korperhomomorphismus ist es eh injektiv. [

Korollar 5.12 (vergleiche Satz 3.12). Sei K ein Korper, K1 und Ks seien
zwei algebraische Abschliisse. Dann gibt es einen Isomorphismus K1 — Ko, der
mit der Inklusion von K vertrdglich ist.

Beweis: Zornsches Lemma! Sei
M={(F,7)| K CF CKy,7:F— Ko, 1| =id}

wobei F' die Zwischenkorper und 7 die Kérperhomomorphismen durchlauft. Die-
se Menge ist partiell geordnet durch

(E,r)<(F',7Ye FCF rlp=1.

Es gilt M # 0, denn (K,id) € M. Sei nun I C M total geordnet. Wir bilden

F; = U F.

(F,r)el
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Da I total geordnet ist, ist dies ein Teilkérper von K;. Wir definieren
71(f) =7(f) wobei f € F,(F,7) €.

Wegen unserer Definition der partiellen Ordnung ist 7; wohldefiniert und ein
Kérperhomomorphismus. Das Paar (Fy,77) ist die gesuchte obere Schranke fiir
I. Nach Zornschem Lemma hat M nun ein maximales Element (F,, 7.,).

Behauptung. F,, = K3

Angenommen, es gibt a € Ky \ F,,. Da K; algebraisch iiber K ist, ist a erst
recht algebraisch tiber F,,. Sei P das Minimalpolynom. Da K5 algebraisch ab-
geschlossen ist, hat 7,,,(P) eine Nullstelle in K5. Nach Satz 5.9 gibt es dann eine
Fortsetzung von 7,, nach F,(a). Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitét.

Behauptung. 7, : K1 — K> ist bijektiv.

Die Injektivitét ist klar. Das Bild ist ein algebraischer Abschluss von K, also
ganz Ks. U

Definition 5.13. Sei L/K algebraisch. Dann heifit
Gal(L/K) ={o: L — L | Korperisom. mit o|x = id}
Galoisgruppe von L/K:

Bemerkung. Offensichtlich ist es eine Gruppe.

Beispiel. Gal(C/R) = {id,~} wobei = die komplexe Konjugation ist, denn C =
R(7), o(i) ist Nullstelle von X2 + 1, also o(i) = =i.

Lemma 5.14. Sei [L: K] =n. Dann ist |Gal(L/K)| < n.

Beweis: Da L/K endlich ist, ist jeder Kérperhomomorphismus automatisch ein
Isomorphismus (Dimensionen abzéhlen!). Sei L = K(ay,...,ax). Nach Satz 5.9
und der nachfolgenden Bemerkung gilt

[{o1: K(a1) — L| o1|g =id}| < [K(a1) : K]
{o2: K(a1,a2) — L | 02| k(ar) = 01} < [K(a1,a2) : K(a1)]

etc. Die Behauptung folgt aus der Gradformel. 0

Damit ist Gal(L/K) eine endliche Gruppe. Wir werden Gruppentheorie zum
Studium von L/K verwenden.

Definition 5.15. Fine endliche Korpererweiterung L/K heifst galois, wenn
|Gal(L/K)| =L : K].

Beispiel. (i) Q(v/2)/Q: Das Minimalpolynom von v/2 iiber Q ist X% — 2.
Es hat iiber Q(v/2) zwei Nullstellen. Also hat die Galoisgruppe nur 2
Elemente. Die Erweiterung ist nicht galois.
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(ii) Sei L = K(y/a) mit \/a ¢ K. Das Minimalpolynom ist also X2 — a. Es
zerfillt in L in die Linearfaktoren (X — /a)(X + v/a). Ist Char K # 2, so
gibt es also zwei Kérperhomomorphismen L. — L iiber K, die Erweiterung
ist galois. In Charakteristik 2 ist aber \/a = —+/a. Die Galoisgruppe hat
nur ein Element, die Erweiterung ist wieder nicht galois.

Beispiele

Definition 5.16. Sei L ein Kérper. ¢ € L mit (% =1 heifst d-te Einheitswurzel.
Es heifit primitive d-te Einheitswurzel, falls ¢* # 1 fir 1 <i < d . Es sei uq(L)
die Gruppe der d-ten FEinheitswurzeln von L.

Beispiel. ¢ = exp(2mi/d) ist primitive d-te Einheitswurzel in C. (Die erste Ecke
des regelméBigen n-Ecks. Cy war die Gruppe der Restklassen modulo d.
Lemma 5.17. Sei p eine Primzahl, { eine primitive p-te Einheitswurzel in C.
Dann ist [Q(C) : Q] galois. Die Galoisgruppe ist isomorph zu I

Beweis: Das Minimalpolynom von ¢ ist X?~'+-..+1 = (X?—1)/(X —1). Insbe-
sondere ist [Q(¢) : Q] = p — 1. Es hat in Q(zeta) die Nullstellen ¢, (2, ..., (P71
(alle Ecken des p-Ecks aufler 1). Dies sind p — 1 viele, also alle. Nach Satz
5.9 gehort zu jeder dieser Einheitswurzeln genau ein Kérperhomomorphismus
Q(¢) — Q(¢), der die Identitit auf Q iduziert. Dies sind p — 1 Elemente in der
Galoisgruppe.

Nun schauen wir genauer hin. Fiir ¢ € Z teilerfremd zu p sei o; : Q(¢) — Q(¢)
der eindeutige Kérperhomomorphismus mit o;(¢) = (.

Behauptung. Die Abbildung F, — Gal(Q(()/Q) mit i mod p — o; ist ein
Gruppenhomomorphismus.

Ist ¢ = j mod p, also i = j + kp, so gilt
0i(¢) = ' = (" = (M) = ¢ = 0;(¢)
Also ist die Zuordnung wohldefiniert. Weiter gilt
0i(0;(¢) = Uz‘(fj) = Uz‘(Oj = (Ci)j = Cij =0i;(¢)
Damit ist es ein Gruppenhomomorphismus. Im ersten Teil des Beweises haben

wir gezeigt, dass die Abbildung surjektiv ist. Da beiden Gruppen gleich viel
Elemente haben, ist sie sogar bijektiv. O

Allgemein gilt sogar: Sei { eine primitive d-te Einheitswurzel in C. Dann gilt

Gal(Q(¢)/Q) = (Z/d)®

(Beweis wahrscheinlich erst néchstes Semester aus Zeitmangel).

Ziel

Zwei Korpererweiterungen mit unterschiedlicher Galoisgruppe miissen verschie-
den sein. Um mehr Galoisgruppen zu berechnen, miissen wir aber viel mehr
iiber (endliche) Gruppen wissen.
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Kapitel 6

Grundbegriftfe der
Gruppentheorie

Bisher haben wir nur die Begriffe Gruppe, Gruppenhomomorphismus und Kern/Bild
definiert und gezeigt, dass ein Homomorphismus genau dann injektiv ist, wenn
der Kern trivial ist.

Noch ein paar Beispiele:

Beispiel. (i) Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

Autg (V) ={f:V — V| f linear, bijektiv }
mit der Komposition von Abbildungen.
Beweis: Assoziativitit: Seien f,g,h € Autg (V).
Behauptung. Assoziativitit: (f og)oh = fo(goh)
Die linke Seite angewendet auf v € V:

((F 0.9) 0 h)(v) = (f 0 ) (A(v)) = F(g(h(v))) -
Die rechte Seite angewendet auf v € V:

(fo (go)(®) = f((g 0 W)®) = Flg(h(v))) -
Behauptung. Neutrales Element ist die identische Abbildung.

Sie ist linear, bijektiv, hat die gewiinschte Eigenschaft.

Behauptung. Sei f : V — V bijektiv. Die inverse Abbildung g ist gegeben
durch:
g(v) = Urbild von v unter f

e g ist wohldefiniert.

43
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e ¢ ist linear: nach Definition ist g(Av + pw) das Element mit
flg(M + pw)) = Av + pw
f bildet Ag(v) + pg(w) ab auf

FAg() + pg(w)) = Af(g(v)) + pf(g(v)) (f linear)
=\ + pw (Def. von g)

Es folgt die Behauptung.

e g ist bijektiv: g(v) = g(w) = v = f(g(v)) = f(g(w)) = w, also
injektiv. Sei v € V beliebig. w = f(v). Nach Definition ist g(w) = v,
also ist g surjektiv.

Damit liegt g in Autgx (V). f(g(v)) = v = g(f(v)) gilt nach Definition. O

Ubrigens: sei dimg V' = n. Die Wahl einer Basis von V induziert einen
Isomorphismus V' = K™. Die darstellende Matrix zu f : V — V induziert
einen Isomorphismus

Autg (V) =2 GL,(K)
(ii) Sei M eine Menge.
S(M)={a: M — M| «a bijektiv }

heiflt symmetrische Gruppe oder Permutationsgruppe. Insbesondere fiir
M={1,2,...,n}
S, =5({1,2,...,n})

(iii) Wir betrachten ein regelméfiges n-Eck in der Ebene. Die Diedergruppe ist
die Symmetriegruppe dieses n-Ecks, z.B. Spiegelungen, Drehungen.

(iv) Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 war C,, die Gruppe der Restklassen von
Z modulo n (beziiglich der Addition). Dies ist eine abelsche Gruppe mit
n Elementen. Die natiirliche Abbildung Z — C,, ist ein surjektiver Grup-
penhomomorphismus.

(v) Aut(G), die Menge der Automorphismen der Gruppe G, ist selbst eine
Gruppe. (Selber Beweis wie fiir Autg (V').) Insbesondere ist die Umkehr-
abbildung eines Isomorphismus ein Gruppenisomorphismus.

(vi) ¢: G — G mit t(a) = a~! ist ein Gruppenhomorphisms
t(ab) = (ab) ™t = b ta™t = u(b)u(a)
genau dann, wenn G kommutativ ist.

(vii) det : GL,(K) — K* ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit
Ker det = SL,, (K).
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(viii) sgn : S, — {£1}, das Vorzeichen einer Permutation, ist ein Gruppenho-
momorphismus. (Vergleiche LA 1 oder spéter)
Gruppen tauchen iiberall auf, wo es Symmetrien gibt!

Definition 6.1. FEine Untergruppe H C G ist eine Teilmenge einer Gruppe, so
dass die Multiplikation aus H eine Gruppe macht.

Bemerkung. Es geniigt, dass H abgeschlossen ist unter Multiplikation und
Inversenbildung.

Beispiel. (i) O,(K) C GL,(K) ist eine Untergruppe.
(i) ZcC

(iii) Nach Definition ist jeder Untervektorraum eines Vektorraums zunéchst
eine Untergruppe.

(iv) Ist L/K eine Korpererweiterung, so sind K C L (beziiglich der Addition)
und K* C L* (beziigliche der Multiplikation) Untergruppen.

(v) Sei L ein Korper, uq(L) die Menge der d-ten Einheitswurzeln. Dies ist
eine Untergruppe von L*. Die Gruppe ist endlich, da X¢ — 1 hochstens d
Nullstellen hat.

Satz 6.2. Kern und Bild eines Gruppenhomomorphismus sind Gruppen.

Beweis: Betrachte f: G — H. Seien a,b € Ker f.

F(ab) = f(a)f(b) = ce = e

also gilt ab € Ker f.

Beide Zeilen gleich, also ¢~ € Ker f. Die Aussagen fiirs Bild sind Ubungsauf-
gabe. O

Gilt auch die Umkehrung?

H C G eine Untergruppe = H ist Bild der Inklusion i : H — G, i(h) = h. Gibt
es auch einen Gruppenhomorphismus G — G’ mit Kern H? Spéter!

Wie kann man aus Gruppen neue Gruppen konstruieren?

Definition 6.3 (Satz). Seien Gi, Ga Gruppen. Das direkte Produkt G =
G4 X Go ist die Menge der Paare (g1,92) € G1 X G mit der komponentenweisen
Multiplikation.

(91,92)(h1,92) = (g1h1, g2h2)
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Beweis: (i) (Assoziativitit)

(91,92) (1, ha)(k1, k2)) = (91, 92) (h1k1, haka) = (g1h1k1, g2hoks)
((g1,92)(h1, h2)) (k1, ko) = (g1h1, g2h2) (K1, k2) = (g1hik1, g2haks)

(ii) neutrales Element ist (e1, e3).

(iil) (g1.92)7" = (g7 " 92 ")
0

Beispiel. Seien n,m teilerfremde natiirliche Zahlen. Dann gilt nach dem Chi-
nesischen Restsatz 1.11
Cn X Cm = Onm

Dasselbe funktioniert auch mit beliebig vielen, sogar unendlichen vielen Fakto-
ren. Woran erkennt man, ob eine Gruppe ein direktes Produkt ist?

Definition 6.4. Seien X, Y C G Untermengen. Dann heifit
XY ={osyeG|lzeX,yeY}
Produkt von X und Y.
Auch wenn X und Y Untergruppen sind, ist XY im allgemeinen keine Unter-
gruppe!
Satz 6.5. Sei G eine Gruppe, H, K C G Untergruppen mit H N K = {e},
hk = kh fir alleh e H, k € K und G = HK. Dann ist
w:Hx K — G;(h,k) — hk
ein Isomorphismus.

Beweis: Zunichst: Gruppenhomomorphismus.

pu(h, k)u(h' k') = (k) (W'E') = hkh'k'
w((h, k)W, K)) = p(hh!, kK') = hh'kE'

Die beiden stimmen iiberein, da kh' = h'k.

Nun: injektiv, also Ker(u) = (e,e). Sei (h,k) € Ker(u), also hk = e. Also
h = k~! € K. Nach Vorraussetzung h € H, also h € H N K = {e}. Also gilt
h = e. Analog sieht man k = e.

Zuletzt: surjektiv. Es ist Im(u) = HK. Nach Vorraussetzung HK = G. O

Beispiel. G = Cg Restklassen modulo 6, also G = {0,1,2,...,5}.

H gerade Zahlen modulo 6, also H = {0,2,4}.

K durch 3 teilbare Zahlen modulo 6, K = {0, 3}.

Offensichtlich gilt HNK = {0}. Elemente vertauschen, denn G ist kommutativ.

HK ={0,2,4,3,3+2=53+4=1} =G
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Also:
HxK=G

AuBerdem gilt H = C3 via 2 +— 1 und K =2 Cs via 3 — 1. Also wieder:
CQ X Cg = CG

Bemerkung. Cj ist der Quotient von Z nach der Untergruppe 6Z, also eine
weitere Konstruktionsmdoglichkeit von Gruppen. Allgemeiner:

Definition 6.6. Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe. Die Teilmengen
gH ={gh | he H} firengeG
Hg={hh|he€ H} firengeG

heiflen Linksnebenklassen bzw. Rechtsnebenklassen von H in G. Mit G/H bzw.
H\G bezeichnen wir die Menge der Linksnebenklassen bzw. Rechtsnebenklassen.

Bemerkung. Wenn G abelsch ist, z.B. fiir Z, so gilt natiirlich gH = Hg und
H\G =G/H.

Lemma 6.7. Zwei Linksnebenklassen sind entweder gleich oder disjunkt. Jede
Nebenklasse enthdlt gleiche viele Elemente, ndmlich so viele wie H.

Beweis: Angenommen es gibt x € g1 H N g2 H. Also
= g1h1 = g2ho
mit geeigneten hq, hy € H. Dann folgt
g1 = 92h2h1_1 € g2H =

glh = gghghl_lh S ggH =
ng C ggH.

Aus Symmetriegriinden gilt auch go H C g1 H, also sind die Nebenklassen gleich.
Die Abbildung:
H — gH ;h— gh

ist bijektiv, daher stimmen die Anzahlen iiberein. O

Definition 6.8. Die Anzahl der Elemente von G heifst Ordnung |G|. Die Anzahl
der Linksnebenklassen von H in G heifit Index [G : H].

Ordnung und Index kénnen auch unendlich sein.

Satz 6.9 (Euler-Lagrange). Es gilt |G| = [G : H||H|. (Dabei ist mit je zweien
auch die dritte Zahl endlich.)

Beweis: Jede Nebenklasse hat |H| Elemente, es gibt [G : H] viele. O

Bemerkung. (i) Da dasselbe auch mit Rechtsnebenklassen funktioniert, gibt
es genauso viele Rechts- wie Linksnebenklassen (wenn alle Zahlen endlich).
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(ii) Die Ordnung einer Untergruppe teilt die Ordnung von G. Ist |G| = p eine
Primzahl (etwa C,), so gibt es keine Untergruppen auler G und {e}, die
trivialen Untergruppen.

Definition 6.10. Sei g € G. Die Ordnung von g ist die Ordnung der kleinsten
Untergruppe, die g enthdlt

<g>={eg.97"¢%97% ...}
Bemerkung. Wenn |g| # oo, dann ist sie die kleinste Zahl mit g™ = e.
Korollar 6.11. Die Ordnung von g teilt |G|. Es gilt gI¢! = e fiir alle g € G.
Das hat konkrete Folgen fiir die Kérpertheorie:

Korollar 6.12. Sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen. Dann gilt
297t =1 fir alle x € K* und 2% = z fir alle x € K

K st Zerfillungskorper von X1=1 —1 € F,[X]. Insbesondere ist K eindeutig bis
auf Isomorphismus durch seine Anzahl bestimmt.

Beweis: K* ist eine Gruppe mit ¢ — 1 Elenten. Die zweite Gleichung folgt durch
Multiplikation mit « und gilt dann auch fiir z = 0. Das Polynom hat in K ¢—1
verschiedene Nullstellen, zerfillt also in Linearfaktoren. In jedem Teilkérper von
K fehlen einige der Nullstellen, damit ist K tatséchlich der Zerfallungskorper.
Nach Satz 5.11 ist dieser eindeutig. O

Definition 6.13. Der Kérper mit g Elementen wird mit F, bezeichnet.

Fiir ¢ = p eine Primzahl finden wir hier den kleinen Satz von Fermat 5.7 wieder
- mit einem anderen Beweis!
Zuriick zum Quotienten G/H. Ist diese Menge eine Gruppe? Versuch: seien
ng792H S G/H

(91H)(92H) = (9192)H € G/H .

Einfach: assoziativ, Existenz von neutralem, inversen Elementen.
Problem: Ist dies unabhéngig von der Wahl von g1, ¢27 Sei goH = ghH, d.h.
g5 = goh fiir ein h € H. Dann folgt

(91H)(95H) = g195H = g192hH = g1go H

denn hH = H.
Sei g1 H = g1 H, d.h. g} = g1h fiir ein h € H.

(91H)(92H) := ¢192:H = g1hg H = g192H

Wir brauchen also:
hggH = ggH
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Definition 6.14. Fine Untergruppe N C G heifit Normalteiler, wenn
Ng =gN fir alleg e G .

(iquivalent: g7*Ng = N, g 'Ng C N.) Wir schreiben: N <G.

Beispiel. (i) Wenn G abelsch ist, so sind alle Untergruppen normal.

(ii) G = G1 X G3. Dann sind G; x {e} und {e} x G2 Normalteiler.

G1 x {e}(g1,92) = G191 X {ga}
(91,92)G1 x {e} = g1G1 x {g2}
ok, denn G171 = G1 = g1G1.

(111) SLQ(K) < GLQ(K) zz. A71SA € SLQ(K) fiir alle S € SLQ(K), A €
GLy(K). Es gilt

det(A™'SA) = det(A) ' det(S)det A =det S =1.

Satz 6.15 (universelle Eigenschaft). Sei N <G ein Normalteiler. Dann ist
G/N mit der Multiplikation

G1N - g2N = g192N

eine Gruppe, die Faktorgruppe. Die Quotientenabbildung
G — G/N ;g gN

ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern N.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass die Multiplikation wohldefiniert ist.
eN ist das neutrale Element. g~' N ist invers zu gN. O

Also ist jeder Normalteiler Kern eines Homomorphismus!

Satz 6.16. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist N =
Ker f ein Normalteiler von G, und f induziert einen eindeutigen injektiven
Homomorphismus

f:G/N — H ,

so dass f als G — G/N — H faktorisiert. f definiert einen Isomorphismus
G/N 2Im f =Im f.

Beispiel. det : GL,(K) — K* ist surjektiv (betrachte z.B. Diagonalmatrix
(a,1,...,1)). Der Kern SL,,(K) ist ein Normalteiler. Es gilt also

GL,(K)/SL,(K) = K*

Beweis:
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Behauptung. ¢ 'ng € Ker f fir g € G, n € Ker f.

Fla™ ng) = flg™)f () f(g) = flg™)f(9) = flg7'g) = fle) =e
Behauptung. f ist eindeutig.
Einzige Moglichkeit ist f(gN) = f(g).
Behauptung. f ist wohldefinierte Abbildunyg.
Wenn gN = ¢’N, d.h. ¢’ = gn mit n € Ker f, so gilt

fg') = flgn) = f(9)f(n) = f(g)e

Behauptung. f ist Gruppenhomomorphismus.

(91N - gaN) = f(9192) = [(91)f(92) = F(91)f(g2)
Behauptung. f ist injektiv.

Sei f(gN) =e < f(g) =e< g€ N, d.h. gN =eN.
Auflerdem ist G/N — Im f surjektiv, also ein Isomorphismus. O

Keineswegs ist jede Untergruppe Kern eines Gruppenhomomorphismus. Es muss
schon ein Normalteiler sein.

Satz 6.17 (1. Isomorphisatz). Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe,
K 4G ein Normalteiler. Dann ist HN K <H. Es gilt HK = KH, und dies ist
eine Untergruppe. Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

H/HNK = HK/K .

Beweis: K <G bedeutet gk = k/g fiir alle g € G, insbesondere fiir alle g € H.
Behauptung. h(HNK)h=* C HN K fiir alle h € H.

C H ist klar, da sich alles in H abspielt. C K gilt, denn h(H N K)h=! C
hKh~! C K sogar fiir alle h € G.

Behauptung. HK ist Untergruppe.
abgeschlossen unter Inversenbildung:
(hk) ' =k"'h ' =n"'¥ € HK
abgeschlossen unter Multiplikation:
(h1ky1)(hoka) = hi(kiho)ke = hy(hok')ke € HK

Wir definieren ¢ : H — G/K via h — hK. Dies ist ein Gruppenhomomorphis-
mus.

Behauptung. ¢(H)=HK/K
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C ist klar. Es gilt HK/K = {hK | h € H}, denn hkK = hK. Also ist auch D
klar.

Behauptung. Ker(¢) = HNK.

Ker(¢p)={he H|hK =Ko hecK}=HNK

Also faktorisiert ¢ iiber ¢ : H/HNK — HK/K, und diese Abbildung ist sowohl
injektiv als auch surjektiv. O

Bemerkung. Die Vorraussetzung K < GG ist zu stark. Gereicht hitte auch:
h~'Kh C K fiir alle h € H.

Satz 6.18 (2. Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe und K, H <G Normal-

teiler mit K C H. Dann ist K normal in H, und es gibt einen kanonischen
Isomorphismus

(G/K)/(H/K)=G/H

Beweis: Wir betrachten G — G/H. K ist enthalten im Kern, also existiert eine
Abbildung

p:G/K - G/H
(Beweis wie in 6.16). Sie ist surjektiv.
Behauptung. Kerp={hK |h€e H} = H/K

Sei gK € G/K mit gH = p(¢9K) = H. Dann ist g € H.
Nach Satz 6.16 sind wir nun fertig. O

Einige Begriffe zum Schluss:

Definition 6.19. Sei G eine Gruppe, S C G eine Teilmenge. Der Normalisator
von S in G ist

Ns={geG|g'Sg=5}
Der Zentralisator wvon S in G ist
Zs={g€G|gtsg=s firalle s € S}
Der Zentralisator von G heif$t Zentrum.

Bemerkung. Es handelt sich um Untergruppen. Das Zentrum ist eine abelsche
Untergruppe.
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Zyklische Gruppen

Definition 6.20. Eine Gruppe heifit zyklisch, falls sie von einem Element er-
zeugt wird.

Beispiel. (i) (Z,+) ist zyklisch. Erzeuger sind 1 oder auch —1.
(ii) 77Z ist zyklisch mit Erzeuger £7.
(iii) Z/7Z ist zyklisch mit dem Erzeuger 1 mod 7.

(iv) Die Gruppe der 5-ten Einheitswurzeln
{z€C|2° =1} = {exp(2nik/5) | k € Z}
ist zyklisch mit Erzeuger exp(27i/5).

(v) G eine Gruppe, g € G. Die von g erzeugte Gruppe ist zyklisch (vergleiche
Definition 6.10).

Lemma 6.21. (i) Eine Gruppe ist zyklisch, genau dann, wenn es einen sur-
jektiven Gruppenhomomorphismus p : 7 — G gibt.

(i) Jede Untergruppe von Z ist von der Form nZ fir ein n € Ny.

(iii) Jede unendliche zyklische Gruppe ist isomorph zu Z. Jede endliche zykli-
sche Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu C,,.

Bemerkung. Eigentlich ist das der Beweis der Bemerkung nach 6.10.

Beweis: Sei g € G ein Erzeuger. Wir setzen p(k) = g*. Dies ist ein Gruppenho-
mormorphismus. Er ist surjektiv nach Definition. Dies zeigt (i).

Sei H C Z eine Untergruppe. Fiir h € H und a € Z gilt dann ah € H, also
ist H ein Ideal. Die Ideale von Z sind von der behaupteten Form, denn Z ist
ein Hauptidealring (Beweis wie fiir Polynomringe, vergleiche Ubungsaufgabe).
Konkret ist n die kleinste natiirliche Zahl, die in H enthalten ist (oder 0).
Nach (i) und Satz 6.16 ist jede zyklische Gruppe isomorph zu Z/H fiir einen
Normalteiler H C Z. Alle Untergruppen sind Normalteiler. Sie wurden also in
(ii) bestimmt. Im Fall n = 0 erhilt man Z/{0} = Z eine unendliche Gruppe.
In jedem anderen Fall ist die Faktorgruppe C,, endlich und hat die Ordnung
n > 0. U

Satz 6.22. Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p. Dann gilt
G = Cp, insbesondere ist G abelsch.

Beweis: Sei g € G mit g # e. Die Ordnung von g, d.h. die Ordnung der von g
erzeugten Untergruppe < g >, ist ein Teiler von |G| = p. Da die Ordnung von
g nicht 1 ist, muss sie p sein. Es folgt < g >= G. Damit ist G zyklisch von der
Ordnung p. Nach Lemma 6.21 ¢) ist G = Z/p. O

Lemma 6.23. Seien n,m € Z ~ {0}. Dann gilt:
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(i) nZ +mZ = ggT(n,m)Z
(i) nZ NmZ = kgV(n,m)Z.
Beweis: Man beachte, dass
nZ+mZ = {ni+mj|i,j € Z}

wirklich eine Untergruppe von Z ist, und damit die kleinste Untergruppe die n
und m enthélt. Die Frage ist also nur, was der Erzeuger ist. Ebenso ist nZNmZ
die grofite Untergruppe, die in nZ und mZ enthalten ist.

Allgemeiner: seien aZ, bZ beliebige Untergruppen von Z. Die Inklusion aZ C bZ
bedeutet a = xb mit x € Z, d.h. sie ist dquivalent zu b teilt a. Die grofite
gemeinsame Untergruppe iibersetzt sich in das kleinste gemeinsame Vielfache,
die kleinste gemeinsame Obergruppe in den grofiten gemeinsamen Teiler. O

Bemerkung. Standardnotation ist (n,m) = nZ + mZ, aber auch ggT(n,m) =
(n,m). Nach dem Lemma ist das widerspruchsfrei.

Korollar 6.24. g € G habe die Ordnungn. Dann hat g™ die Ordnungn/ ggT(n,m).

Beweis: Ohne Einschrinkung ist G =< g >~ (), mit ¢ = 1 mod n. Aus g™
wird die Nebenklasse m mod n. Sei ¢ : Z — C,, und H = ¢~}(< m mod n >)
das Urbild der von m mod n erzeugten Gruppe. Dies ist eine Untergruppe von
Z, die m und n enthélt, also H = nZ + mZ = ggT(n,m)Z. Es folgt < m
mod n >= H/nZ nach 6.16. Weiter gilt

Cpn/ <m modn>=C,/(H/nZ)=7Z/H
nach dem 2. Noetherschen Isomorphiesatz 6.18. Es gilt also
[Cp:<m modn>|=|Z/H| =ggT(n,m) .
Nach dem Satz von Euler-Lagrange 6.9 folgt
| <m modn>|=|C,|/[Ch:<m modn >]=n/ggT(n,m).
O

Theorem 6.25 (Elementarteilersatz). Jede endlich erzeugte abelsche Grup-
pe ist direktes Produkt von endlich vielen zyklischen Gruppen.

GELXLX - XLXZL/ng X XL/ng

Die Anzahl r der Faktoren Z ist eindeutig. Die n; > 0 kénnen als Primzahlpo-
tenzen gewdhlt werden, dann sind sie eindeutig bis aus Anordnung. Sie konnen
auch mit der Bedingung n; | n,—1 gewdhlt werden, dann sind sie eindeutig. Dies
sind die Elementarteiler.

Beweis: Algebra II, da eigentlich ein Satz iiber Moduln iiber dem Ring Z. O
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Kapitel 7

Wichtige Beispiele von
Gruppen

Permutationsgruppen
Wir studieren das Beispiel (iv) nach 1.2: Sei M eine Menge.
S(M) ={a: M — M | « bijektiv }

heifit symmetrische Gruppe oder Permutationsgruppe. Insbesondere fir M =
{1,2,...,n}
S, =58({1,2,...,n})

Satz 7.1. Jede (endliche) Gruppe ist Untergruppe einer (endlichen) Permuta-
tionsgruppe.

Beweis: Wir wihlen M = G. Wir definieren
L:G— S(G)g—T,

mit 7, : G — G, 74(h) = gh. 7, ist bijektiv, denn 7,-1 ist eine Umkehrabbildung.
Die Abbildung ¢ ist also wohldefiniert.

Behauptung. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus.
Seien g,¢',h € G.
[1(9) o e(g")](R) = t(9)(u(g")(R)) = T4(74(h)) = g(g'h)
u(gg")(h) = 79 (h) = (99')h
Nach dem Assoziativgesetz stimmen die beiden Ausdriicke iiberein.

Behauptung. ¢ ist injektiv.

95
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Sei 1(g) = 74 die identische Abbildung. Dann gilt ght,(h) = h fiir alle h € G,
insbesondere fiir h = e. Es folgt g = e. O

Die Strukturtheorie der Permutationsgruppen ist also genau kompliziert wie die
Theorie aller Gruppen! Es lohnt sich, sich mit ihnen ein wenig zu beschéftigen.

Definition 7.2. Elemente der S,, heiflen Permutationen. Man schreibt o € Sy,

in der Form o
(a(l) a2) ... oz(nn))

Ein Zykel der Linge k ist ein Folge (my mo ... my) mit m; € {1,...,n}
paarweise verschieden. Er steht fiir die Abbildung

mi— Mg , Mo — M3 ..., M —my, k—k firk#my,...,mg .
Ein Zykel der Linge 2 heif$t Transposition.

Bemerkung. Es gilt (my; ma ... mg) = (me ms ... my mq). Ein Zyklus
der Lénge k£ hat die Ordnung k. Jede Permuation kann als Produkt von dis-
junkten Zyklen geschrieben werden. Diese Darstellung ist eindeutig bis auf die
Reihenfolge.

Beispiel.
1 2 3 4 5 6
<2 341 6 5) =(1234)(56)

Lemma 7.3. S, hat n! Elemente. S, wird von Transpositionen erzeugt.
Beispiel. (123) € S3. Esgilt (23)(12)=(12)(13)=(123).

Beweis: 1 hat n mogliche Bilder. 2 hat n — 1 mégliche Bilder (alle Zahlen aufier
dem Bild der 1). 3 hat n — 2 mdogliche Bilder, etc. Schliefllich gibt es fiir n ein
mogliches Bild. Dies ergibt

nn—1)(n—2)...1=nl

Moglichkeiten.
. 1 2 .. n . . "
Sei 0 = ( o) a@) ... an) > Sei F(o) die Anzahl der Fehlsténde, d.h.

die Anzahl der ¢ mit ¢ # o (7). Angenommen 1 # ¢(1) und ¢ — 1. Wir betrachten

afzo—(u):(} o) L ol e n)

Die iibrigen Eintriige von ¢’ sind wie bei o. Also gilt F(o') < F(o). Durch
Wiederholen dieses Verfahrens erreicht man

UT1...Tk=id<:>O':Tk_1...T1_1ZTk...Tl

mit Transpositionen 7;. U
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Satz 7.4. Es gibt einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus sgn : S, —
{%1}, der Transpositionen auf —1 abbildet.

Beweis: Die Eindeutigkeit folgt aus dem Lemma. Der Existenzbeweis ist auf-
wendiger und wurde in der Linearen Algebra gefiihrt. O

Definition 7.5. Fine Permutation o heifit gerade bzw. ungerade, falls sgn(c) =
1 bzw. —1. Der Kern von sgn, d.h. die Untergruppe der geraden Permutationen,
heifst alternierende Gruppe A,,.

Bemerkung. Wenn ¢ Produkt von k£ Transpositionen ist, dann ist o gerade
bzw. ungerade genau dann wenn k gerade bzw. ungerade ist, denn es gilt (o) =

(="
Beispiel. (i) Es gilt S1 = {e}, So = {e,(12)} 2 Z/2, Ay = {e}.

(ii) S:; ={e,(12),(13),(23),(123),(132)}, A3=1{e,(123),(132)}
Z/3.

(iii) Die Sy hat 24 Elemente, die A4 hat 12. In A4 gibt es den Normalteiler
{e,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

Satz 7.6. Firn > 5 hat A, keine Normalteiler als {e} und A,.
Definition 7.7. Eine solche Gruppe heif§t einfach.

Beispiel. Z/p fir p prim ist einfach.

Beweis: Sei e # 0 € A,, N der von o erzeugte Normalteiler von A,,.
Behauptung. N = A,,.

Was wir wissen: Mit o liegen auch alle ¢ in N. Da N ein Normalteiler ist,
d.h. yN~~! = N fiir alle v € A,,, gilt auch yoy~! € N.

‘Was wir suchen: S,, wird von Transpositionen erzeugt, A,, also von Elementen
der Form (a b)(c d). Dabei gibt es 2 Félle: {a,b} N {c,d} = 0 oder # ), d.h.
(ab)(ac)=(achb) ein 3-Zykel.

1. Fall: Sei 0 = (123) € N. Fiir y € 5, gilt

o' =v(123)7y7" = (v(1) %(2) 7(3))

(Ubungsaufgabe). Mit geeignetem v € S, erhilt man so alle 3-Zykel. Falls
v € A, so liegt o’ in N. Sollte das gewéhlte v ungerade sein, so korrigiert man
mit der Transposition (y(4) v(5)):

(v(4) ¥(G))Y(1 23)77H)(v(4) 7(5)) = (v(4) v(5)(7(1),7(2),7(3)) (7(5) ¥(4)) = & .

Auch in diesem Fall liegt also ¢’ in N. Weiterhin gilt

(123)(124) = (13)(24) .
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Man erhélt also auch alle anderen Erzeuger der A,,. Damit ist dieser Fall abge-
schlossen. Gleichzeitig:

Was wir wissen: A,, wird als Normalteiler in A4,, von einem beliebigen 3-Zykel
erzeugt.

2. Fall: 0 = (1 2)(3 4). Wir betrachten

o' =(125)0(521)=(25)(34) €N .
Mit o und o’ liegt auch
oo’ =(12)(25)=(125)

in N. Damit ist auch dieser Fall abgeschlossen.
3. Fall: 0 = (12345).

o'=(123)0(321)=(23145)€e N
oo™l = (23145)(54321)=(124)3)(5) e N .
Allgemeiner Fall: Wir schreiben ¢ = o105 ... 0y, als Produkt von diskunkten

Zykeln abnehmender Linge. Ohne Einschrinkung: o3 = (1 2 3 ... k). Falls
k > 4, so bilden wir

[(123)0(321)]0c ' =(123)01(321)0; ' = (123)(432)=(124)(3) € N.
Falls k = 3 und m > 2, so ist ohne Einschrinkung oo = (4 ... k’). Damit

[(124)0(42 1))t = (124)0109(4 2 1)05 o7 "
=(124)(531)=(15324) €N

und wir sind fertig nach dem 3. Fall. Falls kK = 2, so ist nach Voraussetzung
o ein Produkt einer geraden Anzahl von disjunkten Transpositionen. Den Fall
m = 2 haben wir bereits betrachtet, sei nun m > 4. Ohne Einschréankung ist
c=(12)(34)(56)...(2m —12m).

[(125)0(52 1))t =(125)(612)=(15)(26)
und wir sind fertig nach dem 2. Fall. U

Bemerkung. Einfache Gruppen sind so wichtig, da sie die Bausteine aller
Gruppen sind: Ist G eine endliche Gruppe, so gibt es eine Folge von Unter-
gruppen

{6} =G, <G 149G, _24...4G11Gy =G
mit G;41 ein Normalteiler von G; und H; = G;/G;41 einfach. Dabei sind die
H; bis auf Reihenfolge eindeutig durch G' bestimmt.
Alle endlichen einfachen Gruppen sind bekannt. Es gibt einige unendliche Se-
rien (z. B. C, fiir p prim und A, fir n > 5) und endliche viele “sporadische”
Gruppen. Die grofite sporadische Gruppe heif3t Monster. Sie hat

246,320 .59 .76.112.13%.17-19.23-29-31-41-47-59-71
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(54 Stellen) Elemente. Sie wurde von Fischer und Griess 1982 entdeckt.

Der Beweis der Klassifikation ist extrem schwer und lang und iiber viele Artikel
verstreut. Das Projekt, den Beweis besser organisiert aufzuschreiben, liuft seit
langem.

Literatur: R. Borcherds, What is the Monster?, Notices of the AMS, Vol. 49,
October 92, p.1076.

Erzeuger und Relationen

Beispiel. G sei erzeugt von den Elementen a, b mit den Relationen a? = e,
b? = a. Man iiberlegt sich:
Der Erzeuger a ist tiberfliissig. G wird erzeugt von b mit der Relation
e = (a?) = bt.
e Die Gruppe hat also die Elemente
{e,0,0%,6%,b"}

Es konnte natiirlich e = b sein. Wir verabreden aber, dass das nicht passiert,
wenn wir eine Gruppe durch Erzeuger und Relationen angeben.

Beispiel. G sei erzeugt von den Elementen a, b mit den Relationen a? = b? =
(ab)3 = e. Es gilt a=! = a, b= = b. Die Gruppe hat die Elemente

{e, a = bababa, ab = babab, aba = bab, abab = ba, ababa = b}
(Ubungsaufgabe. Kennen Sie diese Gruppe?)

Wir formalisieren.

Definition 7.8. Sei S eine Menge. Die freie Gruppe dber S ist die Menge F(S)
aller Aquivalenzklassen von Worten

€1 o€ €k
51'85° ... 8

mit k > 0 variabel, e; = £1, s; € S modulo der Aquivalenzrelation erzeugt von

—1.1

/ /
ws “sSwWw ~ww ;’UJS1

sTlw' ~ww' fiir alle Worte w,w'.

Die Gruppenmultiplikation ist das Aneinanderhdingen von Worten. Das leere
Wort ist das neutrale Element. s = s' und s™1 sind zueinander invers.

Beispiel. S = {a}. Dann ist
F(S)={e,a,a  aa,a  a "t aaa,a ta a7,V 2T

S = {a,b}. Dann ist
F(S)={e,a,b,a b7 ab,ab™ a7 b,a 071 ba,ba™t, ... } .
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Definition 7.9. Sei G eine Gruppe, S C G eine Teilmenge. Wir sagen, dass
G von S erzeugt wird, wenn die natirliche Abbildung

F(S) — G ; Wort — Produkt

surjektiv ist. G heifit endlich erzeugt, wenn es eine endliche Teilmenge S gibt,
die G erzeugt.
Sei R C F(S) eine Teilmenge. Wir sagen, dass G von S erzeugt wird mit

Relationen R, wenn
F(S)/N -G

ein Isomorphismus ist, wobei N der kleinste Normalteiler von F(S) ist, der R
enthdlt.

Bemerkung. Jede Gruppe ist Quotient einer freien Gruppe, z.B.
F(G)—>Gigryg

mit sehr vielen Relationen. Das Studium der Gruppen ist also das Studium der
Normalteiler von freien Gruppen.

Theorem 7.10 (ohne Beweis, schwer). Untergruppen von freien Gruppen
sind frei.

Beispiel. G =Z x Z. Wir wéhlen S = {s1,s2} = {(1,0),(0,1)}. F(S) - ZxZ
ist surjektiv, denn sy ...s182...52 — (n,0)+(0,m) = (n,m) wobei n die Anzahl
der s1, m die Anzahl der s, im Wort. Wir withlen R = {s1s257 's5 ' }. In F(S)/N
gilt dann 513231_132_1 = e & 8189 = $951. Also konnen alle Worte nach Potenzen
von s; und sp umsortiert werden. Z x Z kann mit zwei Erzeugern und einer
Relation geschrieben werden.

Es ist sehr einfach, eine Gruppe durch Erzeuger und Relationen zu definieren.
Aber:

Problem. Sei G von einer endliche Menge S erzeugt mit einer endlichen Menge
von Relationen R. Sei w € F(S) ein Wort. Gilt w = e in G?

Es ist unmdglich, einen allgemeinen Algorithmus anzugeben, der dieses Problem
entscheidet! Interpretation in der Informatik:

e R ist eine Sprache mit dem Alphabet S.

e w ist ein Programm.

e w = e bedeutet, dass das Programm giiltig ist.

In der Logik oder theoretischen Informatik wird bewiesen, dass es keinen Algo-
rithmus gibt, der die Giiltigkeit von Programmen testet, es sei denn man stellt
Zusatzbedingunen an R. In der Informatik wird meist nicht {iber Gruppen, son-
dern iiber Halbgruppen gesprochen (ohne inverse Elemente). Sie heifien dort
Semi-Thue Systeme.
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Operationen von Gruppen
auf Mengen

Der Begriff der Gruppe ist rein abstrakt, aber viele Beispiele (S(M), GL, (K),
Diedergruppe) haben mit Symmetrien von Objekten zu tun.

Definition 8.1. Sei G eine Gruppe, M eine Menge. Eine Operation von G auf
M ist eine Abbildung

GxM—M;(g,m)—g-m
so dass gilt:
(i) e-m=m fir alle m € M.
(i) g(hm) = (gh)m fiir alle g,h € G, m € M.

Im) = (gg~1)m = em = m.

Bemerkung. Es folgt g(g~
Beispiel. (i) GL,(K) x K™ — K™ mit (A,v) — Av (Matrixmultiplikation).
(ii) S(M) x M — M mit (o,m) — o(m) (Anwenden der Permutation).

(iii) G = R, M = R2?, a(z,y) das Bild von (z,y) unter der Drehung um
(0,0) um den Winkel c. Algebraisch kann man das so ausdriicken (z,y) =
z+iy € C, a(z,y) = exp(ia)(x + iy) € C.

(iv) G =R? M = R? Punkte aus M werden um Elemente aus G verschoben.

(v) G = (V,+) die additive Gruppe eines Vektorraums, M = A ein affiner
Raum iiber V. Dies ist nach Definition eine Abbildung

VxA—A

welche die Operationseigenschaft hat.

61
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(vi) Sei L/K eine algebraische Koérpererweiterung, G = Gal(L/K). Dann ope-
riert G auf L.

(vii) Die Gruppenmultiplikation G x G — G ist auch eine Operation von G auf
G.

(viii) Die Konjugationsabbildung ¢ : G x G — G mit c(g,h) = ghg™! ist eine
Operation.

Bemerkung. Eigentlich haben wir eine Linksoperation definiert. Bei einer Rechts-
operation
M x G — M ;(m,g) — mg

gilt m(gh) = (mg)h. Die Abbildung des zweiten Beispiels ist keine Rechtsope-
ration! Versuch: io := o(i).

i(coT)=(co7)(i) =0(r(i)) = o(it) = (iT)o ,

falsche Reihenfolge! Wenn G kommutativ ist, so ist jede Linksoperation auch
eine Rechtsoperation.

Lemma 8.2. Die Angabe einer Operation von G auf M ist dquivalent zur An-
gabe eines Gruppenhomomorphismus G — S(M).

Beweis: Gegeben sei G x M — M. Wir definieren « : G — S(M) durch
a(g)(m) = gm.

a(g) ist bijektiv, denn a(g~1) ist invers zu a.

« ist ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir alle m € M gilt

(afg) o a(h))(m) = a(g)(a(h)(m)) = g(hm) = (gh)m = a(gh)m

Ist umgekehrt o : G — S(M) ein Gruppenhomomorphismus, so definiert man
G x M — M durch (g, m) — a(g)(m). Wir tiberpriifen die Axiome einer Ope-
ration.

em = a(e)(m) =id(m) =
(gh)m = a(gh)(m) = a(g) o a(h)(m) = a(g )(hm) = g(hm) .
O

Im Spezialfall der Operation G x G — G die Gruppenmultiplikation haben wird
diesen Satz schon bewiesen, siche Satz 7.1 (Einbettung einer Gruppe in eine
S(M).

Definition 8.3. FEine Operation einer Gruppe G auf einem K-Vektorraum V,
so dass die Abbildungen a(g) : V — V' K-linear sind, heifst Darstellung von G.

Analog zu Lemma 8.2 erhélt man dann einen Gruppenhomomorphismus « :
G — GL(V). Darstellungen von Gruppen tauchen beim Ldsen von linearen
Differentialgleichungen auf, z.B. in der Quantenmechanik.
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Definition 8.4. Sei GXx M — M eine Operation. Die Standgruppe von m € M
15t
Gm={9€G|gm=m}.

Die Bahn von m € M st
Gm={gmeM|geG}

Die Operation heifst transitiv, wenn es nur eine Bahn gibt. Sie heifit einfach
transitiv, wenn sie transitiv ist und G, = {e} fiir allm € M. Fin Fixpunkt ist
ein m € M mit Standgruppe G,, = G. Die Menge der Fizpunkte wird mit MY
bezeichnet. Die Operation ist treu, wenn

{e} ={g€G|gm=m firalemeM}= () Gn
meM

Beispiel. (i) G =S,, M ={1,...,n}. Esgilt S,, -1 = M, zB. (1 i)l =
i, d.h. die Operation ist transitiv. Die Standgruppe G ist die Menge
der Permuationen, die 1 nicht bewegen, also S({2,...,n)) = S,,_1. Die
Operation ist treu, aber nicht einfach transitiv.

(i) Operation von R auf R? durch Drehungen um 0. Sei (z,y) € R2. Die
Standgruppe ist die Menge der Vielfachen von 27. Im Fall (x,y) = (0, 0) ist
die Standgruppe ganz R. Die Bahn eines Elementes (z, y) ist der Kreis um
0 mit dem Radius |(x,y)| = /22 + y?. Die Operation ist weder transitiv
noch treu, aber sie hat einen Fixpunkt.

(iii) Sei H C G eine Untergruppe, die durch die Gruppenultiplikation auf G
operiert. Sei g € G.

Hy={h € Hlhg = g} = {e}
Die Operation ist treu. Die Bahn Hg ist die Rechtsnebenklasse von g.

(iv) V ein Vektorraum, A ein affiner Raum unter V. Nach Definition ist dies ei-
ne Menge mit einer einfach transitiven Operation von (V, +). Insbesondere
ist die Operation treu.

(v) Die Operation von Gal(L/K) auf L ist treu, denn eine Abbildung o : L —
L mit o(x) = z fir alle z € L ist die Identitéiit. Sei P € K[X], « € L eine
Nullstelle von P. Dann ist die Bahn von z in der Menge der Nullstellen
von P enthalten. Die Menge der Fixpunkte LG#(L/K) ist ein Teilkorper
von L, der K enthilt, ein sogenannter Zwischenkorper.

Satz 8.5. G operiere auf M. Dann sind zwei Bahnen entweder gleich oder
disjunkt. M ist disjunkte Vereinigung der Bahnen.

Beweis: Wortlich wie der Beweis von Lemma 1.11 (Zerlegung einer Gruppe in
Nebenklassen). O
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Beispiel. Sei < o >C S, von einem Element erzeugt. Die Zyklenzerlegung von
o enspricht der Zerlegung von {1,...,n} in Bahnen von < o >.

Korollar 8.6. Gehdren x,y zur selben Bahn Gz, so ist
Gr =Gy =Gz
Beweis: 1 € GxNGz=Grxr=Gzundy € GyNGz = Gy =Gz O

Korollar 8.7. Sei G x M — M eine Operation auf einer endlichen Menge M.
Seien x1,...,x, Elemente der verschieden Bahnen. Dann gilt

n
(M| =" |Gzil .
1=1

Lemma 8.8. Sei G x M — M eine Operation, m € M,g € G und m’ = gm.

Dann gilt
G = gGmg_l :

Sei M endlich. Dann gilt
|Gm| =[G : G

d.h. die Anzahl der Elemente der Bahn ist gleich dem Index der Standgruppe.

Beweis: Wir definieren einen Gruppenhomomorphismus ¢, : G, — Gpy via
h — ghg~—!'. Man iiberpriift leicht: fiir h € G,,, gilt

(ghg™")(m/) = ghm = gm =m’ ,

d.h. die Abbildung ist wohldefiniert. Sie ist invers zu c,—1 : Gpy — Gy, al-
so bijektiv. Mit anderen Worten, alle Elemente von G, sind von der Form
9Gmg™"
Sei G/G,, die Menge der Nebenklassen (keine Gruppe!). Wir geben eine Bijek-
tion

8:G/Gp — Gm
an. Sei B(gGpm,) = gm.
Behauptung. ( ist wohldefiniert.

Sei ¢Gp, = g'Grp, dann ist ¢’ = gh mit h € G,,. Es folgt

B(g'Gm) = g'm = ghm = gm = B(9G) .
Das Bild liegt nach Definition in der Bahn Gm.
Behauptung. [ ist bijektiv.

Die Surjektivitét ist klar. Sei 5(gG) = B(9'Gm), d.h. gm = ¢’m. Dann ist
h = g~ '¢’ ein Element der Standgruppe G, bzw. ¢’ = gh mit h € G,,. Es folgt
g/Gm = gGm- O
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Ist eine Operation transitiv, so ist sie also einfach transitiv genau dann, wenne
eine Standgruppe (und damit alle) trivial sind. Die Wahl eines Punktes mo € M
induziert dann eine bijektive Abbildung G — M via g — gmg. Trotzdem ist G
nicht das Gleiche wie M! Genau das ist der Witz an affinen Rédumen.

Satz 8.9 (Klassenformel oder Bahnformel). G operiere auf einer endlichen

Menge M. Sei x1,...,x, ein Vertretersystem der Bahnen. Dann gilt
n
i=1
Beweis: Korollar 8.7 und Lemma 8.8. O

Das ist banal, aber ein sehr starkes Hilfsmittel!

Beispiel. Sei |G| = p™ fiir eine Primzahl p. Dann ist jeder Index [G : Gy,]
eine Potenz von p. Dieser Index ist entweder durch p teilbar oder gleich 1. Im
letzteren Fall gilt G = G,, d.h. z; ist ein Fixpunkt. Also:

|M| = |M€| + Vielfaches von p .

Lemma 8.10. Die Operation von G auf M ist genau dann treu, wenn die
zugehdrige Abbildung « : G — S(M) ingektiv ist.

Beweis: Sei g € Ker a, d.h.
a(g) =id & gm = m fiir alle m € M
Nach Definition folgt die Behauptung. O

Umgangsprachlich: Wenn die Operation transitiv ist, dann weiss die Gruppe al-
les iiber die Menge. Wenn sie treu ist, so weiss die Menge alles iiber die Gruppe.
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Kapitel 9

Normale und separable
Korpererweiterungen

Hauptziel dieser Vorlesung ist der Beweis des Hauptsatzes der Galoistheo-
rie:

Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung. Dann ist die Zuordnung H — L*
von Untergruppen H C Gal /L/K) in Zwischenkdrper von L/K bijektiv.
Auflerdem miissen wir natiirlich besser verstehen, wann eine Erweiterung galois
ist.

Sei nun L/ K eine algebraische Korpererweiterung. Wir betrachten die Operation

Gal(L/K) x L — L

Lemma 9.1. Seien «,a’ € L in derselben Bahn beziiglich der Operation der
Galoisgruppe. Dann haben sie dasselbe Minimalpolynom tiber K.

Beweis: Nach Vorraussetzung existiert o : L — L mit o(a) = /. Sei P das
Minimalpolynom von «, P’ das von /. Nach 5.9 gilt

P(a') =0o(P)(a') =0= P|P".

Ebenso folgt P’ | P, also unterscheiden sich P und P’ héchstens um einen Faktor
aus K*. O

Definition 9.2. Sei L/K eine Kérpererweiterung. Zwei Elemente o, € L
heifiten konjugiert, wenn sie dassselbe Minimalpolynom haben.

Die Bahnen bestehen also stets aus konjugierten Elementen. Die Bahn von «
hat hochstens deg Min(a) viele Elemente.

Beispiel. Sei L = K(a). Dann sind die Elemente der Galoisgruppe eindeutig
durch die Bilder von a bestimmt, d.h. die Bahn von a sind genau die zu a
konjugierten Elemente. Die Erweiterung ist genau dann galois, wenn es davon
deg Min(a) viele gibt.
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Normale Erweiterungen

Definition 9.3. FEine Kdérpererweiterung L/K heifst normal, wenn jedes irre-
duzible Polynom P € K[X], welches in L ein Nullstelle hat, iber L in Linear-
faktoren zerfillt.

Beispiel. K/K ist normal.

Satz 9.4. Sei L/K normal. Dann stimmen die Konjugationsklassen mit den
Bahnen iberein.

Beweis: Seien a, o konjugiert. Dann existiert o : K(«) — L mit o(a) = /.
Wegen der Normalitéit kann dieser nach ganz L fortgesetzt werden. Dies ist das
gesuchte Element der Galoisgruppe. O

Lemma 9.5. Sei L/K endlich und normal. Dann gibt es P € K[X], so dass L
der Zerfillungskorper von P ist.

Beweis: Da die Erweiterung endlich ist, gilt L = K(aq,...,a,). Sei P; das
Minimalpolynom von «;, P = [[P;. Da L normal ist, zerfillt P iiber L in
Linearfaktoren. Zerfillt P iiber einem Teilkorper, so enthilt dieser die «;, ist
also gleich L. O

Tatséchlich gilt auch die Umkehrung!

Satz 9.6. Sei L/K Zerfillungskérper von P € K[X|. Dann ist die Erweiterung
normal.

Beweis: Sei ) € K[X]irreduzibel mit Nullstelle o« € L. Sei Ly /L der Zerféllungs-
korper von @, B € Ly ein Nullstelle von Q.

Behauptung. € L.
Wir betrachten die Korpertiirme
KCcK(a)CL
und
K c K(B) c L(B)

a und 8 haben das Minimalpolynom @ iiber K. Also existiert nach Satz 5.9 ein
Isomorphismus
o: K(a)— K(f) .

L ist der Zerfillungskorper von P € K (a)[X]. L(B) ist der Zerféllunskérper von
o(P) =P € K(B)[X]. Also existiert wie in 5.11 eine Fortsetzung

o' L—L(J) ,

von o, die ein Isomorphismus ist. Insbesondere haben L und L((3) den gleichen
Grad iiber K. Es folgt 0 € L. O
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Korollar 9.7. Sei L/K endlich. Dann existiert N/L endlich, so dass N/K
normal ist.

Beweis: L = K(ay,...,ay), P = ][ P; Produkt der Minimalpolynome P; der
;. Sei N der Zerfiallungskorper von P. O

Definition 9.8. Sei L/K eine Korpererweiterung. Die normale Hiille N/L ist
eine Erweiterung N/L, so dass N/K normal ist, und minimal mit dieser Eigen-
schaft, d.h. fir alle Zwischenkirper N/N'/L mit N’ /K normal folgt N' = N.

Lemma 9.9. Die normale Hiille ist eindeutig bis auf Isomorphie.

Beweis: Seien P, N wie im Beweis des Korollars und N’ eine weitere normale
Hiille. Uber N’ zerfillt P in Linearfaktoren. Nach Satz 5.9 existiert ein Homo-
morphismus ¢ : N — N’, der mit der Inklusion von L vertriglich ist. Das Bild
von ¢ ist normal iiber K, also ist o surjektiv. O

Gilt | Gal(L/K)a| = deg Min(«)? Sicher nicht, wenn die Erweiterung nicht nor-
mal ist. Aber auch dann konnten noch zwei Nullstellen des Minimalpolynoms
gleich sein!

Separable Erweiterungen

Definition 9.10. Ein irreduzibles Polynom in K[X] heif$t separabel, falls es
keine doppelten Nullstellen tiber dem algebraischen Abschluss hat. Ein beliebi-
ges Polynom heifst separabel, wenn alle irreduziblen Faktoren separabel sind. Sei
L/K eine Kirpererweiterung. o € L heifit separabel iber K, falls sein Minimal-
polynom separabel ist. L/ K heifit separabel, wenn alle Elemente von L separabel
tber K sind.

Beispiel. (i) X2 +1 € R[X]

(ii) (X — a)™ € Q[X] ebenfalls separabel, da X — « separabel.
(iii) C/R separabel.
Wir benétigen ein Kriterium!
Definition 9.11. Sei K ein Kdorper,

P(X)=ap+ a1 X +asX?+ - +a, X" € K[X] .
Die Ableitung von P ist
P'(X)=ua; 420X +---+na, X" 1.

Lemma 9.12 (Rechenregeln). P,Q € K[X|, A € K.

(i) ( P+Q) =P +Q'.

(i) (P-Q) =P-Q +P'-Q.
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(iii) (AP)' = \P".

Die Ableitung ist eine K -lineare Abbildung K[X]| — K[X], die die Leibniz-Regel
erfillt.

Beweis: P =" ja; X", Q = Z;‘L:O b; X7, A e K.

(P+Q) = (i +50x7) =3 i(as + b)x~
= ZiaiXi—l + ZibiXi_l _ P/ + Q/

/ /
(PQ>I = Z aiXi’ Z iji = Z aiiji-l-j
i J i,j
= (i 4+ H)ab; X =" jab X4 Ciab; X!

2%}
=Y a; X"y b X0 4> ia XY b X7 = P'Q+ PQ'
(iii) ist Spezialfall von (ii), denn X = 0. O

Lemma 9.13. Sei P € K[X]. a € K ist doppelte Nullstelle von P, genau dann
wenn P'(a) = 0. Sei P irreduzibel. Dann ist P separabel, genau dann wenn
P’ #£0 als Element von K[X].

Beweis: Man beachte, dass P’ iiber K und iiber K iibereinstimmen. Sei P(X) =
(X — ) [[(X — a;) mit a, ; € K. Nach Produktregel gilt

P=1-T[(X — )+ (X —a) (H(X _ ai))/
und daher
P'(a) = [J(a— ) .

Dabher ist
P'(a) =0 a = q fiir ein 1.

Sei nun P irreduzibel, P nicht separabel, d.h. es gibt ein o € K, welches mehr-
fache Nullstelle von P ist. Dieses « ist gemeinsame Nullstelle von P und P’. Es
gilt deg P’ < deg P und P ist das Minimalpolynom von «. Daher ist P =0. O

Korollar 9.14. Sei Char K = 0. Dann sind alle Polynome in K[X]| separabel.

Beweis: Offensichtlich deg P’ = deg P—1, also P’ # 0 fiir irreduzible Polynome.
O

Definition 9.15. Ein Korper heifit vollkommen, wenn alle Polynome (und da-
mit alle algebraischen Korpererweiterungen) separabel sind.
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Beispiel. Korper der Charakteristik 0, algebraisch abgeschlossene Korper.

Lemma 9.16. Sei Char K = p > 0, P € K[X]. Es gilt P' = 0 genau dann,
wenn
P(X) =ag+ a,X? + ag, X?P ... app, X",

d.h. P(X) € K[X?].

Beweis: P(X) = Y a; X%, P = Y ia;X*. P’ = 0 bedeutet ia; = 0 fiir alle i,
also ¢ = 0 in K oder a; = 0. Nach Definition der Charakteristik ist ¢ = 0 in K,
genau wenn i = kp fiir k € N. O

Satz 9.17. Sei K ein endlicher Korper. Dann ist K vollkommen.

Beweis: Sei ¢ : K — K der Frobenius, « — zP. Nach Satz 5.6 und der nachfol-
genden Bemerkung ist dies ein bijektiver Kérperhomomorphismus. Sei

P =Y aypX" € K[X]
mit P’ = 0. Sei b; = ¢~ 'a;p, d.h. B = a;p. Dann gilt

O bixHyP =) thxP=pP.

Insbesondere ist P nicht irreduzibel. Umgekehrt sind irreduzible Polynome se-
parabel. ]

In Termen der Operation
Gal(L/K)x L — L

bedeutet dies: Wenn L/K normal und separabel, dann hat die Bahn von «
genau deg Min(«) viele Elemente.
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Kapitel 10

Galoistheorie

Wenn eine Gruppe G auf einer Menge M operiert, so bezeichnetete M die
Menge der Fixpunkte von G,

Definition 10.1. Sei L ein Kdrper, G C Aut(L) = {o : L — L | Korperisom.}.
Dann heifst
LY ={a € L|o(a) =« fir dle a € G}

Fixkorper von G.

Bemerkung. Dies ist wirklich ein Korper.

Satz 10.2. Sei L/K endliche Korpererweiterung. Dann sind dquivalent.
(i) L/K ist galois;
(ii) |Gal(L/K)| = [L : KJ;

(ii) L/K ist normal und separabel;

(iv) LENEL/K) = [

Beweis: (1)< (ii) war unsere Definition. Es gelte nun (iii). Wir wollen (iv) zeigen.
Wie wir bereits iiberlegt haben hat die Bahn von a genau deg Min(«) viele
Elemente. Also ist « ein Fixpunkt, genau dann wenn degMin(a) = 1, also
ac K.

Es gelte (iv). Wir wollen (iii) zeigen. Sei o € L. Wir bestimmen zunéchst das Mi-
nimalpolynom von «a. Sei A die Bahn von « unter der Operation von Gal(L/K).
Wir betrachten

P(X)=[[(x-8)eLX].

BEA

Behauptung. P(X) € K[X].
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Wegen K = LSME/K) geniigt es zu zeigen, dass P = o(P) fiir alle o €
Gal(L/K). Nach Definition

oP) =[x -o®)= ] x-m=rP,

BeEA o~ lyeA

denn mit v durchliuft auch o'y die gesamte Bahn von a. « ist eine Nullstelle

von P. Alle Elemente in der Bahn von « haben ebenfalls das gleiche Minimal-
polynom, also ist P tatséchlich das Minimalpolynom von a. Es zerfillt tiber

L in einfache Linearfaktoren. Da dies fiir alle Minimalpolynome gilt, ist die
Erweiterung normal und separabel.

Wir setzen (iii) voraus. Eine Wiederholung des Beweises von Lemma 5.14 (| Gal(L/K)| <
[L : K]) zeigt Gleichheit, falls die Erweiterung normal und separabel ist. Es folgt

auch leicht aus dem n#chsten Satz.

Zuletzt zeigt man die Implikation von (ii) nach (iv). Dies ist tief! Es folgt aus

dem néichsten Satz. O

Satz 10.3. Sei L ein Korper, G C Aut(L) eine endliche Untergruppe, K = LS.
Dann gilt
[L:K]=|G|.

Ende des Beweises von Satz 10.2. Es gelte (iii) oder dquivalent (iv), K = LG(E/K),
Dann ist (ii) die Aussage des letzten Satzes.

Umgekehrt sei (iv) falsch. Wir haben L ¢ LE(E/K) ¢ K| also nach der Grad-
formel und dem letzten Satz

[L: K] =[L: LENE/ LG/ E) K] > [L: LS /B = | Gal(L/K)) .
Damit ist (ii) falsch. Dies beendet den Beweis von 10.2 O

Bemerkung. Der Beweis liefert im Galois-Fall eine Konstruktionsmethode fiir
das Minimalpolynom.

Der harmlos aussehende Satz 10.3 ist in Wirklichkeit der Kern des Hauptsatzes

der Galoistheorie und alles andere als trivial!

Der wichtigste Teil des Beweises

Beweis von 10.3. Sei G = {o1,...,0,}, K = LY und B = {by,...,b,} eine
Basis von L/K. Hier ist a priori auch r = oo moglich. Zu zeigen ist r = n.

Behauptung. r > n.
1. Beweis: Es gilt G C Gal(L/K) und daher

n<|Gal(L/K)|<[L:K]=r.

Behauptung. r <n.
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Angenommen, r > n. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
ijai(bj) = 0 fiir alle 1.
J

Da wir mehr Unbekannte als Gleichungen haben, gibt es eine nicht-triviale
Losung (z1,...,2,). Wir wenden oy auf unsere Gleichungen an und erhalten:

OZO'k ijgi(bj) :ZUk(:Cj)Jkoai(bj) fir alle i7
J J

oder, da oy, 0 0; ganz G durchléuft:

0= Zak(xj)ai(bj) fiir alle 4.
J

Mit anderen Worten, auch oy (z;) ist eine Losung unseres Gleichungssystems.
Sei N(z;) die Anzahl der j mit ; # 0. Nach Vorraussetzung ist N > 1. Ohne
Einschrankung ist 1 = 1. Wir betrachten das Tupel

yj = xj — 0i(x;).
Es ist eine neue Losung mit echt kleinerem N(y;), denn y; = 0. Allgemein ist
Yy; = 0= x; = Ui(aij) .

Gaélte dies fiir alle 0y, so wére x; € K. Das ist aber ein Widerspruch zu linearen
Unabhingigkeit der b; (man betrachtet die Gleichung fiir o1 = id). Also gibt es
ein o0;, so dass ein y; # 0. Auch die neuere Losung ist nicht-trivial. Wir erreichen
schliefllich eine nicht-triviale Losung mit N(z;) = 1. Der nicht-triviale Eintrag
kann als 1 gew&hlt werden, liegt also in K. Wie wir bereits gesehen haben, ist
dies ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der b;. O

Der Hauptsatz

Sei L/ K eine Korpererweiterung. Sei G die Menge der Untergruppen von Gal(L/K)
und K die Menge der Zwischenkorper von L/K. Dann gibt es zwei Abbildungen

G 5 kK L g
G — LG
F +— Gal(L/F)= {0 € Gal(L/K) |0 |p=id}

Theorem 10.4 (Hauptsatz der Galois-Theorie). Sei L/K eine endliche
Galoiserweiterung von Kdrpern.

(i) Dann sind die obigen Abbildungen k und v inklusionsumkehrend und in-
vers zueinander. Insbesondere sind beide Abbildungen bijektiv.
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(i1) Fiir jeden Zwischenkirper ist L/F galois, und es gilt [L : F] = Gal(L/F).
Fiir jede Untergruppe H C Gal(L/K) gilt

[L: L") =|H|,[L¥ : K] = [Gal(L/K) : H] .

(i) Fir L O F D K st F/K normal (und dann auch galois), genau dann
wenn H = Gal(L/F) ein Normalteiler von Gal(L/K) ist. In diesem Fall
18t

Gal(F/K) 2 Gal(L/K)/ Gal(L/F) .

Beweis: Wir betrachten L D F; D Fy C K. Dann ist

Gal(L/Fy) ={o € Gal(L/K) | ¢ |p,=1id} D Gal(L/Fy) =
{oc € Gal(L/K) | o |p,=1d} .

Umgekehrt seien Gal(L/K) D Hy D Hy. Dann ist

L ={z e L|o(x) =2z firallex e H} C
L"2 ={z € L|o(x) =2 fiir alle x € Hy} .

Sei nun F' ein Zwischenkorper. Nach Vorraussetzung ist L/K normal und sepa-
rabel, also ist auch L/F normal und separabel, denn das Minimalpolynom von
a in F[X] teilt das Minimalpolynom von « in K[X]. Nach Satz 10.2 ist also
L/F galois und

ky(F) = FEI /P = p

Ebenfalls nach Satz 10.2 ist [L : F] = | Gal(L/F).
Sei H eine Untergruppe von Gal(L/K). Nach Satz 10.3 ist [L : L7] = |H|.
Als Zwischenkérper ist L/LH galois, also [L : L] = Gal(L/H). Da H C
Gal(L/L™), folgt Gleichheit. Mit anderen Worten,

yk(H) = Gal(L/L™) = H .

Die Formel fiir [L7 : K] folgt aus der Indexformel fiir Untergruppen und der
Gradformel fir Zwischenkorper. Damit sind (i) und (ii) gezeigt.

Wie betrachten L/F/K. Angenommen, F/K ist normal. Dann respektiert jedes
o € Gal(L/K) den Teilkérper F, da Elemente auf andere Nullstellen desselben
Minimalpolynoms abgebildet werden. Wie erhalten eine Abbildung

Gal(L/K) — Gal(F/K)

mit Kern Gal(L/F). Sie ist surjektiv, denn L/K ist normal, also a8t sich jedes
Element von Gal(F/K) fortsetzen. Nach der Anzahlformel in (ii) ist F//K nun
galois.

Sei umgekehrt Gal(L/F) ein Normalteiler. Sei o € F, o € Gal(L/K). Wir wollen
zeigen, dass o(a) € F, d.h. invariant unter Gal(L/F'). Sei also 7 € Gal(L/F).
Nach Voraussetzung ist

o 'ro € Gal(L/F) = o '1o(a) = o .
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Also liegen alle Konjugierten von « iiber L bereits in F, die Erweiterung F'/ K
ist normal. O

Korollar 10.5. L/K galois. Dann gibt es nur endlich viele Zwischenkérper.

Beweis: Eine endliche Gruppe hat nur endliche viele Untergruppen. O

Beispiel. Wir bestimmen die Teilkérper von Q({l/ﬁ) Wir erraten: (@(\/ﬁ) Gibt
es andere?

Sei K die normale Hiille von Q(+v/2)/Q, also der Zerfillungskorper von X4 — 2.
Explizit ist K = Q(+/2,4). Er ist galois iiber Q. Die Galoisgruppe hat Erzeuger
o,7 mit 0! = 72 = id und 70 = o>7. (Ubungsaufgabe)

s 2 3 2 _ 3
G ={id,o,0% 0% 7,70,70%, 70"}

Der Teilkorper Q(v/2) ist der Fixkérper der Untergruppe {id,7}. Sie ist kein
Normalteiler, wie es der Hauptsatz vorhersagt. Schliellich ist der Korper nicht
normal iiber Q. Teilkorper von (@(\4/5) entsprechen also Untergruppe von G, die
T enthalten. Sei H eine solche Untergruppe. Mit 0 = ¢~! oder 7o oder 703
enthélt die Gruppe auch ¢ und ist damit ganz G.

H = {id,7,0?,70%}
ist die einzige nichttriviale Moglichkeit. Daher ist K7 = Q(\/i) tatséchlich der
einzige Teilkérper von Q(v/2).
Artins Beweis

Artins Beweis kommt ohne Minimalpolynome und die Begriffe separabel, normal
aus. Die Uberlegungen zu Fortsetzbarkeit von Kérperhomomorphismen entfallen
ebenfalls. Das ist also viel eleganter!

Definition 10.6. Sei G eine Gruppe, L ein Korper. Ein Gruppenhomomor-
phismus

x:G— L*=L~{0}
heifst Charakter.
Charaktere kann man als spezielle Elemente von
Abb(G,L) = {f : G — L| f mengentheoretische Abbildung}
auffassen. Dies ist ein L-Vektorraum.

Satz 10.7. Sein x1,...,xn : G — L* verschiedene Charaktere. Dann sind sie
linear unabhingig als Elemente von Abb(G,L).
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Beweis: Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist wahr, denn y; # 0. Seien nun
X1s-- -, Xn—1 linear unabhéngig, aber x1i,...,Xn—1, X» linear abhéngig, d.h. es
gibt ay,...,ap_1 € L mit

a1X1+ -+ + an_1Xn—1 = Xn € Abb(G, L) ,
d.h. fiir alle g € G gilt

@1X1 (g) +o 4+ an—an—l(g) = Xn(g) €L.

In dieser Gleichung ersetzen wir g durch gh, also
arxi(g)xa(h) + -+ an1xn-1(9)xn-1(h) = xn(g)xn(h) € L .
Diese Gleichung multiplizieren wir mit x(h=1) = y,(h)~1:

x1(h) Xn—1(h)
Xn(h) Xn(h)

Wir bilden die Differenz zur ersten Gleichung fiir g:

a1x1(g) (1 - ;ﬁ;) ot A 1Xno1(9) (1 - W) =0cL.

Diese Gleichung gilt fiir alle g (und festes h), aber die x; fir i < n — 1 sind
linear unabhingig. Es folgt
o (1 . Xi(h)) _
Xn(h)

Wiren alle a; = 0, so wére x,, = 0. Also gibt es ein iy mit «;, # 0. Es folgt

ale(g) +"'+04n—1Xn—1(g) :Xn(g) €eL.

1= & Xn(h) = Xio(h) .
Xn(h) ( ) O( )
Dies gilt fiir alle h € G, also ist x,, = Xi,, Widerspruch. O

n<|Gal(L/K)|<[L:K]=r.

Artins Beweis von Satz 10.3. Sei K = L¢. Die Ungleichung r» = [L : K] >
|G| = r zeigt man wie oben. Wir wenden den letzten Satz an auf die Gruppe
L* und die Charaktere o; : L* — L* fiir

{01,...,0n} € G C Aut(L) .
Angenomen, r < n. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

01(()1)1‘1 + 0'2(])1)1}2 + ... Un(bl){L‘n =0
Jl(bg)l'l —+ UQ(bQ)(ﬂQ =+ ... (Tn(bg)l'n = O

o1(by)x1 + o2(by)xs + ... op(b)x, =0
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Da wir mehr Unbekannte als Gleichungen haben, gibt es eine nicht-triviale
Losung (21,...,xy), d.h.

inai(bj) fiir alle 7,

Sei b= )" a;b; mit a; € K ein beliebiges Element von L. Es folgt
sza(z Oéjbj) = ZO&jZ‘iUi(b]‘) =0.
i j i

Dies ist ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der o;. O

Daraus folgt dann die Aquivalenz von (ii) und (iv) in Satz 10.2 und auch der
Hauptsatz der Galoistheorie.
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Kapitel 11

Losung von Gleichungen
durch Radikale

Sei P € Q[X]. Wir fassen P(X) = 0 als Gleichung auf und suchen eine Lésungs-
formel in Termen von +, —, -,: und Wurzeln {/-, so wie es fiir Gleichungen vom
Grad 2, 3 und 4 funktioniert.

Definition 11.1. a € Q kann durch Radikale ausgedriickt werden, wenn es in
einem Korper K C Q liegt mit

K=K,>K, 1D --DKy=Q,

wobei K; = K;_1( ~/a;) fir ein a; € K;.

Ein Kérper heifst durch Radikale auflésbar, wenn er in einem solchen K, ent-
halten ist.

Ein Polynom heifst durch Radikale auflosbar, wenn alle seine Wurzeln durch
Radikale ausgedriickt werden kinnen, d.h. wenn sein Zerfillungskérper durch
Radikale auflosbar ist.

Wir wollen das Problem mit Galoistheorie angehen. Wann hat X< — a doppelte
Nullstellen? Die Ableitung ist dX?!. Fiir a # 0 und Char K teilerfremd zu d
hat sie keine gemeinsamen Nullstellen mit X% — a. Daher setzen wir jetzt stets
d teilerfremd zu K oder noch einfacher Char K = 0 voraus.

Satz 11.2 (Zyklotomische Erweiterungen). Sei K ein Kdrper mit Chara-
kateristik teilerfremd zu d, ¢ eine primitive d-te Einheitswurzel, L = K(¢)/K.
Dann ist L der Zerfillungskorper von X% — 1. Es gibt einen Isomorphismus

Gal(L/K)>H C (Z/d)* .
Insbesondere ist die Galoisgruppe abelsch.

Beweis: Das Polynom X?—1 hat die Nullstellen 1,¢, ¢?,...,¢% 1. Insbesondere
ist L Zerfallungskorper.

81
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Sei P € K[X] das Minimalpolynom von ¢. Dann ist P ein Teiler von X% — 1
und zerféllt iiber L in Linearfaktoren. Die Nullstellen von P sind primitive d-
te Einheitswurzeln, denn nicht-primitive Einheitswurzeln teilen einen anderen
Faktor von X —1. ¢ € Gal(K({)/K) ist eindeutig festgelegt durch o(¢) = (™.
Die Abbildung

Gal(L/K) — (Z/d)*, o+ n,
ist injektiv.
Behauptung. Dies ist ein Gruppenhomomorphismus.
Seien 0,7 € Gal(L/K). Es gilt

(07)(C) = o(7(¢)) = o(¢"7) = (o(¢))" = (¢"7)" =",
also ngr = ngn.,. O

Satz 11.3 (Kummer-Erweiterungen). Sei K ein Korper der Charakteristik
0, der eine primitive d-te Finheitswurzel enthdlt, wobei d teilerfremd zur Cha-
rakteristik. Sei a € K*, L = K(B), wobei 3 eine Nullstelle von X — a ist.
Dann ist L Zerfillunskorper von X — a und Gal(L/K) ist isomorph zu einer
Untergruppe von Z./d, insbesondere abelsch.

Beuweis: Sei ¢ eine primitive d-te Einheitswurzel in K. 3% = a impliziert (¢"3)? =
a, also hat X% —a in L die Nullstellen 3, ¢/, ..., (% 3. Dies sind d verschiedene
Zahlen, denn die Ableitung dX %! hat mit X? — a keine gemeinsame Nullstelle.
Also zerfillt X¢ — a iiber L in verschiedene Linearfaktoren. Wir betrachten

Gal(L/K) - L*, o~ o(8) .

5
Diese Abbildung ist injektiv, denn o(3) legt o fest.

Behauptung. Dies ist ein Gruppenhomomorphismus.
Sei o(8) = (™ G, 7(8) = (" B. Dann ist
or(8) _ o(cB) _ o) _ CCE i,

g B B B
Andererseits

aB)7(B) _ inyon
970 _ o
g B
Insgesamt ist Gal(L/K) isomoph zu einer Untergruppe von puq(K) =2 Z/dZ. O

Aber z.b. Q(v/2 + 1) = Q(v/2,4)/Q ist galois iiber Q, aber die Galoisgruppe ist
nicht abelsch! Statt dessen:

Definition 11.4. Fine Gruppe G heifst auflosbar, wenn es eine Kette
{e} =G, CGr1C---CGy=G

von Untergruppen gibt, so dass G; ein Normalteiler von G;41 ist und der Quo-
tient G;+1/G; abelsch.
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Lemma 11.5. Mit G sind auch alle Untergruppe und Quotienten auflosbar.

Beweis: Sei H C G eine Untergruppe. Wir betrachten die Kette der H; =
G; N H. Dann ist H; ein Normalteiler von H;;; und die Abbildung

Hip1/Hi=HNGi1/HNG; — Gip1 /Gy

ist injektiv. Als Untergruppe einer abelschen Gruppe ist H;1/H; abelsch, also
H auflosbar.

Sei N ein Normalteiler von G, H = G/N. Wir setzen H; das Bild von G;
unter der Projektion G — H. Nach dem Noetherschen Isomorphiesatz gilt H; =
G;/G;NN = G;N/N. Wieder ist H; ein Normalteiler in H;;;. Die Projektion

Giy1/Gi — Hip1/H;

ist surjektiv. Als Bild einer abelschen Gruppe ist H;11/H; abelsch. Damit ist
H auflosbar. O

Theorem 11.6. Sei K/Q eine endliche Erweiterung mit normaler Hille L.
Dann sind dquivalent:

(i) K ist durch Radikale auflosbar.
(i) Gal(L/Q) ist aufiésbar.

Beweis: Wir zeigen nur die Richtung (i) nach (ii), Gegenrichtung nichstes Se-
mester.

Wir haben K C K,, und
K,DK, 1D -DKy=Q,

wie in der Definition.

Behauptung. FEs gibt eine endliche Erweiterung L;/K;, die normal iber Q ist,
und so dass L; aus K; durch Adjungieren von Wurzeln entsteht.

Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass
K;_1 normal iiber Q ist, der Zerfallungskorper eines Polynoms R. Es ist K; =
K;_1(«a), wobei a die Gleichung X™ —a;, a; € K;_1 erfilllt. Wir betrachten das
Polynom
p=J] X" -o(w)eKlX].
ceGal(K,;/Q)

Das Polynom ist invariant unter der Operation von Gal(k;/Q) und die Erweite-
rung ist galois, also gilt P € Q[X]. Wir wihlen fiir L; den Zerfiallungskorper von
RP. Er ist normal iiber Q und entsteht aus K; durch Adjungieren der Wurzeln
von P, also von n;-ten Wurzeln. Dies beendet den Induktionsbeweis.

Ohne Einschrinkung ist also K,,/Q normal. Dann folgt L C K, nach der Ei-
genschaft einer universellen Hiille.

Sei N = [[n, ¢ eine primitive N-te Einheitswurzel. Dann ist K, (¢) normal
iiber Q. Wir betrachten die Kérperkette L; = K;(C). Wegen L1 = L;( v/a;)
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ist dies wieder eine Kette von Kérpern wie in der Definition. Auch Ly = Q(¢)/Q
entsteht durch Adjungieren einer Wurzel, némlich ¢ = /1. Weiterhin gilt K C
L,.

Die Erweiterungen L;1/L; sind nun Kummererweiterungen wie in Satz 11.3,
denn L; enthilt mit ¢ auch eine primitive n;-te Einheitswurzel. Alle L;y1/L;
sind galois mit abelscher Galoisgruppe.

Sei H; = Gal(L,/L;) die Folge von Untergruppen zur Koérperkette. Nach dem
Hauptsatz der Galoistheorie ist H; 1 ein Normalteiler von H;, und es gilt

Gal(LHl/LZ) = HZ/H1+1

Damit ist Gal(L,,/Q) auflosbar. Als Quotient ist dann auch Gal(L/Q) auflésbar.
O

Bemerkung. Insbesondere ist also ein irreduzibles Polynom durch Radikale
auflosbar, wenn eine Nullstelle durch Radikale ausgedriickt werden kann.

Satz 11.7. Sei P = X® —4X + 2, L der Zerfillungskorper von P. Dann gilt
Gal(L/Q) = S5
P ist nicht durch Radikale auflisbar.

Im Beweis benotigen wir noch eine Aussage aus der Theorie der endlichen Grup-
pen, den wir erst im néchsten Kapitel beweisen werden. Es ist eine Konsequenz
des ersten Sylowsatzes.

Lemma 11.8. Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, die |G| teilt.
Dann gibt es in G eine Element der Ordnung p.

Beweis: Wir setzen zunichst die Berechnung der Galoisgruppe voraus. Nach
dem Teil des Theorems, den wir gezeigt haben, implziert die Auflésbarkeit von
P die Auflosbarkeit von S;. Mit S5 wére auch die Untergruppe As auflésbar.
Diese ist aber einfach und nichtabelsch. Sie hat keine abelschen Quotienten, ist
also keineswegs auflosbar.
Nach Eisensteinkriterium fiir p = 2 ist das Polynom irreduzibel. Seien A =
{a1, @2, a3, aq, a5} die Nullstellen von P in C. Wir untersuchen P mittels Kur-
vendiskussion.
x -2 | -1]0| 1 2
Plx)|-22] 5 | 2| -1]|26
Also hat P mindestens drei reelle Nullstellen. Wir bestimmen die Anzahl der
Maxima und Minima aus der Ableitung P’ = 5X* — 4. Sie hat Nullstellen in

r == (‘/% , also genau ein Maximum und ein Minimum. P hat genau drei reelle

Nullstellen. Die beiden anderen sind komplex.
Wir betrachten die Operation

Gal(L/Q) x A — A, (0,a) — o(a) .
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Sie definiert einen Gruppenhomomorphismus
¢: Gal(L/Q) — S(A) =2 S5 .

Diese Abbildung ist injektiv, denn ¢ wird durch die Werte auf den Wurzeln von
P bestimmt.

Auf L C C operiert die komplexe Konjugation. Sie definiert o2 € Gal(L/Q).
Daher enthiilt das Bild von ¢ ein Element der Ordnung 2.

Die Operation von Gal(L/K) auf A ist transitiv. Nach der Bahnformel ist 5 =
|A] ein Teiler von |Gal(L/K)|. Nach dem Lemma hat Gal(L/K) ein Element
der Ordnung 5. Dies gilt dann auch fiir das Bild von ¢.

Behauptung. FEine Untergruppe G C S5, die ein Element der Ordnung 5 und
ein Element der Ordnung 2 enthdlt, ist gleich Ss.

Ohne Einschrinkung enthiilt G das Elemente (1 2 3 4 5) und damit auch
<(12345) >={e,(12345),(13524),(14253),(15432) >}.

Ohne Einschrinkung enthélt G ein Element (1 ?) und sogar ohne Einschrinkung
(1 2). Damit enthélt G auch die Elemente

(12)(12345)=(1)(2345)
(12)(13524) = (135)(24)

G enthilt Elemente der Ordnung 5,4, 6, also ist die Ordnung von G ein Vielfa-
ches von 60. Die Gruppe S5 hat die Ordnung 5! = 120. Angenommen |G| = 60.
Dann ist G ein Normalteiler von S5. Dann ist G N A5 ein Normalteiler von As.
Da die Aj einfach ist, folgt G N A; = {e}, A5. Der erste Fall scheidet aus, da
(12345)e GNAs. Alsoist GN A5 = A5 = G D As. G enthiilt jedoch die
Transposition (1 2). Es bleibt der Fall |G| = 120 = G = Ss.

O
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Kapitel 12

Die Sylow-Sitze und
Anwendungen

Definition 12.1. Sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe heiffit p-Gruppe,
falls die Ordnung von G eine Potenz von p ist.

Bemerkung. Jede Untergruppe und jeder Quotient einer p-Gruppe ist eben-
falls eine p-Gruppe. Jedes direkte Produkt von p-Gruppen ist eine p-Gruppe.

Wir wollen zunéichst die Struktur von p-Gruppen verstehen, dann die p-Gruppen
die in einer beliebigen endlichen Gruppe enthalten sind. Entscheidendes Hilfs-
mittel sind die Operationen durch Konjugation (Ubungsaufgaben):

GxG— G;(g,h)— ghg™!
und fiir M die Menge der Untergruppen von GG
GxM— M ;(g,M)— gMg™" .

Auf beide Situationen wird die Bahnformel angewendet.

n

M| =[G : G}

i=1

wobei die Menge {z1,...,z,} aus jeder Bahn genau ein Element enthilt. Wir
hatten uns bereits iiberlegt, das im Fall einer p-Gruppe folgt

|M|=|M% mod p.
Korollar 12.2. Sei G eine p-Gruppe. Dann ist das Zentrum Z(G) ungleich {e}.

Beweis: Wir verwenden die obige Formel fiir die Operation von G auf sich durch
Konjugation. Dann ist |M| = |G|, also eine Potenz von p. Es gilt

MY ={heG|ghg™' =g firalle g € G} = Z(Q)

87
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Also ist die Ordnung von Z(G) ebenfalls durch p teilbar. Als Untergruppe
enthiilt Z(G) wenigstens ein Element, ndmlich e. Also muss Z(G) wenigstens p
Elemente haben, jedenfalls mehr als eines. O

Man beachte, dass Z(G) abelsch ist und eine Normalteiler von G.

Satz 12.3. Sei |G| = p". Dann gibt es eine Kette von Normalteilern N; <G
{B}ZN()CNlCNQC"'CNn:G
mit |N;| = p* und N;/N;_1 = Z/p.

Bemerkung. La. gibt es nicht fiir jeden Teiler der Gruppenordnung eine Un-
tergruppe!

Beispiel.
Z/p* C pL/p*Z C {(0,0)}

oder
Z/pxZ/p C Z/p x {0} C {(0,0)} .

Beweis: Prinzip: Sei G eine Gruppe, N <G und N’ <G/N ebenfalls ein Nor-
malteiler. Dann ist N’ = {g € G | gN € N’} ein Normalteiler von G (némlich
der Kern der Abbildung G — G/N — (G/N)/N’, Satz 6.16). Es gilt

N’'/N =N und G/N' = (G/N)/N’

(Satz 6.16 und 2. Isomorphiesatz 6.18).

Dieses Prinzip erlaubt es den Satz mit Induktion iiber die Gruppenordnung zu
beweisen. Sei G eine p-Gruppe. Das Korollar liefert einen nichttrivialen Nor-
malteiler Z(G). Ist Z(G) # G sind wir nach Induktionsvoraussetzung fertig. Ist
Z(G) = G, so ist insbesondere G abelsch.

Sei g € G ein Element ungleich {e}. Sei N =< ¢g > die von g erzeugte Un-
tergruppe. Ist NV echt kleiner als G, so schlieflen wir wieder mit vollstdndiger
Induktion.

Ubrig bleibt der Fall G =< g > zyklisch, also G = Z/p™. In diesem Fall kénnen
wir die Kette direkt angeben, ndmlich

N; =p""L/p"Z .

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Wir wissen bereits (Theorem 4.4), dass z € C genau dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar ist, wenn es eine Kette von quadratischen Erweiterungen

QZK@CK1C"'CK”

gibt mit z € K,,.
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Korollar 12.4. z € C ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn
die normale Hiille K von Q(z) als Grad eine Potenz von 2 hat.

Beweis: Sei z konstruierbar, also gibt es eine Kette
Q=KoCcKyC---CK,

mit z € K,. Offensichtlich ist [K,, : Q] eine Potenz von 2. Wie im Beweis
von Theorem 11.6 entsteht dann auch die normale HUlle L von K, /Q durch
sukkzessives Adjungieren von Quadratwurzeln. Also ist auch [L : Q] eine Potenz
von 2. Nach Voraussetzung ist Q(z) C K, und daher auch K C L. Dann ist
auch [K : Q] | [L : Q] eine Potenz von 2.

Sei umgekehrt K wie im Korollar. Dann ist die Galoisgruppe G = Gal(K/Q)
eine 2-Gruppe. Nach dem Struktursatz fiir 2-Gruppen gibt es eine Kette von
Normalteilern N; mit Index 2¢. Deren Fixkorper sind die gesuchte Kette von
Zwischenkorpern. O

Damit kénnen wir genau bestimmen, welche Einheitswurzln (und damit welche
regelmifigen n-Ecke) mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind.

Definition 12.5. Fine Primzahl heiffit Fermatsche Primzahl, wenn

p=1+22 k=0,1,...
k| D
0| p=3
1| 5
2] 17
3| 257
4 | 65537

Fermat vermutete, alle diese Zahlen seien Primzahlen. Tatséchlich ist die néchste,
k =5, p=641-6700417 (Euler). Es sind keine weiteren Fermatschen Primzahlen
bekannt. Auf jeden Fall ist das p-Eck fiir p = 7,11, ... nicht konstruierbar. Die
Frage nach Konstruierbarkeit von regelméfligen n-Ecken ist gelost modulo der
Bestimmung der Fermatschen Primzahlen.

Satz 12.6. Das regelmdifige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar, wenn n = 2"p; ...p; mit Fermatschen Primzahlen p; ist.

Beweis: Sei ¢, eine primitive n-te Einheitswurzel. Nach dem Korollar ist z genau
dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn [Q((,) : Q] eine Potenz von 2
ist.
1. Fall n = p Primzahl: Nach Lemma 5.17 ist Gal(Q((,)/Q) = 5, hat also
p — 1 Elemente. Wann ist

p=2"4+17
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Fiir m = 0 erhalten wir p = 2. Sei nun m > 0. Wir zerlegen m = 2*m/ mit
ungeradem m/, dann wird
k ’
p=1-(=22)"

von 1— (—22k) geteilt, denn 1 — X teilt 1 — X™ . Dies wiire keine Primzahl falls
m' > 1. Damit ist p eine Fermatsche Primzahl.

2. Fall n = p™ Primzahlpotenz: Sei zunichst n = p™. Dann ist Gal(Q(¢{,)/Q) C
(Z/p™Z)*. Die invertierbaren Elemente in Z/p™Z sind diejenigen, die teiler-
fremd zu p sind. Davon gibt es

mo_ pm—l — (p _ l)pm—l
viele. Da Q(¢,) C Q({pm) ist p — 1 ein Teiler von [Q(¢,) : Q]. Wieder muss p
eine Fermatsche Primzahl sein oder 2. Ist m > 1, so ist Der Korpergrad echt
grofler als p — 1, also durch p teilbar. Dies ist dann nur fiir p = 2 erlaubt.
3. Fall n allgemein: Ist m ein Teiler von n, so gilt Q({,) C Q(¢,). Wir
betrachten die Zerlegung von

n n
n=py"...p."

in Primzahlpotenzen. Nach den bisher betrachteten Féllen diirfen hier nur die
im Satz angegebenen vorkommen. Umgekehrt ist die Galoisgruppe enthalten in

(Z/nZ)" = (Z/p*)" x -~ x (Z/pxTny)"

(chinesischer Restsatz). Dies ist dann eine Potenz von 2. O

Sylowsétze

Definition 12.7. Sei G eine endliche Gruppe. Sei p eine Primzahl, |G| = p"™m,
wobei m teilerfremd zu p ist. Eine Untergruppe H C G heifit p-Sylowgruppe von
G, falls |H| =p".

Theorem 12.8 (Erster Sylowsatz). p-Sylowgruppen ezistieren.

Bemerkung. Damit existieren auch Untergruppen der Ordnung p’ mir i < r
(mit r wie in der Definition).

Korollar 12.9. Sei G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler der Gruppen-
ordnung. Dann enthdlt G ein Element der Ordnung p.

Beweis: Aus dem ersten Sylowsatz: Es gibt eine p-Sylowgruppe, also auch eine
Untergruppe der Ordnung p. Diese ist zyklisch, der Erzeuger ist das gesuchte
Element.

Direkter Beweis im abelschen Fall: Es geniigt ein Element der Ordnung pk mit
zu finden, denn dessen k-te Potenz hat Ordnung p. Wir fiihren den Beweis
mit vollstdndiger Induktion. Sei b # e beliebig. Wenn p die Ordnung von b
teilt, sind wir fertig. Andernfalls teilt p die Ordnung von G = G/ < b >.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein @ € G mit Ordnung p. Sei a € G
ein Urbild. Die Abbildung < ¢ >—< @ > ist surjektiv (beachte: < a >C G,
<@ >C G). Also ist die Ordnung ein Vielfaches von p. O
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Damit haben wir den Beweis von Lemma 11.8 nachgetragen.

Korollar 12.10 (Fundamentalsatz der Algebra). C ist algebraische abge-
schlossen.

Beweis: Wir verwenden:

(i) Sei P € R[X] ungerade, dann hat P eine reelle Nullstelle. (Zwischenwert-
satz)

(ii) Sei P € C[X] quadratisch, dann zerféllt P in Linearfaktoren. (Losungs-
formel).

Sei nun L/C endlich.
Behauptung. L =C.

Ohne Einschrinkung ist L/R galois (normale Hiille). Sei G = Gal(L/R), P
eine 2-Sylowgruppe von G, FF = LP. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
ist [ : R] = [G : P], also ungerade. Sei o € F. Sein Minimalpolynom ist
irreduzibel und ungerade, nach (i) also linear. Damit ist F' = R. Als 2-Gruppe
enthélt G = P eine Untergruppe mit Index 2. Thr Fixkorper ist eine quadratische
Erweiterung von C. Nach (ii) gibt es so etwas aber nicht. Es muss G = P = {id}
sein. O

Beweis des ersten Sylowsatzes. Wir wollen wieder die Operation von G auf sich
ausnutzen. Es gilt wie schon im Fall der p-Gruppen

p'm = |G| = |Z(G)[ + Z[G : G,

wobei z; ein geeigenetes System von Elementen ist, ndmlich Vertreter der Bah-
nen, die keine Fixpunkte sind. Zunédchst kann man hier mit Teilbarkeitsargu-
menten nichts machen. Aber:

Beweis durch vollstdndige Induktion nach der Gruppenordnung n = p"m, Indi-
rekter Beweis im Induktionsschritt. Angenommen G hat keine p-Sylowgruppe.
Dann hat G auch keine Untergruppe der Ordnung n’ = p"m’ mit m’ < m
(denn die hitte nach Induktionsvorausetzung eine Untergruppe der Ordnung
p".) Wegen

p'm = |H|[G : H|

teilt also p den Index [G : H| jeder echten Untergruppe von G. Nun ist die
obige Formel sehr hilfreich, ndmlich p"m = |Z(G)| + Vielfaches von p. Es folgt
p | Z(G). Nach dem Korlollar, das wir ja fiir abelsche Gruppen direkt bewiesen
haben, hat Z(G) ein Element a der Ordnung p. Da a im Zentrum liegt, ist < a >
ein Normalteiler von G. Es gilt |G/ < a > | = p"~*m. Nach Induktionsvoraus-
setzung hat G/ < a > eine p-Sylowgruppe H. Sei

H={9eG|g<a>€H}
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Es gilt
[H|=[H|-|<a>[=p"""p.

Bemerkung. Der Beweis ist iiberhaupt nicht konstruktiv!

Theorem 12.11 (Zweiter und dritter Sylowsatz). Sei G eine endliche
Gruppe.

(i) Sei H C G eine p-Gruppe. Dann ist H in einer p-Sylowgruppe enthalten.
(i) Je zwei p-Sylowgruppen sind konjugiert, insbesondere isomorph.
(iii) Die Anzahl der p-Sylowgruppen teilt |G| und ist kongruent zu 1 molulo p.
Bemerkung. Es gibt genau eine p-Sylowgruppe < sie ist ein Normalteiler.

Beispiel. (i) Sei G eine Gruppe der Ordnung 15. Wir betrachten die Anzahl
der 5-Sylowgruppen. Sie liegt in

{1,3,5,15} N {1,6,11,16} .

Also gibt es einen Normalteiler N5 der Ordnung 5. Die Anzahl der 3-
Sylowgruppen liegt in

{1,3,5,15} N {1,4,7,10,13}
Also gibt es einen Normalteiler N3 der Ordnung 3. Wir betrachten
G — G/N3 X G/N5 .

Die Abbildung ist injektiv, denn der Kern ist N3 N N5, also teilt seine
Ordnung 3 und 5. Die Abbildung ist auch surjektiv, denn |G| = 15 =
53 = |G/N3| - |G/Ns|. Wir haben gezeigt: Es gibt nur eine Gruppe der
Ordnung 15, némlich Z/15.

(ii) Jede Gruppe der Ordnung 30 hat einen echten Normalteiler, d.h. sie ist
nicht einfach: Die Teiler von 30 sind 1,2, 3,5, 6,10, 15,30. Man bestimmt
die Anzahl der 5-Sylowgruppen. Sie ist 1 oder 6. Im ersten Fall haben wir
unseren Normalteiler gefunden. Im anderen Fall bestimmen wir die Anzahl
der Elemente der Ordnung 5: Es sind 6 - 4 = 24. Nun betrachten wir die
Anzahl der 3-Sylowgruppen. Es sind 1 oder 10. Ist es eins, so haben wir
einen Normalteiler. Andernfalls gibt es 10 - 2 = 20 Elemente der Ordnung
3. Damit hitte G wenigstens 20 + 24 Elemente statt 30.

Beweis des zweiten und dritten Sylowsatzes. Sei S die Menge der p-Sylowgruppen
von G. Wir betrachten die Operation von G auf S durch Konjugation.

GxS—8;(g,P)—gPg*.
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Sie ist wohldefiniert, denn |gPg~!| = | P, also ist dies wieder eine p-Sylowgruppe.

Wir bestimmen die Standgruppe:
Gp={9geG|gPg'=P}DP

Also ist [G : Gp] ein Teiler von [G : PJ, also teilerfremd zu p. Sei T = G - P die
Bahn von P beziiglich der Operation. Es gilt

IT| =[G : Gp] nach Lemma 8.8

also teilerfremd zu p.
Sei nun H eine p-Gruppe der Ordnung grofler 1. Wir schrianken die Operation
ein

HxT—T

Nach dem Beispiel zur Bahnformel 8.9 gilt
IT| = |T*| + Vielfaches von p .

Da p teilerfremd zu |T| ist, folgt TH # (). Also: es gibt P, € T C S eine
p-Sylowgruppe, so dass

hPih™' = P, fiir alle h € H .
Nach dem ersten Isomorphisatz 6.17 folgt
HP, /P2 H/HNP,

Dies ist eine p-Gruppe. P ist nach Voraussetzung eine p-Gruppe, also nun auch
HP,. Es gilt P, C HP; und P, ist eine p-Sylowgruppe, also folgt P, = HP; =
HC P

Damit haben wir die erste Behauptung gezeigt. Wenn wir das Ergebnis an auf
eine p-Sylowgruppe H an, so haben wir H C Pj, also H = P; € T. Dies ist
die zweite Behauptung. Die Anzahlformel ist fiir die transitive Operation von
G auf S ergibt |S| = [G : Gp|. Die Bahnformel fiir die Operation von H = P
auf S=T

S| = |ST| 4 Vielfaches von p .

Dabei ist ST = {P}, da wir H C P, fiir alle P, € S¥ gezeigt haben. O
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Kapitel 13

Schluss

Nachtrige

Satz 13.1. Sei (4 eine primitive d-te Finheitwurzel in C mit Minimalpolynom
O, iber Q. Dann gilt @4 € Z[X], deg ® = [(Z/dZ)*| =: ¢(d) und Gal(Q((4)/Q)
(Z/dZ)*.

1

Beweis: Da (4 eine Nullstelle von X¢ —1 ist, ist ®,4 ein Teiler von X? — 1. Nach
dem Gauf-Lemma ist dann auch ®,4 ganzzahlig.

Es gibt genau |(Z/d)*| primitive d-te Einheitswurzeln gibt. Wenn sie alle Null-
stellen von @, sind, dann ist ¢(d) > |(Z/d)*|. Nach Satz 11.2 ist Gal(Q(¢)/Q)
isomorph zu einer Untergruppe von |(Z/d)*|. Da die Erweiterung normal (und
separabel) ist, folgt ¢(d) < |(Z/d)*|, also Gleichheit und die Berechnung der
Galoisgruppe.

Behauptung. Seip eine Primzahl, die d nicht teilt. Dann sind ¢ und (P Null-
stellen von ®4.

Nach Voraussetzung ist ¢ Nullstelle von ®4. Sei
X1 _1=d,H
die Zerlegung in Q[X]. Da ®4 normiert ist und X¢ — 1 ganzzahlig, sind auch ®,
und H ganzzahlig und normiert (Gaufilemma 2.13). Angenommen, ¢? ist nicht
Nullstelle von ®,. Dann ist es Nullstelle von H. Also ist ¢ eine Nullstelle von
H(XP). Da ®,; das Minimalpolynom ist, folgt
o, | H(XP) .

Wir reduzieren die Polynome modulo p. Sei ®; die Reduktion von ®4, H die
von H. Es gilt also in F),[X]:

X1-1=0,H ,%,| HX?)=H".

95
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Jede Nullstelle von ®4 in E, ist auch eine Nullstelle von H, also eine doppelte
Nullstelle von X —1. Da p kein Teiler von d ist, hat aber X?—1 keine doppelten
Nullstellen. Der Widerspruch zeigt, dass (P Nullstelle von &, ist.

Man beachte, dass ®; dann auch das Minimalpolynom von (P ist. Sei (¢ eine
primitive d-te Einheitswurzel. Wir zerlegen i = p; ... py in Primfaktoren (Wie-
derholungen erlaubt). Da i teilerfremd zu d ist, teilt kein p; die Zahl d. Nach
dem bereits gezeigten sind auch ¢(P1, (¢P1)P2,. .., (" Nullstellen von ®,. O

Lemma 13.2. Sei L/K eine Kérpererweiterung, a € L separabel. Dann ist
K(a)/K separabel. Zerfillungskorper von separablen Polynomen sind galois.

Beweis: Sei E/K Zerfillungskorper des separablen Polynoms P. Der Beweis
der Implikation separabel und normal = galois funktioniert bereits unter die-
ser Voraussetzung: Es werden nur die Minimalpolynome der Nullstellen von P
benutzt, die dann keine mehrfachen Nullstellen haben. Ist a separabel, so ist
K (a) enthalten im Zerféllungskérper E des separablen Polynoms Min(a). Dann
ist auch K(a)/K separabel. O

Satz 13.3 (Satz vom primitiven Element). Sei L/K endlich und separabel.
Dann ist L einfach.

Beweis: Alle Erweiterungen von endlichen Kérpern sind Einheitswurzelerweite-
rungen, also einfach. Sei also ab jetzt L unendlich.

Die normale Hiille von L ist separabel iiber K, also galois. Nach dem Hauptsatz
der Galoistheorie hat L/K also nur endlich viele Zwischenkérper. Es ist L =
K(ai,...,ay). Induktiv geniigt zu zeigen:

Behauptung. K(«,3)/K ist einfach.

Wir betrachten
{a+c¢flce K}

Diese Menge hat unendlich viele Elemente. Andererseits ist die Menge der
Korper
K(a+cB) C K(a,f)

endlich. Also gibt es ¢ # ¢o in K mit
Kla+cap)=Kla+cf)=F

Er enthilt mit « + ¢;8 auch die Differenz (¢; — ¢2)8, also auch §. Damit muss
auch « in F' liegen. Dies zeigt F' = K (a, ). O

Ausblick

Konzentriert man sich auf Zahlkérper (K/Q endlich), so nennt man das alge-
braische Zahlentheorie. Die abelschen Erweiterungen (galois und Galoisgruppe
abelsch) sind gut verstanden. Unsere Uberlegungen zum zyklotomischen Poly-
nom - Ausnutzen des Frobenius fiir eine Hilfsprimzahl p - sind typisch fiir dieses
Gebiet. Tatséchlich:
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Theorem 13.4 (Kronecker-Weber). Sei F'/Q abelsch. Dann ist F C Q(()
fiir eine primitive n-te Einheitswurzel n.

Die Beschreibung der auftretenden Galoisgruppen und der Eigenschaften der
Erweiterungen ist Klassenkdrpertheorie. Man fasst dies auf als Beschreibung
der Gruppenhomomorphismen

Gal(K/K) — GL(R) = R*

Sie entsprechen gewisssen Darstellungen der GL;(A), wobei A der Ring der
Adele von K ist.

Vermutung 13.5 (Langlands). Die Gruppenhomomorphismen
Gal(K/K) — GL,(R)
entsprechen gewissen Darstellungen der GLy,(A).

Theorem 13.6 (Drinfeld, Lafforgue). Die Langlandsvermutung gilt im Funk-
tionenkdrperfall, d.h. fir endliche Erweiterungen von Fp(X).

Der Beweis brachte Drinfeld 1990 (n=2) und Lafforgue 2002 (allgemeiner Fall)
die Fields-Medaille ein. Dies ist die hochste Auszeichnung in der Mathematik.
Sie wird alle 4 Jahre anlésslich des ICM vergeben.

Funktionenkorper haben eine geometrische Interpretation als Funktionen auf
einer kompakten Kurve iiber F,. Die Methoden fiir den Beweis stammen aus
der algebraischen Geometrie.

Algebra I1

Wir werden uns in erster Linie mit kommutativer Algebra beschiftigen, also
Theorie von kommutativen Ringen mit 1. Die wichtigsten Beispiel fiir mich sind
die Ganzheitsringe wie Z, Z[i], Z[v/2], Z[¢4] (algebraische Zahlentheorie) und die
Polynomringe k[X7, ..., X,] (algebraische Geometrie).
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