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Kapitel 0

Einleitung

Hauptthema dieser Vorlesung ist die sogenannte kommutative Algebra, d.h. die
Theorie der kommutativen Ringe. Zunéchst sollen zwei wichtige Gebiete vorge-
stellt werden, die sich auf kommutative Algebra stiitzen.

Algebraische Varietéten

In diesem Abschnitt ist & stets ein algebraisch abgeschlossener Korper, also zB.

C.

Definition 0.1. Sei S C k[X3,...,X,] eine Teilmenge. Dann heifit die Null-
stellenmenge von S

V(S)=A(x1,...,zn) € " | f(z1,...,2,) =0 fiir alle f € S}

(affine) algebraische Varietit (definiert durch S) (alternativ: algebraische Men-
ge).

Im Falle S = {f} schreiben wir V(f) statt V({f}). Die Menge V(@) = k"
schreiben wir auch A} = A".

Beispiel. (i) f = X?+Y?2 —1 hat als Nullstellenmenge
V(S) = {(z,y) € * | 2® +y* =1}
also die Kreislinie.
i) Y2 = X(X - 1)(X+1), Y2 = X2(X +1) und Y2 = X3 sind jeweils
symmetrisch zur x-Achse. Fiir jeden Wert von X gibt es zwei Werte fiir

Y.

(iii) Die algebraischen Teilmengen von A = k sind V() = Al, V(1) =, sowie
jede endliche Teilmenge von k.
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Beweis: Sei S C k[X1,...,X,]. Sei f € S ein nicht-konstantes Polynom.
Dann gilt V(f) endlich, genauer hat V(f) genau deg f Elemente. Durch
Hinzufiigen weiterer Gleichungen wird diese Menge verkleinert, ist also
stets endlich. Andererseits hat fir M = {a1,...,a,} C k das Polynom
f=X-a1)...(X — a,) die Nullstellenmenge M. O

Wir zeichnen meist reelle Bilder der Punktmengen.
Verschiedene Teilmengen von S kénnen dieselbe algebraische Varietét definieren,
zB. V(f) =V(af) fir a € k*.

Definition 0.2. (i) Sei M C A™ eine Teilmenge Dann heifst

IM)={f €k[X,....,Xn] | f(z1,...,2,) =0 fiir alle x = (x1,...,2,) € M}

Verschwindungsideal von M .

(i) Sei V. C A™ eine algebraische Varietit. Fine Funktion f :V — k heift
regulér, falls es P € k[ X1, ..., X,] gibt mit

f(x) = P(x) fir allex €V
Der Ring der reguliren Funktionen wird mit k[V] bezeichnet.
Offensichtlich ist k[V] wirklich ein Ring, sogar eine k-Algebra.

Lemma 0.3. I(M) ist ein Ideal. Sei M = V(S) eine algebraische Varietit.
Dann gilt
MV] 2 kX, X,)/I(V)

Weiter ist
I(S) Cc I(M)
wobei I(S) das von S erzeugte Ideal in k[X1,. .., X,] ist.
Beweis: Man kann die Idealeigenschaft einfach nachrechnen. Besseres Argu-
ment: Nach Definition ist k[ X7, ..., X,,] — k[V], die ein Polynom als Abbildung

auf V auffasst, eine surjektive Abbildung. Der Kern ist genau I(V'), also ein
Ideal. Nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe gilt

K[X1, ... Xa]/I(V) 2 k[V] .

Sei nun M = V(S). Nach Definition gilt f(z) = 0 fiir f € Sund z € V(S). Daher
ist S in I(M) enthalten. Da I(M) ein Ideal ist, ist dann auch I(S) Cc I(M). O

Gilt Gleichheit? Nein! Fiir {0} = M = V(X?) C A! liegt f = X im Verschwin-
dungsideal, aber X ¢ (X?). Das ist aber das einzige verbleibende Problem.

Theorem 0.4 (Hilberts Nullstellensatz). Sei V(S) C A™ eine algebraische
Varitit definiert durch S. Dann gilt



Hierbei bezeichnet
VI={f€klX1,....X,]| esgibtneN mit f* €I}
das Radikal von I.

Die Relation /I(S) C I(V) ist offensichtlich, die Umkehrung {iberhaupt nicht!
Dies ist einer der Sétze, die wir im Laufe des Semesters zeigen wollen. Einige
einfachere Dinge konnen wir jedoch direkt beweisen.

Satz 0.5. Seien J eine Indexmenge, V; C A™ fir j € J jeweils eine Varietdt.
Dann ist auch V = ﬂjeij eine algebraische Varietdt. Mit Vi, Vo C A™ ist
auch V1 U V5 eine Varitdt.

Beweis: Sei S; eine Menge von Gleichungen fiir V;.
Behauptung. S = Uj S; hat die Nullstellenmenge V.

Sei z € Vj fiir alle j. Dann erfiillt = fiir alle j alle Gleichungen in S}, also alle
Gleichungen in S. Sei umgekehrt z ein Nullstelle aller f € S. Dann erfiillt « (fiir
jedes j) alle Gleichungen in S, liegt also in jedem Vj.

Seien Vi = V(I1), Vo = V(I3) fiir Ideale I, Ir C k[X1,..., X,].

Behauptung. V; UV, =V (I113) wobei I1 I das Ideal ist, dass von allen fifo
mit f1 € I, fo € Iz erzeugt wird.

Sei x € V; U V5, ohne Einschrinkung x € V. Dann gilt

fifa(x) = fi(x) f2(z) = 0fa(x) =0

damit erfiillt 2 alle Erzeuger von I;Is, liegt also in V(I1I3). Sei umgekehrt
x ¢ V1 UVs, also ¢ ¢ V4, V. Dann gibt es f1 € I; mit fi(x) # 0 und fo € I
mit fo(x) # 0. Dann ist auch fifo(z) # 0 da k ein Korper ist. Dies bedeutet

Mit anderen Worten:

Definition 0.6. Sei V' eine algebraische Varietit. Fine Teilmenge A C B heifst
abgeschlossen, falls A C V eine algebraische Untervarietit ist. Das Komplement
V\\A heifit offen. Nach dem vorherigen Satz definieren diese offenen Teilmengen
eine Topologie auf V', die Zariski-Toplogie.

Zur Erinnerung:

Sei V' eine Menge. Ein System 7 von Teilmengen von V heifit Topologie, falls
0,V € T und 7 abgeschlossen ist unter beliebigen Vereinigungen und endlichen
Durchschnitten.

Die Zariski-Topologie unterscheidet sich grundlegend von gewohnlichen Topo-
logie auf R™ oder C™. Z.B. sind alle offenen Teilmengen U C A™ dicht, d.h.
die kleinste abgeschlossene Teilmenge, die U enthiilt, ist A™. Um solche Dinge
zeigen zu kénnen, bendtigen wir mehr Wissen iiber die Koordinatenringe k[V],
also kommutative Algebra.
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Algebraische Zahlentheorie

Definition 0.7. Sei K ein Zahlkorper, d.h. eine endliche Korpererweiterung
von Q. Dann heifst

Ok = {x € K | es gibt ein normiertes Polynom P € Z[X] mit Nullstelle x}

Ganzheitsring von K.

Beispiel. Der Ganzhe.'}tsring von Q ist Z (GauB-Lemma). Der Ganzheitsring
von Q(v/2) ist Z[v/2] (Ubungsaufgabe).

Lemma 0.8. Sei d € Z quadratfrei, d.z. d wird von keiner Quadratzahl geteilt.
Sei K = Q(v/d). Dann gilt

O — Z[\d] d=2,3 mod 4
o {x+y\/8\2m72y62,2x:2y mod 2} d=1 mod 4

Beweis: Sei a = x + yv/d € O Nullstelle des normierten Polynoms P € Z[X].
Das Minimalpolynom von « ist ein Teiler von P in Q[X], nach dem GauB-Lemma
liegt dann das Minimalpolynom in Z[X]. Ohne Einschrinkung ist dann P gleich
dem Minimalpolynom. Ist P linear, so liegt offensichtlich a € Z. Dieses Element
liegt auch auf der rechten Seite. Ist P quadratisch, so gilt

P(X)=(X -z —yVd)(X —z +yVd) = X* - 22X + 2% —y°d

Damit ist a iiber Z genau dann, wenn 2z € Z und z? — y?d € Z. Es folgt
4y%d € Z. Wir schreiben y = r/s als gekiirzten Bruch. Dann gilt

s2 | 4r?d = 5% | 4d

Da d quadratfrei ist, ist nur s = +1, s = £2 moglich, d.h. auch 2y ist ganz. Wir
schreiben « = 2'/2,y = ¢/ /2 mit 2/, y’ € Z. Die Bedingung wird nun zu

(2" —y?d) /4 €Z = 2* —y?d =0 mod 4 22 =y?d mod 4
Ist o’ gerade, so gilt /2 = 0 mod 4. Ist 2’ ungerade, so gilt
?=02n+1)? =4n* +4n+1=1 mod 4

Ebenso kann auch y’? nur die Werte 0,1 mod 4 annehmen. Nun gehen wir die
Félle d mod 4 durch.

Fiir d =1 mod 4 folgt ' = y'2, also entweder beide gerade oder beide unge-
rade. Dies ist die Behauptung.

Fiir d = 2,3 mod 4 bleibt nur der Fall 2,y gerade, also z,y € Z. Auch dies ist
die Behauptung. O

Warum handelt es sich bei O um einen Ring? Allgemeiner:



Definition 0.9. Sei A — B eine Inklusion von Ringen ohne Nullteiler (d.h.
aa’ =0 = a =0 oder o’ =0). Ein Element b € B heifst ganz iber A, falls b
Nullstelle eine normierten Polynoms in A[X] ist.

A={be B]| b ganz iiber A}
heifst ganzer Abschluss von A in B.

Beispiel. (i) Fiir Z C K Zahlkorper ist der ganze Abschluss der Ganzheits-
ring von K.

(i) K C L eine Korpererweiterung. Dann ist b € K ganz iiber K genau dann,
wenn es algebraisch ist. Der ganze Abschluss ist dann also der algebraische
Abschluss.

Der Beweis, dass der ganze Abschluss ein Ring ist, verallgemeinert also den
Satz, dass der algebraische Abschluss ein Korper ist. Wesentliches Hilfsmittel
dabei war die Theorie der Vektorrdume. Diese miissen wir zunéchst auf Ringe
verallgemeinern. Man spricht dann von Moduln.

Literatur

e S. Lang: Algebra

e Bourbaki: commutative Algebra

Atiyah, MacDonald: commutative Algebra

Eisenbud: Commutative Algebra with a view to algebraic geometry

Samuel: Theory of numbers

Allgemein Biicher iiber Algebra II (je nach Schwerpunkt) oder zur kommutati-
ven Algebra.
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Kapitel 1

Ringe und Moduln

Alle Ringe sind kommutativ mit Eins (insbesondere 1 # 0).

Grundbegriffe

Beispiel. Z, Z[i] (die ganzen GauBischen Zahlen), A[X7,...,X,] (Polynomrin-
ge), Q, Zypy ={% | a,b € Z, (p,b) = 1}, A[[X]] (Potenzreihenringe),. ..

Definition 1.1. Sei A ein Ring.

(i) A* ={a€ Al esgibt b€ A mit ab= 1} heifst Einheitengruppe.

(i) a € A~ {0} heifit Nullteiler, wenn es ein b € A~ {0} gibt mit ab = 0.
(iii) Ein Ring ohne Nullteiler heifit Integrititsbereich.

Beispiel. Z* = {£1}, k[X]* = k*. Der Ring k[X]/X? hat den Nullteiler X,
denn X - X = 0. Der Ring A? (komponentenweise Multiplikation) hat den Null-
teiler (1,0) wegen (1,0)(0,1) = (0,0).

Definition 1.2. Sei A ein Ring. Ein A-Modul M ist eine abelsche Gruppe
(M, +) zusammen mit einer Skalarmultiplikation

AxM—-M
so dass fiir alle a,b € A, z,y € M gilt:
(i) aw+y) = az + ay,
(i) (a4 b)x = az + bz,
(iii) a(bzx) = (ab)z,
(iv) la = .
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Beispiel. A = k ein Korper. Dann ist ein A-Modul das Gleiche wie ein k-
Vektorraum.

Lemma 1.3. FEin Z-Modul ist das Gleiche wie eine abelsche Gruppe.

Beweis: Sei M ein Z-Modul, dann ist nach Definition M eine abelsche Gruppe.
Interessant ist also die Gegenrichtung. Sei M eine abelsche Gruppe, x € M,
n € N. Wir definieren nx = x+(n—1)x. Fiir negative n setzen wir nx = —(—n)x.
Die Modulaxiome gelten alle. Man beweist alles mit Induktion, z.B.

nz+y) =@ty +n-@+ty) =r+y+n-Dr+(@n—-1)y=nz+ny.
O

Bemerkung. Man sieht an der Beispielrechung, dass die Kommutativitdt von
M wirklich benotigt wird.

Lemma 1.4. Sei k ein Kérper. Ein k[X]|-Modul M ist das Gleiche wie ein
k-Vektorraum M zusammen mit einem Endomorphismus von M.

Beweis: Gegeben seien M und 6 : M — M. Wir definieren das Skalarprodukt
E[X]xM— M ;(ZaiXi,v) — Zalﬂi(v) .

Wir zeigen die Assoziativitét:

> aix?) ((Z ijj)v) =Y af (Z bjaj(v)) =3 a0 (07 (v) =
Z aibjﬁ”j (’U) = (Z aiijHj)v .

Die anderen Eigenschaften sind noch leichter.
Umgekehrt sei V' ein k[ X]-Modul. Wegen k C k[X] ist es dann ein k-Vektorraum.
Wir setzen 0(v) = Xv. O

Definition 1.5. (i) N C M heiffit Untermodul, wenn N abelsche Untergrup-
pe von M ist und abgeschlossen unter Multiplikation mit A.

(i) f: N — M heifft Modulhomomorphismus, wenn f ein Gruppenhomomor-
phismus ist und f(am) = af(m). Die Menge der Modulhomomorphismen
wird durch Hom 4 (M, N) bezeichnet.

Beispiel. A ist auch ein A-Modul. Die Untermoduln von A sind genau die
Ideale. Ist A — B ein Ringhomomorphismus, so ist B ein A-Modul.

Lemma 1.6. (i) Kern und Bild eine Modulhomomorphismus sind Untermo-
duln.

(i) Ist N C M ein Untermodul, so ist M/N ein Modul mit der induzierten
Skalarmultiplikation. Ist speziell M = A der Ring, so ist A/N ein Ring
falls N # A.



(iii) Homu (M, N) ist ein A-Modul mit (f +g)(z) = f(z)+g(z) und (af)(z) =
a(f(x)) fir allea€ A, x € M.

Beweis: Kern und Bild sind Untergruppen. Zu zeigen ist, dass sie von der Skalar-
multiplikation respekiert werden. Sei f : M — N ein Modulhomomorphismus,
x € Ker f, a € A. Dann gilt

flax) =af(x) =a0=0.
Sei y = f(x) im Bild. Dann gilt

ay = af(z) = f(az) .

Da M abelsch sit, ist N automatisch ein Normalteiler. Damit ist M/N als
abelsche Gruppe definiert. Auch die Modulaxiome sind leicht zu iiberpriifen.
Einzige Frage ist die Wohldefiniertheit der Skalarmultiplikation. Seien also a €
A, z,y € M in der selben Nebenklasse, d.h. z — y € N. Dann gilt

a(r+N)=ax+ N ;a(ly+ N)=ay+ N .

Da N ein Untermodul ist, gilt a(x —y) = az—ay € N, also ist die Multiplikation
wohldefiniert. Ist speziell M = A der Ring, so ist N ein Ideal. Die Ringaxiome
sind leicht zu iiberpriifen (oder vergleiche Algebra I).

Nun wird Hom 4 (M, N) betrachtet. Die Modulaxiome sind leicht zu iiberpriifen.
Sie gelten, da N ein A-Modul ist. Die eigentliche Frage ist Wohldefiniertheit,
ndmlich dass f + g und af wieder in Hom 4 (M, N) liegen.

(f+g)(ax+by) = flax+by) +g(ax +by) = af(x) +bf(y) +ag(x) +bg(y) =
a(f +9)(x) +b(f +9)(y) -

O

Wir fithren nun weitere Methoden ein, wie man aus gegebenen Moduln neue
definiert.

Definition 1.7. (i) Seien N1, No Untermoduln von M. Die Summe ist der
Untermodul
N1+ Ny = {n1 + no | ny € Ni,ng € NQ}

von M.

(i) Seien I1,Is C A Ideale. Das Produkt ist das Ideal I1I5, das von den
Produkten ayas mit a; € I; erzeugt wird.

(ii3) Seien M; firi € I A-Moduln. Das direkte Produkt ist der A-Modul
[T M: = {(mi)ier | mi € M}
iel

mit der komponentenweisen Addition und Diagonalmultiplikation.
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(iv) Seien M; fir i € I A-Moduln. Die direkte Summe ist der A-Modul

@Mi = {(my)icr | mi € M;,m; =0 fiir fast alle i € I'}
el

(v) Ein Modul M heifst frei, wenn er isomorph zu einem Modul von der Form
@, A ist. Die Machtigkeit von I heifit dann Rang von M.

Bemerkung. Seien A; fiir i € I Ringe. Dann ist das direkte Produkt J],.; A;
wieder ein Ring. Fiir die direkte Summe ist das falsch, falls |I| = oo, denn

1¢ @A,

Lemma 1.8. Sei A =k ein Kérper. Dann sind alle A-Moduln frei. Der Rang,
also die Dimension, ist wohldefiniert.

Beweis: Dies ist der Basisexistenzsatz und die Wohldefiniertheit der Dimension
aus der linearen Algebra. Fiir endlich erzeugte Vektorrdume handelt es sich also
um Regelstoff aus der linearen Algebra. Der allgemeine Fall folgt mit Hilfe des
Zornschen Lemmas. O

Beispiel. Der Z-Modul Z/n ist nicht frei, denn alle freien Z-Moduln haben
unendliche viele Elemente.

Satz 1.9. Sei M = A" ein freier A-Modul. Dann ist der Rang wohldefiniert.

Beweis: Sei I C A ein maximales Ideal, d.h. I # A und maximal mit dieser
Eigenschaft. Solche Ideale existieren nach I Satz 3.13. Sei N = A", d.h. der
Untermodul, der von den ax mit a € I, x € A™ erzeugt wird.

Behauptung. N = I" (direktes Produkt von Moduln)
Zundchst N D I™. Sei (z1,...,2,) € I™.
(1,...,2p) = (21,0,...,0) + (0,22,0,...,0) +--- 4+ (0,...,0,2,) =
21(1,0,...,0) 4+ -+ 2,(0,...,0,1) € N .

Fiir die zweite Inklusion sei (a1, ..., a,) € A" und « € I. Dann folgt z(ay, ..., a,) =
(zai,...,za,) € I". Dann ist

M/N = A™/T" = (A/I)" .

Die Zahl n ist die Dimension des k = A/I-Vektoraums M /N, also wohldefiniert.
O

Satz 1.10 (Homomorphiesatz, Noethersche Isomorphiesitze). Sei f :
M — N ein A-Modulhomomorphismus. Dann ist die induzierte Abbildung

f:M/Kerf— Imf
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ein Isomorphismus von A-Moduln. Sind N, N' ¢ M Untermoduldn, so ist
(N+N')/N=N'/(NNN')
ein kanonischer Isomorphismus. Sind N’ C N C M Untermoduln, so ist
(M/N')/(N/N") = M/N
ein kanonischer Isomorphismus.

Beweis: 1Satz 6.16, I Satz 6.17 und I Satz 6.18 liefern diese Ausagen fiir abelsche

Gruppen. Die Vertriglichkeit mit der A-Modulstruktur ist leicht zu iiberpriifen.
O

Definition 1.11. FEine Sequenz M, ER My L My von A-Moduln heif$t exakt,
wenn Ker g = Im f. Fine exakte Sequenz der Form

0— M — My — M3 —0

heifst kurze exakte Sequenz.

Beispiel. 0 — M; — M, ist genau dann exakt, wenn die Abbildung injektiv
ist.
My — M3 — 0 ist genau dann exakt, wenn die Abbildung surjektiv ist.

Satz 1.12 (Chinesischer Restsatz). Seien I1,..., I, Ideale von A mit I; +
I; = A fiir alle i # j. Dann ist die Sequenz

0— ﬂfiﬂALHA/L-HO
i=1 i=1
exakt.

Bemerkung. Fir A =Z ist I; = (a;), I; + I; = A bedeutet, dass (a;,a;) = 1.
Man erhélt genau den chinesischen Restsatz aus Algebra I.

Beweis: Es gilt stets
Kerm={a€ Alacl furalle i} = ﬂ]i.
i=1

Die schwierige Aussage ist also die Surjektivitdt. Wir argumentieren mit Induk-
tion nach n. Der Fall n = 1 ist trivial. Sei nun n = 2, (a,b) € A/I; x A/I,. Wir

wihlen ein Urbild a von @. Es gilt m(a) — (a@,b) = (0,a — b). Die Abbildung
Il — A — A/I2
ist surjektiv, denn das Bild ist

L/LNL2L+1/L=A/l .
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Sei also ¢ € I} mit ¢ =b—a mod I5. Das Ele@ent a+ c ist das gesuchte Urbild,
denna+c=a=a mod Iy unda+c=a+b—a mod Is.
Sei nun n > 2, J = (i_,. Nach Induktionsvoraussetzung ist

A)T = T]/5—0
1=2

exakt. Wir wollen den n = 2-Fall benutzen, um die Exaktheit von
zu zeigen. Dafiir brauchen wir nur:

Behauptung. I +J = A.

Nach Voraussetzung gibt es a; € I, b; € I; mit a; +b; = 1. Daraus erhalten wir
1=T]]J(a; +b;)) =[] b; mod I;. Das Produkt b; ...b, liegt in I; fiir alle ¢, also
in J. O

Tensorprodukt

Zu einem Paar von A-Moduln M, N definiert man einen neuen, das Tensorpro-
dukt M ® 4 N. Die Definition ist implizit, das neue Objekt wird durch seine
Eigenschaften beschrieben.

Definition 1.13. Seien M, N A-Moduln, P ein weiterer Modul. Fine Abbildung
f:MxN-—P

heifst A-bilinear, wenn fir alle m € M und n € N die Abbildungen f(-,n) :
M — P und f(m,-): N — P Modulhomomorphismen sind.

Das Tensorprodukt von M und N ist ein A-Modul T := M ® 4 N zusammen
mit einer bilinearen Abbildung

0. MxN—->M®aN ;(mn)—men

so dass
HOHIA(M XA N,P) = HomA,bihn.(M X N,P)

fiir alle A-Moduln P.

Man nennt eine solche Definition eine universelle Figenschaft.

Bemerkung. Der Isomorphismus von Homs wird induziert von der Verkniipfung
MxNLMesN—P.

In Worten: Jede bilineare Abbildung M x N — P faktorisiert eindeutig iiber 6.

Satz 1.14. Das Tensorprodukt existiert und ist eindeutig.
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Beweis: Eindeutigkeit: Seien (T, 0) und (T”,0") zwei Tensorprodukte. Die Ab-
bildung ¢’ : M x N — T’ ist bilinear. Nach der universellen Eigenschaft von
(T, 0) gibt es dann eine Faktorisierung

0:MxNLTL
Ebenso gibt es

0: MxNLTLT
Behauptung. fog=id.

Es gilt
f0909/=f09=9/=id09/.

Wegen der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft von 6’ folgt f o g = id.
Existenz: Sei T der freie A-Modul

@ A= {Zaj(mj,nj) |n>0,a; € A,m; € M,njiN} .
i€EM XN j=1

Wir definieren M x N — T durch (m,n) — 1(m,n). Hieraus wollen wir eine
bilineare Abbildung machen. Dies erzwingt Relationen. Sei R C T der Unter-
modul, der erzeugt wird von

(m+m',m) — (m,n) — (')
(myn+n') — (m,n) — (m,n’)
(am,n) —a(m,n)
(mv CLTL) - a(m7 TL)
fiir alle m,m’ € M, n,n’ € N,ae€ A. Sei T = T/R Wir schreiben m ® n fiir
(m,n)+ R. Sei (m,n) = m @ n. Es gilt
(m+m)@n=men+m @n,me n+n)=mean+men
(am)®@n=a(m®n) =m®e (an)
insbesondere ist 6 eine bilineare Abbildung.
Behauptung. (7,0) erfillt die universelle Eigenschaft.
Sei f: M x N — P bilinear. Wir definieren

flT — P ;Zaj(mj,nj) — Zajf(mj,nj) .

Dies ist ein Modulhomomorphismus. R liegt im Kern von f , z.B. gilt

f((m+m',n)—(m,n)—(m’7n)) :f(m+m/7n)_f(m7n)_f(m/7n) =0

Daher faktorisiert f iiber T = T/ R. Dies ist die einzige M6glichkeit, denn es

muss f(m,n) = f(m ®n) gelten. O
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Elemente der Form m ® n heiflen Elementartensoren. Im allgemeinen ist nicht
jeder Tensor elementar.

Satz 1.15. Seien V,W K -Vektorrdume mit Basen {e; | i € I} und {f; | j € J}.
Dann ist {e; ® f; | i € I,j € J} eine Basis von V @ W. Insbesondere ist
dim(V @g W) =dimV - dim W.

Beweis: Wir zeigen, dass die angegebene Menge ein lineare unabhingiges Erzeu-
gendensystem ist. Aus dem Beweis der Existenz kennen wir eine Beschreibung
von V@ W. Sei > A\pvg ® wy, ein beliebiges Element. Es gilt

Vg = E ARi€; ; Wk = E brj fj

mit ag;, bi; € K. Es folgt

Z AUk @ Wy, = Z )\k(z agie;) ® (Z bijfi) = Z Akapibiies @ fj .

Die e; ® f; sind ein Erzeugendensystem. Sei

D aijei® f;=0.

Sei f: V x W — P ein bilineare Abbildung. Nach Voraussetzung gilt dann
Y- ai; f(e, f;) = 0. Wir wihlten speziell P = K und

fkl VxW-—=K ,(Z biei,chfj) — bkc; .
Also gilt
0= aijfulei f;) = ar -
Demnach sind die Vektoren linear unabhéngig. O

Fasst man K™ als Spaltenvektoren auf, so entsprechen die Elemente von K™ ®
K™ den n x m-Matrizen.

Bemerkung. In der Physik ist oft die Rede von Tensoren, entwar dem Trégheits-
tensor. Sei dafiir M eine Mannigfaltigkeit (die Raumzeit oder ein Phasenraum),
V =TM, der Tangentialraum in einem Punkt. Dann ist

T"=V®.. . VeaV'®...eV" qbzw. p Faktoren)

(V* = Homg(V,R) der Dualvektorraum) der Raum der p-fach kontravarianten
und g¢-fach kovarianten Vektoren. Sie bilden ein Vektorraumbiindel auf M.

Beispiel. Z/3 ®z Z/2 hat als Erzeuger m ® n mit m € Z/3 und n € Z/2. Es
folgt

men=>Am)@n=4men)=me 4n)=mx0=0m®0) =0

Also verschwinden alle Erzeuger von Z/3 ®z 7Z/2. Das Tensorprodukt ist der
Nullmodul.
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Satz 1.16 (Rechenregeln). Seien M, N, P Moduln fiir den Ring A. Dann gibt
es kanonische Isomorphismen

(i) M@N=NeM
(1)) MN)@ P=2M®(NQP)
(iii) (M ®N)@P=(M®P)®(NP)
(iv) A M = M.
(v) Fiiri eI sei M; ein Modul. (B,c; Mi) ® N = @, (M; ® N).
Beweis: Alle Beweise verlaufen nach dem gleichen Muster. Z.B. (iv):
Behauptung. M erfillt die universelle Eigenschaft fir A ® M.
Sei 6 : A x M — M definiert durch (a,m) — am. Gegeben sei eine bilineare
Abbildung f : A x M — P. Man definiert f : M — P durch f(m) = f(1,m).
(Dies ist die einzige Moglichkeit). Dann gilt f = f o 6.
Interessant ist noch (iv): Sei
f @M xN-P
eine bilineare Abbildung. Dann ist jede der Abbildungen
fi:Mjx N—EM; x N—P
bilinear, faktorisiert also eindeutig {iber eine lineare Abbildung
f]’ :M; @ N — P.
Dann ist
=31 @MeN) - P

die gesuchte lineare Abbildung. Sie ist eindeutig durch f bestimmt. O

Bemerkung. Wendet man dies auf freie Moduln an, so erhélt man das Ana-
logogn von Satz 1.15 fiir Moduln iiber beliebigen Ringen.

Satz 1.17. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es Funktoren

fs
{A-Moduln} . {B-Moduln}
J
indem jedem A-Modul M der B-Modul B ® 4 M zugeordnet wird (Skalaren-
erweiterung), bzw. ein B-Modul N als A-Modul aufgefasst wird (Skalarenein-
schrinkung).

Beweis: Jeder B-Modul ist auch ein A-Modul. Ist M ein A-Modul, so wird
B ®4 M ein B-Modul via

BxB®sM—B®aM ;b @m)— (bb)@m .
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Lokalisierung

Definition 1.18. Sei A ein Ring. Fine Teilmenge S C A heifit multiplikativ,
wenn1le€ S, 0¢85 und s,t € S = steS. Wir setzen dann

S‘lA:SxA/N:{g\aeA,seS}/N

. / . . . .
wobei & ~ % genau dann, wenn es ein t € S gibt mit (as’ — as)t = 0. Wir
definieren

a d as'+ds ad aa

!

s s’

S~1A heifit Lokalisierung von A an S.

I

: =
ss’ s s Ss

Wir werden gleich iiberpriifen, dass dies einen Ring definiert.

Beispiel. (i) Wenn A ein Integritétsbereich ist, dann vereinfacht sich die

. . . ’ . .
Aquivalenzrelation zu ¢ ~ % genau dann, wenn as’ = a’s. Speziell fiir

S = A~ {0} erhalten wir den Qutientenkérper von A.

(i) A=7,5=1,3,9,.... Dann ist S~! A die Menge der Briiche, deren Nenner
eine Potenz von 3 ist.

(iii) A = Z, p eine Primzahl, S = {n € Z | (p,n) = 1. Dann ist S™'Z = Z,),
die Menge der Briiche, deren Nenner nicht durch p teilbar ist.

(iv) Sei A ein Ring, f € A ein Element. Dann ist S = {f* | i € Ny} mul-
tiplikativ. Man schreibt fiir S™'A auch Ay, die Lokalisierung von A an

1.

(v) Sei A ein Ring, m C A ein maximales (allgemeiner: Primideal, s.u.). Dann
ist § = A~ m eine multiplikative Menge. ( f 20 mod m,g # 0 mod m =
fg # 0 mod m, denn A/m ist ein Korper.) Man schreibt fiir S~*A auch
Ay, die Lokalisierung von A an m.

Lemma 1.19. Die Lokalisierung ist ein Ring.

Beweis:

Behauptung. ~ ist eine Aquivalenzrelation.
Die Relation ist symmetrisch und reflexiv. Zur Transitivitét:

a a/ a//
—~—n~—=(as' —d's)t=0,(d's" —a"s ) u=0
s S/ S//

Die erste Gleichung wird mit us” multipliziert, die zweite mit ¢s.

= 0 = ut(ass” —a'ss") +ut(a's"s — a"s's) = uts'(as” — a"s) = e

Behauptung. + ist wohldefiniert.
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Sei & ~ 2 d.h. es gibt t € § mit t(as’ — a’s)) = 0. Dann gilt

s’

a b au+t+bs d

b du+bs
m

s'u

"
s u su E

Zu untersuchen ist die Differenz
(au+bs)(s'u) — (a'u+bs") (su) = au®s’ + buss’ — a’'u?s — bss'u = u?*(as’ —a's) .

Sie wird von ¢ annuliert. Wegen u?t € S ist dies die gesuchte Relation.
Die iibrigen Behauptungen und Axiome werden ebenso iiberpriift. O

Lemma 1.20. Die Abbildung A — S™'A via a — 1 ist ein Ringhomomorphis-
mus. Sie ist genau dann injektiv, wenn S nullteilerfrei ist.

Beweis:
a b al + bl a+b
e T T v
ab 30 _ 0
11 1

Der Kern ist

{a€A|(1L~(1)}={a€A| es gibt s € S| s(al —01) =0} .

O

Im Falle eines Integritatsbereichs kénnen alle Lokalisierungen als Unterringe des
Quotientenkorpers aufgefasst werden.

Definition 1.21. Sei M ein A-Modul, S C M eine muliplikative Teilmenge.
Wir setzen m
STIM={=|meM,se S}~
5

wobei T~ ’:—,, genau dann, wenn t(sm’ — s'm) fir eint € S.
Lemma 1.22. S~'M ist ein S~ A-Modul. Es gilt
STTA®s M=2STIM .
Beweis: Die Modulstruktur wird durch
a m am
(=) st

st
gegeben. Wohldefiniertheit und alle Axiome sind leicht zu iiberpriifen. Diese
Skalarmultiplikation

STMAXM — ST'TAXx ST'M — STt M
ist A-bilinear, also gibt es eine eindeutige A-lineare Abbildung

¢:STTA®s M — STIM .
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Behauptung. Dies ist ein S~'A-Modulhomomorphismus.

a b abm  abm ab
S e =T = T e

Behauptung. ¢ ist surjektiv.

2= ¢(% ®m).

Behauptung. ¢ ist injektiv.

Ein beliebiges Element von S A4 @4 M kann geschrieben werden als

1 . 1
Sn®281818nalblml:;®m

S1 .

(8; bedeutet, dass dieser Faktor weggelassen wird.) Ein solches Element liegt im

Kern von ¢, wenn = = 0 also wenn es t € S gibt mit tm = 0 in M. Dann gilt

1
aber auch
1 1
- @m=—Qtm=20.
s st

O

Bemerkung. Ist 0 — M; — My — M3 — 0 exakt, so ist auch 0 — S™'M; —
S~IM, — S™'Msy — 0 exakt. Fiir beliebige Tensorprodukte ist das falsch. Im
allgemeinen ist nur N ® M7 — N ® My — N ® M3 — 0 exakt.

Geometrische Interpretation
Sei in diesem Abschnitt & ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Satz 1.23. Sei V C A" eine affine Varietdt iber k.

(i) Die offenen Mengen Uy = V \ V(f) fir f € k[V] sind eine Basis der
Zariski- Topologie, d.h. jede offene Menge ist Vereinigung von solchen.

(ii) Uy ist isomorph zu einer affinen Varietit Uy C A" mit Ring der re-
guldren Funktionen

k(O] = K[V

Wir sagen: Jede Zariski-offene Teilemenge einer affinen Varietéit kann durch
affine Varietdten iiberdeckt werden.

Beweis: Sei U =V \ V(S) Zariski-offen. Nach Definition ist

VS = VH=VV(E)=Vv~V(H=]Us

fes fes fes
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Sei nun V' = V(7)) fiir eine Teilmenge T C k[X7, ..., X,]. Das Element f € k[V]

wird reprisentiert durch f € k[X1,..., X,]. Sei nun
T=TU{fXni1—1} Ck[X1,...,Xn41] Uy =V(T)
Damit gilt

Uf ={(x1,.+, Tn,Tpy1) € K" | (21,...,2,) €V und f(ml,...,xn)xnﬂ =1}

Die Koordiante Ty ist also eindeutig durch x1,...,x, bestimmt, die Projek-
tionsabbildung Uy — V ist injektiv. Die Gleichung ist genau dann l6sbar, wenn

flae,...,zn) = f(z1,...,2,) #0,
also der Bildpunkt in Uy liegt. Dies ist die gesuchte Bijektion
U ¢ — Uy
Dasselbe Argument zeigt, dass auch die offenen Teilmengen von Uy und U [
iibereinstimmen, d.h. die Abbildung ist ein Homdomorphismus.

Behauptung. Fir g : V — k reguldir ist auch die Restriktion g : fff — k
requldr.

g ist reprisentiert durch ein Polynom ¢’ € k[Xy,...,X,] C k[X1,..., X11].
Dann ist ¢’ auch ein Repriisentant von 7*g. ~
Damit haben wir einen Ringhomomorphismus 7* : k[V] — k[Uy].

Behauptung. 7* faktorisiert durch k[V];.

Wir miissen iiberpriifen, dass 7* f invertierbar ist. Das Inverse ist die Funktion
Xpt1, denn in k[Uy] gilt fX,, 41 =1 mod I(T).
Wir haben es mit dem folgenden kommutativen Diagramm zu tun:

kX1, ., Xn] ——  k[X1,..., Xpi]

l !

KXy, Xl /[I(T) ; — k[Xq,..., Xnia/I(T)
| Ik
V] — kU]
Behauptung. k[V]; — k[Uy] ist surjektiv.
Wegen I(T) C I(Uf) ist p surjektiv. Es geniigt daher zu zeigen, dass
K[X1, ., Xol/I(T) ;= k[X1, .o, X /I(T)

surjektiv. Die Erzeuger Xi,..., X, liegen offensichtlich im Bild. Der Erzeuger
Xpi1 = f~! mod I(T) ist das Bild von 1/f.
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Behauptung. k[V]; — k[Uy] ist injektiv.

Sei g/f* € k[V]s, so dass 7*(g/f?) = 0. Diese Funktion wird nach unseren
bisherigen Uberlegungenreprisentiert durch §X,, ;1. Da X, 41 keine Nullstellen
auf Uy hat, folgt hieraus § € I(Uy), d-h. g verschwindet auf ganz Uy. Hieraus
folgt gf = 0 auf ganz V. Nach Definition der Lokalisierung ist dann g/f* = 0
in k[V]y. O



Kapitel 2

Moduln tiiber
Hauptidealringen

Ziel ist der Beweis des Elementarteilersatzes: Ist A eine endliche abelsche Grup-
pe, so gilt
AX2Z/ny X Z/ng X -+ X L/ny .

Eine abelsche Gruppe ist nichts als ein Z-Modul. Der Beweis des Satzes funk-
tioniert gleichermaflen fiir alle Hauptidealringe.
In diesem Kapitel sind alle Ringe nullteilerfrei.

Hauptidealringe und Primfaktorzerlegung

Definition 2.1. I C A heiffit Hauptideal, wenn I = (f) = Af fiir ein f € A.
Ein Integrititsring heifst Hauptidealring, wenn jedes Ideal ein Hauptideal ist.

Beispiel. Z, k[X] (I Satz 2.2), Z[i] (Ubungsaufgabe), alle Korper (trivial). Kei-
ne Hauptidealringe sind Z[v/—5], k[X, Y] (betrachte I = (X,Y).

Lemma 2.2. Sei k ein Kérper. Dann ist der Potenzreihenring k[[X]] ein Haupt-
idealring.

Beweis: Es gilt k[[X]]* = k*, denn
1= "a; X" b X =Y "( > abX*
i j i+j=k

impliziert apby = 1 und rekursiv ist jedes b; eindeutig aus den a; fiir i < j zu
bestimmen.

Jedes f € k[[X]] kann also als X(/)g geschrieben werden, wobei g € k[[X]]*.
Sei I C k[[X]] ein Ideal. Es wird erzeugt von X" wobei v das Minimum der v(f)
fir f e I. O

Dieses Beispiel 148t sich verallgemeinern:

21
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Definition 2.3. Sei K ein Kérper. Eine diskrete Bewertung von K ist eine
surjektive Abbildung
v: K" —17Z

so dass

(i) v(zy) = v(@) +v(y),

(ii) v(@ +y) > min(o(z), v(y)).
A={0}U{zx € K* | v(z) > 0 heifit Bewertungsring von K. Ein Ring, der
isomorph zu einem solchen A ist, heifit diskreter Bewertungsring.

Das Wort diskret bezieht sich auf die diskrete Gruppe Z, im Unterschied zu
Bewertungen mit Werten in R oder Z2. Man kann zwanglos v auf ganz K fort-
setzen, wenn man v(0) = oo setzt.

Beispiel. (i) A = k[[X]] ¢ K = {32, aX" | n € Z,a; € k} fiir einen
Korper k. Die Bewertung ist wie im letzten Beweis definiert, d.h. f =
X gmit g € k[[X]]*. Der Bewertungsring ist der Ring der Potenzreihen.

(ii) Speziell k = C, A der Ring der in einer Umgebung von 0 konvergierenden
Potenzreihen, d.h. der Ring der Potenzreihenentwicklungen von holomor-
phen Funktionen. Die Bewertung ist die gleiche wie im vorherigen Beispiel.

(iii) Sei p eine Primzahl, K = Q, v, : Q — Z bildet p‘a mit a € L, auf i ab.
Der Bewertungsring ist gerade Zy,).

Bemerkung. Seiv: K* — Z eine diskrete Bewertung, a € R eine feste positive
reelle Zahl. Die Abbildung

| [:K—=R;0—0; 2#0—a @

hat alle Eigenschaften eines Absolutbetrages. Dieser Betrag macht dann K zu
einem metrischen Raum. Im Fall K = Q und v = v, erhélt man die p-adische
Metrik auf Q. Die Komplettierung von Q beziiglich dieser Metrik heifit Kdrper
der p-adischen Zahlen.

Satz 2.4. Jeder diskrete Bewertungsring A ist ein Hauptidealring. Er hat ein
eindeutig bestimmites mazximales Ideal, ndmlich

I={zxeAlv(x)>0}
Es gilt A* = {x € A|v(xz) = 0}.
Beweis: Zuniichst bestimmen wir A*. Es gilt v(1) = v(1-1) = v(1) + v(1), also
v(1) = 0. (Damit haben wir auch 1 € A {iberpriift). Sei zy = 1 in A. Dann folgt
0 = v(1) = vlwy) = olx) +v(y)

Da z,y € Aist v(x),v(y) > 0. Es folgt v(x) = v(y) = 0. Ist umgekehrt v(z) = 0,
so ist x # 0 und hat demnach ein Inverses y in K. Dieses Inverse hat die
Bewertung 0, liegt also auch in A.

Sei nun I wie im Lemma angegeben.
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Behauptung. Dies ist ein Ideal, das jedes echte Ideal enthdlt.

Seien z,y € I, d.h. v(x),v(y) > 0. Dann folgt v(z + y) = min(v(z),v(y) > 0.
Fir a € I und z € I folgt v(az) = v(a) + v(x) > 0, also ax € I. Damit ist I ein
Ideal. Sei J C A ein Ideal ungleich A, d.h. J enthélt keine Einheiten. Sei x € J.
Dann ist einerseits v(x) > 0, andererseits v(x) # 0. Also liegt = in 1.

Behauptung. Alle Ideale sind Hauptideale.

Sei J ein Ideal, 7 € J ein Element mit minimaler Bewertung. (Wegen v(J) C Ny
gibt es ein solches Element.) Sei « € J beliebig. Dann gilt

X

v (7) =wv(z) —v(r) >0

™

nach Wahl von 7. Also liegt y = £ im Bewertungsring und = = yr € (). O

Bemerkung. Sei I = (7). Dann ist jedes andere Ideal von der Form (7™) mit
n € Np.

Definition 2.5. Sei A ein Integrititsring. a € A heifst irreduzibel, wenn a
keine Finheit ist und aus a = bc in A folgt b Einheit oder a FEinheit. a heifit
Primelement, wenn a # 0 und a keine Einheit und aus a | be folgt a | b oder
a|ec.

Beispiel. In Z sind die irreduziblen Elemente die Primzahlen, in k[X] die irre-
duziblen Polynome.

Lemma 2.6. Primelemente sind stets irreduzibel. Ist A ein Hauptidealring, so
sind irreduzible Elemente prim.

Beweis: Sei a Primelement, a = bc. Dann folgt ohne Einschrinkung b = ab/,
also a = abb'c = a(1 —V'c) =. Da a # 0 und A ein Integritétsring, muss 1 = bc’
gelten, dh. ¢ ist Einheit. Der Umkehrschluss wurde in I Lemma 2.10 gezeigt.
Dort ging es um Polynomringe, aber das Argument war allgemein. O

Definition 2.7. Ein Integrititsring heifst faktoriell, wenn jedes Element un-
gleiche Null eine Zerlegung in Primfaktoren hat, d.h. zu 0 # x € A gibt es
irreduzible p; € A mit

a=pi...Pn -

Hat man zwei solche Darstellungen p1...pn = q1...Qm, Sow st n = m und
nach geeigneter Umnummerierung gilt p; = u;q; mit u; € A*.

Beispiel. Z, k[X], aber auch k[X1,...,X,] (kein Beweis).
Satz 2.8. Hauptidealringe sind faktoriell.

Beweis: Man vergleiche den Beweis von I Theorem 2.11, den Fall von Polynom-
ringen. Tatsdchlich wurde nur verwendet, dass in einem Hauptidealring gerech-
net wird. ]
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Elementarteilersatz

Theorem 2.9 (Elementarteilersatz). Sei A ein Hauptidealring, N ein end-
lich erzeugter A-Modul. Dann gilt

N=2A"xA/(q1) x Af(g2) x ... A/ (qn)

mit 0 # q; € A und q; | ¢;—1. Die Zahl r und die Folge der Ideale

(¢1) O (g2) D+ D (an)
ist eindeutig bestimmt.

Die ¢; heilen FElementarteiler von M. Fir A = 7Z erhalten wir den mehrfach
genannten Elementarteilersatz.

Theorem 2.10 (2. Version des Elementarteilersatzes). Sei A ein Haupt-
idealring, F' ein freier A-Modul von endlichem Rang, M C F ein Untermodul.
Dann gibt es eine Basis e1,...,e, von F und Elemente qi,...,q, € A~ {0}
mit q; | ¢i+1, so dass

{qiei ‘Z: 1,...,TL}

eine Basis von M ist. Die Folge der Ideale (q1), ..., (qn) ist eindeutig bestimmdt.

Bemerkung. In 2.10 sei N = F/M. In der Basis des Theorems gilt dann
N>2A/(q1)x...A/(qgn) X A"

mit r = m — n. Dies ist ein endlich erzeugter Modul. Die Eindeutigkeit in 2.9
impliziert also die Eindeutigkeit in 2.10. Sei umgekehrt N ein A-Modul mit
Erzeugenden x1,...,x,,. Sei F ein freier A-Modul mit Basis by,...,b,,. Dann
gibt es eine surjektive Abbildung

F—N; b+—x;.

Sei M der Kern. Die Existenz der Elementarteiler in 2.10 impliziert also die
Existenz der Zerlegung in 2.10
Der Beweis ist aufwendiger, wir holen aus.

Definition 2.11. Sei A ein Ring, M ein A-Modul. x € M heiffit Torsions-
element, falls es 0 # a € A gibt mit ax = 0. M heifst Torsionsmodul, wenn
jedes Element ein Torsionselement ist. M heifit torsionsfrei, wenn 0 das einzige
Torsionselement ist.

Beispiel. Fiir A =7 sind Z/5 und Q/Z Torsionsmoduln.

Satz 2.12. Sei M ein endlich erzeugter torsionsfreier Modul iber einem Haupt-
idealring. Dann ist M frei.

Wir arbeiten vor:
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Lemma 2.13. Sei A ein Ring,
0-N—-M-F50

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln.

(i) Wenn es eine Abbildung v : F — M gibt mit w o ¢ = id, dann ist M =
N@F.

(i) F sei freier A-Modul. Dann gilt M 2 N & F.
Beweis: Wegen 7 o1 = id ist ¢ injektiv. Sei F = Im(4)).
Behauptung. FNN=0.

Sei z € FNN. Nach Voraussetzung ist N = Ker, also 0 = 7(x). Wegen z € F
gilt = (y), zusammen also y = 7y (y) = 0.

Behauptung. Die natiirliche Abbildung N ® F — M ist ein Isomorphismus.

Der Kern sind Paare (f,n) mit f +n =0, also f = —n € NN F = 0. Damit
ist die Abbildung injektiv. Sei € M beliebig, n =  — ¢ (z). Es gilt n(n) =
m(z) — mpm(z) = w(z) —idw(z) = 0, also n € N. Es gilt ¢yw(z) € F = Im). Es
folgt © = n + Ym(z), d.h. z ist Bild des Paares (n, ¥r(x).

Sei nun F' freier A-Modul. Sei B = {b; | i € I} eine Basis von F, d.h. jedes
Element von F ist eindeutige (endliche) Linearkombination von Elemente aus
B. Wihle Urbilder b; € M der b;. Wir definieren

v F—M; Zaibi»—»Zail}i.
il iel
Offensichtlich ist 7o = id. O

Bemerkung. v heifit Schnitt von 7. Die Abbildung p = ¥ ist ein Projektor,
d.h. p? = Yy = ¢idm = p. Projektoren erzeugen stets eine Zerlegung in
direkte Summen (Ubungsaufgabe).

Lemma 2.14. Sei A ein Hauptidealring, M C A™ ein Untermodul. Dann ist
M frei von Rang hdchstens n.

Beweis: Induktion nach n. Fiir n = 1 ist M ein Ideal. Da A ein Hauptidealring
ist, gilt M = (f) = Af fir ein f € M. Dieses Element ist Basis, da Hauptideal-
ringe nullteilerfrei sind.

Sei nun n > 1 beliebig, 1 < m < n. Wir betrachten

p: A" — A™

die Projektion auf die ersten m Koordinaten. Der Kern ist 0™ x A™~ ", also
frei. Sei m = p|p. Der Kern von 7 ist enthalten im Kern von p, also frei nach
Induktionsvoraussetzung. Das Bild von 7 ist enthalten in A™, also ebenfalls frei
nach Induktionsvoraussetzung. Die Sequenz

0—-Kermr—> M —Imm—0
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ist exakt. Nach dem letzten Lemma folgt M = Ker 7 @ Im 7. Als direkte Summe
von freien Moduln ist M frei. Der Rang von M ist die Summe der Rénge von
Ker 7 und Im 7, nach Induktionsvoraussetzung also héchstens m +n —m. [

Beweis von Satz 2.12. Sei A der Hauptidealring, M ein endlich erzeugter tor-
sionsfreier A-Modul. Seien 1, ...,zx Erzeuger von M. Darin sei {z1,...,2z,}
eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Fiir ¢ > n gilt

;T + ;171 + 0+ ATy =0

mit a; # 0, denn sonst wire {z1,...,z,,x;} linear unabhéingig. Mit anderen
Worten: a;x; €< x1,...,xTy, >. Seib = Hfin_H a;. Dann ist br; €< x1,...,T, >
fiiri =1,..., N. Wir definieren

¢o:M—M; x—br.

M ist torsionsfrei, daher ist Ker¢ = {z € M | bz = 0} = 0. Damit ist M =
¢(M): Das Bild von ¢ liegt in < x1,...,x, >= A™. Der Untermodul ¢(M) ist
dann frei. O

Bemerkung. Das letzte Lemma folgt umgekehrt sofort aus dem Satz: Ein
Untermodul eines torsionsfreien Moduls ist torsionsfrei. Fiir Hauptidealringe
sind Untermoduln von endlich erzeugten Moduln endlich erzeugt (siehe spéter:
Theorie der noetherschen Ringe). Sind torsionsfreie endliche erzeugte Moduln
frei, so tibertréigt sich das auf Untermoduln.

Beispiel. Sei p eine Primzahl, QQ ist eine torsionsfreie abelsche Gruppe, aber
nicht frei, denn je zwei Briiche sind linear abhéingig.

Korollar 2.15. Sei A ein Hauptidealring, M endlich erzeugter A-Modul. Sei
T ={x € M| z ist Torsionselement}
Der Torsionsuntermodul. Dann ist F = M/T frei, und es gilt
M>=ToF .

Beweis: Offensichtlich ist F' endlich erzeugt. Sei x € F' ein Torsionselement, d.h.
es gibt @ € A mit ax = 0. Sei Z ein Urbild von z in M. Dann gilt az € T, d.h
es gibt b € A mit baZ = 0. Nach Definition liegt dann Z im Torsionsuntermodul
T, d.h. aber = 0 in M/T. Damit ist F' torsionsfrei, nach Satz 2.12 also frei.
Die Sequenz

0—-T—-M—-F—=0

ist exakt. Nach Lemma 2.13 (ii) folgt M 2T & F. O
Beweis der Eindeutigkeit in Theorem 2.9. Sei

M= A" x A/(q1) x Af(g2) X ... Af(qn) -
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Dann ist F' = M/T = A". Nach dem Korollar ist r der Rang von M/T, also
eindeutig nach Lemma 1.9. Wir betrachten nur noch Moduln der Form

Af(q1) x Af(g2) < ... A/ (gn)

mit ¢; # 0 und g; | ¢;+1. Seien py, ..., py teilerfremde Primteiler von ¢, (und da-
mit aller ¢;). Sei ¢; = u;p7* ... p** die Primfaktorzerlegung. Die Teilerfremdheit
bedeutet, dass das Hauptideal (p;"") + (p;j ) fiir [ # j der ganze Ring ist. Damit
sind die Voraussetzungen des chinesischen Restsatzes erfiillt. Wir konnen A/(g;)
zerlegen in Faktoren der Form A/ (p;j ‘). Zu zeigen ist nun die Eindeutigkeit der

Folge der Exponenten e;; in

k
M= [TA/5) x - x A/ (i)
i=1

Sei k; = A/(p;) der Restklassenkorper.

Wir betrachten Th = {x € M | piz = 0}. Fiir ¢ # 1 hat A/(p§) keine solchen
Elemente, fiir ¢ = 1 sind es in A/(p$) die Vielfachen von pflz*l. M/T; ist ein
k1-Modul, also ein Vekorraum. Seine Dimension d ist die Anzahl der Elemente
von {e;; >01]j=1,...,n}. Weiterhin ist

k
M/Ty = [T A/]) < - x A/(p]™)
=1

mit fi; = e;; — 1 und f;; = e;; fiir ¢ # j. Nach Induktionsvoraussetzung sind
die f;; eindeutig bestimmt. Man beachte, dass Faktoren mit e;; = 1 nicht aus
M/T; abgelesen werden kénnen. Thre Anzahl ist jedoch aus d abzulesen. O

Beweis der Existenz in Theorem 2.10. Sei F freier A-Modul vom Rang m, M C
F ein Untermodul. Nach Lemma 2.14 ist M ebenfalls frei vom Rang hochstens
m. Wir betrachten einen beliebigen Modulhomomorphismus

AN F—A.

Dann ist A(M) ein Untermodul von A, also ein Ideal Jy. Ein Ideal ist umso
grofer, je weniger Primfaktoren sein Erzeuger hat. Sei A; ein Funktional, so
dass Jy, maximal in der Menge der Jy ist und (q1) = Jy,. Sei 1 € M mit
)\1(.731) = az.

Behauptung. Fir jedes A gilt AM(x1) € (a1).

Sei A : F' — A mit bA\(x1) ¢ (a1). Wir betrachten das Ideal (¢) = (a1,b) D (a1).
Es gibt also o, 0 € A mit ¢ = aa; + 8b. Nun betrachten wir das Funktional
N = al + A Wegen N (1) = ¢ gilt Jy D (¢) D (a1). Dies ist ein Widerspruch
zur Maximalitit von Jy,.

Sei fi,..., fm eine beliebige Basis von F,

rn=cfi+. - cmfm -
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Die Projektion auf auf den Koeffizienten von f; ist ein Funktional, also gilt
¢; € (a1). Alle Koeffizienten von 7 sind durch a; teilbar. Damit gilt

r1 = aje; fireine; € F .
Behauptung. F = Ae; & Ker \;.

Nach Konstruktion gilt A(e;) = 1, also ist Ae; N A; = 0. Sei z € F, dann liegt
y =1 — A (z)e; im Kern von A;. Damit ist  das Bild von (A1(z)e1,y).

Sei F; = Ker A;. Dies ist ein freier Modul, dessen Rang echt kleiner ist als m.
Sei M1 =Mn Fl.

Behauptung. M = Az, & M;.
Wir zerlegen x € M in seine Komponenten, nadmlich
= (A(x)er,x — A (x)ey) .

Wegen A\ (z) € Jy, = (a1), kann der Koeffizient durch a; geteilt werden. A\ (z) =
aay impliziert Aj(z)e; = aaje; = axy € M. Dann liegt aber auch die zweite
Komponente in M. Das Element hat die angegebene Form.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Basis e, . . ., e, von F; und Elemen-
te aso,...a, von A, so dass die a;e; eine Basis von M; sind. Insgesamt haben
wir dann eine Basis von F' und M gefunden. Ebenfalls nach Induktionsvoraus-
setzung gilt a; | a;q1. fiir ¢ > 2.

Behauptung. a; | as.

Sei (¢) = (a1,a2), also gibt es y1,72 mit ¢ = y1a1 + Y2a92. Seipas : M — A
die Projektion auf den Koeffizienten von es;. Wir betrachten das Funktional
A =711 + 72p2. Es folgt

A1 + agea) = A1 (z1 + aze2) + y2(x1 + ages) = y1a1 + Y202 = ¢ .

Wegen der Maximalitdt von Ay und Jy C (¢) C (a1) folgt a1 | c. Dann gilt auch
a1 | az. Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Jordansche Normalform

Wir spezialisieren den Normalteilersatz im Fall A = k[X], wobei k ein Korper
ist. Wir haben gesehen (Lemma 1.4), dass ein k[X]-Modul das Gleiche ist wie
ein Vektorraum zusammen mit einem Endomorphismus.

Lemma 2.16. Ein endlich erzeuter k[X|-Torsionsmodul ist das Gleiche wie ein
endlich dimensionaler k-Vektorraum zusammen mit einer linearen Abbildung
0:V —-V.
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Beweis: Sei M ein endlich erzeugter k[X]-Torsionsmodul. Nach dem Elementar-
teilersatz gilt dann

M = E[X]/(q1) x -+ x k[X]/(qn)

wobei die ¢; Polynome ungleich Null sind. Wie in Algebra I gilt dimy, k[X]/(¢;) =
deg g;, also ist der M zugrundeliegende Vektorraum endlich dimensional. Um-
gekehrt sei M N-dimensional, m € M beliebig. Dann ist die Menge

{m, Xm, X?m,...,X"m

linear abhéngig iiber k, d.h. es gibt a; € k£ mit

iaiXim =0.
i=0

Das Polynom " a; X¢ annuliert m, also ist m torsion. O

Korollar 2.17. Sei V ein endlich dimensionaler k-Vektorraum, 6 : V. — V eine
k-lineare Abbildung. Dann gibt es eine Basis von V, so dass die darstellende
Matriz die Form

Aq 0
A
0 A,
mit A; von der Form
0 0 —ap
1 0 —aq
1 0 —ag
1 0 —Qp_—2
0 0 1 —Qp—1

Dabei kénnen die charakteristischen Polynome
Char(A;)) =ag+ a1 X + -+ ap X™
als Potenzen von irreduziblen Polynomen angenommen werden.

Beweis: Wir wenden den Elementarteilersatz auf den k[X]-Modul V' an, da-
bei zerlegen wir die Elementarteiler ¢; mittels chinesischem Restsatz weiter in
Potenzen von irreduziblen Faktoren:

V= E[X]/(f1) x - X K[X]/(fn) -

Die Matrix A; gehort zu k[X]/(f;). Wir bestimmen also die Matrix der Multi-
plikation mit X auf einem k[X]/(f). Sei f = ag+ -+ + a1 X™ 1 + X™. Wir
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wihlen als Basis die Nebenklassen von 1, X, ..., X™~ ! Die lineare Abbildung
ist Multiplikation mit X. Also
0(1)=1-X,0X)=1-X%...,0X"?)=1.-X""",
Q(Xm_l) = Xm = —(ao —+ - + am_le_l) .

Dies ergibt genau eine Matrix vom angegebenen Typ. Das charakteristische
Polynom berechnet man durch Entwicklung nach der ersten Zeile. O

Korollar 2.18 (Jordansche Normalform). Sei V ein C-Vektoraum, 6 : V —
V' eine lineare Abbildung. Dann gibt es eine Basis von V, so dass die Matriz
von 0 die Gestalt

Aq 0
Ay
0 A,
mit A; von der Form
a 0
1 a
0 1 a
0 1 a

Beweis: Wieder haben wir eine Zerlegung in C[X]/(f;)’s, wobei die f; Potenzen
von irreduziblen Polynomen sind, d.h. f; = (X — a)™. Diesmal wihlen wir
als Basis 1,(X — a),...,(X — a)""!. Diese Elemente sind tatsichlich linear
unabhiingig, da sie verschiedene Grade kleiner n haben. In dieser Basis gilt

01)=X=(X—a)+a
X —a)=X(X—-a)=[(X—a)+a](X —a)=(X —a)®+a(X —a)
(X —a)?)=X(X —a)? =[(X —a)+d(X —a)® = (X —a)® +a(X — a)?

(X —a)" H=(X-a)"X+a(X —a)"'X =a(X —a)"'X mod f;
Die Matrix hat dann die angegebene Gestalt. O

Bemerkung. Natiirlich funktioniert das iiber jedem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper. Die Eindeutigkeitsaussgen im Elementarteilersatz iibersetzen sich
ebenfalls in Eindeutigkeitsaussagen in der Jordanschen Normalform.

Dieser Beweis ist eleganter, als der in linearen Algebra gefiihrte - allerdings ist
es nicht so offensichtlich, wie man daraus eine Konstruktionsvorschrift gewinnt.



Kapitel 3
Noethersche Ringe

Definition 3.1. Sei A ein Ring, M ein A-Modul. M heiffit noethersch, wenn
jede Kette
M1CM2CM3C...

von Untermoduln von M stabil wird, d.h. M; = M;y1 ab einem Index iy. Der
Ring A heifst noethersch, wenn er noethersch ist als A-Modul, d.h. jede Kette

IlCIQCI3C...
von Idealen wird stabil.

Beispiel. (i) Sei M eine endlich abelsche Gruppe. Dann ist M noethersch
als Z-Modul.

(ii) Ein Vektorraum ist noethersch genau dann, wenn er endlich-dimensional
ist.

(iii) Sei A = k[X1, Xa, X3, ...] der Polynomring in unendlich vielen Variablen.
Dann wird die Kette von Idealen

(Xl) C (Xl,XQ) C (Xl,XQ,Xg,) C...
nicht stationdr. Dieser Ring ist nicht noethersch.

Lemma 3.2. Sei M ein A-Modul. M ist genau dann noethersch, wenn alle
Untermoduln von M endlich erzeugt sind.

Beweis: Sei N C M ein Untermodul. Angenommen, N ist nicht endlich erzeugt.
Wir konstruieren eine Kette

Ny C Ny CN3C...

von Untermoduln von N: Sei z; € N~ {0} und N; =< 21 > der von x; erzeugte
Untermodul. Sei o € N ~. N;. Da N nicht endlich erzeugt ist, gibt es dieses
To. Sei nun Ny =< x1,79 >. Iterativ wihlen wir x; € N ~ N;_; und setzen

31
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N; =< z1,...,x; >. Diese Kette von Untermoduln von M wird nicht stabil,
also ist M nicht noethersch.
Seien umgekehrt alle Untermoduln von M endlich erzeugt,

M1CM2CM3C...

eine Kette von Untermoduln. Sei N = |J,~, M;. Nach Voraussetzung ist dieser
Modul endlich erzeugt, N =< x1,...,x, >. Dann gibt es i; mit z; € M;,. Sei k
das Maximum der endlich vielen 7;. Dann gilt z; € My, fiir alle j, d.h. N C M.
Fiir ¢ > k ist dann N C M C N, die Kette ist stationér. O

Beispiel. Ein Ring ist also noethersch, wenn alle Ideale endlich erzeugt sind.
Dies gilt insbesondere fiir Hauptidealringe und erst recht fiir Korper.

Korollar 3.3. Sei M ein noetherscher Modul, N ein Untermodul. Dann sind
auch N und M/N noethersch.

Beweis: Jeder Untermodul von N ist ein Untermodul von M, also ebenfalls
endlich erzeugt. Jeder Untermodul T" von M /N hat ein endlich erzeugtes Urbild
in M. Die Nebenklassen der Erzeuger erzeugen dann T'. O

Korollar 3.4. Sei A ein noetherscher Ring, I C A ein echtes Ideal. Dann ist
A/I noethersch.

Beweis: Nach dem vorherigen Korollar ist A/I noethersch als A-Modul. Damit
sind alle Ideale von A/I endlich erzeugt als A-Moduln, also auch endlich erzeugt
als A/I-Moduln. O

Bemerkung. Unterringe von noetherschen Ringen sind im allgemeinen nicht
noethersch! Jeder Integritétsbereich ist in seinem Quotientenkorper enthalten,
der natiirlich ein noetherscher Ring ist.

Satz 3.5. Sei A ein noetherscher Ring, S eine multiplikative Teilmenge. Dann
ist ST1A noethersch.

Beweis: Sei I € S7'A ein Ideal, J das Urbild von I unter der kanonischen
Abbildung ¢ : A — S~'A. Nach Voraussetzung ist .J endlich erzeugt. Seien
r1,..., 2, diese Erzeuger und y; = ¢(x;) ihre Bilder in /. Sei ¢ € I. Dann gilt
e INg(A). Sei b ein Urbild dieses Elementes in .J. Dann gilt

b=aix1 +...a,2, fiir a; € A
sa a ay Qn
= —=my1+ ... Yyp > —=—y1+ -+ —UYn
1 s ] S
Damit ist I endlich erzeugter S—*A-Modul. O
Satz 3.6. Sei

0—>M1—>M2—>M3—>0

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln. Ms ist noethersch genau dann, wenn
My und My noethersch sind.
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Beweis: Den Schluss von My auf M; und M3 haben wir bereits gezeigt. Seien
nun M7 und M3 noethersch. Sei

Ny C N, C N3 C...
eine Kette von Untermoduln von Ms. Dann wird die Kette
NiNM, C NoNnMy C NsNnM C ...
von Untermoduln von M; stabil. Genauso wird die Kette
Ny /Ny N My C Ny/NoN'My C N3g/NsnNM C ...

von Untermoduln von My /My =2 Mjy stabil.

Behauptung. Sei N C N’ mit NN M, = N' N My in My und N/NNM, =
N'/N'"N My in Ms. Dann ist N = N'.

Sei z’ € N'. Modulo N’ N M liegt es in N, d.h. es gibt z € N mit 2’ —z €
N'NM; =NNM; C N.Damit gilt 2’ € N.
Diesen Schluss kénnen wir nun auf unsere Kette anwenden, sie ist stabil. O

Korollar 3.7. Wenn M noetherscher A-Modul ist, dann ist M endlich erzeugt
als Modul. Ist A noethersch und M endlich erzeugt, so ist M noethersch.

Beweis: Die erste Aussage ist ein Spezialfall von Lemma 3.2. Ist A noethersch,
so sind nach Satz 3.6 auch A2, A3 etc. frei. Ist M endlich erzeugt, so ist M als
Quotient eines A™ wieder noethersch. O

Theorem 3.8 (Hilberts Basissatz). Sei A noetherscher Ring. Dann ist A[X]
noethersch.

Korollar 3.9. Sei A endlich erzeugter Ring tber Z oder einem Kérper. Dann
ist A noethersch.

Beweis: Z und Korper k sind noethersch als Hauptidealringe. Nach dem Theo-
rem sind dann auch Z[Xy,...,X,] und k[X7,..., X,] noethersch. Endlich er-
zeugte Ringe sind Quotienten dieser Polynomringe. O

Beispiel. Z[/—5] ist noethersch. Er wird von v/—5 erzeugt.

Korollar 3.10. Sei k algebraisch abgeschlossener Korper, V. C A} eine af-
fine Varietit. Dann wird V' durch endlich viele Gleichungen in k[Xq,...,X,]
definiert.

Beweis: Nach Definition ist V' = V(S) fiir eine Teilmenge S C k[X7,...,X,].
Es gilt V =V (I), wobei I = I(S) das von S erzeugte Ideal ist. Da k[ X1, ..., X,]
noethersch ist, gibt es endliche viele Erzeuger fi,..., fm von I(S). Es gilt dann
V) =V(f1, s fn)- -
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Beweis des Theorems: Sei I C A[X] ein Ideal. Fiir P = a, X" + ap_1 X" 1 +
-+« + ag mit a, # 0 heilt a,, fiihrender Koeffizient. Sei

a={a € A| a fithrender Koeffizient eines P € I } U {0} .

Dies ist ein Ideal. Da A noethersch ist, ist a = (ay,...,ax). Sei a; fithrender
Koeflizient von P; € I. Wir betrachten

I'=(P,...,P,) CICAX].

Sei n; = deg P; und n das Maximum dieser Grade. Beziiglich dieser P; kénnen
wir eine Variante des Euklidischen Algorithmus verwenden. Sei P € I beliebig
mit m = deg P, a der fiihrende Koeffizient von P. Wegen a € a gibt es u; € A
mit a = > w;a;. Wir betrachten

P ZuiPiXm’”i el.

Der Grad dieses Polynoms ist echt kleiner als m. Dieses Verfahren kann iteriert
werden, solange m > n;. Wir erhalten damit

P=P +Rmit PPcl'degR<n.

Wir haben gezeigt
Ic(L,X,..., X" H+T1,

d.h. T ist in einem endlich erzeugten A[X]-Modul enthalten. Das geniigt nicht!
Genauer: Sei I” = {P € I | deg P < m}. Dies kein A[X]-Ideal, wohl aber ein A-
Modul. Er ist enthalten in dem A-Modul, der von 1, X, ..., X"~ ! erzeugt wird.
Da A noethersch ist, ist auch I endlich erzeugt als A-Modul. Es gilt

[=1"AX]+ T
und sowohl I"” A[X] und I’ sind endlich erzeugte A[X]-Moduln. O

Der folgende Satz ist eine sehr méchtige Anwendung von Argumenten mit
noetherschen Ringen.

Satz 3.11. Sei k ein Korper, E = k[Xy,...,X,]|/I ebenfalls. Dann ist E eine
endliche algebraische Erweiterung von k.

Beweis: Seien x1,...,x, die Bilder der X;. Seien, nach Umnummerieren, z1, ..., T,
algebraisch unabhéngig und z,41,...,x, algebraisch abhéngig von z1,...,z,.
Sei

F=kx,...,2) .

Dann ist E/F eine endlich erzeugte algebraische Erweiterung, also endlich di-
mensional als F'-Vektorraum.

Behauptung. F ist endlich erzeugter Ring iiber k, d.h. von der Form k[Ty, ..., Tg]/J.
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Sei y1,...,ym eine Basis von E/F. Fiir i,j = 1,...,n erhalten wir Gleichungen
zi = fij¥i viti = Y Fiinbk
i k

mit Koeffizienten in F. Sei Fy der von k und den f;; und f;; erzeugte Ring. Da
er endlich erzeugt ist, ist er noethersch. Wir betrachten nun E als Fy-Modul.
Er wird von y1,...,yn erzeugt, denn unsere Gleichungen erlauben es, jedes
Polynom in den wx; als Linearkombination der y; mit Koeffizienten in Fj zu
schreiben. Damit ist E noetherscher Fy-Modul.

Weiter gilt F' C E als Fy-Moduln. Als Untermodul eines noetherschen Moduls ist
F noethersch, also endlich erzeugter Fp-Modul. Insgesamt ist F' endlich erzeugte
Ringerweiterung von k, wie behauptet.

Um unseren Satz zu beweisen, kénnen wir nun E durch F' ersetzen.

Behauptung. FEsist F = k(x1,...,x,) mit algebraisch unabhingigen Elemen-
ten z; und gleichzeitig F' = k[Ty,...,Tg]/J. Dann ist r = 0.

Wir betrachten zunédchst den Fall r = 1, d.h. F = k(X). Seien T; = F;/G;
fir i = 1,...,k mit F;,G; € k[X]. Polynome in den 7; haben als Nenner nur
Produkte der Primfaktoren der GG;. Das Inverse von G1Gs - - - G; + 1 kann nicht
in dieser Form geschrieben werden. Dies ist ein Widerspruch.

Fiir r > 1 argumentieren wir mit Induktion: Wir ersetzen k durch k(z1,...,2,._1).
Der Spezialfall zeigt dann k(z1,...,z,) = k(x1,...,2r—1). O

Geometrische Interpretation

Damit haben wir eine Version des Hilbertschen Nullstellensatz bewiesen.

Theorem 3.12. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Dann sind alle
maximalen Ideale von k[X1, ..., X,] von der Form

m, = (X1 —a1,...,Xn —ay)
fira=(ai,...,a,) € A7.

Beweis: Ideal der angegebenen Form sind tatsdchlich maximal, denn der Ein-
setzungshomorphismus

D, k[Xy,..., X — k X — a;

induziert einen Isomorphismus k[ X7, ..., X,|/m, — k.

Seinunm C k[X7,..., X,] ein maximales Ideal. Auf den Kérper E = k[X,..., X, ]/m
wenden wir den vorherigen Satz an. Er ist eine algebraische Erweiterung von

k. Da k algebraisch abgeschlossen ist, folgt £ = k. Sei «; das Bild von X; in
k[X1,...,X,]/m = k. Dann liegen die X; — «; im Kern der Projektionsabbil-
gung, also in m. Es gilt (X7 — a1, X3 — ag,..., X, — ap) C m. Da beide Ideale
maximal sind, stimmen sie iiberein. O
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Wir haben also eine Bijektion zwischen maximalen Idealen des Polynomrings
und Punkten des affinen Raums. Der Name Nullstellensatz wird in der folgenden
Version klarer.

Korollar 3.13. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper, I ein Ideal von
k[X1,...,Xn]. Dann ist entweder I = (1) oder V(I) # 0.

Beweis: Falls I # (1), dann ist [ in einem echten Ideal m enthalten. Nach dem
Theorem ist m = m, fiir ein a € A}. Dies ist der gesuchte Punkt. O

Korollar 3.14. Sei V(S) C A" eine algebraische Varitit definiert durch S.
Dann gilt

Hierber bezeichnet
VI={fek[X1,...,X,]| esgibtneN mit f* eI}
das Radikal von I.
Beweis: Sei I = I(S).
Behauptung. I C I(V(9)).

Sei f € VT, d.h. es gibt n € N mit f* € I. Dann gilt f(a) = 0 fiir alle a € V/(S),
also auch f™(a) = 0 fiir alle a € V(5).

Behauptung. I > I(V(9))
Sei f € I(V(S)). Ohne Einschrinkung gilt f # 0. Wir betrachten den Ring
k[X1,...,Xn, Y] und hierin das Ideal J, dass von I und 1 — Y f erzeugt wird.
Dann gilt

V(J)=A{(a1,...,an,b) | (a1,...,a,) € V(I),1 =bf(a1,...,an)}

Nach Voraussetzung ist aber f(a1,...,a,) = 0 auf V(I), also gilt V(J) = 0
Nach Korollar 3.13 ist dann J = (1), d.h. es gibt Polynome g¢; € k[X1,...,X,,Y]
fir i =0,...,m und Polynome h; € I fir i =1,...,m, so dass

1:go(l—fY)—Fglhl—l—'-'—Fgmhm

Wir setzen f~! fiir Y ein und multiplizieren dann mit einer geeigenten Potenz
von f, um eine Gleichung in k[Xy,...,X,] zu erhalten. Dies ist der gesuchte
Ausdruck. O

Wir betrachten nun die Abbildungen

I(-) : {Teilmengen von A} } — {Ideale von k[X;,...,X,]}
V(-) : {Teilmengen von k[X7, ..., X,]} — {affine Untervarietiten von A} }

Beide sind inklusionsumkehrend. Wir fassen zusammen, was wir iiber diese Ab-
bildungen wissen:
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Satz 3.15. Sei M C A}, S C k[X4,...,X,] Dann gilt
V(I(M)) =M 1(V(5)) = VI(S)

(M Abschluss beziiglich der Zariski-Topologie). Die Abbildungen 1(-) und V(-
sind inverse Bijektionen zwischen der Menge der affinen Varietditen in A} und
den Idealen I mit I = /1.

Beweis: (i) Die zweite Aussage ist genau Korollar 3.14.

(ii) Sei V = V(I) eine Varietit. Dann gilt V(I(V)) = V(/I) = V(I), da eine
gemeinsame Nullstelle der Elemente von J auch Nullstelle aller Elemente
von v/ J ist.

(iii) Sei J = +/J ein Ideal. Dann folgt I(V (J)) =/ J = J.
(iv) Wegen M C M gilt I(M) D> I(M). Offensichtlich ist V(I(M)) eine affine
Varietit, die M enthilt. Nach Definition ist also M C V(I(M)). Dann

folgt
I(3) > I(V(I(M))) = v/T(M) = I(M)
Zusammen also
IM)=I(M)=V({I(M))=V{I(M))=M
O

Die Koordinatenringe von affinen Varietéten sind genau die reduzierten endlich
erzeugten k-Algebren, d.h. solche mit 2™ = 0 = x = 0 fiir alle Elemente z. Sie
konnen jedoch Nullteiler haben!
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KAPITEL 3. NOETHERSCHE RINGE



Kapitel 4

Primideale

In diesem Kapitel ist A wieder ein beliebiger Ring (kommutativ mit Eins).

Definition 4.1. FEin Ideal p C A heifst Primideal, falls p # A und aus ab € p
folgt a € p oder b € p. Die Menge der Primideale von A heifit Spektrum Spec A.

Beispiel. A = Z, p = (p). Die Bedingung bedeutet also p | ab = p | a oder
p | b, d.h. p ist eine Primzahl — oder p = 0. Die Primideale von C[X] sind von
den Polynomen (X — a) fiir a € C erzeugt, auflerdem gibt es noch p = 0.

Lemma 4.2. p C A ist ein Primideal genau dann, wenn A/p ein Integrititsring
ist. Alle maximalen Ideale sind prim.

Beweis: ab € p ist dquivalent zu ab = 0 in A/p. Wenn A/p nullteilerfrei ist, dann
gilta =0oder b=0in A/p, d.h. a € p oder b € p. Die Umkehrung gilt ebenfalls.
Ist m maximales Ideal, so ist A/m ein Korper, also ein Integritéitsbereich. [

Beispiel. In £[X, Y] sind (X) und (X,Y") Primideale, denn die Quotienten sind
isomorph zu k[Y] bzw. k.

Lemma 4.3. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus, p C B ein Primideal.
Dann ist f~'p ein Primideal. =1 definiert eine Abbildung

/" : Spec B — Spec A

Beweis: Die Abbildung A — B/p hat den Kern f~!p, alsoist A/f~p — B/pf
wohldefiniert und injektiv. Die Nullteilerfreiheit von B/p impliziert, dass auch
A/ f~tp nullteilerfrei ist, also f~!p ein Primideal. O

Bemerkung. Ist umgekehrt q C A ein Primideal, so betrachtet man das Ideal
Bq C B. Dies ist im allgemeinen kein Primideal.

Beispiel. Z — Z]i], ¢ = (2). Dann ist Z[il]q = (2). Es gilt 2 = (1 4+ 4)(1 — i),
aber (1+1) ¢ (2). Also ist dies kein Primideal. Tatséchlich gilt (1+1) = (1 —1)
und (2) = (1+4)? C Z[i].

39
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Bemerkung. In manchen Ringen gilt statt einer eindeutigen Zerlegung von
Elementen in Primfaktoren wenigstens eine eindeutige Zerlegung von Idealen
in Produkte von Primidealen. Wichtigstes Beispiel sind die Ganzheitsringe von
Zahlkorpern aus Definition 0.7. In diesem Zusammenhang, ndmlich als “ideale
Elemente” wurden Ideale urspriinglich eingefiihrt.

Beispiel. In Z[y/-5] sind

1= (2,14 V=5),p2 = (2,1 = vV=5),p3 = 3,1+ )ps = (3,1 = V=5)
Primideale, denn z.B.
ZIV=5]/(2,1+V=5) X Z[X]/(X?+5,2, X + 1) 2 F5[X]/(X* +5,X +1) 2 F,
ist nullteilerfrei. Es gilt

pip2 = (4,2 +2v/-5,6) = (2) .

Geometrische Interpretation

Definition 4.4. Sei X ein topologischer Raum. X heifit irreduzibel, wenn aus
X = A; U Ay fiir abgeschlossene Teilmengen A1, As C X folgt, dass X = A;
oder As. Anderfalls heiffit X reduzibel.

Fiir metrische Rdume ist der Begriff uninteressant: nur einpunktige metrische
Réume sind irreduzibel. Anders fiir Varietéiten:

Beispiel. Sei V = V(XY) C A% Dann gilt V = V(X)UV(Y), ist also reduzibel.
V(X) ist irreduzibel, da echte Untervarietéten endlich sind.

Satz 4.5. Sei k ein algebraische abgeschlossener Korper, V. C A} eine affine
Varietit. Dann sind dquivalent:

(i) V irreduzibel.
(it) I(V) ist ein Primideal.
(i1i) k[V] ist ein Integrititsbereich.
(iv) Jede offene nichtleere Teilmenge ist dicht in V.

Beweis: Bs gilt k[V] = k[X1,..., X,]/I(V). Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ist
also nur Lemma 4.2.
Sei V irreduzibel, fg = 0 in k[V]. Dann gilt

V=V()uVig)

denn in jedem Punkt von V' verschwindet ein Faktor. Es folgt (ohne Ein-
schrinkung) V = V(f), d.h. f verschwindet in jedem Punkt von V', also f =0
in k[V].
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Sei V' reduzibel, V- = A; U Ay zwei echte abgeschlossene Teilmengen. Dann ist
nach Hilbertschem Nullstellensatz I(A;) 2 I(V). Sei f; € I(4;) \ I(V). Dann
gilt fifo € I(V), denn in jedem Punkt von V verschwindet einer der beiden
Faktoren. Damit ist I(V') kein Primideal.

Wir zeigen nun (i)< (iv). Sei U C V offen, nichtleer. Dann ist

V=UU(V\U)

Vereinigung von abgeschlossenen Teilmengen. Ist V' irreduzibel, so gilt V = U
oder V = V\U. Im letzteren Fall ist U = (), d.h. fiir nichtleere offene Teilmengen
gilt V = U. Ist V reduzibel, so gibt eine echte Zerlegung V = V; U V4 in
abgeschlossene Teilmengen. Sei U = V'\ V5. Diese Menge ist dann nicht dicht. O

Beispiel. A" ist irreduzibel.

Zusammen mit Satz 3.15 erhalten wir also eine Bijektion zwischen Spec k[V]
und der Menge der irreduziblen Untervarietéten von V.

Definition 4.6. Sei V' eine irreduzible affine Varietdt. Dann heifst der Quoti-
entenkorper

k(V) = Q(k[V])

des Rings der reguldren Funktionen Funktionenkorper von V.

Bemerkung. In vielen, vor allem &lteren Biichern gehort Irreduzibilitdt zur
Definition von Varietéit. Reduzible Varietéiten heiflen dann algebraische Mengen.

Satz 4.7. Sei V C A} eine affine Varieldt.

(i) Es gilt
V=Wu---uV,

fiir irreduziblen Teilmengen V;.

(ii) Gibt es keine Enthaltenseinsrelationen zwischen den Vi, d.h. ist kein V;
tberfliissig, so sind diese eindeutig bestimmt und heiflen irreduzible Kom-
ponenten von V.

(iii) Sind W, Vi ..., V. C V abgeschlossene irreduzible Teilmengen mit W C
Vi U... V.. Dann folgt Vo C V; fiir eini € {1,...,r}.

Beweis: Wir zeigen zunéichst die Existenz. Wir betrachten die Menge ¥ der
abgeschlossenen Teilmengen von V', die nicht in dieser Form dargestellt werden
konnen. Angenommen Y ist nicht leer. Ihm entspricht einer gewissen Menge von
Primidealen von k[X7,...,X,]. Da der Ring noethersch ist, hat diese Menge
ein maximales Element. Sei Vy das zugehoérige minimale Elemente von X. Die
Menge Vj ist nicht selbst irreduzibel, sonst hatten wir bereits eine Darstellung
gefunden. Es gibt also A, Ay echte abgeschlossene Teilmengen von Vj mit

Vo= A1 UAy
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Nach Wahl von Vj lassen sich dann Ay, Ay in der Form
Ai=Viu---uV!
schreiben. Dann folgt
VO:V11U"'UVT11UV12U'“UVTQQ

Dies ist ein Widerspruch zur Behauptung, also ist ¥ leer. Insbesonder auch
V #£3.
Nun zeigen (iii). Es gilt

W=(WnVi)U...(WnV,)

Da W irreduzibel ist, gilt W = (W N V;) fiir einen Faktor, d.h. W C V;.
Hieraus folgt leicht die Eindeutigkeit: Seien

V=WVu---uV, =W u... W

zwei Zerlegungen in irreduzible Untervarietiten ohne iiberfliissige Faktoren.
Nach (iii) gilt V4 C W; fir ein 4. Ebenfalls nach (iii) gilt W; C V; fiir ein
j. Da es keine Enthaltenseinsrelationen zwischen den V; gibt, folgt ¢ = 7 und
Vi = W;. Ebenso argumentiert man fiir alle V; und Wj. O

Definition 4.8. (i) Sei A ein Ring. Die Krulldimension von A (oder Spec A)
st die maximale Linge n einer Kette von verschiedenen Primidealen von
A:
PoC PG S

(ii) Sei k algebraisch abgeschlossener Kirper, V eine affine Varietit. Die Di-
mension von V' ist die mazimale Linge einer Kette von (nichtleeren) ir-
reduziblen abgeschlossenen Teilmengen von V :

VoVi2--- 2V,

Korollar 4.9. Die Dimension von V stimmt mit der Dimension von k[V] iibe-
rein.

Beweis: Satz 3.15 und Satz 4.5 O

Beispiel. Korper haben die Krulldimension 0. Hauptidealringe wie Z oder k[ X]
haben die Krulldimension 1. Die maximalen Ketten haben die Form 0 C (p) fiir
ein Primelement p. In k[X Y] gibt es die Kette 0 C (X) C (X,Y), also ist die
Dimension wenigstens 2.

Beispiel. In A" gibt es die Kette
A" D V(Xl) D) V(Xl,Xg) DD V(Xl, C ,Xn)

Es gilt dim A™ > n. Tatséchlich gilt Gleichheit! Fiir den Beweis holen wir weit
aus.
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Lokale Ringe

Definition 4.10. Fin Ring heifit lokal, wenn er nur ein eindeutiges maximales
Ideal hat.

Beispiel. diskrete Bewertungsringe, Korper.

Satz 4.11. Sei A ein Ring, p ein Primideal, S = A\ p. Dann ist A, := S™'A
ein lokaler Ring. Er heifit Lokalisierung von A an p.

Beweis: Sei s,t € A~ p. Nach Definition eines Primideals ist dann auch st €
Axp.Dap # A, gilt 1 € S. Anderererseits ist 0 ¢ S. Die Menge ist multiplikativ,
also ist A, definiert.
Wir bestimmen die Einheiten von A,. Es sind Briiche a/s fiir die es a’/s’ (s, s’ €
S) mit

!

aa
1 =——= & esgibt t € S mitt(aa’ —s's) =0 .
ss

Wegen aa't = ss't € S folgt dann a,a’ ¢ S. Ein Bruch ist also invertierbar, falls
Zahler und Nenner in S liegen. Wir betrachten

mzAp\A;:{%|aep,seS}

Dies ist ein Ideal, nimlich S~'p. Jedes andere echte Ideal ist in m enthalten. [

Definition 4.12. FEine Eigenschaft P eines Moduls heif$t lokal, wenn:
M hat P < M, hat P fir alle Primideale.

Lemma 4.13. Sei M ein A-Modul. Dann sind duqivalent:

(i) M = 0.

(i) M, fiir alle p € Spec A.
(i11) My fiir alle m € | Spec A|.
Beweis: Die Implikationen von (i) nach (ii) nach (iii) sind klar. Sei nun M # 0
und es gelte (iii). Sei z € M ~\ {0}. Sei I = {a € A | ax = 0}. Dies ist ein Ideal
ungleich A. Jedes Ideal ist in einem maximalen Ideal enthalten. Sei also I C m.

Nach Voraussetzung ist § € My = 0, also gibt es s € § = A~ m mit sz = 0.
Nach Definition gilt dann s € I C m, Widerspruch. O

Lemma 4.14. Sei ¢ : M — N ein Modulhomomorphismus. Dann sind dquiva-
lent:

(i) ¢ ist injektiv (surjektiv, bijektiv).
(i1) ¢p : My, — N, ist injektiv (surjektiv, bijektiv) fiir alle p € Spec A.

(11t) ¢ : M — N ist injektiv (surjektiv, bijektiv) fir alle m € | Spec A|.
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Beweis: Wir betrachten die exakte Sequenz
0—-Ker¢p =M —N—-Im¢p —0.
Diese Sequenz bleibt exakt bei Anwenden von S—! (Ubungsaufgabe), also
0 — (Ker¢), — My — Np — (Im¢), — 0.

Mit anderen Worten: Ker(¢,) = (Ker ¢),. Die Behauptung folgt nun aus dem
vorhergehenden Lemma. O

Warum lokal, Lokalisierung?

Satz 4.15. Sei k algebraisch abgeschlossener Kérper, V. C A} eine affine Va-
rietit, a € V ein Punkt, m das zugehirige mazimale Ideal von k[V]. Dann gilt

kV]m ={(¢,Us) | f € k[V] mit f(a) #0,¢ € k[Us]}/ ~

wobei Uy = V\ V(f) nach Satz 1.23 affine offene Teilmenge ist und

(0, Us) ~ (4, Ug) & dlv,, = ¢lu,
fir ein h mit h(a) # 0 und Uy, C Ur N Uy,.
Die Aquivalenzklassen der (¢, U ¢) heiflen Funktionenkeime in a.

Beweis: Die Voraussetzung f(a) # 0 ist dquivalent zu f ¢ m. Nach Satz 1.23
gilt k[Uy] = k[V];. Der Satz hat also die rein algebraische Formulierung

kVIm ={(0, /) [ f ¢ m, 0 € k[V]s}/ ~

Wir machen die Aquivalenzrelation ebenfalls explizit. Uj, C Uy ist dquivalent zu
V(h) DV(f) & +/(h) C/(f) < f|h™fireinn > 1. Wegen Uy, = Up» konnen
wir also ohne Einrschrénkung annehmen, dass f [ h und g | h. Sei h = fux.

Dann ist Restriktionsabbildung k[Us] — k[Uy] gegeben durch 75 — ahz Es gilt
also (a/f%,Uys) ~ (b/g’,U,), falls es ein h = fz = gy gibt mit h(a) # 0 und

ax®/ht = byl /b7 in k[V],, also wenn es n > 1 gibt mit

R (hizta — hizib) =0

Wir haben natiirliche Abbildungen k[V]; — k[V]n. Nach der obigen Diskussion
hiingt das Bild von ¢; € k[V]; in k[V], nur von der Aquivalenzklasse ab.

Jedes Element von k[V]y, hat die Form a/f fiir ein f ¢ m, ist also im Bild
eines ¢y. Ist a/f = b/g in k[V],,, so gibt es h ¢ m mit hga = hfb in k[V]. Die
Restriktionen von a/f und b/g nach Uy, stimmen dann iiberein, also gehoren
sie zur selben Aquivalenzklasse. O

Wir iibertragen dies auf beliebige Ringe.
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Spektren

Definition 4.16. Sei A ein Ring. Fine Teilmenge V. C Spec A heif$t abge-
schlossen, falls sie von der Form

V(I)={p€SpecA|ICp}
fiir ein Ideal I C A ist. Spec A\ 'V heifit dann offen.

Beispiel. Sei A = Z, also I = (f) fiir ein f € Z. Dann ist V(f) = V((f)) =
{(p) | p| f} die Menge der Primteiler von f, also endlich. Eine offene Teilmenge
von SpecZ ist also immer Komplement einer endlichen Mengen.

Satz 4.17. Spec A ist ein topologischer Raum.

Beweis: Wir iiberpriifen die Axime in Termen von abgeschlossen Mengen, also
(i) ® und Spec A sind abgeschlossen.
(ii) Sind Iy, I} Ideale, dann ist V(I;) U V(I3) abgeschlossen.

(iif) Seien I;,j € J eine Menge von Idealen. Dann ist J,c; V/(1;) abgeschlos-
sen.

Es gilt V((0)) = Spec 4, denn (0) C p fiir alle Primideale. Es gilt V((1))
denn 1 ¢ p fiir alle Primideale.

0,

V(Il) U V(Ig) = {p ‘ I; C p oder I C p}
V(I1I2) ={p | 112 C p}

Ist I; C p, dann folgt I1 I5 C p, also
V(Il) @) V(IQ) C V(Illg) .

Angenommen, die Inklusion ist echt, d.h. es gibt p mit p C I; 5, aber p ist werder
in I; noch in I5 enthalten. Dann gibt es Elemente a; € I; \ p und as € I3 \ p.
Das Produkt aias € I1I5 C p. Da p ein Primideal ist, folgt a; € p oder as € p.
Dies ist ein Widerspruch. Schliellich:

N VI)={p|LCpfirallejeJt=qp|> LCpp=V|> I

jeJ jeJ jeJ
O

Bemerkung. Ein Punkt von Spec A heifit abgeschlossen, wenn {p} C Spec A
eine abgeschlossene Menge ist, also V(I) = {p}. Dies ist genau dann der Fall,
wenn p ein maximales Ideal ist. |Spec A| ist die Menge der abgeschlossenen
Punkte von Spec A.
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Beispiel. |SpecZ| ist die Menge der (positiven) Primzahlen.
|SpecCIX]|={(X —a) |a e C} =C.
Ist A lokal, so hat | Spec A| nur ein Element.

Beispiel. Ist V eine affine Varietit, so ist nach dem Hilbertschen Nullstellensatz
| Spec k[V]| = V. Die Zariski-Topologie auf V wird von der Zariski-Topologie
auf Spec k[V] induziert. Umgekehrt entsprechen die Elemente von Spec k[V] der
Menge der irreduziblen Teilmengen von V. V ist dicht in Speck[V]. (Ubungs-
aufgabe)

Lemma 4.18. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann ist die Abbil-
dung f* : Spec B — Spec A mit p — f~'p stetig.

Beweis: Nach Lemma 4.3 ist die Abbildung wohldefiniert. Wir miissen iiber-
priifen, dass die Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind. Sei I C A
ein Ideal.

Behauptung. (f*)~'V(I) C Spec B ist abgeschlossen.

p € (f*)"'V(I) bedeutet f*p = f~tp € V(I),d.h. I C f~1p & f(I) C p. Dies
ist genau dann der Fall, wenn p € V(J), wobei J das von f(I) in B erzeugte
Ideal ist. O

Ein Homdomorphismis ist eine stetige, bijektive Abbildung, derem Umkehrab-
bildung stetig ist.

Satz 4.19. Sei I C A ein Ideal, 7 : A — A/I die Projektion. Dann induziert
7 : Spec A/I — Spec A einen Homdomorphismus zwischen Spec A/I und V (I).

Beweis: Sei p C A/I ein Primideal, 7*p = 7 !p enthilt also 7=(0) = I. Mit
anderen Worten: 7*(p) € V(I). Sei umgekehrt I C q C A ein Primideal.

Behauptung. 7 !(r(q) = g.

Sei a € 771(n(q), d.h. w(a) € 7(q). Dies bedeutet a € q+ I. Wegen I C q folgt
a € q. Die umgekehrte Inklusion ist trivial.

Behauptung. 7(q) C A/I ist ein Primideal.

Als Bild eines Moduls ist 7(q) ein Modul, also ein Ideal. Seien @,b € A/I mit
@b € m(q). Seien a,b Urbilder von @ und b. Dann gilt ab € q nach der vorherigen
Behauptung.j Da g ein Primideal ist, folgt a € q oder b € q und damit @ € 7(q)
oder b € 7(q). Da 7~ !7q ein Primideal ist, gilt 1 ¢ 7(q).

Die Abbildungen 7 und 7* sind also invers zueinander. Die Stetigkeit von
Spec A/T — V(I) ist ein Spezialfall des letzten Lemmas. Sei V(J) C Spec A/I
abgeschlossen, wobei J C A/I ein Ideal. Dann ist 7*(V (1)) = V(7—1(J)), also
ebenfalls abgeschlossen. O

Satz 4.20. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge, ¢ : A — S~ A die natiirli-
che Abbildung. Dann induziert ¢* : Spec S~'A — Spec A einen Homdomorphis-
mus zwischen Spec S™1A und {p € Spec A | SNp = 0}.
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Korollar 4.21. Sei speziell f € A nicht nilpotent, S = {1, f, %, f3,...},
Aj = S7'A. Dann induziert ¢* eine Bijektion zwischen Spec Ay und der offe-
nen Menge Uy = Spec ANV (f) ={p € Spec A | f ¢ p}.

Beweis des Satzes. Sei ¢ C S~'A prim. Dann gilt
R _ a
Pq=1¢ 1q:{a€A|I€q}.

Angenommen, es gibt f € SN ¢*q, dann ist { € q eine Einheit. Dies ist ein
Widerspruch zu g prim.
Sei nun p C A ein Primideal mit S Np = (. Wir betrachten S~!p — S~1A.

Behauptung. Diese Abbildung ist injektiv.

Sei némlich ¢ im Kern, d.h. es gibt ¢ € S mit ta = 0. Das bedeutet dann auch
¢=0in S ~lp.

Behauptung. S~'p ist ein Primideal.

Seien 2,bt € S~! mit £ = 2 fiir ¢ € p d.h. es gibt v € S mit v(cst — abu) = 0.
Dies impliziert, dass vabu € p. Dies ist ein Primideal und nach Voraussetzung
v,u ¢ p. Dann muss a € p oder b € p sein. Weiter gilt S~tA = S~1p genau
dann, wenn % = as fiir ein a € p und s € S. Dies bedeutet, dass es t € S gibt
mit t(a — s) = 0 € p. Dies impliziert ts € p, ein Widerspruch. Damit ist S~1p
tatséchlich prim.

Behauptung. Die Abbildungen ¢* und S~ sind invers zueinander.

Sei ¢ C ST'A. Zu zeigen ist S~'¢~'q = q. Die Inklusion C ist klar. Sei nun

¢ € g. Dann gilt ¢ = f1s. Als Einheit kann % nicht in g liegen. Da q ein
Primideal ist, folgt ¢ € g, also a € ¢~ 'q und damit s e S~lo~1q.

Sei p C A prim mit pU S = (). Zu zeigen ist ¢~ 1S~ 1p = p. Zuniichst D. Sei also
a € p. Dann ist ¢ € S7p und a € ¢71S~tp. Fiir C sei 1€ S~'p, d.h. es gibt
bepund s € S mit § = bs. Also gibt es t € S mit ¢(as — b) = 0. Hieraus folgt
tsa € p. Wegen p prim und s, ¢ ¢ p folgt a € p.

Die Bijektivitiat und Stetigkeit ist damit gezeigt. Sei V(J) C SpecS~!A ab-
geschlossen. Die gleichen Rechnungen wie oben zeigen, dass dann ¢*(V(J)) =
¢*(Spec STLA) N V(¢ 1(J)). Also ist das Bild abgeschlossen in der Relativto-

pologie. O

Bemerkung. Spektren von Ringen sind die Grundbausteine der algebraischen
Geometrie iiber nicht algebraisch abgeschlossenen Kérpern oder beliebigen Rin-
gen, genau wie offene Kugeln in R™ die Grundbautsteine der Differentialtopolo-
gie sind. Ein Schema ist ein topologischer Raum mit einer offenen Uberdeckung
durch Spec A;’s fiir Ringe A;, so dass die Ubergangsabbildungen lokal durch
Isomorphismen von Ringen induziert werden. Dies erlaubt geoemtrische Argu-
mente und Begriffe in der Algebra zu verwenden.

Damit kehren wir zu unserer Dimensionsfrage zuriick.
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Theorem 4.22. Sei k ein Korper. Dann hat A = k[X1,...,X,] die Dimensi-
on n. Jede Kette von Primidealen kann zu einer Kette der Linge n erweitert
werden. Ist

PoCpP1C--ChPa

eine mazximale Kette, dann hat A/p; die Dimension n — i.

Beweis: Die Aussage iiber die Dimension von A/p; folgt aus den vorherigen
Aussagen. Einerseits induzieren die Primideale p; fiir j > 4 eine Kette von
Primidealen in A/p; der Liange n — 4. Ist andererseits 0 = q; C ¢4 - . . gy, €ine
Kette von Primidealen in A/p;, so konnen ihre Urbilder in A mit po,...,p; zu
einer Kette der Linge m zusammengefasst werden. Da alle maximalen Ketten
die gleiche Lénge haben, folgt m = n. Die Aussage soll nun mit Induktion iiber
die Anzahl der Variablen n gezeigt werden. Die Aussage ist wahr fiir n = 0, da
die einzige Kette von Idealen
0Ck

ist. Der Induktionschrit wird in einem Lemma zusammengefasst. O

Lemma 4.23. Sei A ein n-dimensionaler Ring, in dem jede Kette von Prim-
idealen zu einer Kette der Linge n verfeinert werden kann. Dann hat A[X] die
Dimension n + 1, und jede Kette von Primidealen kann zu einer Kette dieser
Ldnge verfeinert werden.

Der untenstehende Beweis ist falsch bzw. hat eine Liicke. Es ist mir
nicht klar, ob er mit den bisher benutzten Methoden mdoglich ist. Die
Aussage folgt aber aus Noethernormalisierung, Satz 5.15.

Beweis: Wir fixieren zunéchst ein Primideal p von A und betrachten die Menge
J der Primideale P von A[X] mit BN A = p. Ein Beispiel fiir ein solches
Primideal ist A[X]p. Dieses Primideal ist in allen an P € J enthalten.

Behauptung. Die einzige Enthaltenseinsrelation in J ist A[X|p C B.

Wir nutzen zunéchst die Bijektion V(I) zu Spec A[X]/I fiir I = A[X]p. Hierbei
bleiben alle Enthaltenseinsrelationen erhalten. Es ist A[X]|/A[X]p = (A/p)[X].
Es genligt es also, den Fall p = 0, A ein Integritéitsring zu betrachten. Sei
S = A~ {0}. Wir nutzen die Bijektion zwischen Spec S~!A[X] und der Menge
der Primideale von A[X], die leeren Schnitt mit S haben. Wieder bleiben alle
Enthaltenseinsrelationen erhalten. Wegen S—!(A[X]) = (S~1A4)[X] kénnen wir
also ohne Einschrankung annehmen, dass A ein Korper ist. In diesem Fall ist
die Aussage klar, da k[X] ein Hauptidealring ist.

Sei nun pg C p1 C ...p, eine Kette von Primidealen in A. Dann ist

AlXpo C A[X]p1 C ... A[X]pn C (P, X)

eine Kette von Primidealen in A[X] der Linge n+ 1. Also hat A[X] mindestens
die Dimension n + 1. Sei andererseits

PoCP1C--- CPm
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eine Kette von echten Inklusionen von Primidealen von A[X] mit m > n. Sei
p; = P; N A. Sollte die Menge der p; weniger als n + 1 Elemente haben, so
verfeinern wir die Kette wie folgt.

Sei j der kleinste Index mit p; = p;41. Nach dem vorher gezeigten folgt aus p; =
p;41 die Gleichheit ; = A[X]p;. Da A die Dimension n hat, tritt dieser Fall
auch wirklich ein. Die Kette ; fiir ¢ > j induziert eine Kette von Primidealen
in A/9B; = (A/p;)[X]. Der Ring A/p; hat die Dimension n — j, also hat dieser
Teil der Kette nach Induktionsannahme die Lange n — j 4 1. Zusammen mit den
ersten j Schritten ergibt sich m =n + 1. O

Korollar 4.24. Sei k algebraisch abgeschlossener Kérper. Dann hat A} die
Dimension n. Ist V. C A} eine irreduzible affine Varietit der Dimension d, so
gibt es eine Kette von irreduziblen Untervarietiten

Vo Vi CV=VgC Va1 C---CV, =A7

Insbesondere ist d < n.
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KAPITEL 4. PRIMIDEALE



Kapitel 5
Ganze Ringerweiterungen

Satz 5.1. Seien A C R Ringe, x € R. Dann sind dquivalent:
(i) Es gibt ay,...,a, € A mit 2" + a1z '+ +a, = 0.
(i) Alz] ={> 1 jaiz" | n € No,a; € A} ist ein endlich erzeugter A-Modul.

(iii) Es gibt einen Teilring B C R, der A und xz enthdlt und der endlich er-
zeugter A-Modul ist.

Beispiel. Seien speziell A C R Korper. Dann bedeuten die Bedingungen:
(i) x ist algebraisch iiber A.
(ii) A[z] ist ein endlich dimensionaler A-Vektorraum.
(iii) A,{z} C B und B ist ein endlich dimensionaler A-Vektorraum.
In dieser Form ist der Satz aus der Algebra bekannt. Der Beweis bleibt derselbe.

Beweis: (i) = (ii): Sei M C R der A-Modul, der von 1,z,...,2"" ! erzeugt
wird. Nach Vorraussetzung gilt

n 1

" =—a1x" " — - -—ap, €M

Rekursiv erhélt man also 2"/ € M fiir alle j. Es folgt Alx] C M. Die umge-
kehrte Inklusion ist klar. Insbesondere ist A[z] endlich erzeugt.

(it) = (vit): Wéhle B = Alx].

(iii) = (i): B werde von yi,...,y, also A-Modul erzeugt. Wegen = € B gilt
xy; € B. Es gibt also Koeflizienten a;; € A mit

TY; = Z A;5Y;
J

Dies kann als ein lineares Gleichungssystem fiir die y; gelesen werden. Sei d die
Determinante der Koeffizientenmatrix, also das charakteristische Polynom von

o1
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(a;7). Die Spalten der Koeflizientenmatrix sind linear abhéngig. Nach Lemma
5.2 folgt y;,d = 0 fiir s = 1,...,n. Da B von den y; erzeugt wird, folgt bd = 0
fiir alle b € B, insbesondere auch 1d = 0. Das charakteristische Polynom ist die
gesuchte Polynomialgleichung fiir x. O

Lemma 5.2. Sei R ein Ring, B eine quadratische Matriz mit Koeffiziente in
B. Wenn das Gleichungssystem By = 0 eine nichttriviale Lisung (A1, ..., An)
hat, so folgt \; det B =0 fiir alle 1.

Beweis: Falls R nullteilerfrei ist, kann die Rechnung im Quotientenkorper erfol-
gen. Die Aussagen iiber die Determinanten folgen dann aus der linearen Algebra.
Fiir den allgmeinen Fall gehen wir die Beweise durch: Die Determinante wird
durch die Leibniz-Formel definiert. Sie ist multilinear und alternierend in den
Zeilen und Spalten. Insbesondere bleibt sie unverédndert, wenn man ein Vielfa-
ches einer Spalte zu einer anderen addiert. Wir multiplizieren also die Spalte 4
mit \; (dies mutlipliziert die Determinante mit A\; und addieren dann das Aj-
fache der Spalte j fiir alle j # . In der neuen Matrix verschwindet die i-te Spale,
also auch die Determinante. O

Definition 5.3. Fin Element x € R, welches eine der dquivalenten Bedingun-
gen aus Satz 5.1 erfillt, heif$t ganz iiber A. R heif§t ganze Erweiterung von A,
wenn alle Elemente von R ganz sind. Die Menge

B = {z € R | x ist ganz iber A}
heifst ganzer Abschluss von A in R.

Beispiel. Sei K/Q endlich. Nach Definition 0.7 ist O ist der ganze Abschluss
von Z in K.

Korollar 5.4. Der ganze Abschluss ist ein Ring.

Beweis: Es gilt x + y,x — y,zy € Alz,y]. Sei x ganz iiber A. Dann ist A[z] ein
A-Modul mit Erzeugern {z1,...,z,}. Sei y ganz iiber A. Dann ist Aly] ein A-
Modul mit Erzeugern {yi,...,¥yn}. Dann sind die Elemente z;y; Erzeuger von
Alz,y], denn in o = Y aga®y! kénnen x und y durch die z; und y; ausgedriickt
werden. Durch Ausmultiplizieren erhilt man eine Darstellung von « in Termen
der z;y;. Also ist A[z, y] endlich erzeugt. Nach Satz 5.1 sind dann alle Elemente
von Alx,y] ganz iiber A. O

Korollar 5.5 (Transitivitét). Seien A C B, B C C ganze Ringerweiterungen.
Dann ist A C C ganz.

Beweis: Sei x € C. Es erfiillt also eine Gleichung
"+ bz 4. 4+b,=0,b€B

B ist ganz iiber A, also ist A[b;] endlich erzeugter A-Modul. Wie beim letzten
Beweis folgt A[by,...,b,] endlich erzeugter A-Modul. Wegen = € Afby,...,b,]
ist x ganz iiber A (Satz 5.1). O



53

Definition 5.6. Sei A ein Integritdtsring. A heiffit ganz abgeschlossen, wenn A
mit seinem ganzen Abschluss im Quotientenkdrper tbereinstimmd.

Beispiel. Hauptidealringe (z.B. Z, diskrete Bewertungsringe) sind ganz abge-
schlossen.

Beweis: Sei A ein Hauptidealring, K der Quotientenkérper, x € K ganz {iber
A. Dann ist

a4+ 4a,=0a,€ A
Sei = a/b mit a und b teilerfremd. Die Gleichung wird mit 4™ multipliziert:
a*+aa" b+ +a,b" =0

b teilt jeden Summanden aufer dem ersten, also folgt b | a™. Dies ist ein Wider-
spruch zur Teilerfremdheit. Es folgt b € A*, x € A. O

Beispiel. Ganzheitsringe Ok sind ganz abgeschlossen.

Beweis: Sei O der ganze Abschluss von Z in K, O’ der ganze Abschluss von O
in K. Wegen der Transitivitit von ganzen Erweiterung ist dann O’ ganz iiber
Z, also O' C O. O

Primideale in ganzen Ringerweiterungen

Satz 5.7. Sei A C B eine ganze Ringerweiterung.

(i) Sei C B ein Ideal und a = AN. Dann ist B/ ganze Ringerweiterung von
Ala.

(ii) Sei S C A mulitplikative Teilmenge. Dann ist S™'B ganze iiber S™1A.
Beweis: Sei x € B. Es erfiillt eine Gleichung
2" +az" ' +...a,=0

fiir a; € A. Wir reduzieren diese Gleichung mod und erhalten (i).
Sei x/s € ST1B. Wieder erfiillt x eine Gleichung wie oben. Multiplikation mit

s~ ergibt
n n—1
(2) + 2 (E) e g
s s \s s™
Damit ist /s ganz iiber S~1A. O

Satz 5.8. Sei B ein Integrititsring, A C B ein Unterring, so dass B ganz tiber
A ist. Dann gilt:

B Korper < A Koérper
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Beweis: Sei A ein Kérper, 0 # b € B. Nach Satz 5.1 ist B’ = A[b] ein endlich
dimensionaler A-Vektorraum. Die Multiplikation mit B ist eine A-lineare Ab-
bildung B’ — B’. Da B nullteilerfrei ist, ist diese Abbildung injektiv. Da B’
endlich dimensional ist, ist sie dann auch surjektiv. Also hat b ein multiplikatives
Inverses in B’ C B.

Umgekehrt sei B ein Kérper, 0 # a € A. Sei b = a~! € B. Dieses Element ist
ganz iiber A, erfiillt also eine Gleichung

B a4+ ta, =0a; €A

n—1

Diese Gleichung wird mit a multipliziert.

b+ai+asa+...ap,a" P =0.
Alle Summanden aufler dem ersten liegen in A, also auch b. O

Korollar 5.9. Sei A C B eine ganze Ringeerweiterung. Sei q C B ein Primideal
und p = ANgq. Dann ist ¢ maximal genau dann, wenn p maximal.

Beweis: Nach Satz 5.7 ist B/q ganz iiber A/p. Nach Definition von p ist die
natiirliche Abbildung injektiv. Beides sind Integritétsbereiche. Nach Satz 5.8 ist
dann B/q Korper genau dann, wenn A/p es ist. Mit anderen Worten: g maximal
genau dann, wenn p maximal. U

Korollar 5.10. Sei A C B ganze Ringerweiterung, q,q € Spec B mit q C q’
und qNA=qNA. Dann gilt q =1¢'.

Beweis: Seip = qNA = q'NA. Nach Satz 5.7 ist B, ganz iiber A,. Die natiirliche
Abbildung ist injektiv. Wegen SNq = SNq’ = () konnen wir ohne Einschrinkung
A durch A, ersetzen, d.h. p ist maximal. Nach Korollar 5.9 sind dann auch g,
q’ maximal. Aus q C ¢’ folgt daher Gleichheit. O

Theorem 5.11. Sei A C B ganze Ringerweiterung und p C A ein Primideal.
Dann gibt es ein Primideal q von von B, so dass qN A = p.

Beweis: By ist ganz iiber Ap. Sei n ein maximales Ideal von By,. Dann ist nach
Korollar 5.9 nN A, maximal. Da A, lokal ist, gilt nN A, = A. Wir setzen
b
qg={be B| 1€ n}
Dann gilt qNA = {a € A| § € nNp} = p wie gesucht. Die letzte Aussage ist
nur eine Umformulierung. O

Theorem 5.12 (Going-Up). Sei A C B ganze Ringerweiterung und p C A
ein Primideal. Sei
PrCp2C---Chy

eine Kette von Primidealen von A und fir m <n

a1 C - Clm
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eine Kette von Primidealen von B mit q; N A = p; fir i < m. Dann kann die
Kette fortgesetzt werden zu einer Kette von Idealen

q1 C - Cp
mit q; N A =p; firi <n.

Beweis: Per Induktion reduzieren wir uns sofort auf den Fall m = 1, n = 2. Sei
A= A/p; und B = B/q;. Dann ist A C B und die Erweiterung ist ganz nach
Satz 5.7. Wir wenden das vorherige Theorem an auf das Primideal py, = pa/p1
und finden g, C B. Sei gy das Urbild in B.

Die Aussage zur Dimension erhalten wir, wenn wir Going-Up auf eine maximale
Kette von Primidealen anwenden. O

Korollar 5.13. Sei A C B eine ganze Ringerweiterung. Dann ist Spec B —
Spec A surjektiv, und es gilt dim A = dim B.

Beweis: Die Surjektivitit ist Theorem 5.11. Sei

GoSa s S am

eine Kette von Primidealen von B. Wir setzen p; = ;1 A. Nach Korollar 5.10 gilt
pi € piy1. Also gilt dim A > dim B. Ist umgekehrt eine Kette von Primidealen
von A gegeben, so liftet sich diese nach Going-Up to einer Kette von B. Dies
bedeutet dim B > dim A. O

Beispiel. Die Ganzheitsringe Ok sind eindimensional, da sie ganz iiber dem
eindimensionalen Ring Z sind. Jedes Primideal von O enthilt eine eindeutige
Primzahl p.

Korollar 5.14. Sei k C A eine Ringerweiterung, wobei k ein Kéorper ist und A
endlich dimensional als k-Vektorraum. Dann sind alle Primideale von A maxi-
mal und Spec A hat nur endlich viele Punkte.

Beweis: A ist ganz iiber k, also gilt 0 = dimk = dim A (Krulldimension).
Dies bedeutet, das alle Ketten von Primidealen die Lénge 0 haben, d.h. jedes
Primideal ist maximal.

Seien my, ..., m, paarweise verschieden Primideale von A. Diese sind coprim,
d.h. m; +m; = A fiir 7 # 7, das die linke Seite echte grofier als m; ist. Nach dem
chinesischen Restsatz folgt dann

n
A/miN---Nm, = HA/mi
i=1
Dies erlaubt die Vektorraumdimension abzuschétzen:
dimy A > dimi A/myN...m, = Zdim;c A/m; >n
denn jeder der Kérper A/m; ist wenigsten 1-dimensional als k-Vektorraum. Dies

bedeutet, dass dimj A eine obere Schranke fiir die Anzahl der maximalen Prim-
ideale ist. O
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Satz 5.15 (Noether Normalisierung). Sei A ein Integritdtsbereich, der end-
lich erzeugt tiber einem Kérper k ist. Dann gibt es es algebraisch unabhdngige
Elemente 1, ..., x, von A, so dass A von endlicher Modul iiber B = k[z1,...,z4)
ist. Insbesondere ist A ganz iber B. Es gilt n = dim A.

Beweis: Sei m die Anzahl der Erzeuger von A. Wir beweisen die erste Aussage
durch Induktion iiber m. Wenn sie algebraisch unabhéngig sind, so gilt A =
klx1,...,2m,] und die Aussage ist wahr. Andernfalls geniigt es, einen Unterring
B C A zu finden, der von m — 1 Elementen erzeugt wird und so dass A endlicher
B-Modul ist.

Seien y1, . .., ym die Erzeuger. Sie erfiillen nach Vorraussetzung eine nicht-triviale
polynomiale Relation

f(y1>7ym):0
d.h. f € k[Y1,...,Y] ~ {0}. Seien ro,...,7,, € N und

Dann gilt
fly, 22 +y1t o zm Fyp) =0

d.h. y1, 29, ..., 2, sind Nullstellen des Polynoms
f’r‘g,...,T'm = f(Y17 Z2 + erlv M) Zm + Yl’,‘m) 6 k[Yla Z27 MR} ZHL]

Behauptung. Das Tupelr = (rq,...,7m) kann so gewdhlt werden, dass fr # 0.

Jeder Monom a [/, Y% in f ergibt eine Summe von Monomen in f,, darunter
der Monom

aY1b1 +robo+...mbm
Durch geeignete schnellwachsende Wahlen der r;

KM EKLr K KL ry,

kann erreicht werden, dass diese Monome paarweise verschiedene Grade haben,
also alle in f,. auftauchen. Damit ist das Polynom ungleich 0. AuBiderm taucht
einer dieser Terme als Monom hochsten Grades in f;. auf, d.h.

fr= bYlN + Terme vom Grad < N

mit b # 0. Die Gleichhung f,(y1, 22, . .., 2m) = 0 besagt dann, dass y; ganz iiber
B = k[za,..., 2] ist.

Nach Korollar 5.13 gilt dim A = dim B > n. Es geniigt also, die umgekehrte
Inklusion im Fall k[X7, ..., X,] zu zeigen. Sei also

O=poCp C---Cpn

eine Kette von Primidealen in k[ X7, ..., X,,]. Wir betrachten A’ = k[X7,..., X,]/p1.
Die Bilder z1, ..., , der X; erfiillen eine nichttriviale Relation f € p;. Auf diese
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Elemente wenden wir unser obiges Verfahren an. Es gibt also y1,...,yqs € 4’, so
dass A’ ganz iiber B’ = k[y1, . .., yq]. Nach Konstruktion ist d < n. Nach Induk-
tionsannahme ist dim A’ = dim B’ = d. Daher hat die Kette von Primidealen

0=p1/p1 Cp2/p1 S Pn/M
Lénge N — 1 < d < n. Dies bedeutet N <n. O

Bemerkung. Hieraus folgt sofort, dass alle Ringe, die endlich erzeugt iiber
einen Korper sind, endliche Dimension haben. Dies gilt insbesonder fiir die Ringe
von reguldren Funktionen auf einer Varietét.

Geometrische Interpretation

Diese Sétze haben auch eine geometrische Bedeutung. Um dies zu formulieren,
tragen wir eine Definition nach:

Definition 5.16. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, V. C A} und
W C A} affine Varietiten. Fine Abbildung f :V — W heif$t reguldr, wenn es
ooy fm € K[V] gibt mit f(z) = (fr(x),..., fm(x)) fir alex € V.

Satz 5.17. Sei V eine affine irreduzible Varitit der Dimension m. Dann gibt
es eine reguldre Abbildung V- — A™ so dass gilt:

(i) k[A™] — k[V] ist injektiv und k[V] endlich als Modul iber k[A™].
(i) Die Erweiterung von Funktionenkérpern k(A™) — k(V') ist endlich.
(iii) f ist surjektiv und jeder Punkt x € A™ hat endlich viele Urbilder.

Bemerkung. Wir kénnen daher die Dimension von V' aus dem Transzendenz-
grad von k(V')/k berechnen.

Beweis: Nach Definition ist k[V] endlich erzeugter Ring iiber k. Es ist ein In-
tegritétsbereich, da V irreduzibel ist. Nach Noether Normalisierung ist k[V]

ganz iiber k[z1,...,x,,] fir algebraisch unabhéngige Elemente x; € k[V] und
m = dimk[V] = dim V. Wir definieren f = (21,...,%,). Dies ist eine regulire
Abbildung

f:V—-A"

Nach Konstruktion ist k[A™] = k[x1,...,zn] C k[V]. Die Endlichkeit von k[V]
als k[A™]-Modul ist dann Noether Normalisierung.

Hieraus folgt sofort die Aussage iiber die Funktionenkorper. Da die Erweiterung
von Ringen ganz ist, erhalten wir eine surjektive Abbildung

f# : Spec k[V] — Speck[A"]

Hierbei ist f#(p) maximal genau dann, wenn p es ist. Also ist die Abbildung
auch auf maximalen Idealen surjektiv. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz
bedeutet dies, das f surjektiv ist.
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Sei y € A™ ein Punkt. Wir betrachten {x € V | f(x) = y}. Mit Hilbertschem
Nullstellensatz entspricht dies der Menge der maximalen Ideale von k[V], die m,,
enthalten. Dies entspricht wiederum den maximalen Idealen von k[V]/k[V]m,,.
Dieser Ring ist endlich erzeugter Modul iiber k[A™]/m, = k. Nach Korollar 5.14
hat er nur endliche viele maximale Ideale. O



Kapitel 6

Ganzheitsringe

Sei K/Q eine endliche Erweiterung, O der Ganzheitsring. Wir wissen aus dem
letzten Kapitel, dass dies ein ganz abgeschlossener, 1-dimensionaler Ring ist.

Theorem 6.1. Sei K/Q ein Zahlkérper, Ox C K der Ganzheitsring. Dann ist
Ok =27 mitd = [K : Q).

Korollar 6.2. O ist noethersch.

Beweis: O ist endlich erzeugter Z-Modul, also erst recht endlich erzeugt als
Ring. O
Voriiberlegungen

O C K ist eine torsionsfreie abelsche Gruppe. Daher ist ist Ok endlich erzeugt
genau dann, wenn O = ZV fiir ein N.

Lemma 6.3. Seix € K. Dann gibt es m € Z mit mzx € Ok.

Beweis: z erfillt 2" + a12" ' + asz™ '+ -+ a, = 0 mit a; € Q. Sei m der
Hauptnenner der a;. Multiplikation der Gleichung mit m™ ergibt

(m2)" + aym(mz)" 2 +...m"a, =0 .
Also gilt ma € Ok. O
Korollar 6.4. O enthilt eine freie Gruppe vom Rang d = [K : Q).

Beweis: Sei x1,...,xq eine Basis von K iiber Q. Seien my,...,mg € 7Z, so dass
m;x; € Ok.
Behauptung. < mjzy,...,mqxrqy > hat Rang d.

Wire der Rang kleiner als d, so hdtten wir eine Relation
ni(mizr) + ne(maza) + - - + ng(mazq) =0,

dies ist ein Widerspruch zu linearen Unabhéngigkeit von x1, ..., x4. O

99
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Lemma 6.5. Sei M C K eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gilt
rgM < d.

Beweis: Sei Mg = { | m € M,s € Z} C K. Dies ist ein Q-Vektorraum der
Dimension héchstens d.

Behauptung. dim Mg =rgM.
Sei x1,...,x eine Basis von M als Z-Modul. Dies ist eine Basis von Mg als
Q-Vektorraum, da ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem. O

Insgesamt: Wenn Oy endlich erzeugt ist als abelsche Gruppe, dann O = Z4.

Lemma 6.6. Fir den Beweis von Theorem 6.1 geniigt es zu zeigen, dass O C
M C K wobei M eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist.

Beweis: M endlich erzeugt = M noetherscher Z-Modul. O C M = Ok
noethersch. Der Rest des Theorems folgt aus Korollar 6.4 und Lemma 6.5. [

Norm, Spur und Diskriminante

Wir gehen zuniichst zu allgemeinen Kérpererweiterungen iiber. Sei L/K alge-
braische Erweiterung der Charakteristik 0, & € L und Min(a) € K[X] das
Minimalpolynom von «a.

Lemma 6.7. Min(«a) ist das charakteristische Polynom det(X id —m,,) der K-
linearen Multiplikationsabbildung m, : K(a) — K(«) mit z — ax.

Beweis: Sei P das charakteristische Polynom. Es hat den Grad [K(«) : K] =
degMin(a). Es ist normiert. Es gilt P(m,) als Abbildung K (o) — K(«). Aus-
werten in 1 ergibt P(a) = 0. Also erfiillt P alle Eigenschaften von Min(«). O

Seien oy, ...,aq die d verschiedenen (Char K = 0!) Nullstellen von Min(a) in
K. Jedes o; definiert einen Kérperhomomorphismus o; : K(a) — K mit o;(«);.
Dies sind alle Kérperhomomorphismen o : K(a) — K mit o|g = id.

Lemma 6.8. Es gilt

d d

Min(a) = [[(X — ) = [[(X = 0i()) -

i=1 i=1
Beweis: Klar O

Bemerkung. K(a)/K ist galois genau dann, wenn alle o; € K(«). Dann ist
{o1,...,04} = Gal(K(a)/K).

Definition 6.9. Sei L/K endliche Kérpererweiterung, o € L. Das charakteri-
stische Polynom von « ist P, = det(X id —m,,), wobei m,, die Multiplikations-
abbildung mit « ist. Die Norm von « ist Nk (a) = det(mg). Die Spur von «
ist Trp /i (o) = Tr(maq).
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Bemerkung. Es gilt Py (X) = XKl - Tr(o) XK= 4o (D) IEFEEIN (@),

Lemma 6.10. Sei Char K = 0, [L : K| = d. Seien au,...,aq die Nullstellen
von Min(«), jede mit Vielfachheit [L : K(«)]. Seien o1,...,04 : L — K die
Einbettungen mit o;| = id. Dann gilt

e d

Po(X) = Min(a) BN = TT(X - o) = [[(X — 03(a))
=1 i=1

TI'L/K(Q) = Zai = Z(Ti(Oé)
NL/K(OA) = HOZi = HO’i(OZ) .

Beweis: Es geniigt, die Aussge fiir P, zu zeigen. Es gilt

{ag,...,aq} ={o1(a),...,04(a)}

als Mengen mit Vielfachheit, denn jede der [K(«a) : K] vielen Einbettungen
K(a) — K ldsst sich auf [L : K(«a)] viele Weisen nach L fortsetzen. Der Fall
L = K(«) ist Lemma 6.7. Sei nun 7 : [L : K(«a)].

Behauptung. P ,x = PIT{(a)/K'

Sei y1, ..., Yy, eine Basis von L/K(«), #1, ..., 24 eine Basis von K(«)/K. Dann
ist {y;2; | ¢ =1,...,m,7 =1,...,¢} eine Basis von L/K. Sei M = (m,;) die
Matrix der Multiplikation mit o beziiglich er z;, d.h. mq(z;) = >, m;r2x. Dann
gilt ma(yiz;) = >, mjryizk. Die Matrix von m, beziiglich der Basis y;z; ist
eine diagonale Blockmatrix aus r Kopien von M. O

Korollar 6.11. Sei L/K Frweiterung von Zahlkorpern, a € Op. Dann gilt
P, € Og[X]. Insbesondere ist Try  x (), Nk (o) € Ok.

Bemerkung. Falls O = 0% (im Allgemeinen falsch!), so hat die Matrix von
me Eintrdge in Ok und die Aussage ist klar.

Beweis: P,(X) = [[(X — 0(a)) mit ¢ wie im Lemma. Nach Vorraussetzung
erfiillt a eine Gleichung

X"+a1X”_1+-~-+ao=0a¢60K

Dann erfiillt o(a) dieselbe Gleichung, ist also ebenfalls ganz iiber Ok. Da Ox
ein Ring ist, liegen dann alle Koeffizienten von P, in O, N K = Ok. O

Beispiel. K = Q, L = Q(v/3), O = Z[v/3]. Wir wihlen die Basis 1,v/3. Sei
a = a + bv/3. Die Multiplikation mit o hat die Matrix

G %)
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Also ist die Spur 2a, die Norm a? — 3b2, das charakteristische Polynom
Py (X)=X? —Tr(a)X + N(a) = X? — 2aX + (a® — 3b?)

Fiir b # 0 ist dies das Minimalpolynom von a. Fiir b = 0 gilt X? —2aX +a? =
(X —a)? = Min(a)?.

Definition 6.12. Sei A C B eine Ringerweiterung, B ein freier A-Modul vom
Rang d. Die Spurpaarung ist die symmetrische A-bilineare Abbildung

(v):BxB— A, (v,y) =Trg/a(zy) .
Die Diskriminante Dp, 4 ist das Ideal, das von
D(x1,...,2q) = det(Tr(x;x;)i ;)
erzeugt wird, wobei x1,...,xq eine Basis von B ist.

Bemerkung. Uns interessiert vor allem L/K endliche Képererweiterung, aber
auch Ok /Z.

Beispiel. Sei L = Q[X]/X?+pX + ¢ mit p,q € Q. Dies ist ein 2-dimensionaler
Q-Vektorraum, Basis 1, X. Es gilt Tr(1) = 2. Muliplikation mit X hat die Matrix

0 —q
L —p
also, Tr(X) = —q.

Es gilt

D(1, X)

det (Tllr(()l()) TTrr(())((Q))> = det <—2p p2_—p2q) =

Dies ist genau die Diskriminate der quadratischen Gleichung.
Lemma 6.13. Seiyy,...,yq € B mit y; = > a;jz;. Dann gilt

D(y1,...,ya) = det(a;;)*D(x1, ..., 7q)
Insbesondere ist D/ wohldefiniert.
Beweis: Es gilt

Tr(ypyq) = Tr(D apiagimizs) = apiag; Tr(ziz;)
()

Es folgt

(Tr(Ypyq))pg = (api)pi(Tr(ziz;))s; (aqj)t

wobei t die transponierte Matrix ist. Dies impliziert die Gleichheit der Deter-
minanten. O
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Exkurs in die bilineare Algebra

Sei (+,+) : V x V — k eine symmetrische Bilinearform, (k Korper, V' ein Vektor-
raum). Sei v1, ..., vq eine Basis von V, M = (v;,v,);; die zugehorige symmetri-
sche Matrix. Dann gilt fiir v = 3 a;v;,w = 2, bjv;

(’U, w) = (Z a;V;, Z bj’Uj) = Z ai(vi, ’Uj)bj = (0‘,17 N ,ad)M(bh ey bd)t
J .3
Definition 6.14. Die Bilinearform (-,-) heifit nicht-degeneriert, wenn aus (v, w) =

0 fiir alle w die Gleichung v =0 folgt.

Lemma 6.15. (-,-) ist nichtdegeneriert genau dann, wenn die zugehdrige Ma-
trix M invertierbar ist, also genau dann, wenn det M # 0.

Beweis: Falls M nicht invertierbar ist, so gibt es v mit v!M = 0, also auch
v!Mw = 0 fiir alle w. Sei nun M invertierbar, v = Y a;v;. Der Fall d = 1 ist
trivial, also sei d > 1. Wihle (cq,...,¢cq) mit

aier + -+ +agcq # 0

Wir 16sen das Gleichungssystem Mw = (cy,...,cq)t. Dies ist méglich, da M
invertierbar ist. Es folgt v* Mw # 0. O

Bemerkung. Die Diskriminante entscheidet also, ob die Spurpaarung nicht-
degeneriert ist.

Beispiel. K = Q(1/3)/Q. Es gilt

D = D(1,/3) = det ( Tr(1) Tr(‘/g)) = det (2 O) =12

Tr(v3) Tr(3) 0 6
Lemma 6.16. Sei (-, -) nicht-degnererierte symmetrsiche Bilinearform, vy,. .., vq
eine Basis. Dann g¢ibt es eine duale Basis wq, ..., wq mit (vi,wj) = 0.

Beweis: Die Bestimmung von w; bedeutet das Losen eines linearen Gleichungs-
systems Mw; = (0,...,1,...,0) (mit 1 an der j-ten Stelle. Dies ist moglich, da
M invertierbar ist. O

Satz 6.17. Sei L/K endliche Kdrpererweiterung der Char 0. Dann ist Dy i #
0. Die Spurpaarung ist nicht-degeneriert.

Beweis: Es gilt Tr(a) = Y o;(a), wobei o; : L — K die Einbettungen mit
0|k = id durchlduft. Sei x4, ...,z eine Basis von L iiber K. Es gilt

D(w1,...,2zq) = det(Tr(ziy;)i;) = det(z o (i25)) i
%

= det(d> or(zi)ok(x;))iy = det((on(xi))ir(on(5))k;) = det(o4(x;))?
k
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Angenommen diese Determinante verschwindet. Dann gibt es uy,...,uq € K
mit Y. u;0;(z;) = 0 fiir alle j. Da die z; eine Basis sind, folgt > u;0; = 0 als Ab-
bildungen L* — K. Als Gruppenhomomorphismen L* — K" sind die o; jedoch
linear unabhinging (siche unten Satz 6.18, vergleiche Beweis des Hauptsatzes
der Galois-Theorie in Bosch §4.6 Satz 2). O

Beispiel. L = Q[X]/X? + pX + ¢ hatte Diskriminante p?> — 4q. Diese Zahl
verschwindet genau dann, wenn X2 4+ pX + ¢ eine doppelte Nullstelle hat, also
wenn L kein Korper ist.

Beweis von Theorem 6.1. Sei O C K der Ganzheitsring. Nach Lemma 6.6 geniigt
es zu zeigen, dass O in einem endlich erzeugten Z-Modul M C K enthalten
ist. Sei x1,...,x4 eine Basis von K/Q. Ohne Einschrinkung gilt ; € O. Sei
Y1, - --,Yq die duale Basis beziiglich der Spurpaarung.

Behauptung. O C< yi,...,yq4 >z.
Sei z € O. Wir schreiben z = ) b;y; mit b; € Q, da die y; eine Basis bilden.
Es gilt z;z € O, da O ein Ring ist. Nach Korollar 6.11 ist Tr(z;2) € Z. Es folgt

weiter
Tr(iz) = Y Tr(zibjy;) = Y b Tr(ziy;) = b;

Nachtrag:

Satz 6.18. Sei G eine Gruppe, K ein Kirper, x1,-..,Xn : G — K* paarwei-
se verschiedene Gruppenhomomorphismen. Dann sind die Abbildungen linear
unabhdngig als Abbildungen G — K.

Beweis: Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist wahr, denn y; # 0. Seien nun
X1s---yXn—1 linear unabhéngig, aber x1,...,Xn—1, X» linear abhingig, d.h. es
gibt ay,...,ap—1 € L mit

a1X1+ -+ @n_1Xn—1 = Xn € Abb(G, L) ,
d.h. fiir alle g € G gilt
a1x1(9) + -+ + an—1xn-1(9) = xalg) € L .
In dieser Gleichung ersetzen wir g durch gh, also
arxi(g)xi(h) + -+ an—1Xn-1(9)xn-1(h) = xn(9)xn(h) € L .
Diese Gleichung multiplizieren wir mit y(h=1) = x,(h) ™!

Xl(h) Xn—l(h)
Xn(h) Xn(h)

Wir bilden die Differenz zur ersten Gleichung fiir g:

ar1x1(9) (1 - ;;EZ;) Fo a1 Xn1(9) (1 - X”}(Lh)> —0¢cl.

aixi(g) + tan1xn-1(9) =xn(g) €L.
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Diese Gleichung gilt fiir alle g (und festes h), aber die x; fir ¢ < n — 1 sind
linear unabhéngig. Es folgt
oy (1 - Xi(h)) =0
Xn(h)

Wiren alle o; = 0, so wére x, = 0. Also gibt es ein iy mit o, # 0. Es folgt

_ Xig (h)
Xn(h)

Dies gilt fiir alle h € G, also ist x,, = Xi,, Widerspruch. O

< xn(h) = Xio () -

Lokale Ringe

Definition 6.19. FEin Dedekindring ist ein ganz abgeschlossener, noetherscher
Integrititsbereich der Dimension 1.

Wir haben also gezeigt, dass Ok ein Dedekindring ist.

Bemerkung. Ein anderes Beispiel fiir einen Dedekindring ist k[V (f)] fiir eine
1-dimensionale Untervarietit V(f) C A2 wobei

of of

—, = | (P fiir alle P
(555 @0 fwanerevi)
Nach dem Satz fiir implizite Funktionen ist dies genau die Bedingung, die erfiillt
sein muss, um V(f) zu einer Untermannigfaltigkeit zu machen, d.h. V(f) hat
keine Singularitéten.

Theorem 6.20. FEin noetherscher Ring A ist genau dann ein Dedekindring,
wenn fiir alle p € Spec A mit p # 0, der lokale Ring A, ein diskreter Bewer-
tungsring ist.

Wenn wir geniigend Zeit haben, werden wir wenigstens die schéichere Aussage
zeigen: Sei 0 # p € Spec Ok. Dann ist Ok, ein diskreter Bewertungsring. Mit
anderen Worten: In Ganzheitsringen gilt die Eindeutigkeit der Primfaktorzerle-
gung lokal.
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Kapitel 7

Gebrochene Ideale und die
Klassengruppe

In diesem Kapitel studieren wir Ideale in Dedekindringen.

Definition 7.1. Sei A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K. Ein gebro-
chenes Ideal von A ist ein A-Untermodul 0 # I C K, so dass es d € A~ {0}
gibt mit dI C A, d.h. ein gemeinsamer Hauptnenner.

Bemerkung. e Ein Ideal I C A ist ein gebrochenes Ideal (mit d = 1).

e [ =£ 0 ist ein gebrochenes Ideal, genau dann, wenn es ein endlich erzeugter
A-Untermodul von K ist.

Beweis: Sei I =< z1,...,z, >4, d der Hauptnenner der x;, dann gilt
dl C A. Ist umgekehrt dI C A, so ist dI ein Ideal eines noetherschen
Rings, also endlich erzeugt. Dann ist auch I endlich erzeugt. O

e Die Menge der gebrochenen Ideale hat eine Addition und Multiplikation
I+I'={a+blacl,bel'} CK

I-I’:{Zaibi|aieI,bieI’}CK

i=1

Wir werden zeigen, dass die gebrochenen Ideale ungleich 0 eine abelsche
Gruppe beziiglich der Multiplikation bilden.

e Gebrochene Ideale heilen auch invertierbare Ideale (beziiglich der Multi-
plikation).

Theorem 7.2. Sei A ein Dedekindring. Dann ist jedes mazximale Ideal inver-
tierbar als gebrochenes Ideal, d.h. zu I existiert I™' mit I-I~1 = A.

67
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Bemerkung. Wire A ein Hauptidealring, so wiren alle gebrochenen Ideale
von der Form Ab mit b € Q(A). Das inverse Ideal wiire einfach Ab~1.

Lemma 7.3. Sei A noetherscher Ring, 0 # I ein Ideal. Dann gibt es Primideale
ungleich 0 mit I D py ...y

Beweis: Sei ® die Menge der echten Ideale I von A, fiir die das Lemma nicht
gilt, d.h. die kein Produkt von Primidealen enthalten. Angenommen, ® # (). Da
A noethersch ist, hat ® ein maximales Element Iy. I ist nicht prim, also gibt
es z,y € A~ Iy mit xy € Iy. Nach Voraussetzung

Io G lo+(2), Io+ (y) = lo+ (2), lo + (b) ¢ ©
Also gibt es Primideale ungleich null mit

pre..pn Clo+(2),q1...qm C lo+ (b)) =
Pro-Pndr-dm C (lo+ (2))(To + (y)) = Io
Dies ist ein Widerspruch. O
Beweis des Theorems: Sei m C A maximal, m # 0. Sei
m' = {x € Q(A) | zm C A}

Dies ist ein A-Untermodul von Q(A). Fiir 0 # y € m folgt ym’ € A, also ist dies
ein gebrochenes Ideal. Schlielich gilt nach Definition mm’ C A. Da m ein Ideal
ist, gilt A C m’. Es folgt

m=Am C m'm

Da m maximal ist, gilt
m'm =m oder mM'm = A

Behauptung. m'm = m ist unmdglich.

Angenommen, m = m’m. Sei x € m’ = am C m. Iterativ folgt
z*m = z(rm) C z(m) C m = z"m C m fiir alle n > 1

Sei 0 # d € m, also z"d € A fiir alle n. Dann ist A[z] ein gebrochenes Ideal, also
endlich erzeugter A-Modul. Also ist x ganz iiber A. Dies bedeutet wiederum,
dass x € A, da A ganz abgeschlossen ist. Also m’ C A. Die Inklusion A C m’
war trivial, also haben wir A = m’ gezeigt. Insgesamt:

A={z e Q(A) |zm C A}

Sei nun 0 # a € m, also (a) # 0. Nach Lemma 7.3 gibt es Primideale ungleich
null mit p; ...p, C (a). Ohne Einschrinkung sei n minimal. Es folgt

mD (a) Dp1...pn
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Angenommen, fiir alle ¢ ist p; ist nicht in m enthalten, d.h. es gibt z;p ~ m.
Dann gilt 21 ...2, € p1...9, C m. Dies ist ein Widerspruch zu m Primideal.
Also gibt es ein ¢ mit p; C m, z.B. i = n.

mD (a) DmImit I =p1...pp_1

I ist nicht in (a) enthalten, da n minimal gew#hlt war. Sei b € I \ (a). We-
gen mI C (a) folgt mb C (a) = Aa. Dies impliziert mba—'a C A. Also nach
Definition: ba™! € m’ = A < b € (a). Dies ist ein Widerspruch zur Zahl von
b. O

Theorem 7.4. Sei A ein Dedekindring, Spec A die Menge der Primideale von
A.

(i) Jedes gebrochene Ideal schreibt sich eindeutig als

I = H p”p(I)

pESpec A
mit vy (I) € Z fast alle null.
(1t) Es gilt vy (I) > 0 fiir alle p genau dann, wenn I ein ganzes Ideal ist.
(iii) Der Monoid der gebrochenen Ideale ist eine Gruppe.

Beweis: Zur Existenz: Es gilt dI C A, I = (dI)(d~'. Daher geniigt es, die
Produktzerlegung fiir ganze Ideale zu zeigen. Sei ® die Menge der Ideale, die
keine Primidealfaktorisierung hat. Angenommen, ® # (. Da A noethersch ist,
hat ® ein maximales Element I. Es ist [ # A, da A = HpespeCApO. Also ist
I C p fiir ein maximales Ideal p. Sei p’ = p~! das Inverse als gebrochenes Ideal.
Es folgt

Icp=Iycp =4

Wegen A C p’ folgt auf jeden Fall Ip’ C I.
Behauptung. I C Ip’

Angenommen, die Ideale sind gleich. Sei z € p’. Nach Annahme ist I C I, also
iterativ ™1 C I fiir alle n. Ein Hauptnenner fiir [ ist auch ein Hauptnenner fiir
Alx], also ist dieser Modul endlich erzeugt und x ganz tiber A. Damit ist € A.
Wir haben p’ = A gezeigt, dies ist ein Widerspruch.

Nach Wahl von I € ® ist nun Ip’ ¢ &. Es gilt

p'I=pi" .. .ppr =T =pp'T=ppi*...ppn

Tatséchlich sind hierbei die Exponenten alle grofler gleich 0.

Zur Eindeutigkeit: Sei [[p™ = [][p™ ¥, also []p™» ~™» = A. Wir schreiben die
Gleichung so um, dass alle Exponenten grofler gleich Null und minimal sind.
Wir erhalten also

ni Ne _ M1 m
Py P =497 ... q



70 KAPITEL 7. GEBROCHENE IDEALE UND DIE KLASSENGRUPPE

mit p; # q; fiir alle ¢, j und n;,m; > 0. Es gilt p; C q7" ... q;"". Also enthélt p;
eines der q; (wie im Beweis von Theorem 7.2). Da A ein Dedekindring ist, folgt
p1 = q;, Widerspruch.

Die Behauptung iiber die Gruppenstruktur ist klar. O

Korollar 7.5. Sei A ein lokaler Dedekindring, d.h. es gibt nur genau ein ma-
ximales Ideal. Dann ist A ein diskreter Bewertungsring.
Beweis: Sei p das maximale Ideal von A. Wir definieren

v: K" —17Z a— vy((a))

wobei v(I) die ganze Zahl des Theorems ist. Diese Zuordnung erfiillt automatisch
die Rechenregeln einer Bewertung.

Behauptung. v ist surjektiv.

Sei p das maximale Ideal, 7 € p \ p2. Dann folgt (7) C p, aber (7) ist nicht in
p? enthalten. Nach dem Strukturtheorem gilt (7) = p? fiir v > 0. Es bleibt nur
(m) = p ibrig. Nach Definition ist v(7) = v, (p) = 1. O

Korollar 7.6. Sei A ein Dedekindring, p ein mazimales Ideal. Dann ist A, ein
diskreter Bewertungsring.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass A, ebenfalls ein Dedekindring ist. Als Lo-
kalisierung ist A, ebenfalls noethersch und ganz abgeschlossen (leicht). Die Di-
mension ist 1. O

Bemerkung. In diesem Sinne sind Dedekindringe lokal Ringe mit eindeutiger
Primfaktorzerlegung - aber natiirlich nicht global. Ist I ein invertierbares Ideal,
so ist jedes I, = A, A,-Modul. Geometrisch gesprochen: I ist ein Geradenbiindel
iiber A.

Definition 7.7. Sei A ein Dedekindring. Die Idealklassengruppe von A ist

_ Gruppe der gebrochenen Ideale # 0

N Hauptideale #£ 0

Ist speziell A = Ok fir einen Zahlkorper K, so heifit Clx = Cl(Ok) auch
Klassengruppe von K. Die Klassenzahl h ist die Anzahl der Elemente von Clg .

Cl(A)

Bemerkung. h = 1 bedeutet, dass jedes Ideal ein Hauptideal ist. Die Klassen-
zahl misst also, wie weit Ok davon abweicht, ein Hauptidealring zu sein. Sie ist
endlich (tief!)

Lemma 7.8. Die Klassengruppe ist isomorph zur Halbgruppe der echten Ideale
ungleich 0 mit Aquivalenzrelation I(g) ~ I(f) fir f,g € A~ {0}.

Beweis: Sei C' die im Lemma definierte Halbgruppe. Sie bildet sich in die Klas-
sengruppe ab. Jedes gebrochene Ideal ist dquivalent zu einem echten Ideal, also
ist die Abbildung surjektiv. Die Aquivalenzrelation ist offensichtlich die gleiche,
also ist sie auch injektiv. O

Dieser Beschreibung sieht man die Existenz des Inversen nicht an! Man spart
also keine Arbeit gegeniiber unserem Ansatz.
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Exkurs

Sei V(f) C A? eine ebene Kurve. Dann gibt es eine endliche Uberlagerung
7w V(f) — Al. Wenn V(f) singularititenfrei ist (d.h. (8f/0xz,df/0y) # 0
auf V(f)), so kann man zeigen, dass k[V] der ganze Abschluss von k[A!] in
kE(V) ist, d.h. ebenfalls ein Dedekindring. Ein Geradenbiindel auf V(f) ist ein
Morphismus von Varietdten F — V/(f), so dass E lokal von der Form U X
Al fir U C V(f) ist. Man zeigt dann, dass die Elemente der Klassengruppe
genau zur multiplikativen Gruppe (Tensor-Produkt) der Isomorphieklassen von
Geradenbiindeln korrespondieren.

Ein anderes Analogon gibt es in der Theorie der kompakten Riemannschen
Fldchen, d.h. der 1-dimensionalen kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten.
Der Korper k(V') wird dann ersetzt durch den Kérper der meromorphen Funk-
tionen auf X. Dann kann die Gruppe der Geradenbiindel mit analytischen Me-
thoden beschrieben werden. Es gilt

Pic(X) = Z x C9/A

(g das Geschlecht von X, A ein Gitter in C9.) Tatséchlich gibt es aber eine Ka-
tegorienéquivalenz zwischen der kompakten Riemannschen Fliachen und glatten
projektiven Kurven iiber C.

Wichtig in der analytischen Theorie ist die Kompaktheit. Fiir Varietédten be-
deutet dies, dass wir besser mit Uberlagerungen von P! arbeiten sollten. Dafiir
betrachtet man quasi-projektiven Varietdten, die wir nicht definiert haben.
Ganzheitsringe entsprechen wiederum affinen Kurven. Es fehlen Punkte im “Un-
endlichen”. Diese sind bekannt: sie entsprechen den Einbettungen von K nach
R oder C. Die analytischen Eigenschaften von Zahlkérpern miissen ebenfalls
benutzt werden, wenn man die Klassengruppe studieren will.

Beispiel

K = Q(V5), O = Z[J/=5]. Es gilt O = Z[X]/X? + 5. Wir bestimmen die
Primideale: Sei p C O prim, (p) = pNZ fir p € Z Primzahl.

(i) p=2: Wir haben
0/(2) = Z[X]/(X? +5,2) = F5[X]/X? + 1 =TFy[X]/(X +1)2

Also ist (2) selbst kein Primideal von O. Es gibt genau ein Primideal, das
2 enthélt. Modulo 2 wird es von X + 1 erzeugt, also P» = (2,v/—5+1).

(i) p=3
0/(3) = Z[X]/(X* +5,3) = F3[X]/X? — 1 = F2[X]/(X + 1)(X — 1)

Es gibt zwei Primideale, die 3 enthalten, ndmlich P; = (3,/-5 + 1),
P} =(3,v/-5-1). Es gilt (3) = P3P} in O. Wichtig fiir diese Berechnung
war nur, dass 5 eine Quadratzahl modulo 3 war.
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(iii) p="5
0/(5) = Z[X]/(X* +5,5) = Fs[X]/X?

Ps = (5,v/—5) = (v/—5) ist das einzige Primideal, das 5 enthéilt. Es gilt
(5) = P2.

(iv) p=7
O/(7) = ZIX]/(X* +5,7) = F3[X]/X? — 2 = F2[X]/(X + 3)(X - 3)
— F3[X]/X — 3 x F3[X]/X + 3
Pr = (7,+/=5 £ 3) (wie Fall p = 3)

(v) p =11 In diesem Fall ist 5 keine Quadratzahl modulo 11, das Ideal (11)
ist prim in O.

beim Rechnen modulo Hauptideale gilt also: Pf ~ 1, Ps ~ 1, P3 ~ (P§)71,
Pll ~ 1 etc.
Frage: Ist P, ein Hauptideal? Falls P, = («), so gibt es x,y mit

za=2= N(z)N(a) =N(2) =4
ya=+v-5+1= N(y)N(ao) = N(v-5+1)=6
Dies impliziert N(a) = 2. Sei a = a3 + a2v/—5 (a; € Z)
a? —5a3 =2

Dies fiithrt also auf die Theorie der Losbarkeit der quadratischen Gleichungen in
Z. Die obige ist modulo 4 nicht 16sbar, also ist P, kein Hauptideal.

Man sieht bereits in diesem Beispiel: die Bestimmung der Klassengruppe ist
schwierig, da sie unendlich viele Erzeuger und unendlich viele Relationen hat!

Die Frage nach Primidealen in Z[v/d] fiihrt auf die Frage, ob d eine Primzahl ist
modulo p oder nicht. Dies wird durch Gauf3’ quadratisches Reziprozitéitsgesetzt
zufriedenstellend beantwortet.



Kapitel 8

Homologische Algebra

In diesem Kapitel fixieren wir einen Ring A. Es schadet nicht, sich einen Korper
vorzustellen.

Komplexe

Definition 8.1. Ein Diagramm

M, L Mo
s
My —2— M,y
von Modulhomomorphismen heifst kommutativ, falls ko f = go h.

Definition 8.2. Sei [n,m| C Z ein Intervall (hierbei ist n,m = oo erlaubt).
Ein Komplex von Moduln ist ein Folge M* (fiir i € I)von Moduln und Modul-
homomorphismen d* : M* — M1, so dass gilt d' o d*~' = 0. Wir schreiben

n n—+1
Myt T Al g

d' heifit Differential oder Randabbildung.
Beispiel. Eine exakte Sequenz ist ein Komplex.

Ein beschrankter Komplex kann durch Ergédnzen von Nullen zu einem unbe-
schrinkten Komplex werden. Im folgdenden werden wir daher immer I = Z
betrachten.

Bemerkung. Wir haben aufsteigende (oder kohomologische) Komplexe de-
finiert. Man kann natiirlich auch absteigende (oder homologische) Komplexe
betrachten. Dann schreibt man die Indizes unten. Die Theorie ist vollig symme-
trisch.
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Beispiel. Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit, AP(X) seien die glatten Differen-
tialformen auf X. Mit der d&ufleren Ableitung d bilden diese einen Komplex von
R-Vektorrdumen der Liange n = dim X.

0— A%X) - AY(X) — A*(X) = - = A"(X) — 0.
Die Bedingung d’ o d*~' = 0 bedeutet Imd*~! C Ker d’.
Definition 8.3. Sei (M*,d) ein Komplex. Dann heifen

ZH(M*) = Kerd', BY(M*) =TImd" ™, HY(M*) = Z'(M*)/B"(M*)
Modul der i-Zyklen, der i-Rénder und i-ter Kohomologiemodul von M*.

Es gilt Hi{(M*) = 0 fiir alle i genau dann, wenn der Komplex eine exakte
Sequenz ist.

Definition 8.4. Seien M* und N* Komplexe. Ein Morphismus von Komplexen
ist eine Folge von Modulhomomorphismen f*: M* — N*, so dass die Diagram-
me

M4 it

fil J(fiﬁ—l
Ni ' Nit+1
kommutieren.

Definition 8.5. FEine kurze exakte Sequenz von Komplexen ist eine Folge von
Komplexmorphismen

0— My — M, — M;—0,

so dass fiir alle i die induzierte Sequenz von Moduln 0 — M} — M3 — Mi — 0
exakt ist.

Komplexmorphismen induzieren Abbildungen auf den Kohomologiemoduln.
Unser wichtigstes Ziel ist der Beweis des folgendes Resultats:

Satz 8.6 (Lange exakte Kohomologiesequenz). Sei
0—- My —-M;— M;—0

eine kurze exakte Sequenz von Komplexen. Dann gibt es eine natirliche lange
exakte Sequenz von Moduln

o HI(M) — HY(Mg) — HI(M;) 25 HF (M) — HIFY(M) — .

Bemerkung. Kohomologie taucht in vielen verschiedenen Zusammenhéngen
auf. Stets wird sie durch lange exakte Kohomologiesequenzen berechenbar.

Wir arbeiten uns langsam an den Beweis heran.
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Diagrammjagden

Lemma 8.7 (Fiinferlemma). Se:

M, —F M, — M; 9_oM, — s My
flJ/ f2l lfs lf4 lfS
N1 k NQ N3 N4 N5

h/ g/ l/

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Sind fo und fq Isomorphismen,
f1 surjektiv und f5 injektiv, dann ist f3 ein Isomorphismus.

Bemerkung. Oft betrachtet man den Spezialfall M} = N; = My = N5 = 0,
also einen Morphismus von kurzen exakten Sequenzen.

Beweis: Es empfiehlt sich, die Elemente in das Diagramm hineinzuschreiben.
Sei 3 € Ker f3. Es folgt figxs = ¢'fszs = 0, also liegt grs im Kern der
injektiven Abbildung f;. Dies bedeutet x3 € Kerg = Imh. Sei x5 ein Urbild.
Wegen h' fows = fshxs = fzxs = 0 gilt foxs € Kerh' = Imk’. Sei y; € Ny ein
Urbild. Da die Abbildung f; surjektiv ist, gibt es ein Urbild z; ein M;. Wegen
fokry = K fix1 = K'y1 = fowo und der Injektivitit von fo folgt kx1 = zo. Es
folgt hkx1 = hxo = x3. Wegen h o k = 0 ist also x3 = 0, d.h. Ker f3 = 0.

Sei nun y3 € M3. Sei y4 = h'y3. Wegen der Surjektivitit von fy hat y4 ein Urbild
Zy. Es gllt f5ll‘4 = l/f4174 = l/y4 = l/h/y3 = O, da 'k = 0. Da f5 injektiv iSt,
folgt lxy = 0, d.h. x4 € Kerl = Img. Sei x3 ein Urbild von z4. Wir betrachten
ys — fazs. Bs gilt g'ys — ¢/ fawrz = ¢'y — fagrs = g'y — faxs =0, d..

yz — fzzz € Kerg' = Imh’ .

Sei yo ein Urbild. Wegen der Bijektivitdt von fo gibt es hiervon ein Urbild zo
in Ms. Es folgt

(ys — faxs) — fshwo = (y3 — fsxs) — I faxo = (y3 — faxs) —h'y2 = 0.
Damit liegt y3 im Bild von fs. O

Beweise dieser Art nennt man auch Diagrammjagden. Wir kommen gleich zu
einem noch umfangreicheren Fall.
Wir tragen eine Definition nach:

Definition 8.8. Sei f : M — N ein Modulhomomorphismus. Dann heifst
Coker(f) = N/ f(M)

Kerkern von f.
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Satz 8.9 (Schlangenlemma). Wir betrachten ein kommutatives Diagram

Ml ! M2 g M3 0
le/ dQJ( J{dg
I’ g’
0 N1 N2 N3

mit exakten Zeilen. Dann ist der Verbindungshomomorphismus
§=f"lodyog ' :Kerds — Cokerd,

ein wohldefinierter Modulhomomorphismus, und wir haben eine erake Sequenz

Kerd; £ Kerdy & Kerdy 2 Cokerd; 45 Coker dy £ Coker ds .

Bemerkung. Der Beweis ist nicht schwer - nur lang. Auch hier gilt: selberma-
chen ist einfacher als nachvollziehen.

Beweis: Wir beginnen mit einer Priizisierung der Definition von §. Sei z3 €
Kerds C Mjs. Nach Voraussetzung ist die Abbildung g surjektiv, also existiert
ein Urbild vg in M. Nun betrachten wir dg(ve) € No. Wegen der Kommutati-
vitét des rechten Quadrats gilt

g'da(ve) = dzg(va) = d3(23) =0 .

Also gilt da(ve) € Kerg’ = Im f’. 6(z3) wird definiert durch ein Urbild von
d2 (’02) in Nl.

Behauptung. 6(z3) € Cokerd; ist unabdingig von Wahlen.

Nach Voraussetzung ist f’ injektiv, also héngt 6(z3) nur von der Wahl von vy
ab. Sei also v} eine andere Wahl. Dann gilt vy — v5 € Kerg = Im f. Sei w; ein
Urbild in M;. Wegen der Kommutativitiat des linken Quadrats gilt

fldvwy = da fwr = da(v2 — v3) = dywr = [ (da(v2)) — [~ (da(v3)) -
Also ist f'~1(da(v2)) = £/~ (do(vh)) in Ny/Imdy.
Behauptung. ¢ ist ein Modulhomomorphismus.

Seien z3, 24 € Kerds, v und v5 die Urbilder in M. Wir wihlen vy + v} als
Urbild von z3 + z5. Da d2 und f’ Modulhomomorphismen sind, gilt

8(23) + 8(23) = f'"Mda(v2) + [ da(vh) = [ da(va 4 vh) = 6(Z3 + 23) -
Das analoge Argument funktioniert auch fiir skalare Vielfache.

Behauptung. Alle Abbildungen der Sequenz aus dem Schlangenlemma sind
wohldefiniert.
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Wir betrachten Kerd; — M, ER Ms. Sei 1 € Kerd;. Wegen der Kommutati-
vitét des ersten Quadrates ist dofz; = f'diz = f'0 = 0, also f(x1) € Kerds.
Umgekehrt betrachten wir N1 — Ny — Cokerds. Sei y; € Imdy, also y; = dizq
fiir ein 1 € My. Dann gilt f'y; = f'dix1 = daofxq, also f'y; = 0 in Coker ds.
Dann faktorisiert N; — Coker dy iiber N1 /Imd;.

Dasselbe Argument zeigt, dass Ker dy — My 2, M; iiber Ker ds faktorisiert und
Ny — N3 — Coker ds iiber Coker ds.

Nun muss Exaktheit an jeder Stelle der Sequenz verifiziert werden. Wir zei-
gen jeweils zuerst die Inklusion Im C Ker (d.h. die Verkniipfung der beiden
Abbildungen ist null), danach die umgekehrte.

Behauptung. Kerd; — Kerdy, — Kerds ist exakt.

Sei 1 € Kerd; C M7. Dann ist gfz; = 0 in Ms, also auch fgxi; = 0 in Ker ds.
Sei umgekehrt

y2 € Ker(g : Kerds — Kerds) C Ker(g : My — Mj) .

Nach Vorraussetzung gibt es ein Urbild z; € M. Es folgt f'diz1 = dofzy =
doys = 0, da yo € Kerdsy. Die Abbildung f’ ist injektiv, also folgt dyz; = 0.
Damit gilt yo € Im(f : Kerd; — Kerds).

Behauptung. Kerd; — Kerds — Coker d; ist exakt.

Sei zunéchst yo € Kerds und 23 = gys. Dann ist
§(z3) = f'"da(y2) = f1O=0.

Umgekehrt sei z3 € Ker d. Sei y2 ein Urbild von z3 in M. Es ist also 0 = §(z3) =
F"~ldays. Wegen der Injektivitit von f’ folgt days = 0, d.h. y» € Kerdy. Dies
ist das gesuchte Urbild.

Behauptung. Kerds; — Cokerd; — Coker ds ist exakt.

Sei z3 € Kerds und 6(z3) = f'~lda(y2) fiir ein Urbild y» € Ms,. Dann gilt
f'0(z3) = d2(y2) = 0 in Cokerds. Sei umgekehrt v; € Ker(f’ : Cokerd; —
Coker dy). Sei vy € N; ein Reprisentant von v;. Es gilt f/(v1) € Imd;. Sei also yo
das Urbild in My und z3 = g(y2). Dann ist §(23) = f'—1days = f'~1f'(v1) = v;
das gesuchte Urbild.

Behauptung. Cokerd; — Cokerd,; — Coker d3 ist exakt.

Sei T € Coker d; und x1; € Np ein Représentant. Dann ist ¢’ f’z1 = 0, also auch
9 f'T1 = 0 in Cokerds. Sei umgekehrt ws € Ker(g' : Cokerdy — Cokerds),
wg € N ein Reprisentant. Wir betrachten ¢’ (ws). Dieses Element verschwindet
in N3/Imds, liegt also in Imds. Sei z3 ein Urbild in Ms, yo ein Urbild in M.
Wir betrachten ws — days € M. Dieses Element liegt im Kern von ¢/, denn

g'we — g'days = g'was — dsgys = g'wy — dszz = g'wy — g'wa = 0.
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Sei 1 € Ny das Urbild. Dann gilt

f,(fl) = W — d2y2 = wq € Cokerds .

O
Korollar 8.10. Sei
0 —— M M, M3 0
o | i |
0 —— M Ny N3 0

ein kommutatives Diagramm von kurzen exakten Sequenzen. Mit je zweien der
Abbildungen dy,ds, ds ist auch die dritte ein Isomorphismus.

Beweis: Das Fiinferlemma (8.7) enthélt den Schluss von dy und ds auf ds. Sei-
en nun d; und ds Isomorphismen. Wir wenden das Schlangenlemma an. Die
Sequenz reduziert sich zu

0L01>Kerd3 i>0f—l>Oi>Cokerd3

Dann muss auch Kerds = 0 sein. Auflerdem ist die Abbildung My — Ny — N3
surjektiv, also auch wenn man sie als My — M3 — N3 auffasst. Dann muss
auch d3 surjektiv sein. Der letzte Fall ist vollig analog. O

Die eigentliche Anwendung des Schlangenlemmas ist aber die lange exakte Ko-
homologiesequenz. Dafiir brauchen wir noch etwas Terminologie.
Die lange exakte Kohomologiesequenz

Beweis von 8.6: Wir betrachten einen Ausschnitt der exakten Sequnze von Kom-
plexen Diagramm

di=t di™ti dit
0O —— M} —— M}, —— M{ —— 0
dj d di

0 —— M — Mt —— M

i+1 —+1 . i+1
i dfti di

Wegen B*(M;) C Kerd} und Im d C Ker Z*+*(M7) induziert dies das kommu-
tative Diagramm
Mi/B (M) —— Mj/B'(M3) —— Mg/B'(M3) —— 0
dil d;l dgl

0 —— ZWUM) —— ZFM5) —— ZPP(M)
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Die Surjektivitit von Mi/B(Mj) — Mi/B' (M) folgt aus der Surjektivitit
von M4 — M3, Die Exaktheit der ersten Zeile an den anderen Stellen folgt aus
dem Schlangenlemma fiir *~!, Die Injektivitdt von Z*H1 (M7)@ >>> Zi (M)
folgt aus der Injektivitat von Mf“ — M2i+1. Die Exaktheit der zweiten Zeile
an den anderen Stelle ist im Schlangenlemma fiir d**! enthalten. Nun werden
das Schlangenlemma anwenden. Es gilt

Ker(d; : M;/B"(M;)* — Z”l(M;)) =Z'(M;)/B"(M;) = H'(M])

Coker(d’ : M}/B"(M7)* — Z"TH(M})) = Z"7H(M7) /B (M) = HTH (M)

Damit ist die Sequenz des Schlangenlemmas
HY(M7) — HY(M3) — H'(Mg) % H(M{) — H™* (Mg) — HH (M) .
Setzt man diese Sequenzen fiir alle i € Z zusammen, so erhilt man die lange

exakte Kohomologiesequenz. O

Homotopien

Definition 8.11. FEine Homotopie von Komplexenmorphismen f* ¢*: M* —
N* ist eine Folge von Modulhomomorphismen h' : M* — N*~', so dass

fi_gi:di—lohi+hi+lodi .
Wir schreiben f* ~p« g*.

Beispiel. Sei ¢ : X — Y eine unendlich oft differenzierbare Abbildung von glat-
ten Mannigfaltigkeiten. Dann induziert das Zuriickziehen von Differentialformen
wy — ¢*wy einen Komplexmorphismus Q*(Y) — Q*(X). Ein Isomorphismus
von Mannigfaltigkeiten induziert einen Isomorphismus von Komplexesn.

Lemma 8.12. Homotopie von Morphismen ist eine Aquivalenzr@lation. Homo-
tope Morphismen induzieren diesselbe Abbildung auf der Kohomologie.

Beweis: Die Nullabbildung ist eine Homotopie von f* nach f*. Aus f* ~p« g*
folgt g* ~_p~ f*. Sei f{f ~p« f3 und f3 ~g- fi. Dann ist

ff_f;+f2z_f§:d1—1ohz+h1+lodz+dz—lokl_'_k,l-i-lodz .
Also gllt fl* Nhx L k* f3.

Seien f* ~p« g* : M* — N*. Wir betrachten T € H*(M*). Sei z € Z*(M*) ein
Représentant. Dann gilt

H'(f*)(@) —H'(g")(@) = f'(x) —g'(x) = d" "B (x) + K od'(x) = d"'h' (x)
=0¢€ H'(N¥)

wegen x € Kerd' und H'(N*) = Z'(N*)/Imd‘~*. 0
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Kapitel 9

Kategorien und Funktoren

Beispiel. Es gibt die Kategorie der Mengen, der Korper, der K-Vektorrdume,
der A-Moduln, der topologischen Réume, der Mannigfaltigkeiten, der Komplexe
von A-Moduln,. ..

Definition 9.1. Fine Kategorie C besteht aus einer Klasse von Objekten Ob(C),
fiir je zwei Objekte A, B € Ob(C) einer Menge von Morphismen Morc h(A, B),
fiir je drei Objekte A, B,C einer Abbildung

o : Mor¢(B,C) x Mor¢ (A4, B) — More(A,C)

fiir jedes Objekt ein ausgezeichneter Morphismus idy € Morc(A, A), so dass
folgende Axiome erfiillt sind:

(i) ida € Morc(A, A) operiert als Links- und Rechtsneutrales Element fir die
Komposition von Morphismen.

(i) Die Komposition ist assoziativ, d.h. fir f € Mor¢(A, B), g € Mor(B, ()
und h € More(C, D) gilt

(hog)of=ho(gof).

Beispiel. S. o. Die Morphismen sind Abbildungen, Kérperhomomorphismen, li-
neare Abbildungen, Modulhomomorphismen, stetige Abbildungen, differenzier-
bare Abbildungen, Komplexhomomorphismen.

(i) glatte Mannigfaltigkeiten mit differenzierbaren Abbildungen
(ii) affine Varietdten mit reguldren Abbildungen
(iii) ...
Exotischere Beispiele:

(i) Sei G eine Gruppe. Dann erhalten wir eine Kategorie mit einem Objekt,
genannt * und Mor¢ (*, %) = G. Die Verkniipfung ist das Gruppengesetz,
die Identitét ist das neutrale Element.

81
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(i)

(iii)

KAPITEL 9. KATEGORIEN UND FUNKTOREN

Sei X ein topologischer Raum. Wir erhalten eine Kategorie mit Objekten
die offenen Teilmengen von X und Morphismen die Inklusionen. In diesem
Fall hat Mor(U,U’) entweder genau ein oder gar kein Element.

Sei (I, <) eine partiell geordnete Menge. Dann erhilt man eine Kategorie
mit Ob(C) = I und Mor(7, j) hat genau ein Element, falls ¢ < j, und ist ()
andernfalls. Der Fall des topologischen Raums ist ein Sonderfall.

Definition 9.2. Ein kovarianter (kontravarianter) Funktor F : C — C zwischen
zwei Kategorien C und D ordnet jedem Objekt A € Ob(C) ein Objekt F(A) €
Ob(D) zu und jedem Morphismus f : A — B in C einen Morphismus F(f) :
F(A) = F(B) (bzw.F(f): F(B) — F(A)), so dass gilt

f=goheC=F(f)=F(g)oF(h) €D

(bzw. F(f) = F(h)o F(g) in D) und F(ida) = idp(a)-

Beispiel. (i) Der Vergissfunktor von der Kategorie der Gruppen in die Ka-

(iii)

(iv)

(vii)

(viii)

tegorie der Mengen: einer Gruppe wird die zugrundeliegende Menge zu-
geordnet. Ebenso gibt es Vergissfunktoren von A-Moduln nach Gruppen
oder Mengen, von Mannigfaltigkeiten in topologische Réume etc.

Sei A — B ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es den Restriktions-
funktor von B-Moduln nach A-Moduln und die Koeffizientenerweiterung
M — M ®4 B von A-Moduln nach B-Moduln. (Vergleiche Satz 1.17).

Sei A ein Ring, M ein A-Modul. Dann sind - ® 4 M und Homy(-, M)
kovariante Funktoren von der Kategorie der A-Moduln in sich selbst.
Homy (M, -) ist kontravariant.

Es gibt einen Funktor von Integritétsringen nach Korpern, der jeden In-
tegritédtsring seinen Quotientenkorper zuordnet.

Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dies definiert einen kovari-
anten Funktor zwischen den zugeordenten Kategorien. Eine kontravariante
Variante erhilt man durch g — ¢~ '.

De Rham-Kohomologie definiert einen kontravarianten Funktor von Man-
nigfaltigkeiten in reele Vektorrdume. (Vergleiche das Beispiel nach Defini-
tion 8.4).

In der Galoistheorie studiert man den Funktor von der Kategorie der Zwi-
schenkérper von L/K (Morphismen die Inklusionen) in Untergruppen von
Gal(L/K) (Morphismen ebenfalls Inklusionen). Er ist kontravariant.

Eine Riemannsche Fléche ist eine eindimensionale komplexe Mannigfal-
tigkeit. Es gibt einen Funktor von kompakten Riemannschen Flidchen in
die Kategorie der endlichen Erweiterungen von C(t), der der Riemann-
schen Fliche den Korper der meromorphen Funktionen auf X zuordnet.
Ist etwa E = C/T eine elliptische Kurve, so ist M(E) der Koérper der
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elliptischen Funktionen. Er ist isomorph zu C(t)[X]/X? = 4¢3 — got? — ¢,
wie die Theorie der Weierstrassschen P-Funktion zeigt.

Ein Beispiel ist besonders wichtig:

Lemma 9.3. SeiC eine Kategorie, A ein Objekt. Dann erhalten wir Funktoren
von C in die Kategorie der Mengen durch

B — Mor¢ (A, B),
B — Mor¢(B, A).
Der erste ist kovariant, der zweite kontravariant.

Beweis: Auf Objekten haben wir die Funktoren angegeben. Sei nun f : B — B’
ein Morphismus. Verkniipfen mit f definiert Abbildungen

f« 1 Morc(A, B) — Morc(A, B') , f*: More(B,A) — Morc(B', A) .
Man sieht sofort, dass fi. 0 g« = (f o g)« und f*og* = (fog)*. O

Man ist versucht die Kategorie der Kategorien zu definieren: Objekte sind Ka-
tegorien, Morphismen sind Funktoren. Die Idee ist nicht falsch, fiihrt aber in
mengentheoretische Schwierigkeiten.

Definition 9.4. Seien F,G : C — D Funktoren. Fine Transformation von
Funktorenn ist eine Klasse von Morphismen n(A) : F(A) — G(A) fir alle
Objekte A aus C, so dass fir alle f : A — B das Diagramm

FA) . g4
F(f)l o)
n(B)

F(B) 2L, ¢(B)

kommutiert. n heifit Aquivalenz von Funktoren, falls alle n(A) bijektiv sind.
Ein Funktor F : C — D heifit Kategoriendquivalenz, falls es einen Funktor
G : D — C gibt, so dass F oG und G o F Aquivalent zum identischen Funktor
auf D bzw. C sind.

Beispiel. (i) Sei A ein Ring, S C A eine multiplikative Teilmenge. Dann sind
die Funktoren M +— S~'M und M — M ®4 S~ !'A von A-Moduln nach
S~ A-Moduln #quvivalent (vergleiche Lemma 1.22).

(ii) Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung. Dann ist der Funktor von Zwi-
schenkorpern zu Untergruppen von Gal(L/K) eine Kategoriendquivalenz
(Hauptsatz der Galoistheorie).

(iii) Sei f : A — A’ ein Morphismus in C. Dann induziert Verkniipfen mit f
eine Transformation von Funktoren f, : More(-, A) — More(+, A).
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(iv) Der Funktor von kompakten Riemannschen Flidchen nach endlichen Er-
weiterungen von C(t) ist eine Kategorienduivalenz (nicht so ganz trivial!).

Bemerkung. In vielen Beispielen vernachlédssigt man die Morphismen véllig.
Man gibt etwa nur an, was mit den Objekten geschieht. Dies gibt einen falschen
Eindruck! Objektiv gesehen steckt alle Information in den Morphismen.

Definition 9.5. Sei F': C — Sets ein kontravianter Funktor, A ein Objekt von
C. Wir sagen, dass F durch A dargestellt wird, falls F' dquivalent zu Mor¢ (-, A).

Man kann oft Funktoren benutzen, um Objekte zu definieren.

Satz 9.6 (Yoneda Lemma). Falls F' darstellbar ist, dann ist das darstellende
Objekt eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus. Seien F,F’ darstellbare
Funktoren. Dann gibt es eine natiirliche Bijektivon zwischen Transformationen
F — F’ und Morphismen A" — A der darstellenden Objekte.

Beweis: Wir beginnen mit der Aussage iiber Transformationen. Seien 7 : F' —
More (-, A) und 5’ : F’ — Mor¢(-, A’) die Aquivalenzen von Funktoren. Gegeben
sei f: A — A Dannist 0(f) = (/)" o fion: F — F’ eine Transfor-
mation von Funktoren. Umgekehrt induziert 6 : F — F’ eine Transformation
0 : More (-, A) — More(-, A’). Dann ist G(A) : More(A, A) — More (A, A’). Sei
f=0(A)(ids): A— A

Behauptung. f. = 6.

Sei B ein beliebiges Objekt, g : B — A. Da 6 eine Transformation von Funktoren
ist, gilt

Mor¢(B, A) LN Mor¢(B, A")

gﬁ Tg*

Mor¢(A, A) A, Mor¢(A, A)

Es gilt g = goidy = ¢g*(id4). Aus dem Diagramm lesen wir also 6(B)(g) =
g*(0(A)(id4)) = g*(f) ab. Wegen g*(f) = go f = f.(g) ist dies die Behauptung.
Sei nun F ein darstellbarer Funktor, A und A’ seien darstellende Objekte. Dann
induziert die identische Transformation F' — F einen Morphismus A — A’,
die Umkehrung einen Morphismus A’ — A und die beiden sind zueinander

invers. O

Beispiel. Dieses vollig abstrakte Lemma haben wir schon konkret bei der De-
finition des Tensorproduktes benutzt. Dort handelte es sich um die Kategorie
der A-Moduln. Fiir festes M, N wurde der Funktor

Morbilin(M X N, )

betrachtet. Er wurde dargestellt durch M ® 4 N. (Es handelt sich um einen
kovarianten Funktor, nicht um einen kontravarianten).
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Ext und Tor

Sei A ein fester Ring (kommutativ mit Eins), A die Kategorie der A-Moduln.
Sei M ein fester A-Modul. Wir betrachten Funktoren

Homy (M, -),Homa(-, M), M ®-: A — A

Lemma 10.1. Hom (M, ) und M & - sind kovariante Funktoren, Hom 4 (-, M)
ist ein kontravarianter Funktor. Dabei sind Homa (-, M) und M ® - rechtsexakt,
d.h. fir jede kurze exakte Sequenz

0— N — Ny — Ny —0
sind

M®N1—>M®N2—>M®N3—>O
Hom 4 (N3, M) — Homy (Na, M) — Hom 4 (N1, M) — 0

exakt. Homa (M, ) ist linksexakt, d.h. die Sequenz
0 — Homa (M, N1) — Homy (M, N2) — Homa (M, N3)

ist exakt.

Beweis: Wir behandeln exemplarisch den Fall Homy4 (M, ). Ist f: N — N’ ein

Homomorphismus, so ist
¥ :Homu (M, N) — Homa (M, N") g— fog

ebenfalls ein Homorphismus (nachrechnen) und definiert die kovariante Funk-
torialitéit (ebenfalls nachrechnen). Sei nun eine kurze exakte Sequenz wie im
Lemma gegeben. Wir betrachten die induzierte Sequenz

0 — Hom4 (M, N1) — Homy (M, N2) — Homa (M, N3)

Wegen Funktorialitéit und f*(0) = 0 (Homomorphismus!) ist dies ein Komplex.
Wir iiberpriifen die umkehrten Inklusionen.

85
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Sei f1 : M — N;j. Angenommen, die Komposition
f1
M — Ny C Ny

ist null. Dann ist auch f; = 0.
Sei fo : M — Na, so dass die Komposition

M 2N, LN

verschwindet. Dann gilt fo(M) C Kerd = N;. D.h. fy faktorisiert iiber f; :
M — Nl.

Die Rechnungen fiir Hom 4 (-, M) sind véllig analog. Die Aussage fiir ® iiberpriift
man am leichtesten iiber die universelle Eigenschaft. O

Lemma 10.2. Sei F ein freier A-Modul. Dann sind Homa(F,-) und F ® -
exakt, d.h. kurze exakte Seqenzen werden auf kurze exakte Sequenzen abgebildet.

Beweis: Nach Definition ist F' = @, .; A. Dann ist

i€l

Hom 4 (bigoplus;c1 A, N) = H Hom 4 (A, N) & H N

el
(@A) ®N=@A®N§@N
i€l el el

(universelle Eigenschaft von @, f — f(1); Eigenschaft von ®) Beide Funktoren
sind offensichtlich exakt. O

Definition 10.3. Sei M ein A-Modul. Eine freie Auflésung von M ist ein
Komplex
L.FE,—F, 1 —--—Fy—0

zusammen mit einer Abbildung Fy — M, so dass
Lk, —=F,_1—--—>F—>M-—>0

exakt ist. Sei f : M — M’ ein Homomorphismus. Ein Morphismus von Auflésun-
gen iiber f ist ein Komplexmorphismus F, — F., so dass das Diagramm

Fp — M

| s

F, —— M’
kommutiert.

Beispiel. Wenn M selbst frei ist, so ist

0---—=0—=M—=20
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eine freie Auflésung mit Strukturabbildung die Identitéit. Ist A nullteilerfrei,
M = A/(f) fiir f #0, so ist

047240
eine freie Aulésung, den Multiplikation mit f ist injektiv und das Bild (f).

Satz 10.4. (i) Jeder Modul hat eine frei Auflésung.

(ii) Sei f: M — M’ ein Homomorphismus, F,. und F, freie Auflésungen von
M und M'. Dann existiert ein Morphismus von Auflésungen iiber f.

(iii) Je zwei Homomorphismen von Auflésungen sind homotop.

Nach Konstruktion gibt es eine natiirliche, surjektive Abbildung FO(
Sei M7 der Kern dieser Abbildung. Wir setzen dann Fy (M) = Fy(M;
ist die Sequenz

Beweis: Sei I C M ein Erzeugendensystem. Dann setzen wir Fo(M) = P, 1
) =
). Dann

exakt. Dieses Verfahren setzen wir jeweils nach links fort.
Fiir den Beweis von (ii) betrachten wir die surjektive Abbildung Fj — M. Da
Hom(Fy, - exakt ist, ist dann auch

Hom(Fy, F}) — Hom(Fy, M")

surjektiv. Daher hat die Abbildung Fy — M — M’ ein Urbild f, : Fo — F.
Dies bedeutet gerade, dass das Diagram

F F, M
Fé dé) M/

kommutiert. F} ist frei, daher ist die Sequenz
Hom(Fy, Fy) — Hom(F}, F}}) — Hom(Fy, M’)

exakt. In der Mitte haben wir das Element fod;, dessen Bild rechts df fod; =
dody = 0 ist. Daher gibt es ein Urbild f; links. Dieses Verfahren wird fortgesetzt.
Fiir den Beweis von (iii) seien fi, g« Morphismen von Aufldsungen. Wir be-
trachten f. — g.. Gesucht sind Abbildungen h; : F; — F, | mit

fi—gi = di1hi + hi1d;
Wir beginnen auf der Stufe 0. Die Sequenz

Hom(Fy, F) — Hom(F,, F};) — Hom(Fy, M’)
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ist exakt. fo — go hat das Bild dy — dg = 0, hat also ein Urbild hq links. Nach
Konstruktion fo — go = d}ho. Die Sequenz

Hom(Fy, Fy) — Hom(Fy, F}) — Hom(Fy, Fy)
ist exakt. In der Mitte lebt f; — g1 — hod;. Das Bild dieser Abbildung rechts ist
dyfi — digr — dyhody = fodo — godo — (fo — go)do =0
Also gibt es ein Urbild h; links. Dieses Verfahren wird fortgesetzt. O

Bemerkung. Insbesondere sind je zwei Auflésungen von M homotopiedquiva-
lent.

Anwenden von ®M oder Hom(-, M) bildet (wegen Funktorialitit) Komplexe
auf Komplexe ab.

Definition 10.5. Seien M, N Moduln, F, eine freie Auflésung von M. Dann
setzen wir

Ext’, (M, N) = H*(Hom(F,, N)) Tor (M, N) = H;(F, ® N)

Lemma 10.6. Ext’ und Tor; sind wohldefinierte Funktoren. Es gilt Ext’ =
Hom und Tory = ®.

Beweis: Sind F, und F. zwei freie Auflésunge von M, so sind die beiden Kom-
plexe homotopiesiquivalent. Dies bleibt unter Anwenden von Hom(-, N) erhalten.
Daher haben die Komplexe Hom(F, N) und Hom(F,, N) isomorphe Homologie.
Ist f : M — M’ ein Homomorphismus, so existiert ein Morphismus von Auflésun-
ge f: F. — FJ, also auch ein Komplexhomomorphismus f* : Hom(F,, N) —
Hom(F], N). Dieser induziert eine Abbildung auf der Homologie der Komplexe.
Je zwei Wahlen fiir f sind homotop, also ist die induzierte Abbildung auf der
Homologie unébhiéingig von der Wahl. Hieraus folgt leicht die Funktorialitéit.
Nach Vorrausetzung ist F; — Fyp — M — 0 exakt. Wegen der Linksexaktheit
von Hom Exaktheit von

0 — Hom(M, N) — Hom(Fy, N) — Hom(Fy, N)
Dies berechnet Ext®(M, N) wie behauptet. Ebenso fiir ®. O

Beispiel. Sei F frei. Dann gilt Ext’(F, N) = Tor;(F, N) = 0 fiir i > 0, denn F
kann als Auflosung von sich selbst gewihlt werden.

Lemma 10.7. Sei A ein Hauptidealring, M, N endlich erzeugte A-Moduln.
Dann sind alle Tor;(M, N), Ext'(M, N) endliche erzeugte A-Moduln und ver-
schwinden fiir i # 0, 1.

Beweis: M ist endlich erzeugt, sei also doFy — M surjektive Abbildung mit
Fy frei von endlichem Rang. Nach dem Elementarteilersatz ist F; = Kerdy
ebenfalls frei von endlichem Rang. Wir benutzen die freie Auflssung [F} — Fp]
zur Berechnung der Funktoren. O
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Der eigentliche Witz dieser Funktoren ist die lange exakte Kohomologiesequenz.

Satz 10.8. Sei 0 — M; — My — M3 — 0 eine kurze exakte Sequenz von
Moduln, N ein weiterer Modul. Dann sind die folgenden Sequenzen exakt:

-+ — Ext'(N, My) — Ext‘(N, My) — Ext’(N, M3) — BExt™™ (N, M) — ...
> TOI‘i(N, Ml) — r]:‘OI‘i(]\/v7 M2) — TOI‘Z'(N, Mg) — TOI‘ifl(N, Ml) — ...
-+ — Ext’(Ms, N) — Ext’(My, N) — Ext‘(M;, N) — Ext"™' (M3, N) — ...

Beweis: Sei F, eine frei Auflsung von N. Wegen der Exaktheit von Hom(Fj, -)
und F;® erhalten wir kurze exakte Sequenzen von Komplexen

0 — Hom(Fy, M) — Hom(F,, My) — Hom(F,, M3) — 0

Die induzierten langen exakten Sequenzen sind die beiden ersten aus dem Satz.
Fiir die dritte seien F, eine frei Auflosung von M; und F! eine frei Auflosung
von Ms.

Behauptung. F, & F. ist eine freie Auflésung von Mo und es gibt eine kurze
exakte Sequenz von Auflésungen

0—-F, —-F,®F —0

Auf diese wenden wir Hom(+, N') an. Wir erhalten eine kurze exakte Sequenz von
Komplexen, die wieder eine lange exakte Kohomologiesequenz induziert. O

Beispiel. A=7Z, M =Z/(m), N = Z/(n) fir n > 0. Wegen der kurzen exakten
Sequenz
0-Z5Z—M—0

folgt
0 — Hom(M, N) — Hom(Z, N) = Hom(Z, N) — Ext'(M,N) — Ext'(Z, N) — Ext'(Z, N) — 0
Wegen Ext'(Z, N) = 0 (Z frei), folgt

Ext'(M,N) = N/mN = Z/(n) + (m) = Z/ ggT(n,m)

Ebenso folgt

0— Tor,(M,N) = Z&N 22L 720 N - M®N — 0

Also
Tory(M,N) 2 Ker(m: N — N) = (m)/(n) N (m) =2 Z/kgV(n,m)

Definition 10.9. Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit mazimalem Ideal m
und k = A/m. Der Ring heifit regulir, wenn

dimy, m/m? = dim A
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Bemerkung. Regulire lokale Ringe der Dimension 1 sind genau die diskreten
Bewertungsringe. (Nicht ganz offensichtlich!)

Definition 10.10. Die globale kohomologische Dimension von A ist das Su-
premum dGber alle i, fir die es Moduln M, N gibt mit Ext'(M, N) # 0.

Theorem 10.11 (Serre). Sei A ein lokaler noetherscher Ring. Dann sind
dquivalent:

(i) A ist reguldr.

(i) Die globale kohomologische Dimension von A stimmt mit der Krulldimen-
sion iberein.

(i4i) Die globale kohomologische Dimension ist endlich.

Beweis: Matsumura, Commutative ring theory, Theorem 19.2
Beweisidee: Geschickte Wahl von Auflésungen, Stichwort ”Koszul-Komplex”.
O

Beispiel. Sei k algebraisch abgeschlossener Kérper, V. = V(S) C A" mit
I(V) = (f1,-.., fm) eine affine Varietét der Dimension d. Dann sind alle lo-
kalen Ringe von V regulir, genau dann wenn

o
(axj)i,j

in allen Punkten von V den Rang n — d hat. In diesem Fall heifit V' glatt oder
auch nicht-singuldr.
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Schlussbemerkungen

Was wir behandelt haben

Kommutative Algebra! Ringe und Moduln, Konstruktionen und Eigenschaften

e Grundlagen der algebraischen Geometrie: affine Varietéiten, Hilbertscher
Nullstellensatz, Noether-Normalisierung, Dimensionstheorie

e Grundlagen der algebraischen Zahlentheorie: Ganzheitsringe sind Dede-
kindringe

Hier schlieen sich in natiirlicher Weise grofle Theorien an.

Algebraische Geometrie

Definition 11.1. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, S C k[Xo, ..., Xn]
eine Menge von homogenen Polynomen. Dann heif$t

V(S)=Alxg: - :zp] €P"| flzo,...,xn) =0,f €S}
projektive Varietdt definiert durch S.

Auch projektive Varietéten lassen sich mit der Zarikski-Topologie versehen. Af-
fine Varietéten sind dann natiirliche offene Untermengen von projektiven.

Theorem 11.2 (Satz von Bezout). Seien Vi,V5 C ]P’ﬁ Kurven, die durch je
ein Polynom vom Grad n bzw. m definiert sind. Haben Vi und Vo nur isolierte
Schnittpunkte, so betrigt die Anzahl (mit Vielfachheit gezihlt) genau nm.

Im Wintersemester: Lesekurs Algebraische Geometrie (Dr. Orlik)

Hier soll es vor allem um die Verallgemeinerung auf beliebigen Grundkorper
oder sogar Grundring gehen.

91
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Zahlentheorie

Theorem 11.3 (Dirichlet). Sei K ein Zahlkérper. Dann ist Oy endlich er-
zeugte abelsche Gruppe. Die Klassengruppe ist endlich.

Im Sommersemester: Vorlesung Elementare Zahlentheorie (Huber-Klawitter)
Braucht nichts von dem, was wir behandelt haben, ist aber schon. Es geht im
wesentlichen um quadratische Zahlkorper, z.B. Reziprozitatsgesetz.

Was wir nicht behandelt haben

Halbeinfache Algebren und Darstellungstheorie

(Nichtkommutative) Ringe, die gleichzeit endlich dimensional iiber einem Kérper
k sind. Hier gibt es eine Strukturtheorie, die wesentlichen Bausteine sehen aus
wie M, (E), wobei E/k ein Schiefkorper ist. Fiir & = Q ist dies wieder zahlen-
theoretisch wichtig.

Fiir allgemeine Korper ist es eng verwand mit Darstellungstheorie. Sei GG ein end-
liche Gruppe. Eine Darstellung ist ein Gruppenhomomorphismus G — Aut(V),
wobei V ein k-Vektorraum ist (meist & = k). Alternativ: G operiert durch li-
neare Abbildungen auf V. Die Kategorie der Darstellungen von G ist dquivalent
zur Kategorie der k[G]-Moduln, wobei k[G] = @geG kg der Gruppenring ist.
Er ist eine endlichdimensionale k-Algebra. Jede endlichdimensionale Darstel-
lung ist direkte Summe von irreduziblen. Diese lassen sich leicht klassifizieren.
Ist G abelsch, so ist k[G] kommutativ und die irreduziblen Darstellungen sind
eindimensional.

Literatur: Serre: Representation theory; Lang: Algebra

Lie-Algebren

Lie-Algebren sind Vektorrdume mit einer Verkniipfung [-, -], die nicht assoziativ
ist, sondern der Jacobi-Identitét [X, [V, Z]|+ Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = O geniigt.

Beispiel. V = M, (k) mit [A, B] = AB — BA.

Diese konnen z.B. klassifiziert werden. Reelle Lie-Algebren sind wichtig, denn
sie sind Tangentialriume von Lie-Gruppen, d.h. Gruppen wie Gly(R) und S,
die gleichzeitig Mannigfaltigkeiten sind. Diese sind in der Physik oder iiberhaupt
beim Studium von Differentialgleichungen enorm wichtig.

Arithmetische Geoemtrie

Mein Arbeitsgebiet ist arithmetische Geometrie, also Zahlentheorie mit den Me-
thoden der algebraischen Geometrie.

Das grofite Ergebnis der letzten Jahre war der Beweis der Vermutung von
Shimura-Taniyama-Weil:
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Theorem 11.4 (Wiles,Taylor-Wiles et. al.). Jede elliptische Kurve iber Q
ist modular.

Korollar 11.5 (Fermatsche Vermutung). Fiir n > 2 hat die Gleichung

n

nur die trivialen ganzzahligen Lésungen mit x = 0 oder y = 0.

Im Wintersemester: Vorlesung elliptische Kurve, aufbauend auf unserer Alge-
bra 2

Eine elliptische Kurve ist eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht 1. Kon-
kret bedeutet dies: definiert durch ein homogenes Polynom vom Grad 3. El-
liptische Kurve iiber Q bedeutet dann, dass die Definitionsgleichung rationale
Koeffizienten hat. Uber C ist jede elliptische Kurve von der Form C/T, wobei
I' C C ein Gitter ist. Sie sieht also aus wie ein Torus.

Modular bedeutet, dass es eine surjektive holomorphe Abbildung

H/T(N) — E(C)

gibt, wobei H die obere Halbebene ist, I'(N) C SLs(Z) die Untergruppe der
Matrizen, die modulo N kongruent zur Einheitsmatrix sind; E(C) die Punkte
der elliptische Kurve iiber C.

Elliptische Kurven sind einerseits noch so einfach, dass wir viel iiber sie wissen,
andererseits so kompliziert, dass man sehr viel Interessantes sagen kann. So
tragen sie automatisch ein Gruppengesetz, das man mit Hilfe des Satzes von
Bezout konstruieren kann.

In der Vorlesung wollen wir zunéchst den Fall £ = C betrachten, um geometri-
sche Anschauung zu gewinnen. Dann geht es um die algebraische Behandlung
iiber endlichen Korpern und Zahlkoérpern. Der Beweis des Theorems von Wi-
les liegt leider auflerhalb unserer Reichweite. Aber der Beweis des Korollars ist
vielleicht machbar.

Literatur: Silverman, Arithmetic of Elliptic Curves.
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