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Kapitel 1

Einleitung

Gegenstand der Zahlentheorie sind die ganzen Zahlen und ihre Eigenschaften:
e Primzahlen und ihre Verteilung
e Losbarkeit von Gleichungen in Z
e ...

Damit ist sie eines der ltesten wissenschaftlichen Gebiete iiberhaupt. Elemen-
tare Zahlentheorie verwendet keine hoheren Methoden, d.h. keine Analysis oder
nichtlineare Algebra. Andersherum: nur die Methoden der Mittelstufe. Histo-
risch reicht der Stoff bis ca. 1800. Ubrigens: Elementar bedeutet nicht einfach!
Wir beginnen mit einem Beispiel:

Definition 1.1. Die ganzzahligen Lisungen der Gleichung

2?4yt = 22

heiffen phythagoreische Tripel.
Beispiel.

32 4+42=9+16=25=52
52 + 122 = 25 + 144 = 169 = 132

Dies wird z.B. zur Konstruktion von rechten Winkeln benutzt: Man teilt auf
einer Schnur 12 Abschnitte ab und formt diese zum Dreieck.

Gibt es weitere Losungen? Gibt es eine Formel? Hat die Menge der Losungen
eine Struktur? Die Losungsformel war schon vor 3500 Jahren in Babylon be-
kannt.

1. Beobachtung: Gleichung 22 +%? = 22 ist homogen vom Grad 2. Ist (z,, 2)
eine Losung, dann auch (Az, Ay, Az) fiir alle A € Z:

(Az)® + (\)? = X (@° + ) = (\2)°
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Es gibt also unendlich viele Losungen. Wir studieren ab jetzt nur noch primitive
Losungen, d.h. geT(x,y,2) = 1.

2. Beobachtung: Teilt \|z,y, so folgt A\?|x? + y? = 22, also \|z. Allgemeiner:
teilt \ zwei der Zahlen z,y, z eines phytagoreischen Tripels, so auch die dritte.
Also: bei primitiven Tripeln sind je zwei Zahlen teilerfremd:

ggT(z,y) = ggT(y, 2) = ggT(z,2) =1

3. Beobachtung: Kann man etwas iiber Teilbarkeit der Losungen durch ganze
Zahlen sagen? Zunichst p = 2, also gerade/ungerade. Hochstens eine der Zahlen
x,y, z ist gerade. Konnen alle drei ungerade sein?

x,y ungerade = z2, 3 ungerade = 2% + y? = 22 gerade = z gerade

2

x, z ungerade = 2, 22 ungerade = y* = 22 — 2% gerade = y gerade

Also ist mindestens eine der drei Zahlen gerade. Genaueres hinsehen: Angenom-
men, x,y sind ungerade. Dann gilt x = 2x9 + 1, y = 2y + 1, also

22 y? = Aol dmg 14+ 4y2 Ay +1=4m+2 =22

Dies ist unméglich, den Quadratzahlen sind entweder 0 oder 1 modulo 4. Also:
entweder = oder y ist gerade. Ab jetzt: x, z ungerade, y = 2yq.

P4 = e dyl == (z—2)(2 +2)
Da x, z ungerade, sind z + x gerade. Also
z—x=2w,z4+x =20
4yt = dvw & Y3 = vy
Behauptung. w,v sind teilerfremd.

Angenommen, A|lv,w. Dann Mw + v = & und Aw — v = —x, Widerspruch zu
ggT(z,2) = 1.
Primfaktorzerlegung von y3 impliziert: w, v sind beides Quadratzahlen:

_ 2. 2 2 22 _
wW=q,0=p" =Y =Dq < Yo =pq
Wir fassen zusammen, was wir wissen:

Y = 2y0 = 2pq
x:w+v:p2+q2

z=v—x=p*—¢°
Gibt es weitere Bedingungen? Nein!

(* — ¢*)? + (2pq)? = p* — 20°* + ¢* + 20°¢* = p* + 20° + ¢* = (P* + ¢*)?



Satz 1.2. Seien p,q € Z. Dann sind x = p* — ¢, y = 2pq und z = p? + ¢* ein
pythagoreisches Tripel. Jedes primitive Tripel ist von dieser Form.

Aufgabe 1.1. Erstellen Sie eine Tabelle mit ca. 10 pythagoreischen Tripeln.
Zu welchen p, ¢ gehoren die Tripel (3,4,5), (5,12,13)?

Aufgabe 1.2. Haben alle pythagoreischen Tripel die Form aus Satz 1.27
Aufgabe 1.3. Bestimmen Sie alle Lésungen von z* + y* = 2%,

Oft betrachet man statt der phythagoreischen Gleichung

a2+t =1
und sucht Losungen in Q. Mit @ = 2:/z, b = y/z haben wir dies bereits gelost:
Korollar 1.3. Jede Lisung von a® +b> =1 in Q hat die Form
. pz — ¢ p— 2P
PP +q PP+¢
(oder umgekehrt) mit p,q € Z (nicht beide gleichzeitig 0).

Aufgabe 1.4. Schreiben Sie einen sauberen Beweis aus Satz 1.2 auf.

Theorem 1.4 (Faltings 1983). Sei P € Q[X,Y] ein allgemeines Polynom
vom Grad grifier 3. Dann hat P(X,Y") = 0 nur endlich viele rationale Lisungen.

Bereits vorher schon bekannt:
e deg P = 2: entweder keine oder unendliche viele Losungen.

e deg P = 3: elliptische Kurven. keine, endlich oder unendlich viele Losun-
gen.

Weiterer Spezialfall:

Satz 1.5 (Fermat, vermutlich 1638). Die Gleichung x* +y* = 22 hat keine
nicht-triviale ganzzahlige Losung, d.h. keine mit x,y,z > 0.

Was haben wir bisher benutzt?
e Teilbarkeitseigenschaften/Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung

e Rechnen mit Restklassen.
Dies soll systematisiert werden. Weitere Ziele der Vorlesung:

e Kettenbriiche und Pellsche Gleichung
e quadratisches Reziprozititsgesetz

e Zwei-, Drei- und Vierquadratesatz

o 23 4¢P =23

Literatur:

Scharlau, Opolka: Von Fermat bis Minkowski
Serre: A course in arithmetic

Frey: Elementare Zahlentheorie
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Kapitel 2

Primfaktorzerlegung

Sei R ein kommutativer Ring mit 1, ohne Nullteiler (d.h. ab = 0 nur wenn a = 0

oder b = 0). Unsere Beispiele: Z, Z[i] Gaufische ganze Zahlen, Z[v/—5|, Z[g|] mit
_ o2mi/3
o=e .

Beachte: (¢ —1)/(0—1)=0*+0+1=0.
Aufgabe 2.1. Bestimmen Sie das von 1, ¢ in der Ebene aufgepannte Gitter.
Wesentliches Hilfsmittel ist die Norm N : R — Nj.

Definition 2.1. Wir setzen N : Z — Ny, z — |z|. Fir R = Z[i], Z]\/-5], Z]g]
setzen wir N(z) = |z|?

Konkret:

N(a+ bi) = a* + b*, N(a + by/=5) = a* + 507,
N(a+ bo) = (a+ bo)(a + brho) = (a + bo)(a + bo?) = a® + ab(o + 0*) + b*¢® = a® — ab + b*
Die Norm ist in jedem dieser Félle multiplikativ: N(a)N(8) = N(ap).

Definition 2.2. « € R heifit Einheit, falls es a~! in R gibt. Sei R* die Gruppe
der Einheiten.

Ein Element o € R heifit irreduzibel, falls o # 0, « ¢ R* und es gilt: falls
a = B, so ist B eine FEinheit oder v eine Einheit.

Beispiel. Z* = {1}
Aufgabe 2.2. Uberpriifen Sie die Gruppenaxiome fiir R*.

Aufgabe 2.3. Bestimmen Sie die Einheiten des Polynomrings k[7] und des
Potenzreihenrings k[[T]] fiir einen Korper k. Was passiert, wenn man & durch
einen Ring ersetzt?

Lemma 2.3. Sei R = Z,Z[i], Z[\/—5], Z|g|. Fin Element o € R ist eine Einheit
genau dann, wenn N(a) = 1. Ist 3 ein echter Teiler von «, dann folgt N(a) ein
echter Teiler von 3.
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Beweis: Sei a Einheit. Dann gilt N(a)N(a=! = N(1) = 1. Umgekehrt 1 =
N(a) = aa, d.h. a~! = @ zunichst in C. Aber offensichtlich gilt @ € R. Die
Aussage fiir Teiler folgt hieraus direkt. O

Aufgabe 2.4. Gilt auch die Implikation N(8)|N(«) = Sla?

Beispiel. Sei a € Z[i]*, also N(«) = 1.
a=a+bi=a®+b*=1= (a,b) = (£1,0), (0, £1)

Also Z[i]* = {£1, £i}.

Aufgabe 2.5. Zeigen Sie: Z[o]* = {£1,0,0% 0+ 1,0° + 1}

Beispiel. Die irreduziblen Zahlen in Z sind + die Primzahlen.

Beispiel. 2 = (1 +4)(1 — ) ist nicht irreduzibel in Z[i], wohl aber in Z[/-5]:
N(2) = 4 hat als echte Teiler nur 2. Gesucht ist also 8 = a+by/—5 mit N(3) =
a® + 5b% = 2. Dies ist unlésbar.

Aufgabe 2.6. Ist 2 irreduzibel in Z[p|? Wie steht es mit 3, 5, 7, 11, ...?
Erkennen Sie ein Muster?

Definition 2.4. R heifit faktoriell, wenn jedes o € R~ {0} in der Form
a=upi*...p*
geschrieben werden kann mit uw € R*, p; irreduzibel und verschieden, n; > 0 und
dabei die p; eindeutig sind bis auf Finheit und die n; eindeutig.
Wir wollen natiirlich zeigen, dass Z faktoriell ist.
Beispiel. In Z[v/-5] gilt
6=2-3=(1+v-5)(1-+-5)

Wir haben bereits gesehen, dass 2 irreduzibel ist. Aber 2 ist kein Teiler von
1+ +/—5, denn beide Elemente haben Norm 6.

Satz 2.5. Z, Z[i], Z[g] sind faktorielle Ringe.

Existenz: Induktion nach N(«): Induktionsanfang: N(a) = 0 = a = 0,
N(a) =1 = a = u € R*. Sein nun N(a) > 1. Entweder « ist irreduzi-
bel, dann sind wir fertig. Oder es gibt eine echte Zerlegung a@ = fv. Dann
gilt N(8), N(y) < N(«a). Nach Induktionsannahme haben wir Zerlegungen fiir
B, gamma. Durch Zusammenfassen erhalten wir eine Produktdarstellung fiir .
Eindeutigkeit: z.z. ist: Sei 7 € R irreduzibel, dann ist = prim, d.h. 7|af
impliziert 7|a oder 7|5.

Satz 2.6 (Euklidischer Algorithmus). Sei R = Z, Z[i], Z|g]. Seien o, 3 € R,
6 # 0. Dann gibt es 7,6 € R mit

a=p0y+46
mit N(0) < N(B).



Beweis: Die Aussage ist klar in Z (Sauberer Beweis in N mit vollstéindiger In-
duktion).

In den beiden anderen Fillen: Wir betrachten o3~' € C und wihlen das nichst-
gelegene «y, das im jeweiligen Gitter liegt. Man iiberlegt sich leicht, dass

laf™t =4 <1
Setze § = a —yB = (a7t —v)B € R. Es folgt N(6) = [0]*> < |8]> = N(B). O

Aufgabe 2.7. Zeigen Sie den euklidischen Algorithmus fiir k[T] (k Korper),
wobei N die Gradabbildung ist.

Korollar 2.7. Sei R = Z,7Z[i],Z[g]. Seien o, 5 € R~ {0}. Dann gibt es einen
grifiten gemeinsamen Teiler 7 = ggT(a, B) beziiglich der Teilbarkeitsrelation,
d.h. jeder andere gemeinsame Teiler teilt diesen. T ist eindeutig bis auf Einheit
und von der Form na +mpf fir n,m € R.

Beweis: Sei T ein minimales Element (beziiglich N) ungleich 0 in {na+mpgin, m €
R}.

Behauptung. 7|a.
Nach dem Euklidischen Algorithmus gilt

a=xT+9

mit N () < N(tau). Das Element ¢ liegt ebenfalls in unserer Menge. Nach Wahl
von 7 muss dann § = 0 sein.

Ebenso folgt 7|3, dies ist also ein gemeinsamer Teiler. Aus der Darstellung von 7
als Linearkombination folgt, dass jeder gemeinsame Teiler o und § auch 7 teilt.
Damit ist 7 ein ggT. Seien 7,7’ beide ggTs. Dann folgt 7 = ur’ und 7/ = u'r.
Also ist 7 = ur’ = wu'T. Es folgt N(uu’) = 1, also sind v und u’ Einheiten. [

Satz 2.8. Sei m irreduzibel in R = Z,Z[i], Z[g]. Dann ist © prim, d.h. w|af
impliziert w|a oder |[3.

Beweis: Sei w|af, aber mf o, w1 3. Das ggT von 7 und « ist ein Teiler von 7.
Es kann nicht gleich 7 sein, also ist es eine Einheit, ohne Einschrankung gleich
1. Nach Korollar 2.7 gilt

1 =geT(m,a) =ni7m+ma

Ebenso
1 = ggT(m, B) = nam + mof

Produkt der Gleichungen ergibt
1= (nm7 4+ mya)(nem + mof) = xm + minzaf

Da 7|a haben wir 7|1. Dies ist ein Widerspruch. O
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Eindeutigkeit: Seien

'n/l n/
a=uplt...ptr=udqt . q ¥

zwei Primfaktorzerlegungen. Wir argumentieren mit vollstdndiger Induktion
iiber > n;.

Sei >~ m; = 0, also @ = u eine Einheit. Die p} sind dann invertierbar, bzw. sie
tauchen gar nicht erst auf.

Allgemein teilt das Primelement p; die rechte Seite, also einen der Faktoren.
pi|u’ ist nicht moglich, also folgt pq|g; fur ein j. Da g; irreduzibel ist und p;
keine Einheit, folgt p1 = u1¢; fiir eine Einheit u;. Ohne Einschréankung ist j = 1.
Wir teilen beide Seiten der Gleichung durch p; und erhalten

n;—1 N n’171 7-"/2 n;c/
upq pk} =vq; c. (o qk/

mit einer neuen Einheit v. Nach Induktionsvoraussetzung gilt k = k', p; =
UiPo(i), Ni = Ng(;) fiir eine Permutation o der Menge {1,..., k}. Damit folgt die
Eindeutigkeit auch fiir « selbst.

Bemerkung. Esist klar, warum 1 keine Primzahl ist - der Satz von der Eindeu-
tigkeit der Primfaktorzerlegung in Z wiirde falsch! 1 ist - wie —1 eine Finheit.
Euklidischer Algorithmus Im Beweis haben wir den euklidischen Algorith-
mus verwendet. Er ist die beste Moglichkeit zur Bestimmung des ggT.

Beispiel. Wir bestimmen ggT(12345,6789):

12345 : 6789 = 1 Rest 5556
6789 : 5556 = 1 Rest 1233
5556 : 1233 = 4 Rest 624

1233 : 624 = 2 Rest — 15
624 : 15 =41 Rest 9
15:9=2 Rest —3

Also ggT(12345,6789) = 3.

Aufgabe 2.8. Nehmen Sie sich Piirchen von groflen Zahlen (z.B. 10 Stellen?
Wie wire es mit mehr als Thr Taschenrechner kann?) und berechnen Sie das
geT mit dem euklidischen Algorithmus. Kénnen Sie abschitzen, wieviele Re-
chenschritte Sie benttigen?

Aufgabe 2.9. Berechnen Sie ggT(—47 + 724,21 + 224) in Z[i].



Kapitel 3
Restklassenringe

Definition 3.1. Sein € N. Dann ist
Z/nZ={a+nZ|acZ}
die Menge der Restklassen von ganzen Zahlen modulo n. Wir schreiben
a modn
fiir die Restklasse a + nZ
Es gilt
a=b modnea+nZ=b+nZCZ<a—-benZ<nla—>b

Lemma 3.2. Mit der Addition und Muliplikation induziert von Z ist Z/nZ ein
kommutativer Ring mit 1. Der Ring hat n Elemente.

Beispiel.
3+2=5 mod?7 345=8=1 mod?7 3:4=12=5 mod?7

Beweis: Die Ringaxiome folgen direkt aus den Ringaxiomen fiir Z. Interessanter
ist ein anderes Problem: warum sind Addition und Muliplikation wohldefiniert?
Sei a = @’ mod n, b € Z. Nach Vorausetzung gibt es m € Z mit a — a’ = mn.
Dann ist

(a+nZ)+ (b+nZ) = (a+b) +nZ = (a’ +mn +b) +nZ
= (a'+b) + mn+nZ = (a’ +b) +nZ = (a’ +nZ) + (b + nZ)
denn nZ = mn + nZ als Teilmengen von Z. Ebenso sieht man:
(a+nZ)(b+nZ)=ab+nZ = (a' +mn)b+nZ = a’b+mnb+nZ = d'b +nZ

Die Restklassen von 0,1,2,...,n — 1 sind alle verschieden. Dies sind die n Ele-
mente von Z/nZ. O
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Beachte: In Z/nZ kann es Nullteiler geben!
Beispiel.

2.3=6=0 mod®6
obwohl 2,3 # 0 mod 6.

Aufgabe 3.1. Erstellen Sie ein Additions- und Multiplikationstabelle fir Z/3Z
und Z/47Z. Handelt es sich um Kérper?

Satz 3.3 (Chinesicher Restsatz). Seien n,m € N teilerfremd. Dann ist die
Abbildung

7w L/nmZ — Z/nZ X Z/mZ a+nmZv— (a+nZ,a+ mZ)

ein Ringisomorphismus.

Beweis: Addition und Multiplikation auf Z/nZ x Z/mZ sind komponentenweise
erklért. 7 ist offensichtlich vertriglich mit Addition und Multiplikation. Inter-
essant ist also die Bijektivitét.

Der Kern von 7 ist

{a+nmZ|a=0 modn,a=0 modm}

Dies bedeutetet n|a und m|a. Da n und m teilerfremd sind, folgt nm|a. D.h. es
gilt a = 0 mod nm. Damit ist der Kern von 7 trivial, die Abbildung ist injektiv.
Beide Seiten haben nm Elemente. Eine injektive Abbildung ist automatisch
surjektiv. O

Der chinesische Restsatz sagt also: Eine Restklasse modulo nm ist eindeutig
bestimmt durch ihre Reste modulo n und m. Zu einem Paaren von Resten
modulo n und m gibt es ein gemeinsames a € Z, das beide Reste induziert (und
a ist eindeutig modulo nm). Das Losen von Gleichungen modulo nm wird so
reduziert auf das Losen von Gleichungen modulo n und modulo m.
Konvention: Wir unterscheiden meist nicht zwischen a € Z und der Restklasse
von a modulo n, d.h. a + nZ.

Beispiel. Betrachte 2 + 2z = 3 mod 6. Wir lésen zunichst:

224+0r=3=1 mod2< =1 mod 2
2422 =0 mod3ez(z®—-1)=z(—-1)(z+1) mod3
=21 =0,20=1,23=2 mod 3

Die Losungen modulo 6 sind hierdurch eindeutig bestimmt:
1 =3,20=1,z3=5 mod 6
Aufgabe 3.2. Losen Sie die Gleichungen:
(i) 224+ 2+1=0 mod 6
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(i) 2* +2+5=0 mod 4
(iii) *+ 2 +8 =10 mod 12
(iv) ...

Aufgabe 3.3. Zeigen Sie die folgende allgemeinere Fassung des chinesischen
Restsatzes: Seien aq,...,a, € N mit ggT(ay,...,a,) = 1. Dann ist

Z/ay...anZ 2 L/aZ X -+ X L]an,Z
Wir wollen die Struktur des Rings Z/nZ besser verstehen. Dafiir benutzen wir

ein wenig Gruppentheorie.

Exkurs in die Gruppentheorie
Sei G eine endliche kommutative Gruppe. Fiir a € G sei
-2

<a>={e,a,a a*a?...}

die von a erzeugte Untergruppe in G. In einer additiven Gruppe ist entsprechend
< a>={0,+a,+2a,+3aq,...}. Da G endlich ist, ist es auch < a >.

Definition 3.4. Die Ordnung von a ist | < a > |. Eine Gruppe heifit zyklisch,
wenn G =< a > fir ein a € G.

Beispiel. Z/nZ als abelsche Gruppe ist zyklisch mit dem Erzeuger 1.

Lemma 3.5. Die Ordnung ist die kleinste natiirliche Zahl mit a® = e. Es gilt
<a>={ea,a? ... a1}
Die Gruppe ist isomorph zu Z/dZ via a — 1.

Beweis: Wegen a? = e folgt a™ = a™ fiir n = m mod d. Also hat die Gruppe
die angegebene Form. Wir bestimmen die Anzahl der Elemente: Angenommen,
es gilt a® = a™ fiir 0 < n < m < d. Dann folgt e = a® = @™~ ". Dies ist ein
Widerspruch zur Minimalitdt von d. Damit hat < a > wirklich d verschiedene
Elemente. Die Abbildung < a >— Z/d ist wohldefiniert, da a® = e + d = 0
mod d. Sie ist offensichtlich bijektiv. O

Satz 3.6. Sei G eine endliche abelsche Gruppe a € G.
(i) Es gilt alG! = e fir alle a € G.
(i) Die Ordnung von a € G teilt die Ordnung von G.

Beweis: Sei G = {aq,...,a,. Wir betrachten g = a1 ... a,. Die Abbildung

G—G T ar
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ist bijektiv, daher kommt auch in dem Produkt

g = (aay)(aas) ... (aay)

jedes Gruppenelement genau einmal vor. Da es auf die Reihenfolge nicht an-
kommt, gilt ¢’ = g. Anderseits ist

g =a"g=>e=a"
Sei d die Ordnung von a, d’ = ggT(d,n). Dann gibt es o, 8 € Z mit
d =ad+pn=a’ =@)*a")’ =ece=c¢

Nach Wahl von d als kleinster Exponent mit a? = e muss nun d = d’ sein, d.h.
d|n. O

Bemerkung. Der Satz gilt natiirlich auch fiir nicht-abelsche Gruppen. Er folgt
sofort aus dem Satz von Lagrange. Dies ist der bessere Beweis!

Satz 3.7 (Elementarteilersatz). Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph
2u
Z]/d\Z X Z)doZ % -+ X L]dy

fiir gewisse d; € N. Die d; kénnen teilerfremd gewdhit werden. Sie kénnen auch
gewdihlt werden, so dass d;y1|d;. In dieser letzten Form sind sie eindeutig.

Beweis: Ohne Beweis. O

Die multiplikative Gruppe von Z/nZ.
Lemma 3.8. Die Einheiten von Z/nZ sind
{(Z/nZ)* ={a € Z/nZ | ggT(a,n) =1} ={a € Z/nZ |< a >= Z/nZ}
Beweis: Sei a Einheit, d.h. es gibt b mit ab =1 mod n, d.h. es gibt m € Z mit
ab+mn=1

Dann gilt ggT(a,n)|1. Sei umgekehrt ggT(a,n) = 1. Mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus 2.7 schreiben wir

1=ggT(a,n) =aa+ng

Mit «, 8 € Z. Die Restklasse von « ist dann invers zu a beziiglich der Multipli-
kation.

Sei wieder a Einheit, b € Z mit ab =1 mod n. Dann ist 1 = ba €< a >. Wegen
¢ =c-1 € Z/nZ enhilt < a > dann alle Elemente des Rings. Umgekehrt sei
< a >=7Z/nZ. Dann gibt es b € Z mit ba =1 mod n und a ist Einheit. O

Aufgabe 3.4. Bestimmen Sie die Inversen aller Elemente von Z/5 ungleich
Null. Bestimmen Sie die Einheiten von Z/6 und Z/12.
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Definition 3.9.
p(n) = |(Z/nZ)"|
heif$t Eulersche ¢-Funktion.

Es gilt also p(n) ist die Anzahl der Zahlen echt kleiner als n, die teilerfremd
sind zu n.

Lemma 3.10. (i) Seien n,m teilerfremd. Dann gilt o(nm) = p(n)p(m).
(ii) Sei p Primzahl. Dann gilt o(p") = (p — 1)p"~1.
Beweis: Nach dem chinesischen Restsatz gilt
Z/nmZ = 7/nZ X Z/mZ

Insbesondere ist eine Restklasse genau dann invertierbar, wenn sie invertierbar
modulo n und modulo m ist, d.h.

(Z/nmZ)* =2 (Z/n)* x (Z/mZ)*

Dann stimmen auch die Anzahlen der beiden Mengen iiberein. Dies ist die Be-
hauptung.

Sei nun p eine Primzahl. Dann ist ¢(p™) die Anzahl der Zahlenin 0,1,...,p"—1,
die teilerfremd zu p" sind (dquivalent: die teilerfremd zu p sind). Dies ist p™
weniger die Anzahl der Zahlen, die durch p teilbar sind. Also

n n—1

o) =p" —p

Beispiel.

(12) = ¢(3)p(4) = (3—1)2(2— 1) = 4
Aufgabe 3.5. Berechnen Sie ¢(n) fir n =1,2,3,...,20,81, 155.
Korollar 3.11. Seip eine Primzahl. Dann ist Z/pZ ein Kirper.

Beweis: Wir haben gezeigt, dass (Z/pZ)* genau p — 1 Elemente hat, némlich
alle Restklassen ungleich 0. Dass heifit gerade dass alle Elemente ungleich 0
inertierbar beziiglich der Multiplikation sind. O

Aufgabe 3.6. Ist Z/47Z ein Korper? Gibt es einen Korper mit 4 Elementen?

Korollar 3.12 (Kleiner Satz von Fermat). Sei p eine Primzahl, © € Z.
Dann gilt
2P =z mod p

Beweis: Die Aussage ist wahr fiir x = 0 mod p. Andernfalls ist x mod p ein
Elemente der Gruppe (Z/pZ)* mit p — 1 Elementen. Dann folgt nach Satz 3.6

2?71 =1 mod p

Multiplikation mit p gibt die Behauptung. O
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Bemerkung. Dies ist ein Primzahltest: Um zu iiberpriifen, ob eine gegeben
Zahl eine Primzahl ist, berechnet man testhalber xP fiir viele . Das Rechnen
mit Restklassen ist schnell, daher ist dies eine gute Methode.

Aufgabe 3.7. Betrachten Sie die Zahlen 1377,11111, 559 Handelt es sich um
Primzahlen?

Hier eine Variante des kleinen Satzes von Fermat fiir zwei Primzahlen.

Korollar 3.13. Seien p # q Primzahlen, n = pq. Sei m = 1 mod ¢(n) Dann
gilt fiir alle x € Z/nZ

™ =z modn

Beweis: Nach dem chinesischen Restsatz gentigt es, die Aussage mod p und
mod ¢ zu zeigen. Wegen ¢(n) = (p—1)(¢ — 1) gilt m = 1+ a(p — 1)(¢g — 1),
also m = 1 mod p — 1. Genau wie im Beweis des kleinen Satzes von Fermat
(Fallunterscheidung nach z teilerfremd zu p oder nicht), gilt 2™ = = mod p.
Genauso argumentiert man fiir q. O

Dieser Fall ist interessant, da er in der Kryptografie verwendet wird.

Public Key Kryptografie
Alice will Bob eine geheime Botschaft senden. Sie gehen wie folgt vor:

e Bob wihlt zwei (grofie) Primzahlen p, ¢ und berechnet pg = n. Er wihlt
einen geheimen Schliissel e € Z/nZ, der teilerfremd zu ¢(n) ist. Dies
iiberpriift er mittels des euklidischen Algorithmus. Dieser liefert ihm auch
eine Darstellung

1 =de+ sp(n)

Er verdffentlich d und n. (Tageszeitung, Internet. . .)

e Alice wandelt ihre Botschaft in eine Zahl x in Z/nZ um. Sie berechnet

y = 2% mod n. Das kann sie, denn d und n kennt ja jeder.

e Alice schickt y an Bob (Tagesezeitung, Internet. .. )

e Bob berechnet y°. Er kann das, schliefSlich hat er sich e gemerkt. Er erhélt

Yy = (wd)e =2' modn

denn de =1 mod ¢(n).
Es geht noch besser:

e Auch Alice wihlt einen geheimen Schliissel €’ und den zugehérigen 6ffent-
lichen Schliissel d’.

. . !
e Sie verschickt z = 2% mod n.

/ I
e Bob berechnet z¢% = z¢%¢d = & mod n.
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Diesmal kann niemand die Nachricht mitlesen und Bob ist sicher, dass sie von
Alice kam.

Wie sicher ist das Verfahren? Es ist leicht, d aus e und ¢(n) zu berechnen
(so machen es Alice und Bob). Aber es ist schwer, ¢(n) aus n zu berechnen
- man muss die Zahl als Produkt von Primfaktoren schreiben. In der Praxis
werden 100-200-stellige Primzahlen verwendet. Man muss noch ein paar “offen-
sichtliche” Probleme vermeiden (z.B. p und ¢ nahe beieinander), dann ist das
Verfahren nach derzeitigem Stand der Technik sicher.

Aufgabe 3.8. Suchen Sie einen Partner und senden Sie sich gegenseitig geheime
Nachrichten. Mit der Hand reichen 2-stellige Primzahlen, aber vielleicht finden
Sie ja auch ein Programm (oder schreiben es selbst).

Satz 3.14. Sein € N. Dann gilt 3~ o(d) =n.

Beweis: Die Summationsformel benutzt ein wenig Gruppentheorie. Sei d|n. Wir
setzen Cg =< 4 >C Z/nZ. Es gilt Cq = Z/dZ via n/d +— 1 als abelsche
Gruppen. Sei

b, C Cd

die Teilmenge der Erzeuger, d.h. diejenigen Elemente, die genau die Ordnung d
haben. Wegen Cy = Z/dZ folgt aus 3.3 &4 = (Z/dZ)*, also ist

p(d) = |®q]

Jedes Element von Z/n gehort zu genau einem ®4. Es gilt also

Durch Abzihlen erhilt man die Formel. O
Beispiel.
©(12) =12 — ¢(6) — —p(4) — »(3) — (2) — p(1)
=12—-(6—9(3) = (2) — (1)) — p(4) — p(3) — v(2) — (1)
=6—p4d)=6—-(4—9(2) —p(1))=6—-(4—2) =2
Struktur von (Z/p")*

Satz 3.15. Seip Primzahl. Dann ist (Z/pZ)* zyklisch, d.h. alle Elemente sind
Potenzen eines Erzeugers «. Die Erzeuger heiffen primitive Einheiten

Bemerkung. Allgemeiner gilt: jede endliche Untergruppe der Gruppe K* eines
Korpers ist zyklisch. Der Beweis ist praktisch der gleiche, wie der in unserem
Fall.

Beweis: Der Beweis argumentiert fir (Z/pZ)* wie wir in Satz 3.14 fiir Z/n
argumentiert haben.
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Sei d|p— 1. Seien Eq C Hyq C (Z/pZ)* Untermengen, namlich E; die Menge der
Elemente der Ordnung d (beziiglich der Multiplikation),

Hy={ac (Z/pZ)* |a® =1}
Wir betrachten das Polynom X% — 1. Es hat hochstens d Nullstellen, also gilt
|Ha| < d

Es gibt zwei Fille, ndmlich E, leer oder nicht leer. Im ersten Fall gilt offensicht-
lich |E4| = 0. Im zweiten sei « € Ey. Dann gilt

{1,a,0?,...,0%7 '} C Hy

und die linke Menge hat genau d Elemente. In diesem Fall ist also < o >= Hy.
Damit ist Hy = Z/dZ. Darin gibt es genau ¢(d) Elemente der Ordnung d,
|Eal = 0(d).

Jedes Element von (Z/pZ)* hat irgendeine Ordnung, also

@/pzy =\ JBamp—1= S 1B < ¥ w(d)=p—1
d|p—1 d|p—1

Also haben wir Gleichheit, alle E; sind nicht-leer. Dies gilt insbesondere fiir
E,_1, d.h. die Gruppe hat Elemente der Ordnung p — 1. O

Aufgabe 3.9. Bestimmen Sie primitive Einheiten von Z/3, Z/7, Z/19.
Wir verallgemeinern dies auf Z/p"Z.
Satz 3.16. Sei p # 2 Primzahl. Dann ist (Z/p™)* zyklisch.

Aufgabe 3.10. Bestimmen Sie die primitiven Einheiten von Z/8, Z/9, Z/25,
7,/49, 7,/81.

Bemerkung. Im allgemeinen ist Z/n nicht zyklisch. Sei etwa n = pq fir zwei
Primzahlen p, q. Dann gilt

(Z/pq)" = (Z/pZ)" x (Z/qZ)" = Z/p—1xZL[/q—1

Falls p — 1 und g — 1 teilerfremd sind, so erlaubt der chinesische Restsatz die
Zusammenfassung zu Z/(p—1)(g—1). Aber meist haben sie Faktoren gemeinsam,
etwa die 2

Aufgabe 3.11. Suchen Sie ein Beispiel fiir ein n, das keine Primzahlpotenz ist,
aber (Z/p™) ist zyklisch. Suchen Sie ein Gegenbeispiel.

Nun zum Beweis von Satz 3.16. Wir fixieren nun eine Primzahl p.
Definition 3.17. Sei Uy /p™ = Ker(n : (Z/p"Z)* — (Z/pZ)*).

Lemma 3.18. Uy /p" hat p"~! Elemente.
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Beweis: Es gilt |Uy/p"| - |Imn| = [(Z/p"Z)*| = (p — 1)p™. Zu zeigen ist also,
dass 7 surjektiv ist. Sei a € Z Einheit in Z/p, d.h. a teilerfremd zu p. Dann ist
a auch teilerfremd zu p™. Dies ist das gesuchte Urbild von a mod p. O

Der wesentliche Beweisschritt ist die folgende Eigenschaft:

Satz 3.19. Fiirp # 2 gilt
Ur/p" = Z/p "

Firp=2undn > 2 gilt
Up /2" = {1} x Z./2" 2
Beispiel.

U1/2% = Ker(Z/4* — 7/2%) = Z/4* = {£1 mod 4}
Ui/3=12/8 ={1,3,5,7 mod 8} = {1,7 mod 8} x {1,3 mod 8}

denn 32 = 9 = 1 (zyklisch der Ordnung 2), 3-7 =21 =5 mod 8.
Uy /27 = {1,4,7,10,13,16,19,22,25 mod 27}
(Beachte: (3%) = 32 -2 = 18. Ist 4 ein Erzeuger? Ja!

42 =16,43 =25 = 64 = 10,4* =40 = 13,4° =52 = —2,45 = —8,
4T =-32=-548=-20="7,4"=28=1

Beweis: (von Satz 3.16 aus Satz 3.19) Sei p # 2. Wir wihlen einen Erzeuger von
Z/p*. Sei a € (Z/p™)* ein Urbild dieses Erzeugers. Die Ordnung von a ist dann
ein Teiler von (p—1)p™ und ein Vielfaches von p—1, also von der Form (p—1)p’.
Dann hat b = a?" die Ordnung p — 1. Sei ¢ ein Erzeuger von Uy /p™, also von der
Ordnung p"~!. Wir setzen d = bc. Was ist die Ordnung von d? Das Bild von d
in (Z/p)* is a?". Da p’ und p—1 teilerfremd sind, hat es die Ordnung p— 1. Also
ist die Ordnung von d von der Form (p — 1)p’. Wir betrachten d»=1) = 1.¢cP~1,
Da c die Ordnung p" ! hat und dieses teilerfremd zu p— 1 ist, hat ¢?~! ebenfalls
die Ordnung p™~!. Insgesamt hat d die maximale Ordnung (p — 1)p"~ 1. O

Beweis: Sei p # 2.
Behauptung. 1+ p erzeugt Uy /p", d.h. es hat Ordnung p"~'.

Sei a, = (1 +p)pn_2. Zu zeigen ist o, # 1 mod p”. Da die Ordnung ein Teiler
von p"~! ist, muss sie dann auch gleich p sein. Klar ist o, = 1 mod p"~ !,
da Uy /p"~! Ordnung p"~! hat.

Wir argumentieren mit vollsténdiger Induktion nach n und zeigen

n—1

an =14p" " +ip"

Fiir n = 2 gilt
(1+p)” =1+p modp
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Sei nun n > 2 und die Formel fiir n gezeigt. Wir berechnen «;, y1:

P
Q1 =ab = (1+p" "+ 1" =) (f) (1+1p)p" V" mod p"*!

i=0

Wann ist (n — 1)i > n + 17 Fiir ¢ > 2

(n—1)y@i>2n-2>n-1
da n > 2. Damit reduziert sich die Summe zu
i1 = 1p° +p(1 +1p)p" ' =1 +p" mod p"*!

abar wie zu zeigen war.
Sei nun p =2, n > 2.

Behauptung. 1+ 4 erzeugt Us/2" ={a € Z/2" |a =1 mod 4}
Die Gruppe hat Ordnung 2"~2. Zu zeigen ist

(144" =142 412"
Der Induktionsanfang ist n = 3:
5'=1+42240
Die Aussage sei gezeigt fiir n > 3. Dann ist

(1 4 2n71 4 l2n)2 — 1 4 2 . 277,71 4 212?7, =+ 212277,71 4 247172 4 122271
= 142"+ 12" 127" 424772 4 222" = 1 42" mod 2"

(beachte: 2n >n+1<n>1,4n—2>n+ 1< 3n > 1). Nun betrachten wir
{£1} x Uy/2™ — Uy /2™ = (Z/2™)*
Beide Seiten haben die Ordnung 27~!. Wir bestimmen den Kern, also
{x1}n<5>

Wegen —1 # 5° mod 4 ist der Schnitt trivial. Die Abbildung ist eine Bijektion.
O

Aufgabe 3.12. Schreiben Sie die folgenden Gruppen in Termen von Elementar-
teilern (vergleiche Satz 3.7 mit d;y1|d;: Z/12%, Z/14*, Z/18*



Kapitel 4

Quadratisches
Reziprozititsgesetz

Sei p eine Primzahl, a € Z. Wann ist a eine Quadratzahl modulo p?
Sei a € Z, p eine Primzahl. Dann heifit @ quadratischer Rest modulo p (bzw.
Nichtrest), wenn die Gleichung #? = a modulo p 16sbar ist (bzw. unlésbar).

Beispiel. p = 7. Wir berechnen alle Quadrate:

1123456
1141212411

Wir beobachten: Nur die Hélfte der Zahlen kommt vor - kein Wunder, denn
wenn a Quadrat ist einer Zahl, dann von zweien.

Aufgabe 4.1. Sei p ungerade Primzahl. Zeigen Sie, dass die Hilfte der Rest-
klassen in (Z/p)* Quadratzahlen sind modulo p. Tipp: = +— 22 ist ein Gruppen-
homomorphismus.

Definition 4.1. Sei p # 2 Primzahl. Das Legendre-Symbol ist
0 pla

(a) =41 aist Quadratzahl mod p

p
—1 sonst

Beispiel. (%) =1, (%) =-1
Bemerkung. Die Funktion (;) ist p-periodisch.

Lemma 4.2. Die Funktion (;) ist multiplikativ, d.h.
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Beweis: Falls pln = p|lnm, d.h. beide Seiten sind Null. Sei nun p { nm, d.h.
n,m mod p liegen in (Z/p)*. Wir schreiben F, fiir den Kérper Z/p. Sei F3* die
Untergruppe der Quadratzahlen in Fy. Sei x € Fy, y € F, mit y?> = z. Dann
gilt
(P2 =aP =1yl =41

Damit kénnen wir umformulieren: z ist ein Quadrat genau dann, wenn y € ).
Hieraus folgt y?~! = 1. Sei umgekehrt y?~! = 1. Dann ist y eine Nullstelle von
XP~1 — 1. Das Polynom hat p — 1 Nullstellen in F,, also liegen alle Nullstellen
(insbesondere y) in F,. Also y € F,, genau dann, wenn y?~! = 1. Es gilt also

§)-r

Wir verifizieren nun die Behauptung. Sei y? = n, y3 = m. Dann gilt (y1y2)? =
nm. Es gilt daher

() <m0 (3) 2

Aufgabe 4.2. Fiihren Sie einen alternativen Beweis mit Hilfe von Aufgabe 4.1:
Fy/ ]F;;2 ist eine Gruppe mit zwei Elementen. Das Legendre-Symbol identifiziert
sie mit {+1}.

O

Theorem 4.3 (Gau3). Seien l,p Primzahlen ungleich 2. Dann gilt das Qua-
dratische Reziprozitdtsgesetz

(-

Bemerkung. p—1 ist gerade, also ist (p —1)/2 eine ganze Zahl. In der Formel
kommt es nur auf ihre Paritét an:

2

p—1 )0 mod2 p=1 mod4
1 mod2 p=3 mod4

Beispiel. Ist 77 eine Quadratzahl modulo 1017

()~ Go) () - () (e
Q- Ce= ()0

1 (2

g

Quadrate modulo 11 sind 1,4,9, 5, 3. Es gilt (%) = —1, also ist das Endergebnis
1, d.h. 77 ist Quadratzahl.
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Aufgabe 4.3. Finden Sie die Restklasse mit Quadrat 77.
Noch méchtiger wird das Reziprozitidtsgesetz durch den Ergénzungssatz.

Theorem 4.4. Sei p ungerade Primzahl. Dann gilt

G- G-
()= o s

Beweis: 1ist eine Quadratzahl. Fiir —1 benutzen wir die Formel aus dem Beweis
von Lemma 4.2: Sei y?> = —1 in F,. Dann ist

()= =7 =

Der Fall 2 is schwieriger. Wir bestimmen 2z mit 22 = 2 wie folgt. Sei a eine
primitive 8-te Einheitswurzel in F'p,, also Nullstelle von

X8 1=(X*"-DX*+1)=(X - 1)(X +D(X*+1)(X*+1)

« primitiv heiBt, « ist Nullstelle von X* + 1, also

4

at=-1lea?=—-a2

Wir setzen
z=at+a =y’ =(a+ta ) =a’+2+a?=2

Wie im Beweis von Lemma 4.2 gilt

1. Fall: p = +1 mod 8.

2P = (a—i—a_l)p =a’+aP=a+al=2
da o® = 1 und p = £1 mod 8. In diesem Fall folgt also zP~! = 1. Wir iiber-
priifen noch die angegebene Formel: p = £1 + 8k = p? = 1 £2- 8k + 82k2, d.h.
(p? —1)/8 ist gerade.
2. Fall: p = +5 mod 8.

P=aP+aP=a’+a P’ =—a—al=—2
da o* = —1. In diesem Fall folgt 2P~! = —1. Sei p = 45 + 8k. Dann ist
p? =25+2-5-8k + 8%k2. Dann ist

p?—1

= 3+ 10k + 8k

ungerade. O
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Aufgabe 4.4. Quadratischer Rest oder Nichtrest? 7 mod 13, 7 mod 19, 7
mod 89, 7 mod 571, 2003 mod 1091.

Aufgabe 4.5. Zeigen Sie: Seien n, m teilerfremd. Dann ist a eine Quadratzahl
modulo nm genau dann, wenn es eine Quadratzahl modulo n und modulo m
ist.

Aufgabe 4.6. Sei p ungerade Primzahl, a eine Quadratzahl modulo p. Was
kann man modulo p? sagen?

Zum Beweis des Reziprozititsgesetzes miissen wir noch etwas Vorarbeit leisten.
Der Beweis folgt der Darstellung von Serre in A course in arithmetic’.

Definition 4.5. Seien p,l ungerade Primzahlen, w € Fp eine primitive Losung
von X' —1 (d.h. w # 1). Wir setzen

T

z€F,

Bemerkung. w” ist wohldefiniert wegen w! = 1.
Lemma 4.6. y* = (71)%1,
Beweis: Es gilt
2 z T < z Tz Ttz
F=2 (D)X (G)e= 2 (F)e

z€eF,; z€F,; z,z€F,;

Wir setzen nun v = x + z:
e
i= Yoy (M)
u€elF; z€eF;

Das Legendre-Symbol ist 0 fiir x = 0. Fiir x # 0 gilt

() - () () - () () o= ()

Nun unterscheiden wir zwei Falle:

1. Fall: u=0 - ,
> ()= n )=

z€Fy z€Fy

2. Fall: w # 0. Dann durchléuft mit x auch ux™! die gesamte Gruppe F;. Der
Ausdruck 1 — uz~! durchlduft dann F; \ {1}. Also

()50 ()=

denn F; hat genauso viele Quadrate wie nicht-Quadrate.
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Wir fassen zusammen:
= ()T |-+ Y WD) = () [1— Zw“] == (171
u€l}
wegenw!=1=14+w+w?+...0"1=0 O
Lemma 4.7. y?~! = (%),
Beweis: Wir benutzen die Rechenregel (a + b)P = a? + bP in F,:
=Y <x)pwxp -y <$> P
z€F} p z€F} p

da p ungerade. Wir setzen z = xp in F, also x = zp~* fiir die Restklasse p~*

invers zu p modulo I. (Da p # [ ist es invertierbar!)

r- 2 (3) - (F) 5 (-0

ZE]F;K z€F;

Wegen des letzten Lemmas ist y # 0, also folgt die Behauptung. O

Beweis: (von Theorem 4.3) Nach Lemma 4.7

()= ()

denn nach Lemma 4.6 erfiillt y die Gleichung y? = (71)%l. Weiter folgt aus
der Multiplikativitdt des Restsymboles

(57 ()= ()

mit Hilfe des Ergédnzungssatzes. O

Bemerkung. Im Prinzip sind diese Beweise konstruktiv.
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Kapitel 5

Der Zweiquadratesatz

Theorem 5.1 (Fermat). Sei p eine Primzahl mit Rest 1 mod 4. Dann ist p
eindeutig als Summe von zwei Quadraten zu schreiben:

p=1"+y
Bemerkung. (i) Firp=2gilt2=1+1.

(ii) Ist p = 3 mod 4, dann ist die Gleichung unlgsbar, denn sie unlésbar
mod 4.

Beispiel. 5=4+1,13=9+4,17=16+1,...

Aufgabe 5.1. Lisst sich jede Zahl n =1 mod 4 als Summe von zwei Quadra-
ten schreiben?

Lemma 5.2. Die Gleichung p = x2 + y? ist nicht-trivial l6sbar mod p, falls
die Primzahl p den Rest 1 mod 4 hat, nicht-trivial unlésbar falls p =3 mod 4.

Beweis: Sei nun p =1 mod 4. Setze x = 1. Wir betrachten die Gleichung
0=1+%> modyp

Sie ist l6sbar genau dann, wenn

()0

Dies ist fiir p =1 mod 4 der Fall. Ist (z,y) eine Losung, so gilt 22 = —y?, also
ist —1 ein Quadrat modulo p. Dann ist nach derselben Formel p =1 mod 4. [J

Elementarer Beweis der Ezistenz in Theorem 5.1. Angenommen, die Behaup-
tung ist falsch. Sei p = 4k + 1 die kleinste Primzahl, die nicht Summe von
zwei Quadratzahlen ist. Nach Lemma 5.2 ist ein Vielfaches von p als Summe
von zwei Quadraten zu schreiben. Sein n minimal, so dass es x,y € Z gibt mit

np =a* +y°

Ohne Einschrankung sind z,y > 0.

25
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Behauptung. z,y < p/2

Sei ' =z —ap, y' =y — bp, so dass |2'|,|y’| < p/2. Dann ist (z')% + (y')? ein
Vielfaches von p mit

((E/)2+(y/)2 S x2+y2
Da n minimal war, ist |z| = |2’ und |y| = |¥/|.

2

Nun folgt np = 2? + y* < 25; = Ep, also n < p.

Behauptung. Die Zahlen x,y sind teilerfremd.
Ein gemeinsamer Primteiler ¢ teilt np (taséchlich sogar ¢?|np. Die Zahl q ist als
Teiler von z kleiner als p/2, also nur ein Teiler von n. Damit kann der Faktor

aus der Gleichung gekiirzt werden. Da n minimal war, gibt es diese Primteiler
nicht. Insbesondere sind nicht x,y beide gerade.

Behauptung. = und y sind nicht beide ungerade.

Sonst ist 2 ein Teiler von n und = £ y. Es gilt

(a:+y)2+(g;—y)2 2t 2wy 4y 42 — 2ay +y° :x2+y2

4 4 4 2

p

|3

Dies ist wieder ein Widerspruch zur Minimalitét. Sei [ ein Primfaktor von n.
Dann gilt
0=2"+y* mod!

Nach Lemma 5.2 ist dann [ =1 mod 4. Wegen | < n < p und der Wahl von p
ist dann [ als Summe von zwei Quadratzahlen zu schreiben.

I =u?+v?
Dann gilt
n_ 2 +y?  (uy+ox 2+ uz — vy’ *
Py @12 u? + v?
Behauptung. l|uz — vy
Wir rechnen modulo . Es gilt
2 2
0:u2+v2:x2+y2:>v—2:71:%:sg:ig
u Y u Y

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (ersetze x durch —z) gilt das Plusvor-
zeichen. Dann gilt
vy = ux mod [

In der Gleichung (*) sind dann zwei Summanden ganz, also auch der dritte.
Damit haben wir eine kleinere Darstellung eines Vielfachen von p als Summe
von zwei Quadraten gefunden. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von n. Damit
kann es den Primteiler [ nicht geben, es gilt n = 1. O
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Prinzipiell ist dies ein konstruktiver Beweis: man 16st das Problem modulo p,
liftet nach Z. Dann muss man den Vorfaktor n verkleinern. Zuerst durch mi-
nimale Wahl von z,y in der Restklasse - dann indem man die Frage fiir die
Primfaktoren von n 16st.

Was haben die geschickten Formeln fiir Quadrate zu bedeuten? Wie kommt man
auf den Beweis?

Moderner Beweis von Theorem 5.1. Wir rechnen in Z[i].
2’ +y* = (z +iy)(z —iy) = N(z +iy)

Die Gleichung p = 2 + 3? ist genau dann l6sbar, wenn p kein Primelement in
Z[i] ist. In diesem Fall ist = 4 iy ein Primelement.
Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Sei

p=a"+y* = (¢ +iy)(z —iy) = v + 0> = (u+iy) (u+iy)

Da in Z[i] die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung gilt (Satz 2.5), sind die
Faktoren eindeutig bis auf £1, +¢. Fiir £1 erhélt man die selben Quadratzahlen.
Es gilt

i(fx+iy) =iz —y=—y+ix

Hier werden nur z und y vertauscht.

Nun zur Existenz. Sei @ € Z mit > = —1 mod p. (Dies gibt es, wie wir im
Beweis von Lemma 5.2 nachgerechnet haben.) Sei A der grofite gemeinsame
Teiler von p und i + a. Es gilt N(p) = p?, also N(\) = 1,p,p?. Da p kein Teiler
von i + a ist, scheidet N(\) = p? aus.

Ist N(\) =1, so ist A eine Einheit, also ohne Einschrinkung gleich 1. Nach dem
Euklidischen Algorithmus ldsst sich 1 als Linearkombination von p und i + a
schreiben:

l=ap+p(i+a)
Wir betrachten diese Gleichung modulo p, also
1=p(i+a) mod pZli]
Damit ist (i + a) mod p ein Einheit. Gleichzeitig gilt aber
(t+a)(i—a)=0 modp

Wir multiplizieren mit dem Inversen von i 4+ a und erhalten i — a = 0 mod p.
Dies ist falsch. Damit gilt tatsichlich N(\) = p. O

Bemerkung. Auch dieser Beweis ist im Prinzip konstruktiv. Man muss jedoch
ggTs in Z[i] berechnen.

Aufgabe 5.2. Interpretieren Sie den ersten Beweis (insbesondere die Multipli-
kationsformeln) in Termen von Z[i].
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Aufgabe 5.3. Schreiben Sie die Primzahlen bis 100 als Summe von zwei Qua-
draten (soweit moglich). Tipp: Wahrscheinlich geht es schneller, die Summen
von Quadratzahlen auszurechnen.

Aufgabe 5.4. Gehen Sie beide Beweise explizit fiir den Fall p = 101 durch.
Tipp: Es gilt 102 = —1 mod 101.



Kapitel 6

Der Vierquadratesatz

Theorem 6.1 (Lagrange, Euler). Jede natiirliche Zahl ist Summe von vier
Quadraten.

Bemerkung. Hierbei zdhlt auch 0 als Quadrat, bzw. man benotigt hochstens
vier Quadratzahlen.

Beispiel. 7=4+4 1+ 1+ 1. Drei Quadrate geniigen im allemeinen nicht.

Aufgabe 6.1. Schreiben Sie die Zahlen 2,...,20,50—59,111,12345 als Summe
von vier Quadraten.

Aufgabe 6.2. Ist die Darstellung eindeutig?

Die Darstellung als Summe von zwei Quadraten lief sich in Termen von Z][i]
ausdriicken. Fiir vier Quadrate iibernehmen die Quaternionen diese Rolle.
Literatur: Ebbinghaus et. al.: Zahlen, Grundwissen Mathematik 1, Springer
Verlag.

Definition 6.2. Sei H = (R*,+,-) mit der komponentenweisen Addition und
der Multiplikation definiert durch

le=xi?=2=k=-1,ij=—ji=k,jk=—kj=iik=—ki=j
mat
1=(1,0,0,0),i=(0,1,0,0),5 = (0,0,1,0),k = (0,0,0,1)

H heifit Raum der Hamiltonschen Quaternionen Die Abbildung o = a + bi +
cj+dk — a = a—0bi—cj—dk heifst Konjugation. Die Abbildung o — aa heifst
Norm.

Bemerkung. Es gilt

(a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk) =a® — (bi +cj + dk)?
=a? + b2+ +d* +be(ij + i) +bd(ik + ki) 4 cd(jk + kj) = a® +b* + ¢ + d?

29



30 KAPITEL 6. DER VIERQUADRATESATZ

Satz 6.3. H ist ein Schiefkorper, d.h. die Korperariome gelten mit einer nicht-
kommutativen Multiplikation. Die Konjugationsabbildung ist ein Anti-Homo-
morphismus, d.h. es gilt

ap = (ap)
Die Norm N : H — Rxq ist multiplikativ. Sie erfillt N(a) = N(@).

Beweis: (R*, +) ist eine abelsche Gruppe. Die Multiplikation ist so definiert,
dass die die Distributivgesetze automatisch gelten. Zu verifizieren ist jedoch das
Assoziativgesetz fiir die Multiplikation, z.B.

(ij)k = k* = —1,i(jk) = i® = —1

Ebenso fiir die anderen Erzeuger. Damit ist H ein nicht-kommutativer Ring mit
Eins.

Wir betrachten die Konjugationsabbildung. Sie ist R-linear. Um zu zeigen, dass
sie ein Anti-Homomorphismus ist, geniigt es die Basiselemente zu betrachten.

i =F=—kJi= ()~ =ji=—h

Ebenso fiir alle anderen Produkte. Nach der oben angegebenen Formel ist die
Norm stets reell und positiv. Sie verschwindet nur fiir 0. Insbesondere vertauscht
N(B) mit allen Quaternionen. Dann gilt auch

N(aB) = affBa = aN(8)a = aaN(8) = N(a)N ()

Die Gleichung N(a) = N(a) folgt entweder hieraus oder aus der expliziten
Formel. Wir setzen nun

a = a
~ N(a)
Dann folgt
1 N(a) _ N(a)
1 1
oo Na) oIl N
Damit ist H ein Schiefkorper. O

Eine alternative Beschreibung verkiirzt die Rechnungen:

({1 7) et

Die ist ein reell vierdimensionaler Vektorraum. Der Raum H ist abgeschlossen
unter Produkten und komplexer Konjugation. Es gilt

det( v _Z)w|2+|z|2
z W

Dies ist ungleich Null fiir alle Elemente ungleich Null. Damit ist H ein Schiefkorper.
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Satz 6.4. Die Abbildung F : H — H mit

. . a+bi —c—di
a+bz+€]+dk'_)(c—di a—bi)

st ein Isomorphismus.

Beweis: Die Abbildung ist R-linear. Man rechnet explizit nach, dass die Multi-
plikationsregeln fiir 1,4, j, k erfiillt sind. Die Bilder der Basisvektoren sind Ba-
sisvektoren, also ist die Abbildung bijektiv. O

Bemerkung. Die einzigen Schiefkorper, die endlich dimensional iiber R sind,
sind C und H. Alle Schiefkorper, die endlich dimensional iiber Z/pZ sind, sind
kommutativ. Uber anderen Korpern kann es aber mehr Beispiele geben. Dies
ist die Theorie der zentraleinfachen Algebren.

Nun zuriick zum Thema. Sei Hz = HNZ* die Menge der ganzen Quaternionen.
Dies ist ein Unterring von H. Eine natiirliche Zahl ist Summe von vier Quadraten
genau dann, wenn n = N(«) fiir ein o € Hy.

Korollar 6.5. Seien n,m € N Summen von vier Quadraten. Dann ist auch nm
Summe von vier Quadraten.

Beweis: Sei n = N(a), m = N(f). Dann ist nm = N(af3). O
Aufgabe 6.3. Beweisen Sie das Korollar direkt, ohne Quaternionen zu erwihnen.

Um Theorem 6.1 zu beweisen, geniigt es also Primzahlen zu betrachten. We-
gen des Zweiquadratesatzes geniigt es sogar Primzahlen mit p = 3 mod 4 zu
behandeln.

Lemma 6.6. Sei p ein Primzahl. Dann ist
2441 =p
losbar modulo p.

Beweis: 14+ 0+ 1 = 2 ist eine Losung fiir p = 2. Sei nun p ungerade. Wir zéhlen
der moglichen Werte fiir 22 mod p ab: Dies (p — 1)/2 Werte fiir x # 0, sowie
die 0% = 0. Insgesamt also (p + 1)/2. Wir zéhlen nun die moglichen Werte fiir
—1—19? ab. Dies sind genauso viele wie die moglichen Werte fiir y2, also ebenfalls
(p+1)/2. Zusammen sind dies (p+1) Werte mod p, also haben beide Mengen

ein Element gemeinsam. Es gibt 2o und yo mit 2% = —1 — 2 mod p. O

Aufgabe 6.4. Jede Primzahl p =1 mod 6 ist von der Form x? + 332,

Lemma 6.7. Seip Primzahl, 1 < m < p und mp Summe von vier Quadraten.
Dann gibt es 0 < r < m mit rp Summe von vier Quadraten.
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Beweis: Sei mp = z? + 23 + 23 + 3. Sei zuniichst m gerade. Dann koénnen wir
zwei Paare von x;,7; von gleicher Paritét bilden, etwa (x1,22) und (x3,z4).
Dann ist

X1 + X9 2+ 1 — o 2+ T3+ T4 2 T3 — T4 2_@
2 2 2 2 2

Mit r = m/2 ist die Aussage gezeigt.
Sei nun m ungerade. Nach Voraussetzung gilt

mp = N(a)

wobel a = x1 +xoi+x3j + x4k € Hy. Sei = y1 +yai +y3j + yak mit |y;| < m/2
und 8 =« mod m (d.h. z; = y; mod m). Da m ungerade ist, gilt tatséichlich
lyil <m/2.

Dann gilt N(y) = N(z) mod m, also auch N(y) = 0 mod m. Dies bedeutet

konkret )

m
rm o=yt ys +yi oyl <4 =m?
Also gilt 0 <71 < m.

Behauptung. r # 0.

Falls 7 = 0, so war m ein Teiler aller z;, also m?|N(z) = mp. Wegen m < p
muss dann m = 1 sein. Damit scheidet diese Moglichkeit aus.
Wegen a = 8 mod m ist auch

af=aa=N(a)=mp=0 modm

Daher ist v = %B € Hz. Dann gilt

wie behauptet. O

Beweis von Theorem 6.1. Nach Lemma 6.5 geniigt es, die Aussage fiir Primzah-
len zu zeigen. Sei also p Primzahl. Nach Lemma 6.6 gibt es x,y, m mit

Pl =mp
Dabei kann |z, |y| < p/2 gewihlt werden. Dann folgt
2 2

x2+y2+1<2%+1:%+1<p2

da 2 < p?. Also gilt 0 < m < p. Falls m = 1, so sind wir fertig. Andernfalls
konnen wir nach Lemma 6.7 m durch r < m ersetzen. Nach endlich vielen
Schritten endet das Verfahren. O

Bemerkung. Eigentlich braucht man die Quaternionen fiir den Beweis nicht -
sie erleichtern aber das Hinschreiben der Formeln ganz erheblich!
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24P = P

Theorem 7.1. Die Gleichung x> +y> = 23 hat in Z nur die trivialen Losungen
mit xy = 0.

1. Fall: Es gibt keine Losungen 1. Art, d.h. mit 3 1 2yz.

Beweis: Wir betrachten die Gleichung mod 3 und mod 9. Wenn =z = +1
mod 3, dann gilt

23 = (£14+3t)3 = (£1)> +3-3t +3- +(£1)?9t> + 27t =1 mod 9

Damit ergibt sich

2
Pyt =+1+1=40 mod 9
-2
Andererseits ist 22 = 1 mod 9. Dies ist ein Widerspruch. O]

Bemerkung. Auch fiir andere Primzahlen ist der Fall 1. Art einfacher als der
allgemeine!

Aufgabe 7.1. Zeigen Sie, dass z° + y° = 2° keine Losungen 1. Art hat. (Vor-
sicht, schwer.)

2. Fall: 3 | zyz. Da die Gleichung homogen ist, kénnen wir ohne Einschrinkung
annehmen, dass z,y, z paarweise teilerfremd sind. Wegen

0=2a+y>+(—2)*
ist es egal, welche der drei Zahlen durch 3 teilbar ist. Ab jetzt:
3|z

33
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Sei wie frither o = *™/3. Wir rechnen in Z[o]. Hier gilt

3 3

2+ 9 = (x4 y)(z+oy)(z+ 0%y) = 2

denn das Polynom X2 + 3 hat die Nullstellen —y, —oy, —o?y. Nach Satz 2.5
ist der Ring Z[g| faktoriell. Wir kénnen nun mit Teilbarkeitsargumenten in dem
Produkt arbeiten. Wir erinnern uns:

Zlo]* = {£1, £, +0%}
Sei A =1 — p. Dann gilt
NN=(1-0(1l-0=1-0l-0)=1-0-0"+0"=1+1+1=3
da o+ ¢®> = —1. Daher ist A ein Primelement, ein Primteiler von 3. Es gilt
1-0* =070~ 0") = —02(1 - o) = —0X
Die Primfaktorzerlegung der 3 ist also
3= g2\
Statt modulo 3 und 9 rechnen wir nun modulo A und A2
Lemma 7.2. Seix € Z[o] mit A x. Dann gilt
23 =+1 mod \*
Die 6 Einheiten von Z[g] sind verschieden modulo \2.

Beweis: Es gilt A =1 — p, also 1 = ¢ mod A. Jede Restklasse modulo A wird
also von einer ganzen Zahlen vertreten. Wegen 3 = —03A? gilt 3 = 0 mod .
Damit gibt es nur drei Restklassen modulo A, némlich die Restklassen von 0
und +1. Diese sind auch tatséchlich verschieden, da A weder 1 noch 2 teilt.
Nach Voraussetzung ist £ # 0 mod A, also z = £1 mod A. Sei also zunéchst

x =1+ X fiir ein ¢ € Z[o]

Dann gilt

22 —1=(z—1)(z—0)(x— 0% = M(1— o+ )1 —0®+ X)
= M+ M) (—® N+ M) = Nt(1 +t)(—0® + 1)

Zu zeigen bleibt, dass einer der Faktoren durch A teilbar ist. Wegen ¢ = 1

mod X ist —p?> = —1 mod A. Damit sind die drei Faktoren modulo X\ gleich
t,t +1,—1 4+ t. Einer von ihnen ist durch X\ teilbar. Der Fall x = —1 + At folgt
genauso.

Wegen o = 1—\ist &0 # £1 mod A2. Wegen p? = (1-\)? = 1-2X mod \? gilt
auch +02 # £1 mod A\2. Keine zwei dieser Zahlen sind gleich modulo \2. [
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Aufgabe 7.2. Bestimmen Sie die Restklassen von 2, 3,4, 5,6, 7,8 modulo A, A2, 3.
Satz 7.3. Seiu € Z[o|*. Dann ist die Gleichung

u(A2)? = a® +y* = (2 +y)(z + oy)(z + 0%y)
unldsbar in Z[o].

Korollar 7.4. Die Fermatsche Gleichung fiir n = 3 hat keine Lésung 3. Art.

Beweis: Sei z3 + y* = 2% mit 3|z. Dann ist A ein Teiler von z in Z[g]. Das
Tripel x,y,z/X ist eine Losung der Gleichung des Satzes mit u = 1. Dies ist
unmoglich. O

Beweis des Satzes. Sei x,y, z eine Losung in Z[p]. Ohne Einschrinkung sind die
drei Zahlen paarweise teilerfremd. Sei 7 ein gemeinsamer Teiler von z + y und
z + gy. Dann gilt

Tlrt+y—x—oy=y(l-0) =y

Waére 7 ein Teiler von y, dann auch von z. Dies ist ein Widerspruch. Also ist
7|A. Da X ein Primelement ist, stimmen dann 7 und A bis auf Einheit {iberein.
Genauso argumentiert man fiir die anderen Paare von Faktoren: der einzige
mogliche gemeinsame Teiler ist jeweils A. Die Rechnung zeigt aber auch: Ist
einer der Faktoren durch A teilbar, dann alle drei.

Sei A\"|z, aber \"*! 4 2. Nach Voraussetzung gilt dann

N33 28 43 = (2 + y)(z + oy) (@ + 0%y)

Also teilt A einen der Faktoren - nach der Voriiberlegung dann alle drei. Nur
héchstens einer der Faktoren wird jedoch von A? geteilt. Also gilt (ohne Ein-
schrinkung) A3"*!|z + y. Alle anderen Primfaktoren von z kénnen nur einen
der Faktoren teilen, tauchen dort also in Dreierpotenzen auf. Damit kénnen wir
schreiben

4y =uw "3 x4+ oy = w33,z + 0%y = us\3®

mit Einheiten u; € Z[g]* und At «, 5, 7.
Es folgt

(z+y)+ol@+oy)+o*(x+oy)=x+ox+o’xr+y+oy+o’y=0
— ul)\3n+10[3 + Qu2/\ﬂ3 + QZU3)\’}/3
Kiirzen liefert dann
w A" a® + ous B + o*uzy® =0

bzw.
ul()\An—la)S — €1ﬁ3 + ,YS
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mit neuen Einheiten v, e € Z[g]*. Dies fast eine Losung unserer Gleichung, nur
¢ stort. Wir betrachten die Gleichung modulo A%2. Wegen Lemma 7.2 lautet sie

0=c(+1)+1 mod <e==41)\2

Wegen o = 1 — \ist +0 # +1 mod A2. Nach Lemma 7.2 gilt dann auch ¢ = +1
in Z[p|. Dieses Vorzeichen kann in § aufgenommen worden und wir haben eine
neue Losung der Gleichung gefunden.

u’()\z’)B — (.73/)3 4 (y/)B

doch nun wird 2’ nur noch von A" ! geteilt. Wir iterieren das Verfahren, bis wir
zu einer Losung kommen mit A 2, y, z. Diese Gleichung betrachten wir modulo
A*. Nach Lemma 7.2 gilt

uN3(£1) =+14+1= 0 mod \*
+2

Der Fall 0 scheidet sofort aus. A ist kein Teiler von 2, N(\) = 3 1 N(2) = 4.
Damit ist auch der zweite Fall unméglich. Dies ist der gesuchte Widerspruch. [J

Bemerkung. Fiir allgemeine Primzahlen scheitert dieser Beweis daran, dass
Z[¢] (¢P = 1) kein faktorieller Ring ist. Genaueres Hinsehen zeigt, dass man das
nicht ganz braucht, und so liefert das Argument weitere Félle. In den letzten
dreihundert Jahren wurde es immer weiter verfeinert - zum vollstdndigen Beweis
reicht es bis heute (auf diesem Weg) nicht.

Aufgabe 7.3. Bestimmen Sie alle Lésungen von z2 + y? = 22 in Z]i].

Literatur: G.H. Hardy, E.M. Wright: An Introduction to the Theory of Num-
bers, Oxford 1938.
E. Landau: Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Leipzig 1927.
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Die Pellsche Gleichung

Die Pellsche Gleichung lautet
2?2 —dy? =1
Fiir d < 0 ist dies sehr iibersichtlich:
e d=—1: 22 +y? =1 hat die Losungen (£1,0), (0, £1).
e d < —1: Nur die Losung (£1,0).
e d=1:1=2?—y? = (v — y)(z +y) hat die Losungen (+1,0).

Also ab jetzt: d > 1 (in Z). Ist d Quadratzahl, so ist (z,v/dy) Losung von
X?2-Y?=1,also X =z = £1, y = 0. Daher ab jetzt: d keine Quadratzzahl

Beispiel. e 22 - 3.12 =1 Losung fiir d = 3.
e 192 —10-6* =401 — 40— 10- 36 = 1 fiir d = 10.
e 102 —11-32 =100 — 99 = 1 fiir d = 11.
e 6492 — 131802 = 421201 — 42200 = 1 fiir d = 13.
o 152 —14-42 =225 — 224 = 1 fiir d = 14.
o ...
Aufgabe 8.1. Suchen Sie Losungen fiir d = 12 und d = 15.

Tatséchlich ist die Gleichung immer l6sbar! Aber das Losungsverhalten ist er-
ratisch. Wir faktorisieren:

2 —dy? = (x + Vdy)(z — Vy)
gesucht sind also Einheiten in Z[v/d]. Sei wieder

N ZWVd] = Zoa+Vy — (¢ + Vy)(x — Vdy) = 2* — dy?

37
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Diese Normabbildung ist multiplikativ, da auch die Konjugationsabbildung
ZIVd] — Z,x +Vdy — x — Vdy
multiplikativ ist.

Bemerkung. Dies ist nicht die komplexe Konjugation, sondern das nicht-
triviale Element von Gal(Q(v/d)/Q). Anders als im imaginérquadratischen Fall
(d < 0) kann die Norm auch negative Werte annehmen.

Korollar 8.1. Lisungen von 2 — dy?> = 1 entsprechen Zahlen x + /dy mit
Norm 1.

Dies sagt uns zwar nicht, warum es Losung gibt, aber er verét uns Eigenschaften
des Losungsraumes:

Korollar 8.2. Seien o = = + Vdy, o/ = 2’ +V/dy' Elemente mit Norm 1 in
Z[\/d]. Dann hat auch

aa’ = (z + Vdy) (@' + Vdy') = w2’ + dyy’ + (ay +2'y)Vd
eine Norm 1, d.h. auch (za' + dyy', zy’ + x'y) lést die Pellsche Gleichung.
Diese Einheiten bilden eine Gruppe.
Aufgabe 8.2. Bestimmen Sie die Einheiten von Z[v/d] fiir d < 0 quadratfrei.

Korollar 8.3. Sei 22 — dy? = 1 ldsbar mit y # 0. Dann gibt es unendlich viele
Lésungen.

Beweis: Ohne Einschriinkung ist 2,y > 0, also = 4+ v/dy > 1 in R. Mit z + V/dy
sind auch alle (z + v/dy)™ Einheiten. Wegen (z 4+ v/dy)"t' > (x + v/dy)" sind
dies lauter verschiedene Losungen. O

Definition 8.4. Sei p = x + Vdy € Z[Vd]* mit 2 > 0,y > 0 mit minimalem
Betrag (dquivalent: mit x minimal). Dann heif$t (z,y) Fundamentalljsung.

Wenn die Pellsche Gleichung nicht-trivial 16sbar ist (noch nicht gezeigt), dann
gibt es auch eine Fundamentallésung.

Satz 8.5. Sei (z,y) eine Fundamentallosung. Dann entsprechen die Lisungen
der Pellschen Gleichung genau den Zahlen +(x + \/dy)"™ mit n € Z.

Beweis: Sei o = a + V/db eine Einheit, dann ist auch —« Einheit. Es ist
(a —Vdb) = (a+ Vdb)™', —a + Vdb = (—a — Vdb)~?

Alle Vorzeichenkombinationen kommen also vor. Der Fall ¢ = 0 kommt nicht
vor. Fiir b = 0 ist a = %1, dies entspricht n = 0. Also geniigt es a,b > 0 zu
betrachten, also o > 1.

Behauptung. o = (x + \/dy)"” mit n € N.
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Die Potenzen von ¢ werden beliebig grofS. Daher gibt es eine natiirliche Zahl n
mit
cp"ﬁa<g0"+1:>1§£<<p
(pn
@™ ist eine Einheit in Z[v/d], also ist ap™™ € Z[V/d]*. Da ¢ minimal war, folgt

n

«
lzﬁéazgp

Damit bleibt die interessanteste Frage iibrig:
Theorem 8.6. 22 — dy? hat eine Losung ungleich (£1,0).
Zunéchst:

Lemma 8.7. Seia € R, m € N. Dann gibt es x,y € Z mit 0 <y < m, so dass
1
|z —ay| < —
m

Beweis: Fir v = 0,...,m setzen wir jeweils u = [av] + 1. Hierbei ist [] die
Gauf-Klammer, d.h. es gilt

av—1<faw]<av=>aw<u<aw+l=0<u—av<1

Wir haben m + 1 Zahlen in (0, 1] konstruiert. Daher liegen in einem der m

Teilintervalle (%, % zwei der Zahlen. Es gibt also vy # vs mit zugehorigen
u1, Uz, S0 dass
1
u; —avy) — (ug —avg)| < —
|(u1 1) — (u2 2)l < —
Wir setzen x = uy — ug,y = v1 — vs. O

Lemma 8.8. Die Ungleichung
1
|z —yVd| < ;

hat unendlich viele Lésungen.

Beweis: Wir setzen a = v/d, m = 1 im Lemma 8.7. Dann gibt es x,y mit
0 <y <1 (alsoy=1) mit |z —d| <1 (ndmlich z = [/d]). Die ist eine Lésung
der Ungleichung.

Behauptung. Zu jeder Lisung gibt es eine kleinere.

Sei (x,y) eine Losung. Wihle m mit
1
— < |z —yVd|
m
Dies ist moglich, da v/d ¢ Q. Nach Lemma 8.7 gibt es 2,y mit
1
|2 — Vdy'| < — < |& —yVd|
m

Hierbei ist ¢’ < m, also 1/m < 1/y/. O
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Satz 8.9. Zu gegebenen d gibt es k # 0, so dass x> — dy* = k unendlich viele
Lésungen x,y hat.

Beweis: Wir betrachten z € Z, y € N mit |z + /dy| < 1/y. Dann folgt
1
|z — Vdy| = |z + Vdy — 2Vdy| < §+2y\/&§y+2\/8y: (14 2Vd)y
Hieraus folgt

o<g;?—dy2|:|(x+¢&y)(x—\/ay)|<(Hzfd)yzuwa

D.h. wir haben fiir jedes Paar (z,y) aus Lemma 8.8 gilt 22 — dy? = k mit
0 < k < 1+ 2Vd. Da es unendlich viele Paare gibt, kommt auch eines der k
unendlich oft vor. O

Beweis des Theorems. Wir betrachten die unendlich vielen positiven Losungen
von 22 — dy? = k. Die Paare (z,y) verteilen sich auf die verschiedenen Restklas-
sen modulo k. In einer dieser Klassen liegen zwei Elemente, also x = 2’ mod k,
y =1 mod k und

Wir betrachten

Dieses Element hat N(a) = 2 = 1.
Behauptung. o € Z[V/d]
Nach Voraussetzung = + Vdy = x’ + v/dy' + k(a + bv/d) mit a,b € Z. Daher ist

o @AV = Vdy) | kla+bVd)(@ — Vdy)

k k
Behauptung. o # +1

= 1+(a+bVd) (2’ —Vdy')

Wire a = +1, so hitten wir +k = (z 4+ Vdy)(z' — V/dy'). Andererseits gilt
k = (z + Vdy)(xz — \/dy), daher folgt = — /dy = £(2' — V/dy'). Dies bedeutet
x = +a’, y = +y’. Wegen z,z’,y,7’ > 0 sind dann die Paare gleich. O

Aufgabe 8.3. (i) Seid € Z quadratfrei, a = z+yvd € Q(Vd), @ = z—y/d.
Zeigen Sie: Py (X)(X — o)(X — @) hat Koeffizienten in Q.

(ii) Betrachten Sie
Ry ={a € Q(Vd) | Pa(X) € ZIX]}

Zeigen Sie, dass R ein Ring ist, der Z[v/d] enthilt.
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(iii) Sei wie vorher p = exp(2mi/3). Zeigen Sie p € Q(v/—2). Zeigen Sie dann
Ry = Z[o| # Z[V-2].
(iv) Fiir welche d gilt Ry = Z[\/d]?

(v) Bestimmen Sie die Einheiten von Ry.
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KAPITEL 8. DIE PELLSCHE GLEICHUNG



Kapitel 9

Kettenbriiche

Definition 9.1. Seien a1, 0 ...,ay € R>1. Wir setzen

1
[a1,...,an] = a1 + T
(&) as+.. T

N 1
Qn—1+an

Dies ist ein endlicher Kettenbruch. Fiir eine Folge oy, s ... steht [aq,aq,...]
fiir die Folge der endlichen Kettenbriiche a1, s, . .., ap] bzw. deren Grenzwert.
Fiir x € R>1 heifft [a1,az, ...] Kettenbruchentwicklung, falls a; € N und z =
[a1,az,...]. Dabei kann die Folge der a; endlich oder unendlich sein.

Bemerkung. Eigentlich interessieren uns nur «; € N, aber es hat technische
Vorteile, auch a; € R>; zu erlauben.

Rechenregeln:

(i) o1,y an] = a1 + m Insbesondere ist [aq,...,a,] > 1 (einzige
Ausnahme: n =1, oy = 0).

(i) [a1,...,an] =oq,...,ap_1+ i]
Die Kettenbruchentwicklung wird durch den folgenden Algorithmus bestimmit:
(i) Seix € R>1, a1 = [z1] (GauB-Klammer)

(il) = = [a1,22) = a1 + ?12’ dh.xg=(r—a1)'>1da0<2—a; <1. Sei
ag = [z2).

(ili) = = [a1, a2, 23] mit x5 = (22 —az)"! > 1
(iv) etc.
Das Verfahren bricht ab, falls z; = a; ganz.

Korollar 9.2. z € Ry wird genau dann durch eine endlichen Kettenbruch
dargestellt, wenn r € Q>1.
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Beweis: Ist © = [ay,...,a,] mit a; € N, so ist x rational.
Sei umgekehrt x = z—(l’ € Q>1, ¥i € N teilerfremd. Wir wenden den Algorithmus
auf x an. Es gilt
Yo _ v
W Y1

mit a; €N, 0 < o < y1. Fiir 25 = g—f erhalten wir

< Yo = a1y1 + Y2

V298
Y1 Y2

< Y2 = a2y2 + Y3

mit as € N, 0 < y3 < y2. D.h. der Kettenbruchalgorithmus ist der Euklidische
Algorithmus. Er endet nach endlich vielen Schritten. O

Aufgabe 9.1. Bestimmen Sie die Kettenbruchentwicklung von 3/2,5/4, 7777/123.

Wie steht es mit der Eindeutigkeit?

1
a1 + T = la1,a2,1] = [a1, a2 + 1]
as 1

Lemma 9.3. Sei [ay,...,a,] = [b1,...by] mit a;,b; €N, ap, b, # 1. Dann gilt

n=m und a; = b; fir alle i.

Beweis: Sei n < m. Wir argumentiren mit Induktion nach n. n = 1. a; =

b1 + m. Wegen [ba,...,by] > 1 ist der Kehrwert echt kleiner als 1, d.h.

die rechte Seite ist nicht ganz, die linke schon. Dieser Widerspruch impliztiert
m = 1, d.h. der gebrochene Anteil ist nicht da.
n > 1 Es gilt

1

= bt [b3,- .-, bm]

x:[al,...,&n]:al"i‘[a27,..,an]

Die Kehrwerte sind jeweils kleiner als 1, also a; = b; = [z]. Dann folgt
[ag,...,an] = [b2, ..., bm]
und nach Induktionsannahme n =m, a; = b; fiir i = 2,...,n. O
Ab jetzt betrachten wir nur noch irrationale x.
Beispiel. . =/s=1,4.... Es ist
() ar =1, 21 =(V2-1)"1 =L+ —24
(i) ap =2, 20 = (vV2+1-2)"1 = (vV2-1)!
Die Kettenbruchentwicklung ist [1,2,2,...].

Aufgabe 9.2. Berechnen Sie die Kettenbruchentwicklung von v/5, v/7 + 3/2,
%
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Beispiel. Sei z = 7 = 3.1416:
(i) a1 =3, 21 =(r—3)"1 =7,0625...
(i) az =7, 22 = 15,99 ..

Die Kettenbruchentwicklung beginnt [3,7,15,...]. Die zugehérigen endlichen
Kettenbriiche sind

1 22
3,3,7]=3+-=""=231429...,
B7=3+z=~

1 1 318415 333
3,7,15) =3+ ——— =3+ — = =
[ I=3+7 + 1= * 106 106 7106

=3,1415. ..

Aufgabe 9.3. Berechnen Sie zwei weitere Terme der Kettenbruchentwicklung
von 7 (Vorsicht mit der Genauigkeit des Taschenrechners!) Berechnen Sie den
Beginn der Kettenbruchentwicklung von e.

Wie steht es mit der Konvergenz? Dafiir miissen wir die Kettenbriiche rational
machen.

Beispiel.

1 241 3
L1]=14+-=——=—-
[1,1,1] +2 2 2
1 2 5
L,1,1,]=1+5=14+-=<
[777] +% +3 3

3 8

1,1,1,1,1]]=14- ==

[a777} +5 5

Offensichtlich: [1,...,1] = FI:: mit Fy =2,y =3, F, = F,,_1 + F,_» die
Folge der Fibonacci-Zahlen.

Allgemein:

Satz 9.4. Seien a1,ay, € R>1. po=1,p1 = a1,

Pn = QpPn—1 1 Pn—2

@1 =1,q2 = az,
Qn = QnQp—1 + qn—2

Dann gilt
[a,...,an) = Pn
dn
Beweis: Induktion. Fiir n = 1:
o= =]
Fiir n = 2: )
@szal—i—f:[ah%]

q2 (&%) o)
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Allgemein n > 2: [a1,...,0nq1] = [a1,... 00 + 2 1+1]. Seien pf, ¢; die Folgen

zu diesem kiirzeren Kettenbruch. Es ist p; = p, und ¢; = ¢} fir i <. Nach
Induktionsvorraussetzung gilt dann

[a1 ... ap +

(an + ﬁ)pn—l + Pn—2

(an + 77 )qn—1 + Gn—2

1
An+t1

Pn—-1
G+ ——qn1
7 Qpy1dn—

_ Ong1Pn + Pn—1 _ Pnt1
On+1Gn + Gn—1 Gn+1

pi +

O

Satz 9.5. Jeder Kettenbruch konvergiert. Ist ai,as,--- € N die Kettenbruch-
entwicklung von © € R>q, dann gilt © = [a1,az,...].

Beweis: Sei r,, = &=
n

o it pp, g, wie in Satz 9.4. Dann gilt

Pn Pn—-1 Pndn—-1 — Pn—14n
Tn —Th—1= — — =

n  Qn—1 fracgngn-1

Behauptung. p,gn-1 — Pn—1¢n = (—1)"
Induktion nach n: Fiir n = 2:
P2q1 — P1G2 = (araz + 1)1 —ajaz = 1
und allgemein
Prt1dn=Pnln+1 = (@n41Pn+Pn—1)n—Pn(@n1qn+n-1) = Pn-1qn—Pngn-1 = —(=1)"

Die g, streben gegen Unendlich. Die Differenzen der Folgenglieder r,, bilden eine
alternierende Nullfolge, also ist die Folge konvergent.
Sei nun = € R>q, [a1, ag, .. .| die Kettenbruchentwicklung, also

x=lay,...,an, Tni1)

Wir betrachten die Folge der p;, ¢; fiir diesen Kettenbruch und erhalten

Pn+1 p
r="""lay,...,a,] =
dn+1 dn

Also folgt

n n 1
@ —[ar,... ap] = 2t _Pro_ gyt 2

qn+1 dn An+19n
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Explizit ¢ni11 = Tny1gn + quy1, also

1

|z —[a1,...,a,]] < =

a
¢n héngt nur von aq,...,a, vor, kommt also auch in der Folge fiir den unendli-
chen Kettenbruch vor. Wegen ¢, — oo gilt [a1,...,a,] — . O
Beispiel. Sei z = [1,1,...]. Nach dem Satz ist dies die Kettenbruchentwicklung

von z. Es gilt
1 2 2
r=[lz]=1+-—<er =+l z°—2x—-1=0
x

Diese Gleichung hat die Losungen ié—i—%. Wegen z > 1 kommt nur z = é—i—%
in Frage. Diese Zahl heifit goldener Schnitt. Es gilt § = "”TH Die Strecke der

Léange x + 1 wird von z geteilt wie x zum Rest. Es gilt FF o

— X.

Aufgabe 9.4. Berechnen Sie den Grenzwert von [2,2,2,...].

Aufgabe 9.5. Zeigen Sie, dass alle Fibonacci-Zahlen F,, teilerfremd sind. Wie-
viele Schritte braucht der euklidische Algorithmus? Seien F,a > b € N. Zeigen
Sie, dass die Laufzeit des euklidischen Algorithmus gegen diese Zahl abgeschétzt
werden kann.

Der Beweis hat mehr gezeigt:

Korollar 9.6. Ist % = [a1,...,ay] in der Kettenbruchentwicklung von x, so
gilt
1
|z — pl| <3
Q'fl q'n

Beispiel. |1 — 2| < 1/49, |r — 33| < 1067' < 1/10.000 Zum Vergleich:

3,14 = 313 ist bis aus 1/100 genau!

Kettenbriiche konvergieren sehr schnell, viel besser geht es nicht.
Satz 9.7. Sei 0 € R>; irrational, a,b € N mit

1

a
0=31< 32

Dann kommt a/b in der Kettenbruchentwicklung von 6 vor.

Beweis: Ohne Einschréankung sind a, b teilerfremd. Sei g, die Folge der Nenner
der Kettenbruchentwicklung von 6. Sei ¢, < b < ¢p41. Wir betrachten das
Gleichungssystem

PmT + Pm+1Y = a
AmT + Gy =0
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Die Determinante der Matrix | Pm Pm+1 ist +1 nach dem Beweis von
dm dm+1

Satz 9.5. Daher ist das Gleichungsystem eindeutig losbar mit =,y € Z.

1. Fall: z = 0: Dann gilt pm*iz = % und wir wéren fertig. Ebenso fiir y = 0.

2. Fall: z,y # 0. Ist y < 0, so folgt pm+1y = a—pmx = = > 0. Ist y > 0, so folgt
b < gm+1 < ¢me1b = x < 0. Auf jeden Fall haben 2 und y unterschiedliche Vor-
zeichen. Auch 0q,, — p,, und 0¢;,+1 — pm+1 haben unterschiedliche Vorzeichen,
also haben

x(g(Jm - pm) und y(Q(Ierl - pm+1)
dasselbe Vorzeichen. Es gilt

0b — a = 0(gm™ + gm+1Y) — PmT — Pm+1Y = 2(0¢m — pm) + Y(0¢m+1 — Pmt1)
Hierbei haben beide Summanden dasselbe Vorzeichen, also
10b — a| = |2(0¢m — Pm)| + [Y(0¢ms1 — Pms1)| > |210¢m — Pm| > [06m — pm|

Nach Voraussetzung ist |0 — | < gz, also |0b — a| < 5. Es folgt

1 1
04 — Din oDy
1 |bpm — agm| Pm a 1
L o tanl ) g pmlylp_g L L

Also ¢} < b~! im Widerspruch zu b > ¢,,. Der zweite Fall kommt also nicht
vor. O

Korollar 9.8. Sei d € N kein Quadrat, x,y eine nicht-tiviale Lésung von x% —
dy?> = 1. Dann kommt % als Néherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung

von vV d vor.

Beweis: Es gilt

(o= V(e + Vi =1 (2= Vi) (24va) -

Hieraus folgt

@ 1 1 1
0<=—Vd= = <=
y y2< +\/&> 2y

¥
wegen x/y > Vd> 1. O

Beispiel. d = 2. Es ist v2 = [1,2,2,...]. Es gilt [1,2] = 1 +1/2 = 3/2. Wir
testen: 32 —2-22 = 1.

Bemerkung. Wegen p,, < p,+1 ist die erste Losung, die in der Entwicklung
vorkommt, die Fundamentallosung.
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Aufgabe 9.6. Bestimmen Sie die Fundamentallésung fiir d = 12 und d = 15
mit diesem Verfahren.

Definition 9.9. z € R~ Q heifit quadratische Irrationalzahl, falls z € Q(v/d)
fiir ein d € Qsq. Fiir x = a + bv/d schreiben wir ' = a — by/d.

Bemerkung. Wegen a + bvV/d = a + b/cVdc? (mit ¢ > 0) ist d nicht eindeutig,
wohl aber z’.

Definition 9.10. FEin Kettenbruch heiffit periodisch, falls es ng, k € N gibt mit
Gp = Ay fir alle n > ng. Wir schreiben

[alv az, .. ] = [a17a27 ... 7a’n,07an0+17 ... 7ano+k—1}
Der Kettenbruch heifit rein periodisch, falls dabei ng = 1.

Lemma 9.11. Sei x € R>; mit periodischer Kettenbruchentwicklung. Dann ist
x eine quadratische Irrationalzahl. Ist die Entwicklung rein periodisch, so gilt
-1<2' <.

Beweis: © = [ay,...,an,—1,y] mit

YDk + Pk—1

Yy = [an yoeey Qp +k71] = [an PRI ¢ 7%} +k717y] =
’ ’ ’ ’ Yk — qrk—1

Dies liefert eine quadratische Gleichung fiir y, d.h. y € Q(v/d) fiir ein geeignetes
d. Dann gilt auch

e YDy + Pro—1
Yane t dng—1

€ Q(Vd)
Wir betrachten die Gleichung fiir y:

Y2k + Q1Y = Ypx + Pr1
Das Polynom F(T) = T?qx + (qx—1 — px)T — px—1 hat die Nullstellen y,y’. Es

gilt F'(0) = —py <0 und F(-1) = (qx — qk—1) + (P — Pr—1) > 0. Also hat F
eine Nullstelle zwischen —1 und 0. Dies muss ¥’ sein. O

Wie steht es mit den Umkehrungen?

Satz 9.12. Sei x € Ry eine quadratische Irrationalzahl mit —1 < 2’ < 0.
Dann ist die Kettenbruchentwicklung rein periodisch.

Tatséchlich ist dies der schwerste Teil der Frage.

Korollar 9.13. Sei x € R-1 quadratische Irrationalzahl. Dann ist die Ketten-
bruchentwicklung periodisch.
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Beweis: Sei x = [a1,as,...,an,Tpy1] fiir 2 € Q(v/d). Dann liegt auch z,,, €

Q(Vd). Es ist

o PnTn+1 + Pn—1 - .23/ _ pn$;+1 + Pn—1
AnTn+1 + qn-1 an;pd + gn-1

Wir 16sen nach x),  ; auf:

I, ’ ’
GnT' Tpi1 + Gn—1T = DnTp 1 + Pn—1

(qna" = pp)2hiy = Pn1 — qn_1’

x;erl _ Pn-1 anflxl _ Qn71(7“n71 - xl)
qnT" — Pn qn (2 —10)
mit 7, = pn/qn = [a1,...,a,]. Wegen r, — x # 2’ gilt 2], < 0 fiir n grof
genug.
Behauptung. —mil — 1> 0 fiir n geniigend grofs
Es gilt
_ 1 = qn®’ — pn _ Pn— Gn—1'
x;L+1 Pn-1— Gn-1T"  Pn-1— Gn_17’
_ Pn — G — @12’ — Pp_1qn-1
B Pn—1— Gn—12’ dn—1
1 gn1Pn = Gn1Gn® — Ga 1@ — Pro1Gn
- dn—1 Pn—1— qn17’
L gupn1 — (1) — Gu1qn® — @517 — Ppr_1Gn1
B Gn—1 Pn—1— qn-17'
_ L gn(Pn1 — @n17') = gn_1(qn_12" — pp_1) — (=1)"
B n—1 Pn—1— qn17’

1 (—1)
= Gn = Qn-1 — ———
Gn—1 Pn—-1 — Gn-1T

1 (—1)"
= Gn = Qn-1— ——F
dn—1 qn—l(rn—l — T )

Es geniigt, den Klammerausdruck zu betrachten. Wegen r,_1 — x # z und
Gn — infy ist der letzte Summand eine Nullfolge. Andererseits ist ¢, — ¢n—1 >
qn—2 — infty, insgesamt ist der Ausdruck in der Klammer also positiv fiir
geniigend grofle n.

Dies bedeutet x,; > —1 fiir n geniigend groB. Nach Satz 9.12 hat x,,4; dann
eine periodische Entwicklung. O

Beweis von Satz 9.12. Sei x = a+bv/d mit a,b,d € Q. Ohne Einschriinkung ist
d € N. Weiter gibt es a/,b’, ¢ € Z mit

o +WVd  d+Vhad  d|d|+ Vid
/

d c ||
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Wir fassen zusammen:

m1+\/5

k1
mit ganzen Zahlen D, ki, m; und k1|m% — D. Da zx irrational ist, ist D keine
Quadratzahl. Sei x = [a1, ag, ...]. Wir setzen
D —m?
mit1 = aik; —mg, ki1 = TZH
1

Behauptung. ki1 € Z, kiy1|m?  — D.
Fiir ¢ = 1 ist die Behauptung erfiillt. Fiir beliebiges ¢ gilt

D—m?_H :D—(aiki—mi)Q:D—mz mod k‘z

Nach Induktionsvoraussetzung gilt k;|D,,i?, also nun auch k;r1 € Z. Wegen

umgekehrt
b — D — m? 11
S e §
kit1
ist ki41 ein Teiler von D —m7, ;.

Behauptung. z; = %‘/ﬁ
Die Aussage gilt fiir ¢ = 1. Allgemein

1 mi+vD  ak 1

T, = a; + = =
Tig1 ks ks Tig1
o — k; _ ki(mgaik; — \/5) My + VD _ Mmyy1 + VD
i m; + VD —a;k;  (mi —aik;)*> =D 7[)7;:?“ ki1

Fiir ¢ geniigend grof =} < 0 (Beweis von Satz 9.13) gilt x; — 2 = 216@ >0 (da
x; > 0, 2} < 0), also auch k; > 0. Mit
0< kiki+1 =D —m?_H <D

folgt k;y1|lmiy1| < D. Nur endlich viele Werte sind moglich fiir m; 1 und fiir
kiy1, also auch fir z;41. Die Kettenbruchentwicklung ist periodisch.

Behauptung. Sie ist sogar rein periodisch.

Sei x =a; + i mit 0 < —z’ < 1. Dann folgt 2’ = a; + -, also
2

1 1
0<a1,<1:>a1—{]
T

!
2 )

mit 0 > zf, > —1. Tterativ folgt also 0 < —z/, < 1 fiir alle n und jedesmal

o
an = | ——
xn+1

Falls x5, = Tpo+k, dann gilt auch a,,—1 = apy4+r—1. Damit ist die Entwicklung
rein periodisch. O
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Beispiel. Seci s = Vd, y = [Vd] +Vd,y = [Vd] —Vd € (0,1). Dann hat y eine
rein periodische Entwicklung:

y = lar,az, - an], @ = [by, @y, an ]
Das war genau der Fall, der fiir die Pellsche Gleichung interessant ist.
Satz 9.14. Sei Vd = [a1,az2,...]. Mit den Bezeichnungen von oben gilt
pi = and = (=1)"kp11

Bemerkung. Speziell fir n = 2jN (N die Periodenlinge) erhalten wir eine
Losung der Pellschen Gleichung, da k1 = 1.

Aufgabe 9.7. Wann ist die Gleichung 22 — dy? = —1 16sbar?

Beweis:
ntVd
\/g _ TpPn—1 + Pn—2 _ = kn Pn—1+ Pn—2 _ MpPn—1 + \/gpnfl + knpnf2
Tndn—-1+ qn-2 %\/&qnfl + Qn—2 MpGn—1 + \/Qanl + kngn_2

Hieraus folgt

Mpgn-aVd + dgn—1 + Vdkngn_2 = mppn_1 + Vdpp_1 + knpn_2 &
MpGn-1+ knGn-2 = pp—1 (Mult. mit p, 1)
dgn—1 = MmpPn—1 + knpn—o (Mult. mit p,_1)
=i+ dgp ) = Mpn_1Pn—1 + knln—2Pn—1 — MmPn—1qn—1 — knPn—2qn—1
= kn(@n-2Pn-1 = Pn—2n-1) = kn(—1)

n—1

O

Beispiel. d = 11, N = 2, also k3 = k; = 1, (—=1)%k3 = 1, (=1)*k; = 1.
Zugehorige Zahlen:

’;i:[al,ag]:[3,3]:3+1/3=10/3:»102—11-32:1
2

P 1 1 19 199
P4 13,363 =3+-—" =3+—— =3+ =—"
G4 [ ] 3+ 541 3+ 1% 60 60

1992 — 11 - 60% = 39601 — 39600 = 1

Aufgabe 9.8. Losen Sie die Pellsche Gleichung fiir d = 19.
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Zusammenfassung

Was haben wir behandelt?

e Der wichtigste Satz der gesamten Vorlesung war Satz 2.5: In Z gilt die Ein-
deutigkeit der Primfaktorzerlegung. Wir haben gleichzeitig die Beispiele
Z[i] und Z[o] behandelt. (Weil es dafiir Anwendungen gab, undum die ab-
strakte Struktur des Beweisen herauszuarbeiten.) Wesentliches Hilfsmittel
war der euklidische Algorithmus.

e Rechnen in Restklassenringen, meist mod p fiir Primzahlen p. Hier haben
wir den chinesischen Restsatz 3.3 gezeigt: um Gleichungen modulo nm zu
16sen, geniigt es, sie getrennt modulo n und m zu l6sen. (m, n teilerfremd).

e Schon etwas schwieriger: Strukturtheorie fiir Restklassenkorper: I, ist zy-
klisch.

e Die Frage nach der Losbarkeit der Gleichung 2 = a mod p fiihrte zum
quadratischen Reziprozitédtsgesetz 3.3:

(0)()-crs

fiir ungerade Primzahlen p,l. Zusammen mit den Erginzungssitzen und
der Multiplikativitat des Restsymboles erlaubt dies schnelle Entscheidung
ob a Quadrat mod p ist oder nicht. Dies ist wohl der tiefste Satz der
Vorlesung.

e Beispiele fiir quadratische Gleichungen: 2% + y? = 22 fiihrte zu pytha-
goraischen Tripeln.

e 23 + 33 = 23 hat keine nicht-trivialen Lésungen (mit Rechnen in Z[g]).

e 22 — dy=1 (Pellsche Gleichung) hat immer unendlich viele Lésungen. Die
Theorie der Kettenbriiche erlaubt die Berechnung der Losungen.

53
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e Darstellbarkeit von Primzahlen durch quadratische Ausdriicke: Hier haben
wir den Zweiquadratesatz 5.1 und den Vierquadratesatz 6.1 bewiesen.

Wie geht es weiter? Es gibt mehrere interessante Forschungsrichtungen, die hier
beginnen:

e Die Theorie der quadratischen Formen in zwei oder mehr Variablen, iiber
Z, Q oder auch anderen Ringen/Kérpern.

e Nichtquadratische algebraische Erweiterungen von Q (z.B. Q(+/2)). Dies
ist algebraische Zahlentheorie. Es gibt Struktursiitze iiber die Einheiten-
gruppe (verallgemeinern unsere Ergebnisse zu Pellschen Gleichung). Auch
das quadratische Reziprozitidtsgesetz hat Verallgemeinerunge, Stichwort
Klassenkorpertheorie fiir Erweiterungen von Q mit abelscher Galoisgrup-
pe. Der allgemeine Fall ist aktuelle Forschung.

e Systeme von Polynomgleichungen in mehreren Variablen iiber Q oder Z.
Dies ist algebraische bzw. arithmetische Geometrie, mein Arbeitsgebiet.
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