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Kapitel 0
Einleitung

Zahlentheorie beschéftigt sich mit Eigenschaften von Zahlen, d.h. Elementen
von Z. Damit ist sie eine der &ltesten Wissenschaften tiberhaupt - die Konigin
der Mathematik. Wir wissen sehr viel, sehr vieles aber auch nicht. Unter

http://www.ams.org/mathscinet

finden Sie die “Mathematical Reviews”, in denen alle wissenschaftlichen Ar-
beiten der Mathematik besprochen werden. Unter “MSC Primary” 11 sind die
Arbeiten zur Zahlentheorie zu finden. Eine genauere Untergliederung kénnen Sie
nachlesen, wenn Sie den Link “Browse by MSC” und dann “2000 Mathematical
Subject Classification” folgen.

Heute sollen einige Teilgebiete der Zahlentheorie vorgestellt werden.

Elementare Zahlentheorie

Es werden nur die Mittel der Mittelstufe verwendet, d.h. Mathematik bis zum
17. Jahrhundert. Zum Beispiel:

Satz 0.1. Fine ganze Zahl ist durch 3 teilbar genau dann, wenn ihre Quersumme
durch 3 teilbar ist.

Beweis: Sei n = Y. 1 a;10" mit 0 < a; < 10. Wegen 10 = 1 mod 10 folgt
n=>y",a; mod 3. O

Aber Vorsicht: elementar heifit nicht unbedingt einfach!

Ubungsaufgabe (Fermat). Jede natiirliche Zahl ist Summe von vier Quadra-
ten. (0 ist als Summand zugelassen).

Literatur: W. Scharlau, H. Opolka, Von Fermat bis Minkowski, Springer Ver-
lag.
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Analytische Zahlentheorie

Zahlentheoretische Information wird in Reihen kodiert und analytisch weiter-
verarbeitet.

Satz 0.2. FEs gibt unendlich viele Primzahlen.
Beweis: Sei ((s) =>_,>,1/n® die Riemannsche (-Funktion.
Behauptung. ((s) konvergiert absolut und gleichmdfig in Res > o > 1.
§ =u+ % mit u,v € R.

‘n_sl _ ‘n—an—i” _ n—u‘e—ivlognl —

Fiir u > o folgt
Z|n‘5\ :Zn_“ < Zn" < oo

Behauptung.

=11 ==

p prim

Summenformel fiir die geometrische Reihe:

— =14p S 4p 4.
1—p—s

Beim Ausmultiplizieren kommt jeder Term

= (et )

genau einmal vor. Sorgfiltigeres Hinsehen zeigt auch die Grenzwertaussage, sie-
he: Hardy, Wright: An introduction to the Theory of Numbers, Theorem 280.
Damit kénnen wir nun den Satz beweisen. Gébe es nur endliche viele Primzah-
len, so wire

1 1
lirrﬁ 1 — = I | T < oo
s—14bl—p L1-p
Der Grenzwert lims_,q {(s) existiert jedoch nicht (harmonische Reihe). O

Durch genaueres Studium der ¢-Funktion wurde das grofle Ergebnis der analy-
tischen Zahlentheorie bewiesen.

Theorem 0.3 (Primzahlsatz). Sei n(z) die Anzahl der Primzahlen kleiner

gleich x. Dann gilt
x

()

(d.h. der Quotient geht gegen 1).

~ log x



Diese Aussage wurde von Gaufl ca 1792 vermutet. Der erste Beweis stammt
von Hadamard und de la Vallée Poussin (unabhiingig) 1896. Ein sehr einfacher
Beweis stammt von Newman, vergleiche

D. Zagier, Newman’s short proof of the prime number theorem, American Math.
Monthly 104 (97) 705-708.

Wir werden hoffentlich spéter Zeit fiir diesen Beweis haben.

Vermutung 0.4 (Riemannsche Vermutung). Die Nullstellen von ((s) in
C sind —2n fiir n € N oder haben Res = 1/2.

Dies hat Folgen fiir den Fehlerterm im Primzahlsatz.

Algebraische Zahltheorie

Satz 0.5 (Euler). Die Gleichung 3 +y3 = 2° hat keine Lésung in natiirlichen
Zahlen.

Ansatz:

=23 —y3 =(z—-y)(z—oy)(z— Q2y)

2mi/3 eine dritte Einheitswurzel ist. Allgemeiner:

wobei p = e
70—y’ = (Z —y)(Z - oy)(Z — 0°y) € C[Z]

da die Nullstellen iibereinstimmen. Sei nun K = Q(p), R = Z[o]. Die Korperer-
weiterung K /Q ist quadratisch, denn das Minimalpolynom von g ist Z? +Z +1.
Es gilt

R={a+bo|a,beZ}.

Ubungsaufgabe. R ist ein Hauptidealring.
Tipp: N : K — Q mit
a+bor (a+bo)(a+bo?) =la+bo> =a® —ab—b?

kann anstelle des Absolutbetrages benutzt werden, um einen euklidischen Algo-
rithmus in R zu etablieren. Es gilt:

(i) N(aB) = N(a)N(B)
(ii) @ =a+ bo € R ist eine Einheit genau dann, wenn N(a) = 1,
(iii) « € R mit N(«) eine Primzahl in Z = « Primzahl in R.

A=1—p hat die Norm 1+ 1+ 1 = 3, also ist dies eine Primzahl.
Man beweist allgemeiner:

Satz 0.6. Die Gleichung x3 + y13 + X3"23 = 0 hat in R keine Lisungen mit
zyz # 0.

Beweis: Geschickte Teilbarkeitsargumente in R modulo A, vergl. Hardy-Wright,
Kapitel 13.4. O
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Leider funktioniert diesselbe Idee nicht fiir
2P 4 yP = 2P

(p Primzahl), da Z[¢,] mit ¢, = e>""/? im Allgemeinen kein Hauptidealring
ist. Dennoch: Um Eigenschaften von Z zu studieren, lohnt es sich, endliche
Erweiterungen von Q zu studieren. Diese Zahlkorper sind der Hauptgegenstand
dieser Vorlesung.

Literatur:

(i) P. Samuel, Algebraic Theory of Numbers

)
(ii) S. Lang, Algebraic Number Theory
(iii) J. Neukirch, Algebraic Number Theory
)

(iv) A. Leutbecher, Zahlentheorie - eine Einfithrung in die Algebra

Arithmetische Geometrie

In diesem Gebiet findet ein grofler Teil der aktuellen Forschung der Zahlentheorie
statt.

Gleichungen wie 2P + y? = zP definieren eine Punktmenge in R3 oder C3. Dies
ist ein Beispiel fiir eine algebraische Varietdt. Sie kénnen nun mit geometrischen
Methoden studiert werden.

Theorem 0.7 (Mordell Vermutung, Faltings 1983). Sei C eine algebrai-
sche Kurve vom Geschlecht grifier gleich 2 tiber Q. Dann hat C' nur endliche
viele Punkte tiber jedem Zahlkorper.

Beispiel. Fiir n > 4 definiert die Gleichung X™ + YY" = 1 eine Kurve vom
Geschlecht grofier gleich 1. Also hat die Gleichung nur endlich viele rationale
Losungen, d.h. die Fermatgleichung hat nur endlich viele ganzzahlige Losungen.

Theorem 0.8 (Wiles 1994). 2" + y™ = 2" hat nur die trivialen Lésungen.

Wiles benutzt die Methoden der arithmetischen Geometrie, insbesondere Geo-
metrie von Modulformen. Der Beweis ist anspruchsvoll. Unsere algebrasiche Zah-
lentheorie ist hierfiir das Einmaleins.



Kapitel 1
Zahlkorper und Zahlringe

Definition 1.1. Ein Kérper K der Charakteristik Null mit [K : Q] < oo heifit
Zahlkorper. Der Ganzheitsring von K ist

O={ac K |esgibtn € N,ay,...,a, € Z,a"™ +a;a" ' +--- +a, =0}
Ringe von dieser Form heiflen Zahlringe
Entscheidend ist hierbei der Koeffizient 1 vor o!

Bemerkung. Fast alles, was wir in diesem Semester entwickeln, funktioniert
genauso auch fiir endliche Erweiterungen von F,(X), die sogenannten Funk-
tionenkorper. Beide Klassen fasst man als globale Kérper zusammen. Der Ring
F,[X] ibernimmt die Rolle von Z in der Definition des Ganzheitsrings. Ent-
scheidend ist, dass beides Hauptidealringe sind.

Beispiel. Sei K/Q quadratisch, d.h. [K : Q] = 2 = K = Q(vd) mit d € Z
keine Quadratzahl.

Satz 1.2. Sei K = Q(V/d), d quadratfrei (d.h. kein doppelter Faktor in der
Primfaktorzerlegung). Dann gilt:

(i) Fird=2,3 mod 4 ist O = {a+bVd | a,b e Z},
(i) Fird=1 mod 4 ist O = {1/2(u+vVd) | u,v € Z,u =v mod 2}.

Beweis: Es ist Gal(Q(v/d)/Q) = {id, ¢} mit o(vd) = —vd. Sei « = a + bV/d €
O, d.h. Nullstelle von

PX)=X"4+a X" '+ +a,=0,a,€7Z.
Dann ist auch o(«) eine Nullstelle von P(X). Das Polynom
Qo) = (X —a)(X —o(a)) = X? - (a4 0a)X + aca

= X2 —(a+bVd+a—bVd)X + (a+bVd)(a — bVd)
= X?—2aX + (a® — b*d € Q[X]
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muss also P(X) teilen. Nach dem Gauf-Lemma hat @ also ganze Koeffizienten
(z.B. Bosch, 2.7 Kor.6). Es gilt also

2a,a*> —b*d € Z = (2a)* — (20)*d € Z = (2b*)d € Z .

Wiire 2b ¢ Z, so miissten sich die Primfaktoren des Nenners gegen Faktoren von
d wegheben. Wegen (2b)? miisste der Faktor sogar doppelt in d vorkommen. Dies
ist ein Widerspruch zur Wahl von d. Also:

U v
a=—,b=—-mitu,veZ
2’ 2

2 2 2 _ .2
;5(2) _(9) g ovd g
4
@4|u2—v2d

Die Quadrate u? und v? kénnen nur 0 oder 1 modulo 4 sein. Fiir u? — v%d
ergeben sich daher unterschiedliche Moglichkeiten je nach Restklasse von d.
Man iiberpriift tabellarisch, dass fiir d = 2,3 nur v? = v=0 mod 4 in Frage
kommt, also beide gerade. Fiir d = 1 ist u?> = v2 =1 mod 4 ebenfalls moglich,
also beide ungerade. O

Ubungsaufgabe. Sei (y eine primitive N-te Einheitswurzel. Der Ganzheits-
ring von Q(Cn) ist Z[Cn]-

In diesem Beispiel sieht man, dass O ein Ring ist. Fiir den allgemeinen Fall
holen wir weiter aus.

Satz 1.3. Seien A C R Ringe, x € R. Dann sind dquivalent:
(i) Es gibt ay,...,a, € A mit 2" + a1z 1+ +a, = 0.
(ii) Alz] ={> 1 yaiz’ | n € No,a; € A} ist ein endlich erzeugter A-Modul.

(iii) Es gibt einen Teilring B C R, der A und x enthdlt und der endlich er-
zeugter A-Modul ist.

Beispiel. Seien speziell A C R Korper. Dann bedeuten die Bedingungen:
(i) « ist algebraisch iiber A.
(ii) A[z] ist ein endlich dimensionaler A-Vektorraum.
(iii) A,{z} C B und B ist ein endlich dimensionaler A-Vektorraum.
In dieser Form ist der Satz aus der Algebra bekannt. Der Beweis bleibt derselbe.

Beweis: (i) = (ii): Sei M C R der A-Modul, der von 1,x,...,2"! erzeugt
wird. Nach Vorraussetzung gilt

"= —az" - —a,eM



Rekursiv erhilt man also 2"%7/ € M fiir alle j. Es folgt Alx] C M. Die umge-
kehrte Inklusion ist klar. Insbesondere ist A[x] endlich erzeugt.

(ii) = (iii): Wahle B = Ala].

(#i7) = (i): B werde von yi,...,y, also A-Modul erzeugt. Wegen = € B gilt
2y; € B. Es gibt also Koeffizienten a;; € A mit

TYi = Z aijYj
J

Dies kann als ein lineares Gleichungssystem fiir die y; gelesen werden. Sei d die
Determinante der Koeffizientenmatrix, also das charakteristische Polynom von
(a;7). Die Spalten der Koeflizientenmatrix sind linear abhéngig. Nach Lemma
1.4 folgt y;d = 0 fir « = 1,...,n. Da B von den y; erzeugt wird, folgt bd = 0
fiir alle b € B, insbesondere auch 1d = 0. Das charakteristische Polynom ist die
gesuchte Polynomialgleichung fiir z. O

Lemma 1.4. Sei R ein Ring, B eine quadratische Matriz mit Koeffiziente in
B. Wenn das Gleichungssystem By = 0 eine nichttriviale Lisung (A1,...,\n)
hat, so folgt \;det B =0 fiir alle i.

Beweis: Falls R nullteilerfrei ist, kann die Rechnung im Quotientenkérper erfol-
gen. Die Aussagen iiber die Determinanten folgen dann aus der linearen Algebra.
Fiir den allgmeinen Fall gehen wir die Beweise durch: Die Determinante wird
durch die Leibniz-Formel definiert. Sie ist multilinear und alternierend in den
Zeilen und Spalten. Insbesondere bleibt sie unveréindert, wenn man ein Vielfa-
ches einer Spalte zu einer anderen addiert. Wir multiplizieren also die Spalte i
mit A; (dies mutlipliziert die Determinante mit A; und addieren dann das Aj-
fache der Spalte j fiir alle j # 4. In der neuen Matrix verschwindet die i-te Spale,
also auch die Determinante. O

Definition 1.5. FEin Element x € R, welches eine der dquivalenten Bedingun-
gen erfillt, heifit ganz iiber A. R heifit ganze Erweiterung von A, wenn alle
Elemente von R ganz sind. Die Menge

B = {z € R | x ist ganz iiber A}
heifst ganzer Abschluss von A in R.
Beispiel. O ist der ganze Abschluss von Z in K.
Korollar 1.6. Der ganze Abschluss ist ein Ring.

Beweis: Es gilt © +y,x — y,zy € Alz,y]. Sei x ganz iiber A. Dann ist A[x] ein
A-Modul mit Erzeugern {z1,...,z,}. Sei y ganz iiber A. Dann ist Afy] ein A-
Modul mit Erzeugern {yi,...,¥n}. Dann sind die Elemente z;y; Erzeuger von
Alz,y], denn in o = Y agz®y’ koénnen z und y durch die z; und y; ausgedriickt
werden. Durch Ausmultiplizieren erhédlt man eine Darstellung von « in Termen
der z;y;. Also ist A[z,y] endlich erzeugt. Nach Satz 1.3 sind dann alle Elemente
von Alz,y] ganz iiber A. O
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Korollar 1.7 (Transitivitét). Seien A C B, B C C ganze Ringerweiterungen.
Dann ist A C C ganz.

Beweis: Sei x € C. Es erfiillt also eine Gleichung
"+ b 4. 4b,=0,b;€B

B ist ganz iiber A, also ist A[b;] endlich erzeugter A-Modul. Wie beim letzten
Beweis folgt A[by,...,b,] endlich erzeugter A-Modul. Wegen = € Afby,...,b,]
ist © ganz iiber A (Satz 1.3). O

Korollar 1.8. Sei B ein Integrititsring, A C B ein Unterring, so dass B ganz
iber A ist. Dann gilt:

B Kérper < A Korper

Beweis: Sei A ein Korper, 0 # b € B. Nach Satz 1.3 ist B’ = A[b] ein endlich
dimensionaler A-Vektorraum. Die Multiplikation mit B ist eine A-lineare Ab-
bildung B’ — B’. Da B nullteilerfrei ist, ist diese Abbildung injektiv. Da B’
endlich dimensional ist, ist sie dann auch surjektiv. Also hat b ein multiplikatives
Inverses in B’ C B.

Umgekehrt sei B ein Koérper, 0 # a € A. Sei b = a~! € B. Dieses Element ist
ganz iiber A, erfiillt also eine Gleichung

'+ ab" '+ +a,=0a;, € A.
Diese Gleichung wird mit ™! multipliziert.
b+ai+asa+...apa" P =0.
Alle Summanden aufler dem ersten liegen in A, also auch b. O

Definition 1.9. Sei A ein Integrititsring. A heiffit ganz abgeschlossen, wenn A
mit seinem ganzen Abschluss im Quotientenkdrper tbereinstimmd.

Beispiel. Hauptidealringe (z.B. Z, diskrete Bewertungsringe) sind ganz abge-
schlossen.

Beweis: Sei A ein Hauptidealring, K der Quotientenkorper, x € K ganz iiber
A. Dann ist
"+ a" M4+ da,=0a;€ A

Sei x = a/b mit a und b teilerfremd. Die Gleichung wird mit 4™ multipliziert:
a"+aia" b+ 4a,b" =0.

b teilt jeden Summanden aufler dem ersten, also folgt b | a™. Dies ist ein Wider-
spruch zur Teilerfremdheit. Es folgt b € A*, x € A. O

Beispiel. Zahlringe sind ganz abgeschlossen.



Beweis: Sei O der ganze Abschluss von Z in K, O der ganze Abschluss von O
in K. Wegen der Transitivitit von ganzen Erweiterung ist dann O’ ganz iiber
Z, also O’ C O. O

Theorem 1.10. Sei K/Q ein Zahlkérper, O C K der Ganzheitsring. Dann ist
0274 mitd=[K : Q).

Ubungsaufgabe. Bestimmen Sie den Isomorphismus fir quadratische Erwei-
terungen von Q.

Korollar 1.11. O ist noethersch.

Erinnerung: Sei R ein Ring. Ein R-Modul M heifit noethersch, wenn jede
Kette
M1CM2CM3C...

von Untermoduln von M konstant wird. Ein Ring heifit noethersch, wenn er als
R-Modul noethersch ist.

e Quotienten und Untermoduln von noetherschen Moduln sind noethersch.

e R noethersch < alle Ideale endlich erzeugt.

Hauptidealringe sind noethersch.

R noethersch = R[X] noethersch.

Falls R noethersch, dann ist M noethersch genau dann, wenn M endlich
erzeugt ist.

Beweis: O ist endlich erzeugter Z-Modul. O

Bemerkung. Auch die Ganzheitsringe von Funktionenkdrpern sind noethersch.
Sie sind isomorph zu F,[X]?.

Ubungsaufgabe. Sei A ein Ring, A C B eine ganze Ringerweiterung.

(i) Sei S C A eine multiplikative Teilmenge, ST'A = {a/s | a € A,s € S}
die Lokalisierung. Dann ist S™*A C S™'B ganz.

(ii) Ist A ganz abgeschlossen, dann auch S™1A.

(i3) Sei I C A ein echtes Ideal. Dann ist A/I — B/BI ganz.

Voriiberlegungen

O C K ist eine torsionsfreie abelsche Gruppe. Daher ist ist O endlich erzeugt
genau dann, wenn O = Z fiir ein N.

Lemma 1.12. Seixz € K. Dann gibt es m € Z mit mx € O.
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Beweis: x erfiillt ™ + a1z ! + as2™ ' +--- 4+ a,, = 0 mit a; € Q. Sei m der
Hauptnenner der a;. Multiplikation der Gleichung mit m™ ergibt

(ma)"™ + aym(mz)" 2 +...m"a, =0 .
Also gilt mz € O. O
Korollar 1.13. O enthilt eine freie Gruppe vom Rang d = [K : Q).

Beweis: Sei x1,...,x4 eine Basis von K iiber Q. Seien myq,...,mq € Z, so dass
m;x; € O.
Behauptung. < mizy,...,mgqxy > hat Rang d.

Wire der Rang kleiner als d, so hdtten wir eine Relation
ni(mizy) + na(mew2) + -+ + na(maza) =0,
dies ist ein Widerspruch zu linearen Unabhéngigkeit von x1,...,zq. O

Lemma 1.14. Sei M C K eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gilt
rgM < d.

Beweis: Sei Mg = {% | m € M,s € Z} C K. Dies ist ein Q-Vektorraum der
Dimension hoéchstens d.

Behauptung. dim Mg = rgM.

Sei x1,...,x eine Basis von M als Z-Modul. Dies ist eine Basis von Mg als
Q-Vektorraum, da ein linear unabhingiges Erzeugendensystem. O

Insgesamt: Wenn O endlich erzeugt ist als abelsche Gruppe, dann O =2 Z¢,

Lemma 1.15. Fir den Beweis von Theorem 1.10 geniigt es zu zeigen, dass
O C M C K wobei M eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist.

Beweis: M endlich erzeugt = M noetherscher Z-Modul. O C M = O noethersch.
Der Rest des Theorems folgt aus Korollar 1.13 und Lemma 1.14. O



Kapitel 2

Norm, Spur und
Diskriminante

Erinnerung an Algebra

Sei L/K algebraisch, Char K = 0, a € L. Das Minimalpolynom Min(a) von «
ist das normierte Polynom minimalen Grades mit Nullstelle a.

Lemma 2.1. Min(«) ist das charakteristische Polynom det(X id —m,,) der K-
linearen Multiplikationsabbildung m, : K(a) — K(«) mit z — ax.

Beweis: Sei P das charakteristische Polynom. Es hat den Grad [K(«) : K] =
deg Min(«). Es ist normiert. Es gilt P(m,,) als Abbildung K(a) — K(«a). Aus-
werten in 1 ergibt P(a) = 0. Also erfiillt P alle Eigenschaften von Min(«). O

Seien ay,...,aq die d verschiedenen (Char K = 0!) Nullstellen von Min(«) in
K. Jedes «; definiert einen Kérperhomomorphismus o; : K(«) — K mit o;(«);.
Dies sind alle Kérperhomomorphismen o : K(a) — K mit o|x = id.

Lemma 2.2. FEs gilt

d d

Min(a) = [[(X — ) = [[(X = 0i(a)) -

i=1 i=1
Beweis: Klar O

Bemerkung. K(«)/K ist galois genau dann, wenn alle o; € K(«). Dann ist
{o1,...,04} = Gal(K(«o)/K).

Definition 2.3. Sei L/K endliche Kérpererweiterung, o € L. Das charakteri-
stische Polynom von « ist P, = det(X id —m,,), wobei m,, die Multiplikations-
abbildung mit « ist. Die Norm von « ist Np/k(a) = det(my). Die Spur von a

ist Trp /i (o) = Tr(maq).

11
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Bemerkung. Es gilt P, (X) = XFE _Tr(a) XK1 4o (1)L : K]N(a).

Lemma 2.4. Sei Char K = 0, [L : K| = d. Seien ay,...,aq die Nullstellen
von Min(«), jede mit Vielfachheit [L : K(«)]. Seien o1,...,04 : L — K die
Einbettungen mit o;|x = id. Dann gilt

e d
Po(X) = Min(a) BN = TT(X - a;) = [](X — 03(a))

i=1
TI‘L/K(Oé) = ZO&Z‘ = ZCTZ'(OL)
NL/K(OZ) = Hai = H(Ti(Oé) .

Beweis: Es geniigt, die Aussge fiir P, zu zeigen. Es gilt

i=1

{ag,...,aq} ={o1(a),...,04(c)}

als Mengen mit Vielfachheit, denn jede der [K(«a) : K] vielen Einbettungen
K(a) — K ldsst sich auf [L : K(«)] viele Weisen nach L fortsetzen. Der Fall
L = K(«) ist Lemma 2.1. Sei nun 7 : [L : K(«a)].

Behauptung. Pr /g = P}}(a)/K'

Sei y1,. .., Yy, eine Basis von L/K(«), #1, ..., 24 eine Basis von K(«)/K. Dann
ist {y;2; | ¢ =1,...,7,7 =1,...,¢} eine Basis von L/K. Sei M = (m;;) die
Matrix der Multiplikation mit o beziiglich er z;, d.h. mq(z;) = > mjr2x. Dann
gilt ma(yiz;) = > 1 mjkYiz. Die Matrix von m, beziiglich der Basis y;z; ist
eine diagonale Blockmatrix aus » Kopien von M. O

Korollar 2.5. Sei L/K Erweiterung von Zahlkorpern, o € Or. Dann gilt P, €
Ok[X]. Insbesondere ist Trp x(a), Ny k() € Ok

Bemerkung. Falls O = 0% (im Allgemeinen falsch!), so hat die Matrix von
M, Eintrige in Ok und die Aussage ist klar.

Beweis: Po(X) = [[(X — o(«a) mit ¢ wie im Lemma. Nach Vorraussetzung
erfiillt « eine Gleichung

X"+a1X”_1+-~-+ao:0ai€(’)K

Dann erfiillt o(a) dieselbe Gleichung, ist also ebenfalls ganz iiber Ok. Da Ok
ein Ring ist, liegen dann alle Koeffizienten von P, in Ok. 0

Beispiel. K = Q, L = Q(v/3), O = Z[V/3]. Wir wiihlen die Basis 1,v/3. Sei
a = a + bv/3. Die Multiplikation mit o hat die Matrix

(%)
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Also ist die Spur 2a, die Norm a? — 3b2, das charakteristische Polynom
Po(X) = X? —Tr(a)X + N(a) = X? — 2aX + (a® — 3b?)

Fiir b # 0 ist dies das Minimalpolynom von a. Fiir b = 0 gilt X? —2aX +a? =
(X —a)? = Min(a)?.

Definition 2.6. Sei A C B eine Ringerweiterung, B ein freier A-Modul vom
Rang d. Die Spurpaarung ist die symmetrische A-bilineare Abbildung

(v):BxB— A, (v,y) =Trga(zy) .
Die Diskriminante Dp, 4 ist das Ideal, das von
D(x1,...,zq) = det(Tr(x;x;)i,;)
erzeugt wird, wobei x1,...,xq eine Basis von B ist.

Bemerkung. Uns interessiert vor allem L/K endliche Képererweiterung, aber
auch Ok /Z.

Beispiel. Sei L = Q[X]/X?+pX + ¢ mit p,q € Q. Dies ist ein 2-dimensionaler
Q-Vektorraum, Basis 1, X. Es gilt Tr(1) = 2. Muliplikation mit X hat die Matrix

0 —q
L —p
also, Tr(X) = —q.

Es gilt

D(1, X)

det (TT:((;()) TTrr(())((Q))> = det (—2p pQ——p2q> =

Dies ist genau die Diskriminate der quadratischen Gleichung.

Lemma 2.7. Seiyi,...,yq € B mity; =Y a;jx;. Dann gilt
D(y1,...,yq) = det(a;;)*D(x1, ..., 7q)
Insbesondere ist D;a wohldefiniert.

Beweis: Es gilt
Tr(ypyg) = Tr(D_ apiagiin;) = apiag; Tr(zz))
i

Es folgt

(Tr(YpYa))pg = (api)ps (Tr(ziz;))ij (aq)'
wobei ? die transponierte Matrix ist. Dies impliziert die Gleichheit der Deter-
minanten. O
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Exkurs in die bilineare Algebra

Sei (+,+) : V x V — k eine symmetrische Bilinearform, (k Korper, V ein Vektor-
raum). Sei vy, ..., vq eine Basis von V, M = (v;,v,);; die zugehorige symmetri-
sche Matrix. Dann gilt fiir v = 3 a0, w = 2, bjv;

(7}, w) = (Z a;V;, Z ijj) = Z ai(vi, Uj)bj = (al, ce 7ad)M(b17 ey bd)t
J g
Definition 2.8. Die Bilinearform (-, -) heifit nicht-degeneriert, wenn aus (v, w) =

0 fiir alle w die Gleichung v =0 folgt.

Lemma 2.9. (-,-) ist nichtdegeneriert genau dann, wenn die zugehdérige Matriz
M invertierbar ist, also genau dann, wenn det M # 0.

Beweis: Falls M nicht invertierbar ist, so gibt es v mit v*M = 0, also auch
v!Mw = 0 fiir alle w. Sei nun M invertierbar, v = Y a;v;. Der Fall d = 1 ist
trivial, also sei d > 1. Wihle (cq,...,¢q) mit

aier + -+ ageq # 0

Wir 16sen das Gleichungssystem Mw = (cy,...,cq)t. Dies ist méglich, da M
invertierbar ist. Es folgt v* Mw # 0. O

Bemerkung. Die Diskriminante entscheidet also, ob die Spurpaarung nicht-
degeneriert ist.

Beispiel. K = Q(1/3)/Q. Es gilt

D = D(1,v/3) = det ( Tr(1) Tr(‘/g)) = det (2 0) =12

Tr(v3) Tr(3) 0 6
Lemma 2.10. Sei (-, -) nicht-degnererierte symmetrsiche Bilinearform, vy, ..., vg
eine Basis. Dann gibt es eine duale Basis wq, ..., wq mit (v, wj) = 0.

Beweis: Die Bestimmung von w; bedeutet das Losen eines linearen Gleichungs-
systems Mw; = (0,...,1,...,0) (mit 1 an der j-ten Stelle. Dies ist moglich, da
M invertierbar ist. O

Satz 2.11. Sei L/K endliche Kirpererweiterung der Char 0. Dann ist Dy i #
0. Die Spurpaarung ist nicht-degeneriert.

Beweis: Es gilt Tr(a) = Y o;(a), wobei o; : L — K die Einbettungen mit
o;|k = id durchlduft. Sei 21, ...,z eine Basis von L iiber K. Es gilt

D(1,...,2zq) = det(Tr(ziy;)i;) = det(z or(i75))ij
K

= det(d_ on(wi)ok(w;))ij = det((ok(i))in(ok(25))r;) = det(i(x;))?
k
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Angenommen diese Determinante verschwindet. Dann gibt es wug,...,uq € K
mit Y. u;0;(z;) = 0 fiir alle j. Da die z; eine Basis sind, folgt > u;o; = 0
als Abbildungen L* — K. Als Gruppenhomomorphismen L* — K" sind die
o; jedoch linear unabhinging (vergleiche Beweis des Hauptsatzes der Galois-
Theorie, Bosch §4.6 Satz 2). O

Beispiel. L = Q[X]/X? + pX + ¢ hatte Diskriminante p?> — 4q. Diese Zahl
verschwindet genau dann, wenn X2 4 pX + ¢ eine doppelte Nullstelle hat, also
wenn L kein Korper ist.

Beweis von Theorem 1.10. Sei O C K der Ganzheitsring. Nach Lemma 1.15
gentiigt es zu zeigen, dass O in einem endlich erzeugten Z-Modul M C K ent-
halten ist. Sei 1, ..., x4 eine Basis von K/Q. Ohne Einschrinkung gilt z; € O.
Sei y1,...,yq die duale Basis beziiglich der Spurpaarung.

Behauptung. O C< y1,...,yq4 >z
Sei z € O. Wir schreiben z = ) b;y; mit b; € Q, da die y; eine Basis bilden.
Es gilt ;2 € O, da O ein Ring ist. Nach Korollar 2.5 ist Tr(z;2) € Z. Es folgt

weiter
Tr(ziz) = Tr(wibjy;) = > b Tr(ziy;) = bs
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Kapitel 3

Ideale

Satz 3.1. Sei O ein Zahlring. Dann ist O ein Dedekindring, d.h. noethersch,
ganz abgeschlossen und 1-dimensional (d.h. jedes Primideal ungleich 0 ist ma-
ximal).

Beweis: Wir wissen bereits, dass O noethersch und ganz abgeschlossen ist. Sei
nun p C O ein Primideal ungleich 0. Dann ist auch p’ = p N Z ein Primideal.

Behauptung. p’ # 0.
Sei & € p mit
0=za"+a 2" '+ Fa, =z(@" " +a "2+ .. an_1) +ao

und a; € Z, ohne Einschrinkung a,, # 0. Es folgt ag € pNZ.
Es folgt p’ = (p) fiir eine Primzahl p. Die Abbildung

Z/(p) = O/p

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Also ist der Integritéitsring O/p eine
ganze Erweiterung des Korpers Z/(p). Nach Lemma 1.8 ist dann auch O/pf ein
Korper, d.h. p ist maximal. O

Ubungsaufgabe. (i) Sei A ein Dedekindring, S C A eine multiplikative
Menge. Dann ist ST A ein Dedekindring.

(ii) Sei L/K eine separable Kérpererweiterung, A C K Dedekindring mit Quo-
tientenkorper K. Sei B der ganze Abschluss von A in L. Dann ist B ein
Dedekindring.

Definition 3.2. Sei O der Ganzheitsring von K. Ein gebrochenes Ideal von O
ist ein O-Untermodul I C K, so dass es d € O ~ {0} gibt mit dI C I, d.h. ein
gemeinsamer Hauptnenner.

Bemerkung. e Gebrochene Ideale heiflen auch invertierbare Ideale

17
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e Ein Ideal I C O ist ein gebrochenes Ideal (mit d = 1).

e [ ist ein gebrochenes Ideal, genau dann, wenn es ein endlich erzeugter
O-Untermodul von K ist.

Beweis: Sei I =< z1,...,x, >o, d der Hauptnenner der x;, dann gilt
dI C O. Ist umgekehrt dI C O, so ist dI ein Ideal eines noetherschen
Rings, also endlich erzeugt. Dann ist auch I endlich erzeugt. O

e Die Menge der gebrochenen Ideale hat eine Addition und Multiplikation
I+I'={a+blacl,bel'} CK

I-I'={> aibj|la;c b e I'} CK

i=1

Wir werden zeigen, dass die gebrochenen Ideale ungleich 0 eine abelsche
Gruppe beziiglich der Multiplikation bilden.

e Gebrochene Ideale heiflen auch invertierbare Ideale (beziiglich der Multi-
plikation).

Theorem 3.3. Sei A ein Dedekindring. Dann ist jedes mazximale Ideal inver-
tierbar als gebrochenes Ideal, d.h. zu I existiert I™' mit I-1~1 = A.

Bemerkung. Wire A ein Hauptidealring, so wiren alle gebrochenen Ideale
von der Form Ab mit b € Q(A). Das inverse Ideal wiire einfach Ab~!.

Lemma 3.4. Sei A noetherscher Ring, 0 # I ein Ideal. Dann gibt es Primideale
ungleich 0 mit I C py...pn.

Beweis: Sei ® die Menge der Ideale I # I von A, fiir die das Lemma nicht gilt,
d.h. die kein Produkt von Primidealen enthalten. Angenommen, ® # (). Da A
noethersch ist, hat ® ein maximales Element Iy. I ist nicht prim, also gibt es
x,y € AN Iy mit zy € Iy. Nach Voraussetzung

Io C Io+ (x),lo + (y) = To + (), Io + (b) ¢ @
Also gibt es Primideale ungleich null mit

pr...pn Clo+(2),q1...qm C Io+ (b)) =
P1- - Prlr---qm C (Io+ (2){o + (v) = Iy

Dies ist ein Widerspruch. O
Beweis des Theorems: Sei m C A maximal, m # 0. Sei

m ={reQ(A)]|zmcC A}
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Dies ist ein A-Untermodul von Q(A). Fiir 0 # y € m folgt ym’ € A, also ist dies
ein gebrochenes Ideal. Schlielich gilt nach Definition mm’ C A. Da m ein Ideal
ist, gilt A C m’. Es folgt

m=Am C m'm

Da m maximal ist, gilt
mm=modermMm=A4

Behauptung. m'm = m ist unmdglich.
Angenommen, m = m’m. Sei x € m’ = zm C m. Iterativ folgt
z?m = z(rm) C 2(m) C m = z"m C m fiir allen > 1

Sei 0 # d € m, also z™d € A fiir alle n. Dann ist A[z] ein gebrochenes Ideal, also
endlich erzeugter A-Modul. Also ist z ganz {iber A. Dies bedeutet wiederum,
dass z € A, da A ganz abgeschlossen ist. Also m’ C A. Die Inklusion A C m’
war trivial, also haben wir A = m’ gezeigt. Insgesamt:

A={zeQ(A) | am C A}

Sei nun 0 # a € m, also (a) # 0. Nach Lemma 3.4 gibt es Primideale ungleich
null mit p; ...p, C (a). Ohne Einschrinkung sei n minimal. Es folgt

mD (a) Dp1...Pn

Angenommen, fiir alle 4 ist p; ist nicht in m enthalten, d.h. es gibt z;p ~ m.
Dann gilt 1 ...x, € p1...p, C m. Dies ist ein Widerspruch zu m Primideal.
Also gibt es ein ¢ mit p; C m, z.B. i = n.

mD(a)DmImitI:pl...pn,l

I ist nicht in (a) enthalten, da n minimal gewéhlt war. Sei b € I \ (a). We-
gen mI C (a) folgt mb C (a) = Aa. Dies impliziert mba~'a C A. Also nach
Definition: ba=* € m’ = A < b € (a). Dies ist ein Widerspruch zur Zahl von
b. O

Theorem 3.5. Sei A ein Dedekindring, Spec A die Menge der Primideale von
A.

(i) Jedes gebrochene Ideal schreibt sich eindeutig als

I = H pUP(I)

pESpec A
mit vy (I) € Z fast alle null.
(i1) Es gilt vy(I) > 0 fiir alle p genau dann, wenn I ein ganzes Ideal ist.

(iii) Der Monoid der gebrochenen Ideale ist eine Gruppe.
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Ubungsaufgabe. Sei A ein lokaler Dedekindring, d.h. es gibt nur genau ein
mazximales Ideal. Dann ist A ein diskreter Bewertungsring, dh. ein Hauptideal-
ring mit (bis auf Konjugation mit Einheiten) nur einem Primelement.

Beweis: Zur Existenz: Es gilt dI C A, I = (dI)(d~!. Daher geniigt es, die
Produktzerlegung fiir ganze Ideale zu zeigen. Sei ® die Menge der Ideale, die
keine Primidealfaktorisierung hat. Angenommen, ® # (). Da A noethersch ist,
hat ® ein maximales Element I. Es ist [ # A, da A = HpespecApo. Also ist
I C p fiir ein maximales Ideal p. Sei p’ = p~! das Inverse als gebrochenes Ideal.
Es folgt

Icp=Iycp =4

Wegen A C p’ folgt auf jeden Fall Ip’ C I.
Behauptung. I C Ip’

Angenommen, die Ideale sind gleich. Sei z € p’. Nach Annahme ist I C I, also
iterativ ™I C I fiir alle n. Ein Hauptnenner fiir [ ist auch ein Hauptnenner fiir
Alz], also ist dieser Modul endlich erzeugt und x ganz tiber A. Damit ist z € A.
Wir haben p’ = A gezeigt, dies ist ein Widerspruch.

Nach Wahl von I € ® ist nun Ip’ ¢ ®. Es gilt

pr=p7" .. ppr = T =pp'T=ppi*...pp"

Tatsédchlich sind hierbei die Exponenten alle groler gleich 0.

Zur Eindeutigkeit: Sei []p™ = []p™ ¥, also []p"» ™ = A. Wir schreiben die
Gleichung so um, dass alle Exponenten gréfler gleich Null und minimal sind.
Wir erhalten also

ny

P

=g g

mit p; # q; fiir alle 4,7 und n;,m; > 0. Es gilt p; C q7"" ... q;"". Also enthélt p;
eines der q; (wie im Beweis von Theorem 3.3). Da A ein Dedekindring ist, folgt
p1 = q;, Widerspruch.

Die Behauptung iiber die Gruppenstruktur ist klar. O

Definition 3.6. Die Idealklassengruppe oder Klassengruppe des Zahlkorpers K
151
_ Gruppe der gebrochenen Ideale # 0

(K
CU(K) Hauptideale # 0

Die Klassenzahl h ist die Anzahl der Elemente von Cl(K).

Bemerkung. h = 1 bedeutet, dass jedes Ideal ein Hauptideal ist. Die Klassen-
zahl misst also, wie weit Ok davon abweicht, ein Hauptidealring zu sein. Sie ist
endlich (tief! siehe unten)
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Exkurs

Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, Ox die Garbe der holomorphen
Funktionen auf X. Eine O-Modulgarbe F heifit invertierbar, falls F lokal iso-
morph zu Ox ist. Jede invertierbare Garbe gehort zu einem Divisor D = Y n, P,
einer formalen endlichen Linearkombination von Punkten von X. Ein Haupt-
divisor ist der Null- und Polstellendivisor einer meromorphen Funktion auf X,
D = > ordp(f)P. Hauptdivisoren haben stets den Grad 0. Die Gruppe der
Divisoren modulo Hauptdivisoren ist bekannt, sie ist isomorph zu Z x C9/A,
wobei g das Geschlecht von X ist, A ein Gitter.

Sei nun A ein Ganzheitsring, S = Spec A, I ein gebrochenes Ideal. Zu I gehort
der Divisor ) v, (I)p. Der Divisor ist ein Hauptdivisor, falls I ein Hauptideal ist.
Der Grad eines Hauptdivisors ist stets echt positiv. Die Klassengruppe ist genau
die Gruppe der Divisoren modulo der Hauptdivisoren. S ist ein topologischer
Raum mit der Zariski-Topologie. Die offenen Mengen sind von der Form Uy =
Spec Ay, Ay die Lokalisierung von A an {1, f, f2, f3,...}. Er tréigt das Ideal von
Ringen mit O(Uy) = Ay. Thre Halme sind diskrete Bewertungsringe. I definiert
eine Garbe von O-Moduln mit F(Uy) = Iy. Diese ist lokal isomorph zu O.

Die Analogie kann strikt gemacht werden: Der Zahlkorper Q(A) entspricht dem
Korper der meromorphen Funktionen M(X). Die Punkte der Riemannschen
Fliache X stehen in Bijektion zu den diskreten Bewertungsringen C C R C
M(X) mit Quotientenkérper M(X). Die abgeschlossenen Punkte von S stehen
in Bijektion zu den diskreteten Bewertungsringen mit Quotientenkdrper Q(A).
Die Klassengruppe ist genau die Gruppe der Divisoren modulo der Hauptdivi-
soren.

Wichtiger Unterschied: X ist kompakt, S nicht! Dies ist z.B. der Grund fiir die
Unterschiede im Grad von Hauptdivisoren, unterschiedliches Verhalten der Di-
visorenklassengruppe. Es fehlen Punkte im “Unendlichen”. Diese sind bekannt:
sie entsprechen den Einbettungen von K nach R oder C. Die analytischen Ei-
genschaften von Zahlkdrpern miissen ebenfalls benutzt werden.

Lemma 3.7. Die Klassengruppe ist isomorph zur Halbgruppe der echten Ideale
ungleich 0 mit Aquivalenzrelation I(g) ~ I(f) fir f,g € A~ {0}.

Beweis: Sei C’ die im Lemma definierte Halbgruppe. Sie bildet sich in die Klas-
sengruppe ab. Jedes gebrochene Ideal ist &quivalent zu einem echten Ideal, also
ist die Abbildung surjektiv. Die Aquivalenzrelation ist offensichtlich die gleiche,
also ist sie auch injektiv. O

Dieser Beschreibung sieht man die Existenz des Inversen nicht an! Man spart
also keine Arbeit gegeniiber unserem Ansatz.

Beispiel

K = Q(W5), O = Z[V/=5]. Es gilt O = Z[X]/X? + 5. Wir bestimmen die
Primideale: Sei p C O prim, (p) = p NZ fiir p € Z Primzahl.
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(i) p=2: Wir haben
0/(2) = Z[X]/(X? +5,2) = Fy[X]/X? + 1 = Fo[X]/(X +1)?

Also ist (2) selbst kein Primideal von O. Es gibt genau ein Primideal, das
2 enthilt. Modulo 2 wird es von X + 1 erzeugt, also P, = (2,4/—5+1).

(i) p=3
0/(3) = Z[X]/(X* +5,3) = F5[X]/X* = 1 = F5[X]/(X + 1)(X - 1)
Es gibt zwei Primideale, die 3 enthalten, ndmlich P3 = (3,v/—5 + 1),
P} =(3,v/-5—-1). Es gilt (3) = P3P} in O. Wichtig fiir diese Berechnung
war nur, dass 5 eine Quadratzahl modulo 3 war.
(iii) p=5
0/(5) = Z[X]/(X* +5,5) = F5[X]/X?
Ps = (5,v/—5) = (vV/—b) ist das einzige Primideal, das 5 enthilt. Es gilt
(5) = P
(iv) p=7
O/(7) = ZIX]/(X* +5,7) = F3[X]/X* = 2 = F5[X]/(X + 3)(X - 3)
=F3[X]/X -3 x F3[X]/X +3
P; = (7,4/=5+3) (wie Fall p = 3)
(v) p =11 In diesem Fall ist 5 keine Quadratzahl modulo 11, das Ideal (11)
ist prim in O.

beim Rechnen modulo Hauptideale gilt also: Pf ~ 1, Ps ~ 1, P3 ~ (P§)71,
Pll ~ 1 etc.
Frage: Ist P, ein Hauptideal? Falls P, = («), so gibt es x,y mit

rza=2= N(z)N(a) =N(2)=4
ya=+v-5+1= N(y)N(a)=N(/-5+1)=6
Dies impliziert N(a) = 2. Sei a = a; + aav/—5 (a; € Z)
a3 —5a3 =2
Dies fiihrt also auf die Theorie der Losbarkeit der quadratischen Gleichungen in

Z. Die obige ist modulo 4 nicht l6sbar, also ist P, kein Hauptideal.

Man sieht bereits in diesem Beispiel: die Bestimmung der Klassengruppe ist
schwierig, da sie unendlich viele Erzeuger und unendlich viele Relationen hat!

Die Frage nach Primidealen in Z[v/d] fiihrt auf die Frage, ob d eine Primzahl ist
modulo p oder nicht. Dies wird durch Gauf3’ quadratisches Reziprozititsgesetzt
zufriedenstellend beantwortet.



Ubungsaufgabe. Bestimmen Sie die Primideale von Z][i]
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Kapitel 4

Gittertheorie

Unser Ziel ist es, die Endlichkeit der Klassengruppe zu zeigen.

Abstrakte Theorie

Definition 4.1. FEine Untergruppe H C R™ heifst diskret, wenn fiir jede kom-
pakte Teilmenge K C R™ der Schnitt K N H endlich ist.

Eine Teilmenge K ist kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endlich
Teiliiberdeckung hat. In R™ ist dies dquivalent dazu, dass jede Folge in K ein
konvergente Teilfolge hat, oder dazu, dass sie beschrinkt und abgeschlossen ist
(Heine-Borel).

Beispiel. Z C R ist diskret.

Satz 4.2. Sei H C R" diskret. Dann wird H von r Vektoren erzeugt, die linear
unabhdngig iiber R sind. Insbesondere gilt H = 77 mit < n.

Beweis: Seien eq,...,e, € H eine maximale R-linear unabhéngige Teilmenge.
Sei
P:{Zalel|0§a1§1}CR"

Diese Menge ist kompakt, also P N H endlich. Sei z € H. Dann ist x = Y \;e;
mit \; € R. Sei 7 = x — > [\;]e;, wobei [a] die kleinste ganze Zahl kleiner
gleich « ist (GauBklammer), also 0 < a — [a] < 1. Dies bedeutet ;1 € PN H.
Also erzeugen die e; zusammen mit PN H die Gruppe H. Wir konstruieren eine
unendliche Folge z; € H N P, némlich

2 =jr =) [iXle;

wobei [a] die kleinste ganze Zahl kleiner gleich « ist (Gauflklammer), also 0 <
a —[a] < 1. Da PN H endlich ist, gibt es zwei Indices j # k mit z; = . Es
folgt

JAi = A = kX — [kAli & (7 — k)As = ([JA] — [RA])

25
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Insbesonder ist A; rational. Damit liegt die endlich erzeugte abelsche Gruppe
H in dem Q-Vektorraum, der von ey, ..., e, erzeugt wird. Es folgt H = Z". Die
Erzeuger von H sind linear unabhéngig iiber R, da eq, ..., e, es sind. O

Definition 4.3. FEine diskrete Untergruppe H C R™ vom Rang n heifit Gitter.
Sei ey, ...,e, eine Basis von H. Dann heifst

Pc:{Zaiei|O§ai<1}
Fundamentalparallelogramm von H.
Beispiel. Z™ C R" ist ein Gitter.

Lemma 4.4. Das Volumen von P, beziiglich des Standardlebesque-Majes p auf
R™ ist unanhdngig von der Wahl der Basts.

Beweis: p induziert ein Mafl 7 auf R"/H. Es gilt m(R"/H) = u(P,). Oder:
zweite Basis in Termen der ersten ausdriicken. Sie und ihr Inverses sind ganz-
zahlig, also die Determinante 1. Der Absolutbetrag der Determinante taucht
als Ubergangsfaktor auf. (Forster Analysis 3, Bsp. (5.3)). O

Theorem 4.5 (Minkowski). Sei H C R"™ ein Gitter, S C R™ messbar mit
w(S) > vol(H). Dann gibt es x,y € S, x #y mitx —y € H.

Beweis: Sei ey, ...,e, eine Basis von H, P, das Fundamentalparallelogramm.
Es gilt

S = U Sn(h+P.)

heH
da R™ =, h + P.. Also gilt
p(S) =D (SN (h+P)=> ul(=h+S)NP) > p(Pe)
h h
Allso konnen die (—h+.5)N P,) nicht paarweise disjunkt sein. Es gibt h # h' € H
" P.N(=h+S)N(=A'NS)#0

Also gibt es z,y € S mit —h +x = —h' +y. Wegen z —y = I/ — h liegt die
Differenz in H und ist ungleich 0. O

Korollar 4.6. Set H C R™ ein Gitter, S messbare Teilmenge von R™, symme-
trisch beziiglich 0 (d.h. x € S & —x € S) und konvez. Sei entweder

(i) u(S) > 2"vol(H) oder
(i) u(S) > 2"vol(H), S kompakt

Dann enthdlt S N H einen Punkt ungleich 0.
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Beweis: Erster Fall: Sei §' = %S, also

p(S") = 5on(S) > vol (H)

Nach dem Theorem von Minkowski gibt es z,y € S’ mit 0 # z =2z —y € H. Es
gilt z = $(2z + (—2y)) € SN H wie gewiinscht.
Zweiter Fall: Wende den ersten Fall an auf (1 + ¢)S mit e > 0. Es folgt

(H~{0})N(1+e)S#£0

Dabei ist der Schnitt endlich da H diskret und S kompakt. Dann ist auch
ﬂ(H\ {0H)N1+e)S#0
e>0

Ein Element im Schnitt liegt in H ~ {0} und in ()., ,(1 +¢)S = S. O

Die kanonische Einbettung

Sei K/Q ein Zahlkorper, n = [K : Q]. Dann gibt es n verschiedene Kérperho-
momorphismen

o, K—C
Beispiel. K = Q(Vd), o;(vVd) = +/d.

Zwei Fille sind zu unterscheiden: o; = 7; (komplexe Konjugation) genau dann,
wenn o;(K) C R. In diesem Fall heifit o; reelle Einbettung.

Andernfalls ist o; = o0 fiir ein j # 7. In diesem Fall heifit o; kompleze Finbettung.
o; und o; sind konjugiert.

Bemerkung. Jedes o; induziert eine Absolutbetrag auf K via |z| = |o;(z)|.
Die Komplettierung von K beziiglich dieses Absolutbetrages ist dann R bzw. C
fiir reelle bzw. komplexe Einbettungen.

Sei r1 die Anzahl der reellen Einbettungen von K, ro die Anzahl der Paare von
komplexen Einbettungen, also n = r1; + 2ry. Wir nummerieren die o; so, dass
o; reell fir ¢ < ry, o, 4, konjugiert zu o, 4r,+4;. Wir schreiben r = r; + ra.

Beispiel. K = Q(vd) n = 2. Fallsd > 0: r; = 2,75 = 0,7 = 2. Falls d < 0:
r1 =0, =1,r=1.

Definition 4.7. Die kanonische Einbettung st
c: K —->R"* xC?x2R"
via a — (o1(a),...,0.(a)).

Bemerkung. o ist ein injektiver Ringhomomorphismus.
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Satz 4.8. Sei M C K freier Z-Untermodul vom Rang n, x1,...,x, Basis von
M. Dann ist o(M) ein Gitter in R™ mit Volumen

vol(a(M)) = 27"2|det(0(z;)} j=1)|

Beweis: o(x;) ist der Vektor
(01(x4),s -y op (2), Reor, 41(x;), Imoy, 41 (), . . ., Reoy(2;), Imo,(;))

Zu berechnen vol(o(M)) = | det(o(z;))|. Falls diese Zahl ungleich 0 ist, sind die
o(x;) linear unabhéngig iiber R und ein Gitter.
Es gilt Rez = (2 + %), Imz = (2 — Z). Es folgt

1

(ReUT1+j($i)7Imar1+j(xi>) = (%(Url+j(mi)+UT1+j<xi))’ Z(O_T1+j(xi>_grl+j(wi))

= g 1) + a5 (), 5 (5 (2) = 00 (2)

Hieraus berechnen wird den Absolutbetrag der Determinante via Multilinear-
litéit. Im ersten Schritt ignorieren wir den Faktor %, der den Betrag 1 hat. Dann
beachten wir

1 1 1
det(...,i(a—i—b),i(a—b)7...) = —idet(...,(mb),...)
und schliellich sortieren wir die o; um. Wir erhalten

[det(o () = | det(o; o)

Diese Determinante ist ungleich 0, da die Charaktere o; linear unabhéngig sind.
O

Korollar 4.9. Sei O C K der Ganzheitsring. Dann ist o(O) C R™ ein Gitter
mit Volumen
vol(a(0)) = 27 "2d/?

wobei (d) = Doz, d € Ny die absolute Diskriminante ist.

Beweis: Im Beweis von Satz 2.11 haben wir
D(zy,...,z,) = det(o;(x;))*

gezeigt. D(x1,...,1,) = det(Tro z(x;z;)) war die Diskriminante, Dp 7 das von
ihre erzeugte Hauptideal. O

Korollar 4.10. Sei I C O ein Ideal ungleich 0. Dann ist o(I) ein Gitter mit
Volumen
vol(o(I)) = 2m2dY2N(I)

wobei N(I) =|0/I die Norm des Ideals ist.
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Beweis: Auch I C O ist ein endlich erzeugter Z-Modul torsionsfrei vom Rang
héchsten n. Wegen O« C I fiir alle o € I ist der Rang genau n. Auch o(7) ist ein

Gitter. Wir wihlen eine Basis x1,...,x, von O nach dem Elementarteilersatz
so, dass gleichzeitig A1xq, ..., \px, flir gewisse \; € N eine Basis von [ ist.
Damit gilt

NI)=X1... M\,

Andererseits ist
vol(o(I)) = 2%| det(o(A\sz:))| = Q%IM A det(o(z:))]| = N(Dvol(a(0))
O

Lemma 4.11. Die Norm ist multiplikativ auf Idealen ungleich 0. Fir x € O
gill N((2)) = | Nicjq(a)]-

Beweis: Ist I =[[p}", I' = p; ' so folgt
0pY /ptO/ I - O/T - 0.

pt /por 1 ist ein O/p;-Vektorraum, da die O-Operation iiber O/pf faktorsiert.
Die Dimension muss 1 sein nach der Strukturtheorie von Idealen iiber O. Alsos
ist [pi*/pi* ' = 10/pl-

Sei nun I = (z). Sei wie im Beweis des Korollars 1, ..., z, eine Basis von O,
so dass A\ixq,..., \px, eine Basis von [ ist. Sei v : K — K durch z; — \x;
gegeben. Sei v : K — K durch z; — x/\;x; gegeben. Dann gilt vou = m,, also

Nk g(x) = det(v) det(u) = =N (1)
denn v ist eine Basiswechselmatrix auf I. O

Satz 4.12. Sei K ein Zahlkérper vom Grad n iiber Q, r1 die Anzahl der reellen,
ro die Anzahl der Paare von komplexen Einbettungen, d die Diskriminante tiiber
Q. Sei I ein Ideal des Ganzheitsrings. Dann enthdlt I ein Element x # 0 mit

INk/q(z)] < <4>T2

N

nTL

Beweis: Wir betrachten die kanonische Einbettung o : K — R™ xR"™. Seit > 0
reell,

Bt: {(yla"'ay’r‘mzlw"azrz) ERTI x C™ | Z|y1|+22|2]| St}

ist kompaktisch, konvex, symmetrisch beziiglich 0.

Behauptung. u(B;) = 2™ (E)” t

2 n!

Diese Formel wird durch Induktion nach ry, ro gezeigt. Sei V (r1,72,t) = u(Bi).
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(i) Es gilt
1

VL0,0) =l |l < 83) = 26 = 2" (/2"

11;2

V(0,1,8) = u({1 | 2lz1| < t}) = 7(t/2)* = 2°(/2)

(ii) ri—ri+1

V(”I’1+1,T’2,t) :,u({(y(),-~-,yr1721,~~~,zr2) ‘ }
— [ Vernrait = luohdsn
R

= 2" (7r/2)" j /0 (t — o)™ dyo

1 —(t — o)™t t
— 2T’1+1 2 T2
(m/2)= s ——
tn—‘,—l

(n+1)!

0

= 2"t (7 /2)"

(ifi) rg — g + 1
V(T17T2+1?t) ::u({(ylﬁ"'vyrlaz()w"727“2) | }
= [ Vrsra. (¢ = 2zadnto
C

:/ V(1o (t — 2|z0])dp(z0)
20| <t/2

t/2  p2m o )
/ / 271 (2)72 ododt

— 9 (n/2) /ﬁ (t - 20)" odo

tn+2

=2m (7T/2)T2+1 (n + 2)|

wobei in Polarkoordinaten 2o = ge®, dju(zy) = ododf, und in der letzten
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Zeile partielle Integration [«v =wuv — [uv’ benutzt wird
t/2 T
/ (t—20)"0do = / (t —z)"x/2dx/2
0 0

e,

-

- B (t _ x)n—i—Q T
=14 [0 (n+1)(n+2) J
tn+2

BRACERIE)

Damit ist die Formel fiir das Volumen verifiziert. Wahle nun ¢ so, dass p(B;) =
2"vol(o (1)), d.h.

271 (7 /2)" o = 27T AN (1) = ¢ = 20T ald 2N ()
n.

Aus dem Theorem von Minkowski, genauer Korollar 4.6 folgt die Existenz eines
0 # x € I mit o(z) € By so dass

n T1 r1+72
IN@)| = [Tlow@) = [Tlos@) T loj(@)P?
i=1 i=1 j=ri+1
n T1+T2 n
< |1/n) low@)|+2/n Y oj(x)]
i=1 i=r141
< (t/n)"
= 2" "l " dY2N(I)
da das geometrische Mittel kleiner ist als das arithmetische Mittel. O

Korollar 4.13. Jede Idealklasse von K enthdlt ein ganzes Ideal J mit
|
N(J) < (4/m)™2 2 q1/2
nn

Beweis: Sei J' ein Ideal, ohne Einschrinkung ist I = J'~! ein ganzes Ideal. Sei
x wie im Satz, J = xJ’ = I~ !. Es gilt

N(J) = N(.T)N(I)*l < (4/W)T2$d1/2z\722

O

Theorem 4.14 (Dirichlet). Die Klassengruppe eines Zahlkérpers ist endlich.
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Beweis: Nach Korollar 4.13 geniigt es, Klassen von Idealen zu betrachten, deren
Norm Kkleiner gleich einer Konstante C' ist. Also geniigt es zu zeigen, dass es nur
endlich viele Ideale mit N(J) = g < C gibt fiir ein festes ¢. Es gilt

N(J)=10/]|=q=qcJ

Die Ideale von O mit ¢ € J entsprechen genau den Idealen von O/(q). Dies ist
ein endlicher Ring, hat also auch nur endlich viele Ideale. O

Beispiel. K =Q(v/-5), 1 =0, 7o =1, n =2, Basis 1,/—5. Also folgt

d:|det<1 _%) P=]-V-5-V-57=4-5=20

Die Konstante aus dem Beweis ist also
42
C= 712¢5=4/m/5= 2,847...
T
Fir 1 € J ist J = A das triviale Element. Ideale mit 2 € J entsprechen den
Idealen von Z[/=5]/(2) = O/P3 wobei P, das eindeutige Primideal ist, das
2 enthilt. Die Klassengruppe wird also von Py erzeugt. Es gilt P§ = (2), also

die Relation P§ ~ 1. Da Z[v/—5] kein Hauptidealring ist, ist die Klassengruppe
isomorph zu Z/2.

Ubungsaufgabe. Bestimmen Sie mit dieser Methode die Klassengruppe von

Q).

Korollar 4.15. Sei K ein Zahlkérper vom Grad n tiber Q und Diskriminante
d. Firn > 2 gilt
7 ((3r\"
d> = —
=5 (7)

Der Quotient n/log d wird durch eine Konstante unabhingig von K beschrdinkt.
Beweis: Sei wie im Beweis des Theorems J ein ganzes Ideal mit
|
N(J) < (4/m)"2 = q1/2
nn
Wegen N(J) > 1 folgt

d'/? > (z/4)2n" /n! =
d > (n/4)*2n?"/(n!)? > (n/4)"n*"/(n))? = ay

damn > 2rg und 7/4 < 1.

3 n—1
Behauptung. a, > I (37)" .
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Wir zeigen dies induktiv. Fiir n = 2 gilt wie gewiinscht
ag = w2 /4%-24/2% = 7% /4 .
Nun a, — apy1:

(n + 1)2(+Dp)2

Gnyr _ 7 RT L) N
a, 4  n2n(n+1)2
1 2n
:77/4.%:7.(/4(1_‘_1/”)27:,

>n/4-(14+2n-1/n)=n/4-3
Die zweite Aussage folgt durch Logarithmieren der Ungleichung. O

Theorem 4.16 (Hasse-Minkowski). Sei K # Q ein Zahlkérper. Dann ist
seine Diskriminante ungleich 1.

Beweis: d > /3 (3r/4)" "1 > 1 O

Bemerkung. Wir werden spiter darauf zuriickkommen, warum diese Aussage
wichtig ist, Stichwort Verzweigung. Das Theorem besagt, dass alle Zahlkorper
verzweigt tiber Q sind.

Theorem 4.17 (Hermite). Bis auf Isomorphie gibt es nur endlich viele Zahlkérper
mit gegebenener Diskriminante.

Beweis: Nach Korollar 4.15 gilt n < da fiir eine Konstante a, d.h. der Grad
ist beschrénkt. Es geniigt also zu zeigen, dass es nur endlich viele Koérper mit
gegebenem d, n,rq, e gibt. Sei zunéchst r1 > 0. Wir betrachten B C R™ x C™
definiert durch

{ly1/2] < C/2, |yl <1/2ftiri=2,...,r,|2| <1/2fir j=1,...,72}

wobei C' = (7/4)7 22"~ "2d"/2. Die Menge B ist konvex, kompakt und punkt-
symmetrisch beziiglich 0. Das Volumen ist

u(B) = C(1)" 1 (r/4)7 = 2v0l(0(0))
nach Wahl von C. Nach Korollar 4.6 gibt es 0 #2z € O N B.
Behauptung. K = Q(x)
Nach Voraussetzung ist |o;(z)| < 1/2 fiir alle ¢ # 1. Wege

N(x) = H loi(z)| > 1

folgt o1(x) > 1, insbesondere o1(xz) # o;(x) fur alle i # 1. Wire o;(z) =
oj(z) so folgt oy0; toi(z) = 10, 'oj(x). Dies ist unmoglich. Alle o;(z) sind
unterschiedlich, also gilt [Q(z) : Q] = n. Dies zeigt die Behauptung.
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Wegen o(z) € B sind die 0;(z) beschrankt und damit auch alle Koeffizienten
des Minimalpolynoms von z. Es gibt nur endlich viele Polynome in Z[X] vom
Grad n mit beschrénkten Koeffizienten, also auch nur endliche viele mogliche z.
Es bleibt der Fall 71 = 0. In diesem Fall benutzen wir

B = {|Imz;| < C,|Rez1| <1/2,|z| <1/2 fiiri=2,...,r2}

so dass u(B) = 2"vol(B). Wie im ersten Fall finden wir x € o(O) N B mit
lo1(x)] > 1. Wiederum ist oq(z) # o;(z) fir ¢ # 1. Wegen Reoy(z) < 1/2 ist
Imoy (x) # 0, also ist auch oy (x) # 71 (x). Wieder ist  primitives Element. O

Definition 4.18. Sei K ein Zahlkérper. Die Einheiten von K sind die inver-
tierbaren Elemente des Ganzheitsrings.

Beispiel. 1, 1,4, —i sind Einheiten von Q(i). In Q(+/3) ist 2+ /3 eine Einheit
mit Inversem 2 — /3.

Lemma 4.19. z € K ist eine Einheit genau dann, wenn x ganz ist und N(z) =
+1.

Beweis: Ist x eine Einheit, so ist 1 = N(zx~!) = N(z)N(x)~!. Da die Norm
eines ganzen Elementes ganz ist, folgt N(z) = +1. Sei umgekehrt z € O mit
N(x) = £1. Das charakteristische Polynom

"+ ap_12" P4+ aztag=0
hat ganze Koeffizienten, speziell ag = +N(x) = £1. Es folt
+r(z" M4 4ay) =1
Damit ist x eine Einheit. O

Theorem 4.20 (Dirichlet). Sei K ein Zahlkirper, vy die Zahl der reellen
und ro die Zahl der komplexen Einbettungen, r = r1 + ro. Die Gruppe OF der
FEinheiten von K ist isomorph zu

O 27" ' x G

wobei G die Gruppe der Einheitswurzeln in K ist, insbesondere eine endliche,
zyklische Gruppe.

Beispiel. Fiir K = Q(i) gilt O* = G = {£1, +i}, dar = 0+1. Fiir K = Q(v/3)
gilt O* =2 7, da r = 2 4 0. Tatséchlich ist 2 + /3 ein Erzeuger. Die Frage nach
Erzeugern von Q(v/d) fiir d > 0 fithrt auf die Theorie der Pellschen Gleichung,
die mit der Theorie der Kettenbriiche behandelt werden kann.

Beweis: Seien wie bisher o1, ..., 0., die reellen Einbettungen, o, ..., o, nicht-
konjugierte komplexe Einbettungen. Die logarithische Einbettung L : K* — R"
ist

L:xw— (logloi],...,log|os]) € R
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L ist ein Gruppenhomomorphismus.
Sei B C R” kompakt, B’ = L~*(B) N O*. Dann gibt es eine Konstante C, so
dass fiir alle z € B’ und i = 1,...,n gilt

loi(z)] < C
Damit sind die Koeffizienten von
P(X)=(X—-o01(@))(X —o2(x)) ... (X —o,(x))

beschrankt. Gleichzeitig sind sie ganz, da = € O. Es gibt also nur endliche viele
mogliche P, daher ist B’ endlich.

Dies gilt insbesondere fiir G = L~1(0) N O*. Dies ist eine endliche Gruppe,
besteht also nur aus endlich vielen Einheitswurzeln. Insbesondere ist sie zyklisch
(Algebra). Ist umgekehrt w eine Einheitswurzel, so gilt |o;(w)| = 1 fir alle .
Damit liegt w im Kern von L.

Nun studieren wir das Bild von L(O*) C R". Nach unserer Voriiberlegung ist
dies eine diskrete Untergruppe, also L(O*) = Z* fiir s < r.

Behauptung. s <r —1.
Fir z € O* gilt

T2

+1=N(@) = [[oi@) =[[oitx) [] oila)oil2)
=1 i=1

j=ri+1

Hieraus folgt
L) eW={(yr,...or) ER"| D yi +2 Y y; =0}
i=1 j=ri41
W hat Dimension r — 1, L(O*) ist eine diskrete Untergruppe, also s < r — 1.
Behauptung. L(O*) enthdilt r — 1 linear unabhingige Elemente.

Aquivalent: Fiir jede lineare Abbildung f : W — R mit f # 0 gibt es u € O* mit
f(L(u)) # 0. Wir identifizieren W = R"~! via des Isomorphismus (y1, . .., y,) —
(Y1, ---,Yr—1). Also schreibt sich f(y1,...,yr) = c1y1 + ... cr—1yr—1 fiir ¢; € R.

Wir wahlen
92 T2 12 r—1
> |- d R > i 1
o> (71-) I} ; ciloga
Wir werden eine Folge x5, € O \ {0} konstruieren mit

|f(L(xn)) — 28h] < B,[N(zh) <

Aus der ersten Bedingung folgt (2h —1)8 < f(L(zr)) < (2h+1)3, also sind die
f(L(zp)) paarweise verschieden. Die | N (z)| sind beschrénkt und ganz, also gibt
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es nur endliche viele Ideale (xy,). Also gibt es zwei Indizes h, b’ mit (z5,) = (zp/).
Dies bedeutet, dass es u € O* gibt mit z; = uxy . Aulerdem

f(L(w)) = f(L(zn)) — f(L(zn)) # 0

Damit wére das Theorem gezeigt.
Wir konstruieren nun die x,. Wéhle Aq, ..., A, mit

1

r r—1
Ao [T M=o > cilog A; = 26h
1 =1

=1 j=ri+1

Dies ist moglich fiir » > 2. Im Fall r = 1 ist s = 0, und es ist nichts zu zeigen.
Sei nun
B ={(yi,j;) € R™ x C™ | |lys| < Ai, 2] < Ajrr, }

Diese Menge ist kompakt, symmetrisch und konvex. Sie hat das Maf}

1 T2

w(B) = H(Z)\i) H 77/\? =2"7"2q

i=1 j=1

> 2" (2> d'/? =272 d"? = 2"vol(0(0))
™

Nach dem Theorem von Minkowski, Korollar 4.6 gibt es z € O, x # 0 mit
|oi(x)| < A; fiir alle 4. Andererseits
N@| 1

-1
> =a "\
j#i |oj()| Hj;éi Aj '

|oi ()] = i

Also

)\ia_l < |0’Z(.’17)| < )\z =
log A\; —log o < log|o;(x)| <log\; =
loga > \; —log o (z)] >0

Wir iiberpriifen nun die gewiinschten Eigenschaften von z:

r—1 r—1 r—1
|[F(L(x)) =28k = | > e;loglos(x)| = D cilog A <Y |ei|loga < 3
= i=1 i=1

=1



Kapitel 5

Verzweigung

Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern, p C Ok ein Primideal, Opp das
von p erzeugte Ideal von Op. Nach Theorem 3.5 gilt

k
OLp = [[ 85

i=1
wobei die B; Primideale von O, sind, ndmlich genau diejenigen, die p enthalten.

Definition 5.1. P, heifit Primideal von L iiber p. Wir sagen auch, B;|p (B
teilt p). Der Exponent e; = e(B;/p) heifst Verzweigungsgrad von L/K in ;.
Die FErweiterung L/K heifit unverzweigt, wenn e(B/p) = 1 fir alle Primideale
p von K und alle B|p. Der Kirper x(p) = Ok /p heifft Restklassenkorper von
K in p. Die Zahl f(Bi/p) = [£(B;) : (p)] heifst Restklassengrad von L/K in

PBi.-
Satz 5.2 (Gradformel). [L: K] =3 g, e(B/p)f(B/p).

Beweis, erster Versuch: Sei zunéchst K = Q, also O = Z, k((p)) = F,. Dann
ist [L: Q] =rgOr = dimp, Or/(p).

k
0L/ = 00/ T] %

Wegen der Multiplikativitdt der Norm von Idealen gilt

k
N((p)) = 101/ (p)] = T[] N ()"
i=1

Gleichzeitig handelt es sich um Fp-Vektorrdume mit
101/ (p)| = plimm Or/ (@) N(;) = plim O/

Mit anderen Worten, pl-@ = Hle peifi.
Fiir allgemeines K funktioniert dieser Beweis nicht, denn i.a. ist O, kein freier
Ok-Modul. O

37
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Satz 5.3. Sei A ein Dedekindring, p C A ein Primideal, S = A~ p. Dann ist
Ap:S_lAz{gmeA,seS}

ein Hauptidealring mit einem einzigen Primideal, nimlich B = S~ 'p. Es gilt

Alp = Ap/PB.
Beweis: A, ist ebenfalls ein Dedekindring, wie man leicht sieht.

(i) (Integritétsring) a/s-a’/s’ = aa’/(ss") = 0 genau dann wenn aa’ = 0, also
a =0 oder ¢’ =0.

(ii) (ganz abgeschlossen) v =€ Q(A,) = Q(A), ganz iiber p. Dann geniigt es
einer Gleichung

ay ,,_ (279
=" =0
S1 Sn

mit a; € A, s; € S.Sei s = s1...8,. Dann ist sz ganz iiber A, also sz € A,
da A ganz abgeschlossen ist. Es folgt © = sz /s € A,.

(iii) (noethersch) Sei I C A, einIdeal, I’ = ANI. Als Ideal von A ist I’ endlich
erzeugt.

Behauptung. S~'I' = 1.

Die Inklusion C ist klar. Sei umgekehrt = a/s € I. Dann liegt a = sz €
AN, und daher x = sa/x € S71I.

(iv) (Dimension 1) Sei nun I C A, prim, also I’ = AN I ein Primideal von
A. Dann ist I’ entweder 0 oder maximal. Hieraus folgt, dass auch S—1I’
entweder 00 ist oder maximal.

Wir bestimmen nund die Menge Primideale von A,:
Spec Ay = {S7'q | q C A prim }
Sei nun ¢ # p ein maximales Ideal, d.h. g~ p # 0. Sei s € g\ p C S. Dann gilt
l=s/s=1/s-s/1€ S 'q= S 'q= A4,

Also ist A, lokal mit maximalem Ideal 8 = S~'p. Nach Theorem 3.5 hat jedes
Ideal von A, die Form PB" mit n € Ny. Sei 7 € P P2, d.h.

PO () > P

Wegen (1) # B2 folgt P = (7), denn andere Ideale gibt es nicht. Damit ist
A, ein Hauptidealring. Schliellich betrachten wir A/p — A,/%P. Dies ist ein
wohldefinierter Kérperhomomorphismus. Sei a/s € A,. Wegen s € A \ p gilt
5 # 0in A/p. Dann ist 5 'a ein Urbild von a/s. Die Abbildung ist surjektiv,
also bijektiv. O
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Beweis von Satz 5.2. Sei p C Ok ein Primideal, L/K eine Erweiterung und
Orp = [[B5

Sei S = Ok \p, Ok, =S 1O — S~y ist eine Erweiterung von Dedekin-
dringen. Wegen S—1(I1") = (S7)(S~1I") folgt

S*loLp _ H(Sflgﬁpi)ei

Der Verzweigungsgrad kann also auch nach Lokalisieren an S berechnet werden,
ebenso wie die lokalen Korpergrade f;.

Behauptung. S7'Oy, ist freier ST'Ox-Modul vom Rang [L : K].

S~y ist der ganze Abschluss von S™!Ok in L. Da Oy, ein endlich erzeugter
Ox-Modul ist (sogar endlich erzeugt iiber Z), ist auch S~'Oy, endlich erzeugt
iiber S'Ok. Wie im Beweis von Theorem 1.10 mit dem Hauptidealring S~1 A,
statt Z folgt die Behauptung.

In dieser lokalen Situation kann das Argument aus unserem ersten Beweisver-
such angewendet werden. O

Diskriminante

Wir erinnern: Sei A ein Hauptidealring, A — B eine Ringerweiterung mit B =2
A", Basis x1,...,%,.

dp/a = (det(Tr(ziz))i,;))
Speziell fiir A = Z, B = Ok heifit der positive Erzeuger von dp,4 absolute
Diskriminante von K.

Satz 5.4. Sei K ein Zahlkorper. Dann ist eine Primzahl p € Z unverzweigt in
K, genau dann wenn p{d.

Beweis: Og = Z™ mit n = [K : Q. Sei p Primzahl, (p) = [[B;*. Die Erweite-
rung ist unverweigt iiber p, wenn Ok /(p) = [[ Ok /B¢ (chinesischer Restsatz)
ein Produkt von Korpern ist. Sei z1,...,z, eine Basis von Ok als Z-Modul.
Dann ist Z71,...,7, eine Basis von Ox/(p) Als Z/(p) = Fp-Vektorraum. Nach
Definition ist d = det(Tr(x;x;), also ist d = det(Tr(7;Z,) die Diskriminante von
F, — Ok /(p). Die Bedingung p { d ist dquivalent zu d # 0. Zu zeigen ist also:

Behauptung. F, — B = Ok/(p) eine Ringerweiterung. Dann ist dgp, # 0
genau dann, wenn B ein Produkt von Korpern ist.

Sei zunéchst B = [ k; wobei k; endliche Korpererweiterungen von F, sind. Es
gilt dg/r, = [[dk,/r, (rechne in Basen der ;). Nach Satz 2.11 ist dy, r, # 0
(Dort war Charakteristik 0 vorausgesetzt, aber perfekt geniigt).

Sei umgekehrt B = [[ Ok /B;* kein Produkt von Kérpern. Dann enthélt B ein
nilpotentes Element z # 0. Erginze © = 1 zu einer Basis z1,...,2, von B.
Die Produkte z1x; sind nilpotent, also ist Muliplikation mit z;x; eine nilpotente
Abbildung. Daher sind alle Eigenwerte 0 und Tr(z;2;) = 0. Dann verschwindet
auch die Diskriminante. O
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Theorem 5.5 (Hasse-Minkowski). Es gibt keine Frweiterung K/Q, die tiber-
all unverzweigt ist.

Beweis: K # Q = d # 1 nach Theorem 4.16. Also gibt es Teiler von d, also
verzweigte Primzahlen. O

Korollar 5.6. Sei L/K FErweiterung von Zahlkorpern. Dann sind nur endlich
viele Primideale verzweigt.

Beweis: Z. C Ok C Op. Sei p C O ein Primideal, das in L/K verzweigt, d.h.
Okp =[P mit einem e; > 1. Sei (p) = p N Z. Es folgt

e(Bi/(p)) = eie(p/(p)

Also geniigt es, K = Q zu betrachten. Dann sind die verzweigten Primideale
die Teiler von d, also gibt es nur endlich viele. O

Bemerkung. Allgemeiner besagt Klassenkdrpertheorie: K/Q ein Zahlkorper.
Dann gibt es eine Erweiterung H/K, den Klassenkédrper mit

(i) H ist maximale unverzweigte Erweiterung von K
(ii) Op ist ein Hauptidealring
(ii) Gal(H/K) = CI(K)

Literatur: Lang, “algebraic number theory”, part II, Neukirch, Ch. 4-6, Cassels-
Frohlich, Ch.VII

Fiir allgemeine L/K ist Op, kein freier O nicht frei, daher ist die Diskriminate
bisher nicht definiert worden.

Definition 5.7. Sei L/K FErweiterung von Zahlkorpern. Dann ist ist das Dis-
kriminantenideal definiert als

DL/K = Hpv(p) C OK

mit d(oL)F/(oK)p = pg(p) C (OK)p.

Bemerkung. Da (Of), ein Hauptidealring ist, ist die Diskriminante von (Or), /(Ox )y
definiert. Da fast alle Primideale unverzweigt sind, ist v(p) = 0 fast immer.

Korollar 5.8. L/K unverzweigt in p genau dann, wenn Dp, i 1 p.

Beweis: Verzweigung ist eine lokale Eigenschaft, ebenso die Teilbarkeit von Idea-
len. Wir lokalisieren also in p. Danach ist der Beweis der gleiche wie in 5.4 mit
(Ok)y statt Z. O

Bemerkung. Bei unserer Korrespondenz zwischen Riemannschen Fldchen und
Ganzheitsringen entspricht Verweigung von holomorphen Abbildungen (lokal
wie z +— 2¢ fiir e > 1) genau der Verzweigung von Primidealen.
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Beispiele

Sei K = Q(¢) mit ¢ = exp(2mi/p) fiir eine Primzahl p. Wir wihlen die Basis
17<’ et <p72'

Behauptung. O = Z[(]

Sei # = ag + -+ + ap—2(P"2 € O mit a; € Q. Wegen z(1 — ¢) € O folgt
Tr(z(1 — ¢)) = app € Z. Andererseits gilt

Tr(z(1-¢) = Y o(@)(1 - a(G))

[oa

mit 0(¢p) = ¢7, also 1 —0(¢) = (1—¢)(L+ ¢+ -+ ¢~ Damit gilt Tr(z(1 -
() €01 =) NZ.

Behauptung. O(1 - {)NZ=pZ

Mit z = 1 und Tr(1 — (,) = p gilt D. Wére Gleichheit falsch, so miisste 1 €
O(1 — ¢) liegen, also 1 — ¢ eine Einheit sein. Die Norm von 1 — ¢ ist aber

Ni-G) =T[a-) =TI - =0+X+---+ X7 H(1) =p

Jj=1

also ist dies nicht der Fall.

Somit gilt pag € pZ, d.h. ag € Z. Dann ist auch a;¢ + ...ap,ggP*Q = ((a1 +
o.ap—2CP73 € O. ( ist eine Einheit. Wir wiederholen nun das Argument und
erhalten a; € Z und iterativ a; € Z fiir alle 4. Damit ist die Berechnung von O
abgeschlossen.

Ubungsaufgabe. O = Z[X|/F = d = N(F'(X)).
In unserem Fall gilt: F(X — 1) = X? — 1), also
FI(X 1)+ F=pX?~ 1 = F'(() (G — 1) +0=pcP"

Wegen N(p) = pP~!, N(¢) = £1, N(1 — (,) = £1 (explizite Rechnung) folgt
d = £pP~!. Damit ist p die einzige verzweigte Primzahl in O.

Sei nun K = Q(v/9) mit § = 2,3 mod 4, also O = Z[/§], d = 46, verzweigt in
2 und Teilern von §. Fiir 6 =1 mod 4 ist 1, (1 4+ v/3)/2 eine Basis von O.

d — det ( Tr(1) Tr((1+v/9)/2) )
Tr((140)/2) Tr((1+68)/44/5/2)

2 1
:det<1 (1+5)/2):5+1—1:5

Sei nun K = Q(¢) mit p # 2. Die Galoisgruppe von K /Q ist isomorph zu (Z/p)*,
zyklisch von der Ordnung p — 1. Sei H die eindeutige Untergruppe vom Index
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2 (Gruppe der Quadrate). Dann ist F = K ein quadratischer Zahlkorper.
Welcher?

K ist nur in p verzweigt, also I’ ebenfalls. Es folgt

e Q(y/r) p=1 mod4
Qy=p p=3 mod4

Allgemeiner gilt der Satz von Kronecker und Weber: F/Q galois, Gal(F/Q)
abelsch. Dann ist F' C Q(¢x) mit (y = exp(2mi/N) fiir geeignetes N.

Galoistheorie
Sei nun L/K eine Galoiserweiterung von Zahlkérpern, d.h.
[L: K] = Gal(L/K) & LK) = |

wobei Gal(L/K) ={o: L — L | o|x = id}. Dies ist dquivalent dazu, dass L/K
normal ist, d.h. fiir a € L liegen alle Nullstellen des Minimalpolynoms in L.

Lemma 5.9. Sei L/K eine Galoiserweiterung von Zahlkiorpern. Dann operiert
Gal(L/K) auf Oy, auf den Primidealen von Or, und auf den Primidealen von
OL iiber p C OK.

Beweis: Sei o € Gal(L/K), x € O, d.h. es gibt eine Polynomgleichung
2" +a 2" P+, a4, =0 a; € Ok
Anwenden von o auf diese Gleichung ergibt
o(x)" +ao(x)" '+ +a,=0

Damit ist auch o(x) ganz.

Sei nun ¢ C Of, ein Primideal. Wir betrachten o(q). Dies ist offensichtlich ein
Ideal. Sei ab € o(q), also o~ !(a)o~1(b) € q. Da q ein Primideal ist, folt c~ta € q
oder 071b € q, also a € o(q) oder b € o(q).

SchlieBlich sei p = qN Ok. Dann gilt o(p) N Ok = p, denn o ldsst Elemente von
Ok invariant. O

In dieser Situation heifilen q und o(q) konjugiert. Verzweigungsindex und Rest-
klassengrad von konjugierten Idealen stimmen {iberein.

Lemma 5.10. Je zwei Primideale von Of, tiber p C Ok sind konjugiert. Es gilt
[L:K]=gfe

wobei g die Anzahl der Primideale iber p ist, e der Verzweigungsindezr, [ der
Restklassengrad.
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Beweis: Die Aussagen folgen aus der ersten mit der Gradformel. Seien q, q’ iiber
p nicht konjugiert, also o(q’) nicht in q enthalten fiir alle 0. Seien qf, ..., q), die
Konjugierten von q'. Wir wihlen z;; € ) \ q; fiir i # j und x; € q \ q;. Sei

31‘2371H$1j+l‘2H$2j+-~'+$kH$kj

1#q 24] k]

Es gilt x € q, da @; € q. Andererseits ist x ¢ q;, denn jeder Summand aufler
dem zu j enthélt einen Faktor in g (ndmlich z;;). In dem Summanden zu j ist
kein Faktor in q};. Es folgt

N(x)zHa(a:) €EOxkng=pcCyq
Also liegt ein o(z) € ¢’ und = € 0~ 1q’. Dies ist ein Widerspruch. O

Definition 5.11. Sei L/K Galoiserweiterung von Zahlkorpern, q ein Primideal
von Op, p = Og N q. Die Zerlegungsgruppe von q ist

Dq = {0 € Gal(L/K) | o(q) = q}

Die ndtiirliche Abbildung ¢ : Dy — Gal(k(q)/k(p)) ist ein Gruppenhomomor-
phismus. Die Tragheitsgruppe I, ist der Kern von ¢, d.h.

Io={0:L— L|o(e)=a mod q fir alle o € Or}
Lemma 5.12. Es gilt |[Dq| = ef, e = |I|. Die Abbildung ¢ ist surjektiv.

Beweis: Wie vorher sei g die Anzahl der Konjugierten von ¢, d.h. |G|/|D4|, denn
G operiert transitiv mit Standgruppe Dy. Also

g =n/|Dq| = gef/|Dq|

Sei nun E = LP« C L. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist Gal(L/E) =
Dy. Sei pr = q N Og. Nach Definition liegt q tiber pg. Das Primideal q wird
von allen Elementen auf D, festgelassen, also ist die Zerlegungsgruppe von g
in L/E ganz Dg. Damit liegt nur ein Primideal von L iiber pg (némlich q). Es
folgt
ef =|Dql =[L: E]l =e(a/pr)f(a/pe)

Verzweigungsgrad und Restklassenindex sind multiplikativ in Koérpertiirmen,
also folgt

e =e(a/p) = e(a/pe), f=Fa/p) = f(a/pE)

Dies bedeutet x(pg) = k(p).

Nach dem Satz vom primitiven Element ist «(q) = k(p)(@) fiir ein a € Op.
Sei P € Og[X] das normierte Minimalpolynom von «. Es stimmt mit dem
charakteristischen Polynom von « iiberein. Dann ist P € x(pg)[X] eine Potenz
des Minimalpolynoms von @. Sei & € Gal(k(q)/k(pg)), also (@) eine Nullstelle
von P. Dann muss es o € Gal(L/E) = D, geben mit o(a) = &(@). Dann ist
7 = ¢(0), d.h. ¢ ist surjektiv. Es folgt f(q/pr) = [Im¢| = |Dq|/|I| = ef/|I|. O
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Korollar 5.13. Sei L/K Galoisweiterung von Zahlkérpern, p C Ok ein Prim-
ideal. Dann ist p unverzweigt genau dann, wenn |Iq| =1 fir ein q | p.

Ubungsaufgabe. (i) Sei q,0(q) | p. Dann gilt Dyqg = 0Dgo™ !, I,y =
alqa_l. Insbesondere sind diese Gruppen isomorph.

(ii) L1a /K ist unverzweigt.



Kapitel 6

L-Funktionen

Definition 6.1. Sei K ein Zahlkérper. Dann ist die Dedekindsche (-Funktion

gegeben durch
1
CK(S) - Z N(a)s
0#aCOk

fiir s € C fiir die die Reihe konvergiert.
Beispiel. (i) K = Q. Ideale entsprechen den n € N. Es gilt N((n)) = n.
— 1
Cols) = Z oy
n=1
also die Riemannsche (-Funktion.

(ii) K = Q(¢) Ideale entsprechen den Elementen von K*/Z[i]* mit Z[i]* =
{+£1, +i}. Es gilt N((a + bi)) = |[N(a + bi)| = a® + b*.

1 1 1
o) = 7 ) WZZ"O; >

a+bie K* n=1 a,b>0,a?+b2=n
g L 0 12
- 28 35 45 55

Definition 6.2. Fin Dirichlet-Charakter ist eine multiplikative Abbildung x :
(Z/N)* — C*. Man setzt x(n) =0 fiir (n, N) # 1. Die L-Reihe zu x ist
x(n
Livs) =3 X

ns
n=1

fir s € C fiir die die Reihe konvergiert.
Beispiel. N =1, x(n) =1 fiir alle n € (Z/N)* = {1}.
~X(n) 5 L
T B I 2 SERND

nS
n=1 n=1

45
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Allgemeiner:

Definition 6.3. Sei a,, eine Folge komplexer Zahlen. Dann heifit

oo

Qn,
2

n=1
fiir s € C Dirichlet-Reihe.

Lemma 6.4. Wenn die Dirichlet-Reihe in sqg € C konvergiert, dann konvergiert
sie lokal gleichmdfig in Re(s) > o9 = Resyg.

Beweis: Es gilt n® = n®*n(=%) Wir betrachten
— nS() ns—S()

Wir iiberpriifen Konvergenz mit dem Cauchy-Kriterium. Nach Voraussetzung
gilt

M a
Pl = 1) %[ <e
ns
n=m

fiir alle M, m > Mj.
Wir benutzen nun partielle Summation: Seien a,, b, Folgen, A,, , = i:m Ay,
Dann gilt

M M—1
3 = Amarbar + > Amn(by — bost)

n=m

da a, = Apn — Apn—1. Hieraus folgt

M

M—1
an 1 1 1 1
S | i £ o (55 - )|
M—1
1 1 1
< _
S € (’ Ms—5s0 + 7;1 ns—so (’I’L —+ 1)8750 )

Wir setzen nun o = Res — sg > 0. Wir beachten:

n+1 1
= (8 - 80)/71 Wdl‘

n+1 1
<ls— So|/n de

_lszsl (1l 1
o n® (n+41)°

1 1
ns—s0 (n + 1)5—30
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Hiermit erhalten wir

M

M
ap, 1 1 |s —so| (1 1
< i L e
T;nso ns—so _5<MU T;n o ne (n_|_1)0
|s — sol 1
< (1
<+ s (M—1)7
§5(1+M)

Die letzte Zahl ist klein in @ < r, also liegt lokal gleichméfliige Konvergenz
vor. O

Korollar 6.5. Der Konvergenzbereich der Reihe ist von der Form
{Res > oo} U{s =0¢ +iy | Reihe konvergiert in s}

In Res > oy ist die durch die Reihe definierte Funktion holomorph.

Beweis: Sei 0¢ das Infinum der Realteile der Punkte, in denen die Reihe kon-
vergiert. Wir wenden nun das Lemma an und erhalten die behauptete Form
des Konvergenzbereichs. Alle a,, /n® sind holomorph in C. Wegen gleichméBiger
Konverenz ist auch die Grenzfunktion holomorph. O

Lemma 6.6. Seien C,01 > 0, so dass
A | = a1 + -+ + am| < Cn?

Dann ist die Konvergenzabszisse hichstens o .

Beispiel. L(y, s) hat |a,| = 0,1, also |A,,| < 1m!, also ist die Reihe konvergent
fiir Res > 1.
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Beweis: Sei Res > o1 + 6. Partielle Summation

M M-1
> anns| = [AyM ™+ > Ap(n™ + (n+1)7%)

n+1
= ‘AMM_S + Zn = mM_lAn/ x5 N

n+1
< OMor—Res 4 Zn =mM-1 Ans/ x5 Vdadz

n+1
< CM‘5+Zn:mM_1Cn”1|s|/ A
n

5 mor [P

o1

n+1
5 _ . M-1 z
<CM° +C|s] g n=m /n xal+5+1dx

M-1
=< OM° + C’|s|/ 0 da

<< C]M‘SC\S\m_‘S

Dieser Term wird klein fiir grole M, m. U

Bemerkung. Die Konvergenz der Dedekindschen (-Funktion werden wir mit
einer anderen Methode zeigen.

Unser nichstes Ziel ist das Verstindnis von ((s) bei s = 1. Die Reihe divergiert,
aber Y (—1)"/n konvergiert.

Definition 6.7. Sei

Wegen |Ap| =]1—1+1—14...| < 1mP| konvergiert die Reihe fiir Res > 0,
dort ist die Funktion holomorph.

Satz 6.8. FEs gilt
1 \!
(o) = (o) (1- 5 )

Insbesondere hat ((s) eine meromorphe Fortsetzung nach Res > 0. ((s) ist
holomorph in diesem Gebiet mit Ausnahme eines einfachen Pols mit Residuum
1lins=1.
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Beweis:

Hieraus folgt

Ga(s) = 6(6) = g56(6) = (1 5 ) )

Die méglichen Singularititen von ((s) sind die Nullstellen von 1 — 52X+, also

2min
1 Z
{1+ Tog 2 |neZ}
Wir betrachten nun zusétzlich
1 2 1 1 1
G) =1+ =+t~ +

Die Nullstellen von 1 — 3%1 sind

2min

{1+ log 3

|neZ}

Wir miissen die Schnittmenge berechnen, also

n !

S s nlogd=n'log2 < 3" =2" ©&n=n'=0
log2 log3

Also ist die einzige Singularitit von ((s) in s = 1. Die Funktion 1 — 2%1 hat
dort nur eine einfache Nullstelle, denn fiir 1/2°7! = exp((—s + 1) log2) hat die
Ableitung keine Nullstelle. Also:

(s) = —E< +h

wobei h holomorph und beschrinkt in der Néhe von 1.

Behauptung. o=1
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Fiir s > 1 reell gilt

1 xSt

s—1 1—s

S/ %deZ%:C(S)

1 1 n=1

und andererseits

1 1
<1 —dx =1
¢s) < +/1 —dr =14 o

O
Bemerkung. Tatsichlich hat {(s) eine holomorphe Fortsetzung nach C ~ {1}.
Die Funktion
£(s) = 7> T(s/2)¢(s)
erfiillt die Funktionalgleichung
£(s) =&(1—s)

Vergleich mit der Riemannschen (-Funktion liefert ein weiteres Konvergenzkri-
terium.

Satz 6.9. Sei a, firn € N eine Folge komplexer Zahlen, Ay, = a1+ -+ + am,.
Seien 0 < o1 <1, C >0, o € C so dass

o
m — < 1
|A mo| < Cm

Dann konvergiert die Dirichlet-Reihe > apn/n® in Res > 1 und hat eine analy-
tische Fortsetzung nach Resoyi. Die Funktion ist holomorph bis auf einen einfa-
chen Pol in s = 1 mit Residuum .

Beweis: Wir betrachten

Z%—QC(S)ZZ%”:Q

Nach Lemma 6.6 konvergiert diese Reihe in Res > o;1. Da ((s) holomorph ist
fiir {Res > 0} ~ {1} folgt die Holomorphieaussage fiir > a,/n®. In s = 1 hat
diese Reihe einen Pol erster Ordnung mit Residuum g - 1. O

Satz 6.10. Sei x : (Z/N)* — C ein Dirichlet-Charakter. Dann ist L(x,s) =
ST x(n)/n® konvergent in

Res>1 x=1
Res>0 x#1

Im Fall des trivialen Charakters x =1 gilt

L(Ls)=¢(s) [T -»7)

p|N

Die Funktion hat eine analytische Fortsetzung nach Res > 0 mit einem einfa-
chen Pol in s = 1.
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Beweis: Sei zunichst y = 1, also

(n,N)=1
1 1 1
_ _ _ — ...
((8) pz]; (pn)s +p1§N (1p2n)5 p1§p3 (1p2p3n)5
1 1
=((s) - zp: ];C(S) +p17p2 pfpéC( ) &

Die Faktoren (1 — p~*®) sind holomorph, die Aussage folgt nun aus Satz 6.8.
Sei nun y # 1. Dann ist die Folge der x(n) periodisch, und es gilt 25:1 x(n) =0
(siehe unten Lemma 6.11). Also

m k

1> x(n)] < maxisn | Y x(n)]

n=1 n=1

Nach dem Kriterium 6.6 konvergiert die Reihe fiir Res > 0. O
Bemerkung. Wir wollen mehr: L(x, 1) # 0 fir alle x # 1.
Lemma 6.11. Sei G eine endliche Gruppe, x : G — C* ein nichttrivialer
Charakter. Dann gilt

> x(g) =0

geG
Beweis: Sei h € G mit x(h) # 1. Es gilt

D x(9) =Y x(hg) = x(n) Y x(g) = (1= x(1) > x(g) =0

geaG geqG

Die Behauptung folgt wegen 1 — x(h) # 0. O

Euler-Produkte

Seien b; # 0 komplexe Zahlen. Das unendliches Produkt []:°, b; konvergiert
gegen eine Zahl b genau dann, wenn lim,, .o [[; b; = b und b # 0. (Fischer-
Lieb, VII §2).

Wenn es eine Wahl von Zweigen des Logarithmus gibt mit 3 log b; konvergent,
dann ist auch [] b; konvegent.

Lemma 6.12. Sei a,, eine strikt multiplikative Folge, d.h. Gnpn' = Gnayr mit ay,.
Sei entweder

(i) ap beschrinkt;
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(#) an > 0 reell

Dann gilt

ay 1
w1
n>1 P p°

und Reihe ist absolut konvergent. Die Konvergenzbereiche stimmen tiberein.

Beweis: Im Fall (i) folgt die absolute Konvergenz aus unserem Konvergenzkri-
terium, im Fall (ii) folgt sie direkt im Konvergenzbereich. Auf jeden Fall darf die
Reihe nun beliebig umsortiert werden. Die Summenformel fiir die geometrische
Reihe besagt formal

Wegen der absoluten Konvergenz der Dirichlet-Reihe konvergiert auch die geo-
metrische Reihe. Sei S eine endliche Menge von Primzahlen, N(S) die Menge
der natiirlichen Zahlen, deren Primteiler aus S kommen. Dann gilt

o0
> m= > =
ms_ nS

peS m=0 p neN(S)

als Grenzwerte. Fiir grofler werdendes S konvergiert die linke Seite gegen das
unendliche Produkt, die rechte gegen die Dirichlet-Reihe. Mit der Reihe kon-
vergiert auch das Produkt. Divergiert die Reihe, so muss auch das Produkt
divergieren. O

Dies ist das Fuler-Produkt der L-Reihe. Die 1 — a,,/p® heiflen Fuler-Faktoren.
Korollar 6.13. Sei K ein Zahlkorper. Dann gilt
Ck(s) = H 1
* 0#£p€ESpec O 1= N(p)~*
und der Konvergenzbereich von Reihe und Produkt stimmen tberein.

Proof. Nach Definition ist (x(s) = > N(a)~%, wobei iiber alle Ideale ungleich
0 von Ok summiert wird. Die Norm ist strikt multiplikativ auf Idealen. Mit
derselben Rechnung wie im Beweis von Lemma 6.12 folgt die Aussage. O

Beispiel. Dirichlet-Charaktere x : (Z/N)* — C* definieren eine beschrinkte,
strikt multiplikative Abbildung. Es folgt also

1
L(X7S) = H 1 x(P)
ptN = p°

Insbesondere fiir den trivialen Charakter folgt

L(ts) =] L —H<1—%>C(s)

ptN p° p|N
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Dies gilt zunéchst im Konvergenzbereicht der Reihe, durch meromorphe Fort-
setzung dann fiir Res > 0.

Beispiel. ((s) konvergiert absolut und lokal gleichméiBig fiir Res > 1, also auch
das unendliche Produkt

() =TT = = ~1og¢(s) = Y log(1 — )

p P

wobei [p~°| < 1 und log(1 4 z) durch den Hauptzweig gegeben ist. Es gilt

log(1—p~*) = i # <1>m

s
m=1 p

= -1
= Z mpms

m=1

Hieraus folgt

log((s) = 3 o

p,m

und die letzte Reihe ist absolut und lokal gleichméfig konvergent in Res > 1.

Satz 6.14. Sei K ein Zahlkorper. Dann konvergiert die Dedekindsche (-Funktion
Cx absolut und lokal gleichmdflig in Res > 1.

Beweis: Wir ersetzen die Reihe durch das Produkt. Es gilt
log G (s) = D —log(1— N(p) ™)
P
- oG
o mN(p)™
SPIEDWale
m

pm  plp

wobei f, der Restklassengrad von p ist. Wir betrachten nun s > 1 reell und
schétzen ab

log () < 30 4 3 p

p,m plp

=dy m;ms = dlog((s)

wobei wir die Anzahl der p | p durch d = [K : Q] abgeschitzt haben. Aus der
Konvergenz von log {(s) folgt nun die Konvergenz von log (x(s). O
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Bemerkung. In s = 1 hat (i tatséichlich einen Pol (spéter), der Konvergenz-
bereich ist also optimal.

Beispiel. Sei K = Q(¢) fiir ¢ = exp(27i/N). Die Kérpererweiterung K/Q ist
galois, also héngen f, und e, nur von p = Z N p ab. Wir schreiben f,,e,. Sei
9p = {p | p}|. Es folgt

=Tl (r=5)

Der Ganzheitsring von K ist Z[(] = Z[X]/®y wobei ®y das Minimalpolynom
ist. Wir haben gesehen, dass p verzweigt ist genau fiir p | N (oder Ubungsauf-
gabe). Sei nun p{ N. Es folgt

ZIC)/p = Fp[X] /Oy = [ [ F,s

wobei F,; = FP(Z) mit ¢ eine primitive N-te Einheitswurzel in F, ist. Die
Elemente von [F,; sind Einheitswurzeln der Ordnung p! — 1, also folgt

N|pf -1

f ist die kleinste Zahl mit N | pf — 1, also die kleinste Zahl mit p/ =1 mod N.
Die Potenz g, wird durch g,f = ¢(N) bestimmt.



Kapitel 7

Der Dirchletsche Dichtesatz

Theorem 7.1. Sei N > 1, a € Z mit (N,a) = 1. Dann gibt es unendlich viele
Primzahlen von der Form nIN + a firn € Z.

Bemerkung. Fiir (N,a) # 1 haben alle Terme einen Teiler ungleich 1 gemein-
sam, also kann es nicht unendlich viele Primzahlen in der Folge geben.

Definition 7.2. Sei A eine Menge von Primzahlen. Die Dichte von A ist

ZpEA pis
im ——=————
s—1 log(s — 1)~1

wobei der Grenzwert iber s > 1 reell gebildet wird.

Lemma 7.3. Sei P die Menge aller Primzahlen. Dann hat P die Dichte 1. Ist
A endlich, so ist die Dichte 0.

Beweis: Fiir A endlich gilt

ZpeA p_s _ EpeAp_l
s—1log(s — 1)t limg_ log(s — 1)~

=0

Wie wir bereits gesehen haben, gilt

(@) =Y e =Y Y

p,m peEP pEP,m>2

Fiir festes p gilt

0o 1 00
I N T
m=2 P m=2

Also

1 1 1
Z mp™s SZ -1) Sn=1 n(n —1) S o

pEP,M>2 p p(p

95
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Fiir die Berechnung der Dichte kann also ZpG'P p~° durch log {(s) ersetzt wer-
den. Weiterhin schreiben wir ((s) = (s —1)~! + h mit einer beschrinkten Funk-
tion h, also

log(¢(5)) — log —— = log (5)(s — 1) = log(1 + h(s — 1))

und diese Funktion ist beschrankt. Damit ist die Dichte 1. O

Theorem 7.4. Sei N > 1, a € Z mit (a,N) = 1. Se P, die Menge der
Primzahlen mit p=a mod N. Dann hat P, die Dichte ¢(N)~1.

Bemerkung. Insbesondere ist die Dichte ungleich 0, also hat P, unendlich
viele Elemente. Dies zeigt Theorem 7.1.
Der Beweis des Dichtesatzes benotigt etwas Anlauf.

Lemma 7.5. Sei G eine endliche abelsche Gruppe, G = Hom(G, C*) sei die
Gruppe der Charaktere. Dann gilt |G| = |G].
Fiir alle x € G~ {e} gibt es x € G mit x(z) # 1. Es gilt

> xl@) = {LG| e

! sonst
x€G

Beweis: Sei G = (7 x Cy X --- X Cy, wobei alle C; zyklisch sind. Es folgt
Hom(G,C*) = Hom(C,C*) x - - - x Hom(Cy, C*)

Ein Charakter von C7 ist eindeutig bestimmt durch das Bild eines Erzeugers
y1. Dieses Bild muss eine |Ci-te Einheitswurzel sein, davon gibt es |C| viele.
Es folgt also |C}| = |Cy|. Hieraus folgt wiederum die Aussage fiir G.

Sei nun z € G,z # e. Wir schreiben © = (z1,...,z;) mit z; € C;. Eine Kom-
ponente von z ist ungleich e, z.B. 1 = yi'. Wir wéhlen x; : C; — C* mit
Xx1(y1) = ¢, so dass (¢t # 1. Wir wihlen weiter yo,...,xx = 1. Dann folgt
x(@) = [Ixi(zi) = xa(21)1 # 1.

Schliefllich sei « € G, ¢ : G — C* der Charakter, der durch x — x(z) definiert
ist. Nach Lemma 6.11 gilt

Y ox@) = Y i) = {OG' vl
X xe@

Der erste Fall tritt ein, wenn x(z) = 1 fiir alle x, also genau fiir z = e. Wegen
|G| = |G| folgt die Behauptung. O

Lemma 7.6. Zum Beweis von Theorem 7.4 geniigt es zu zeigen, dass L(x,1) #
0 fir alle Dirchletcharaktere x : (Z/N)* — C* ungleich 1.
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Beweis: Wir studieren

ga(s)= Y "= d(N) 1Y x(@) " fils)

PEPa

=

wobel

Beachte dabei:

. 1 . 1 |o(N a'p=1 mod N
ZX(G) ZX(f):ZpszX:X(a p):Z{O( ) afliyél mod N

S
X ptN b ptN ptN p

Dabeiist a ™ 'p=1 mod N < p=a mod N < pc P,.
Wir schreiben nun ~, wenn sich zwei Funktionen in der Ndhe von 1 um etwas
Beschranktes unterscheiden.

1. Fall: y =1.
1 1 1
fx(s) = E — E — ~log
p D s—1
ptN P

nach Lemma 7.3.

2. Fall: y # 1. Nach Voraussetzung ist L(x,1) # 1. Damit gilt ist L(x,s) =
[T(1 — x(p)/p*)~* beschrinkt nahe 1 und (Wahl des Hauptzweigs rechts fiir
s > 1 reell, richtiger Zweig links)

N oe (1 X
log L(x, s) = Zl g (1 p

e

o mzm mp's

— A+ Y x(p)™

mpm™s
m>2 p

Nach dem Beweis von 7.3 ist die letzte Sumem beschriankt fiir s — 1. Also

fx(s) ~0
Hieraus folgt
9a(5) = d(N) "> x(@) " f(s) ~ ¢(N) ' 1log —— 40
X
Damit ist die Dichte ¢(N)™1. O

Lemma 7.7. Firpt N gilt:
[0 = xp)1) =@ —1/7)%
X

wobei f, die kleinste Zahl ist, so dass pfr =1 mod N. (dies ist die Ordnung
von p in (Z/N)*) und g, = ¢(N)/ fp.
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Beweis: Sei W die Menge der f,-ten Einheitswurzeln in C. Es gilt also

[Ta-wr)=1-1%

weWw

Wegen x(p)fr = x(pf?) = x(1) = 1 liegt x(p) in W. Wir wollen zeigen, dass
jeder Wert vorkommt. Sei N = ¢i"' ... ¢.* die Primfaktorzerlegung, also

(Z/N)" = (Z]q")" x - x (Z]q")"

Nach Definition ist f,, die Ordnung von p in (Z/N)*, also das kgV der Ordnungen
fivon pin (Z/q")*.

Behauptung. Es gibt einen Charakter x; von (Z/q;"")*, so dass x;(p) die Ord-
nung f; hat.

Die Abbildung (Z/q")* — (Z/q)* = F; ist surjektiv. Der Kern ist isomorph
zu Z./q" ' (Ubungsaufgabe). Das Bild ist zyklisch als Untergruppe der multi-
plikativen Gruppe eines Korpers. Die Ordnungen sind teilerfremd, daher folgt
(Z)q™)* =2 (Z/q)* x Z/q" 1. Da die Gruppe zyKklisch ist, gibt es einen injektiven
Charakter nach C*. Die ist das gesuchte x;.

Sei nun ¥ = x1 X ...xk. Nach Konstruktion hat x(p) die Ordnung f,. Also
durchliuft x(p) alle Elemente von W, wenn x die Charaktergruppe durchliuft.
Die Abbildung

—

(Z/N)*) —=C*,  x+x(p)

ist ein Gruppenhomomorphismus, also wird jeder Wert gleich oft angenommen,
namlich

(@NP)| sy
wi -~ 7
mal. O

Ubungsaufgabe. Sei U; = Ker(Z/q")* — (Z/q)* = 1+ pZ/q"™. Betrachte die
Abbildung a — (1 + a)P. Zeigen Sie: Dies ist ein Isomorphisms Z/q" ' — U;.

Korollar 7.8. Sei N > 1, ¢ eine primitive N-te Einheitswurzel. Dann gilt

IT Z0es) = oo [T -NE)™)

Y@ BN

Beweis: Wir hatten uns bereits iiberlegt, dass

G () =JJA=NE) ) [Ja—p /)~

p|N ptN

Nun vergleichen wir die Eulerprodukte. O
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Theorem 7.9. Sei N > 1, ¢ eine primitive N-te Einheitswurzel. Dann hat
Co(c) einen einfachen Pol in s = 1. Fir nichttriviale Dirichletcharaktere x :
(Z/N)* — C* gilt L(x,1) #0.

Beweis: Wir betrachten die Produktformel des Lemmas. Die Faktoren 1—N(p)~*
sind ganze Funktionen. Die L(x, s) sind holomorph in Res > 0, mit héchstens
einem einfachen Pol in s = 1 fiir x = 1. Also ist L(x, 1) # 0 équivalent zu (g(¢)
singuldr in s = 1.

Angenommen, die Funktion

Coa(s) =) —

ist holomorph in s = 1, also in Res > 0.
Behauptung. Die Reihe konvergiert fiir Res > 0

Wir betrachten die Taylorreihenentwicklung von (g(¢) um dem Punkt s = 2. Die
Reihe hat Konvergenzradius mindestens 2. Wir bestimmen die Koeffizienten der
Taylorreihe: Wegen (n~%)" = (—logn)n~* und lokal gleichméBiger Konvergenz
gilt

(k) i —logn)

n=1
o) = (1) 3 (ogm)*
n=1

Damit lautet die Taylorreihe:

= (—1)k = kOn k
Caro)(8) =Y (Z(logm n) (s—2)

n=1

Fiir s =1 — ¢ mit 0 < € < 1 erhalten wir

Coe)(1—¢) Z k' Zlogn —e—1)* Z%Zlogn 2 (14¢)*

k=0 n=1 k=0

Alle Terme der Doppelsumme sind positiv, daher diirfen wir umordnen. Daher
konvergiert die Reihe

Coy(1 —¢) Zanzk' (1 +¢)*(logn)* Za"n1+5

Die ist genau die Dirichlet-Reihe im Punkt s =1 —«¢.
Die Dirchlet-Reihe konvergiert jetzt, und sogar absolut. Nach Lemma 6.12 kon-
vergiert dann auch das Eulerprodukt fiir Res > 0. Fiir s > 0 reell schitzen wir
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ab:

PIN mfN \m=0

b 1
EHZW

mfN m=0

1
:1‘[171

— Tfps

miN - pP(N)s

Speziell fiir s = ¢(n)~! ist dieses Produkt aber divergent. Dieser Widerspruch
zeigt L(x,1) # 0. O

Damit ist auch der Beweis des Dichtesatzes 7.1 und 7.4 abgeschlossen.

Der Primzahlsatz

Definition 7.10. Fir xz > 0 sei w(x) die Anzahl die Primzahlen kleiner gleich
x.

Wir schreiben ab jetzt f ~ g fir lim, .o f(z)/g(z) = 1.
Theorem 7.11 (Primzahlsatz). Es gilt

()

Der hier vorgestellte Beweis stammt von D. Newman in der Darstellung von
D. Zagier “Newman’s short proof of the prime number theorem”, Am. Math.
Montly 104 (97) 705-708.

O(f) ist ein GroBe, die durch ein festes Vielfaches von z beschrénkt wird.

Lemma 7.12. Sei¥(z) =3

T

~ fiir x — oo
log x

p<zl0gp. U ist ein O(z) fir x — occ.

Beweis: Fir n € N gilt
2n 2n
22" — (1 4+ 1) = > > = 9(2n) — 2
(1+1) Z()—(n)—Hp exp(9(2n) — 9(n)

Dies bedeutet 2nlog2 > ¥(2n) —9(n) zunéchst fiir natiirliche Zahlen n. Hieraus
folgt
Izx) —d(zx/2) < Cx

fiir ein festes C'. Sei xg fest. Wir summieren nun
I(z) < Cx+9(x/2) < Cx + Ca/2 + 9(z/4) < ...
Sei r(z) so, dass x/QT(z) >z > a:/ZT(I)“. Wir erhalten

I(z) < Cx(1+1/2+1/44 - +1/27®)) 4+ 9(x0) = O(x)
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Lemma 7.13. Es gilt 9(x) ~ w(z)logx. Der Primzahlsatz ist also dquivalent
zu ¥(x) ~ .

Beweis: Es gilt

Ix) = Zlogp < Zlogm =7(z)logx

p<z p<z

Fiir jedes 1 > 6 > 0 gilt:

dz)> > logp> > (1-0)logz

210 <p<a z1=9<p<z
— (1 - 8)log aln(x) — 7(2"~9)] = (1 - 6)log al(x) — 2'~7]
Also
< g0 4 I(x)
- (1-9)logx
Nach Voraussetzung ist der zweite Summand O(x/log x). Der erste ist es eben-
falls. Die beiden Abschétzungen zusammen implizieren

1-6
1< m(x)log x < xt % logx n 1
I(x) I(x) 1-0

Fiir jedes € > 0 gibt es 4, so dass
L < 1+5/2
1-0 —

Wihle xq, so dass fiir x > xg

z'%logx  Alogx
2
90 <—5 < e/

Es folgt fiir diese x
| < m(z)logx
- (@)

Da ¢ beliebig ist, folgt die Assymptotik. O

<l+e¢

Lemma 7.14. Sei ®(s) =>_ k;gsp. Die Funktion ®(s)—(s—1)~1 ist holomorph
fiir Res > 1.

Beweis: Zunéchst fiir Res > 1, wo die (-Funktion eine konvergierende Euler-
Produktdarstellung hat:

ISONE SV log p
¢(s) 7;175—1 =% Hzp:ps(ps—l)

Die hintere Summe konvergiert fiir Res > 1/2 (z.B. Vergleich mit ¢’(s/2)).
Also hat ®(s) eine meromorphe Fortsetzung nach Res > 1/2. Einzige (einfache)
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Polstellen sind s = 1 und die Nullstellen von ((s). In s = 1 hat —¢'(s)/<(s)
einen einfachen Pol mit Residuum 1. In diesem Punkt ist also ®(s) — (s —1)~*
holomorph.

In s = 1+ia fiir @ € R\ {0} habe ((s) die Ordnung pu, in 14 2i« die Ordnung p.
Wegen ®(s) = ®(3) haben die Punkte 1—ia und 1—2i« ebenfalls die Ordnungen
¢ und v. Das Residuum von @ in diesen Punkten ist dann —u bzw. —v. Wir
berechnen es als Grenzwert limy_.o h®(1+h+ia) fiir A > 0 reell. Nun benutzen
wir

1 —t 1 —ira
0= X ERO e = RS ()

p

2[4
= rgz (27’)@(1 + h+ira)
Also gilt

(—v)+4(—p)+6-1+4(—p)+1(—nu) =6—-8u—2v>0
Hierausfolgt p = 0. O

Satz 7.15. Sei f(t) firt > 0 eine beschrinkte und lokal integrierbare Funktion.

Die Funktion -
= / f(t)e *tdt
0

fiir Rez > 0 habe ez'ne holomorphe Fortsetzung nach Rez > 0. Dann ezistiert
das Integral fo ) und ist gleich g(0).

2) = /O R

Diese Funktion ist holomorph fiir alle z. Wir zeigen nun lim gr(0) = ¢(0). Sei R
groB, 0 klein genug, C' der Rand des Gebietes G = {z € C | 2| < R,Rez > -4},
so dass g(z) holomorph auf G ist. Dann gilt nach dem Residuensatz

Beweis: Fir T > 0 sei

211

50 =020 = 3 [ (a2 g (145 &

Auf dem Halbkreisbogen C = C' N {Rez > 0} ist der Integrand durch 2B/R?
beschrénkt, wobei B = max|f(¢)|, denn

oo BeRczT
_ — —zt < B —zt _
l9(2) — g7 ()| Je dt’_ /T|e jdt = —5—
2
1 Reo1 2Rez
T+ 77| = R?

Damit ist der Beitrag der Kurve C; zum Integral beschrinkt durch B/R.
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Fiir das Integral iber C_ = C\.C;. behandeln wir g und g getrennt. Da gy ganz
ist, kann das Integral iiber C_ durch den Halbkreis C”. = CN{|z| = R,Rez < 0}.
Dieses Integral wird durch B/R beschrinkt mit dem gleichen Argument wie
vorher, da

T —RezT
. Be
l97(2)| = <B [ e =T

4 ot
/0 F(t)e=tdt -

Das letzte Integral iiber C_ strebt gegen 0 fiir T — oo, denn der Integrand ist
das Produkt der Funktion g(1+22/R?)/z (unabhiingig von T') und der Funktion
e*T | gleichmiBig auf kompakten Mengen gegen 0 geht. Damit folgt

limsup |(0) — gr(0)| < 2B/R

T—o0

Da R beliebig war, folgt das Theorem. O
Satz 7.16. FEs gilt 9(z) ~ x.

Beweis: Zunichst eine Hilfsrechnung: Fiir Res > 1 gilt

B(s)= 3 0BL _ /100 G C)) Oo+s/1m j(ff da = s/ooo et (et)dt

S S S
—~ D x x5 |

wobei §(z)x™® — 0 fir  — oo wegen 7.14. Wir wenden nun den Satz auf

die Funktion f(t) = J(e')e~" — 1. Sie ist beschrinkt nach 7.12. Die zugehéorige
Funktion g(z) ist

oz+1) 1

o) = [ (ot - pertar - HEED

Diese ist nach 7.14 holomorph in Rez > 0 nach 7.14). Daher konvergiert nun

das Integral
/ (I(e)e ! — 1dt = / M;xdx
0 1

X
Behauptung. ¥(z) ~ z

Angenommen nun, es gebe A > 1, so dass fiir beliebig grole  immer noch
J(x) > Az. Da ¥ monoton ist, gilt

Az Az A
9(t) — _ _
/ ®) tdtz/ al tdt:/ AU s 0
T t2 T t2 1 u2

(mit v = tz). Dies ist ein Widerspruch zur Konvergenz des Integrals. Anderer-
seits angenommen, es gebe A < 1, so dass 6(x) < Az fiir beliebig grofie . Dann

folgt
x _ x _ 1 _
/ =ty g/ Mdt:/ AU <0
12 t2 u2
Az Az A

(mit u = t~1x). Auch dies ist ein Widerspruch zur Konvergenz des Integrals. [J
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Kapitel 8

Die Klassenzahlformel

Sei K/Q eine endliche Erweiterung. Wir wollen zeigen:

Satz 8.1. Cx(s) ist holomorph in {Res > 1 —1/n} \ {1} mit einem einfachen
Polin s =1.

Dafiir verwenden wir das Kriterium 6.9: Fiir > a,/n®, Ay = a1 + -+ + am
mit |A,, — mp| < C ist die durch die Reihe definierte Funktion holomorph in
Res > 0 bis auf einen einfachen Pol in 1 mit Residuum . Wir werden also nicht
nur den Satz beweisen, sondern auch gleich das Residuum berechnen.

Unser Fall ist > N(a)~*, also

aCOxk
an = [{a | N(a) = n}|, Am = {a| N(a) <m}|
Wir miissen also das Wachstumsverhalten der Funktion

§(t) = {a| N(a) <t}

untersuchen.
Sei CI(K) die Klassengruppe von K, ¢ € CI(K).

jle;t) = {alacc N(a) <t}

Wir formulieren diese Bedingung um.

Sei b C Ok ein Ideal mit b € ¢71, d.h. ab = (x) ein Hauptideal. Wegen a C
Ok = ab C b & z € b. Umgekehrt € b mit ab = (z), dann folgt a C O
(ax = ax mit o € Ok, also a = «). Hieraus folgt

jle;t) = {(z) |z € b, [N(2)| = N(ab) = N(b)N(a) < N(b)t}|
Weiterhin (x) = (2') genau dann, wenn = = uz’ fiir u € Of. Also schlielich
jle,t) = {z € b~ {0} | [N(2)] < N(b)t}/Ok|

Die Abschétzung dieser Mengen benutzt wieder die Methoden der Gitthertheorie
aus Kapitel 4.

65
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Wiederholung der Gitterpunkttheorie

n=[K:Q],o : K — Cfiri=1,...,n die Einbettungen. Dabei seien
o1,...,0p, diereellen, o, 41,..., 0 4, nicht-konjugierte komplexe Einbettun-
gen. Die kanonische Finbettung ist

oc:b—=R" xC?=R", a (o)L
Nach Korollar 4.10 ist o(b) ein Gitter mit Volumen
2772d'/2N ()

Sei N(z,y) = [}, lzi| [T}2, ly;|*, also N(o(z)) = |N(z)|. Die Funktion j(c,t)
zéhlt genau die Punkte des Gitters in

{(zi,y;) € R™ x C™ | N(z,y) < N(b)t}

modulo der Operation von O%.
Nach dem Dirichletschen Einheitensatz 4.14 gilt O = G x Z™+271 mit end-
lichem G. Genauer: Fiir

L:Ok =R wes (loglo(a) )Ly

ist L(O%) ein Gitter in
T1 T2
W= {(z},95) | Y_ai+2) ¢ =0}
i=1 j=1

Der Kern von L ist genau G. Sei w = |G|, also die Anzahl der Einheitswurzeln
in G.

Seien nun 71, ..., M +r,—1 € O} Fundamentaleinheiten, also L(7;) eine Basis
von L(O3;). Wir setzen V =< n1,..., % +rp,—1 >, also O*/V = G. Dann folgt:

jlet) = —[o(b~{0}) N{(z,y) € R™ x C™ | N(z,y) < N(b)}/V]|

|o(6) N {(z,y) € (R*)™ x (C*)"™ [ N(z,y) < N(b)}/V]|

glmelr

Sei nun D C (R*)™ x (C*)™ ein Fundamentalbereich fiir die V-Operation. Dann
gilt
wj(e,t) = lo(b) N {(z,y) € D| N(z,y) < N(b)t}|
Wir wahlen
P...CWCRM™

das Parallelogramm aufgespannt von den Basisvektoren L(m1), ..., LMy 4ry—1)-
Wir betrachten

g R X(C)2 =W, (i) — (log 6N (2, )", log oy N (. )"/
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Lemma 8.2. D = g~ '(P) ist ein Fundamentalbereich fiir V mit tD = D fiir
alle t > 0 reell.

Beweis: Seit > 0,

t|zi ty;|
t iat i) =11 71 = )
9(twi, ty;) <°g Ntz )78 Nz, tyyi7n ) ~ 9@ )
wegen N (tz,ty) = t"N(z,y).

Behauptung. g hat Werte in W.

‘yj
Zlog 1/n +2210g JZ y 1/n
= Zlog i +2) " logly;| — - logN(x,y)(rl +2r5) =0
Behauptung. g ist V-dquivariant.
Sein eV, (z,y) € (R*)™ x (C*)™2. Nach Definition

o0 ) = 903001, 73 n)y) = (10 7 T o T

Nach Definition
N(os(m)as, o5(my;) = [T losmil [ [ los | = INM)IN (5, 95) = N(i,95)

Hieraus folgt

o0 = (1o o) + 1w o oo 1o o L)

= L(n) +n(z,y)
Da P ein Fundamentalbereich fiir das Gitter L(V) ist, ist nun automatisch
D ein Fundamentalbereich fiir V.
O

Definition 8.3. Sei A C R" ein Gitter, M C R™ eine Teilmenge.
)\(t) = >\A,M(t) = |A n tM|

Korollar 8.4. Seic € CI(K), w die Anzahl der Einheitswurzeln in K, b C Ok
mit b € ¢c=t. Sei Dy = {(x,y) € D | N(z,y) < 1} mit D wie oben. Dann gilt

5ert) = Aot (N (B
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Beweis: Wir wissen bereits

. 1

jle,t) = —lo(b) N{(z,y) € D | N(z,y) < tN(b)}]

Wir betrachten (z',y') = (N(b)t)'/")(z,y). Dann gilt
N((N(©))Y") (@, y)) = N(0)tN (z,y)
Also ist (x,y) € Dy genau dann, wenn (z/,y') € D mit N(2/,y') <tN(b). O

Um unsere Frage nach dem Verhalten von (i zu beantworten, bendtigen wir
also Assymptotiken fiir A(t).

Beispiel. n =1, A=7Z, M = (0,m) C R. Dann ist A(¢) = [tm] die Gauflklam-
mer. Es gilt
[tm] ~ tm + O(1)

Firn =2, A=27% M = (0,m1) x (0,mz) folgt
A(t) ~ tmy - tmy = t*vol(M)

Theorem 8.5. Sei A C R" ein Gitter, M C R™ eine messbare Teilmenge,

so dass OM 1iberdeckt wird durch das Bild von endlich vielen differenzierbaren
Abbildungen ¢ : 1"~ — OM (I = [0,1]). Dann gilt

vol(M) 4
A(t) = t" t"
0= eian™ O
Beweis: Sei wy,...,w, eine Basis von A, F = {tjw1 + -+ thw, | 0 < t; < 1}

ein Fundamentalbereich des Gitters. Sei [ € A C R™. Dann impliziert | € tM
offensichtlich | + F NtM # (.
Entweder | + F C (¢M)° (das Innere) oder | + F N OtM # (). Sei

m)=|{leA|l+FcC(tM)°} bit)=|{le A|l+ FnNotM # 0}
Es folgt
m(t) < A(t) < m(t) + b(t)
Daher
m(t)vol(F) < vol(tM) < (m(t) + b(t))vol(F')

vol(M)t"

t) <
= m(t) < volFF  —

m(t) + b(t)
Es geniigt also zu zeigen:

Behauptung. b(t) = O(t" 1)
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OtM = tOM wird nach Voraussetzung durch endlich viele ¢ : I"™! — OM
iiberdeckt. Es geniigt, das Bild einer solchen Abbildung zu betrachten.

Wir zerschneiden I in [t] gleiche Intervalle, also I"~1 in [t]"~! Wiirfel Wiein-
Da ¢ differentzierbar ist, gilt

lp(x) — ¢(y)| < Clz —y|

fiir eine Konstante C. Daher hat das Bild eines der kleinen Wiirfel unter ¢)(Wyiein)
den Durchmesser < C/[t]. Dann hat t¢(Wyjein ) Durchmesser < Ct/[t] < 2C. Die
Anzahl der Gitterpunkte in einer Kugel vom Radius 2C' ist beschréinkt, d.h.

[tdp(Wiiein) N A| < C = |t¢(ln71) < i

Theorem 8.6. Sei K ein Zahlkorper, ¢ eine Idealklasse von K. Dann gilt
jet) = ot + Ot /™)
mit
_2n(2m)2R
- wdl/2
wobei r1 und ro die Anzahl der reellen bzw. komplexen Einbettungen ist, w die

Anzahl der Einheitswurzeln in K, d = |di g die absolute Diskriminante, R der

Regulator
R= ‘det (Nilog |oi(n;)])

t,j=1,...,r1+7r2
wobei N; = 1 fiir reelle o;, N; = 2 fiir komplexe.
Korollar 8.7. Die Funktion
Ce(s) =D N(a)™®
acc

ist holomorph in {Res > 1 — 1/n} ~ {1} mit einem einfach Pol in s = 1 mit
Residuum p.

Korollar 8.8 (Klassenzahlformel). (g ist holomorph in {Res > 1—1/n} \
{1} mit einem einfach Pol in s =1 mit Residuum hp.

Beweis: (x =Y. (e O
Beweis von Theorem 8.6. Wir wollen Theorem 8.5 anwenden. Es besagt
. 1 1 VOlDl
= — N I/ny — 2 N N 1/n(n—1)
Jlent) = AN = 1 (RN B+ OV (B )
1 volD; 1-1
=— | ——F=-N(b)t o1/
w <2er(b)d1/2 (®) ) O

Behauptung. volD; = 2" R.
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Wir betrachten nach Definition
g (R)X(C)2 =W, (i) — (log[wIN (2, y)"/", log oy [N (2, )"/

D, war die Menge der (z,y) mit g(x,y) im Fundamentalparallelogramm aufge-
spannt von den L(n;) und N(z,y) < 1.
Wir wollen das Volumen der Teilmenge Dy C R™ x C" berechnen, die durch
die folgenden Bedingungen definiert ist:

(1) 0< N(Z‘i,yj) <1
(ii) Es gibt 0 <¢, < 1furg=1,...,r, so dass fiir alle ¢ und j

||
log ——M—— = E cq log |o;
gN($i7yj) q gl z77q|

3=

(bzw. selbe Formel mit y;).

Sei y; = 0j0; (j =r1+1,...,71 + ra) die Polarkoordinatendarstellung. Es gilt

VOI(DI) = (27T)T22r1 /: Ori+1--- er—i-rzdxl v dxrldgrl-i-l v erl-i-rz

D,
wobe D; C R™ x R" durch die Bedingungen
(i) 0 <z, firi=1,...,ryundj=ri1+1,...,m1 +72

(i) 0<Jzx[lof <1

(ili) Es gibt 0 < ¢y < 1fiirg=1,...,r, so dass fiir alle  und j

logz; — %IOngk H 912 = Zcq log [in|

definiert ist. (Beachte: Die weggelassene 6;-Variable tragt jeweils 27 bei, das
Weglassen der negativen z; trégt je einen Faktor 2 bei, es gilt dy; = 0;df;do;.)
Sei S = {(u,c1,...,¢) | 0 <u,cg <1} Wir betrachten:
f:S— Dy
1
(u, cq) (u" exp (Z cqlog |Ui(77q)|))

(i) Die Abbildung ist wohldefiniert, d.h. hat Bild in D;: Positivitit ist klar.

r1+re

i=1

1 ri+r2

N(f(,eq) = [T ut exp (3 eqloglostng)l) T w? exp (23 eylogloi(ma)l)

i=1 j=r1

=u" " exp (Z ¢ log IN(nq)I> —u

q
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da alle 77y Norm £1 haben. Durch Logarithmieren der Definition erhélt
man

1
log fi — o logu = Zcq log |oi ()|
Dies ist die dritte Bedingung fiir Dy nach unserer Berechnung fiir u.
(ii) Die Abbildung f ist surjektiv: Zu einem Tupel (z;,0;) setzt man u =
N(x;, 05) und wahlt die ¢, aus der dritten Bedingung fiir D;.

(iif) Die Abbildung f ist injektiv: u ist eindeutig festgelegt. Die ¢, fiir ¢ =
1,...,r werden aus einem inhomogenen Gleichungssystem zur Matrix

(log |aingl)i,g

bestimmt. Zu zeigen ist, dass diese Matrix den Rang r hat. Die Zeilen
sind die Werte der logarithmischen Einbettung L(n,). Diese spannen nach
Wahl der 7, einen r-dimensionalen Modul auf, d.h. der Zeilenrang ist r.

Der niichste Schritt ist die Umrechnung des Integrals iiber D in ein Integral
itber S. Hierfiir muss die Funktionaldeterminante von f bestimmt werden.

ofi L1y

1
ou o exp(...):%fi

ofi

1
90— u" exp(---)log|oing| = filog|oing|
Cq

Zu berechnen ist die Determinante der Matrix mit i-ter Zeile
f; Of;
du’ de,

Zunéchst wird aus der ersten Spalte der Faktor % herausgezogen, dann aus der
i-ten Zeile der Faktor f; = x; bzw f; = p;. Dies liefert den Wert

L1+ TpyOry4+1 -+ 0r14rs |(

1710g |Ui771| PRI |Uin7‘|)i|
nu

Der Bruch kann nach Definition von u gekiirzt werden. Desweiteren wird die
i-te Zeile mit N; multipliziert, wobei N; = 1 fiir o; reell und N; = 2, wenn o;
imaginér. Die Funktionaldeterminante ist also

1 _
———2" "2 |(Ny, Ny log loym ]|, ..., Ny |oine])i
MOy 41+ Ory s

Alle Zeilen werden zur letzten addiert, die dann die Form (n,0,...,0) erhilt,
da die L(n,) genau diese Relation erfiillen. Die verbleibende Determinante ist
nR nach Definition des Regulators R. Also insgesamt:

1

— 2™ ™R
Ori+1 -+ 0ri4ry
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Dies ermoglicht endlich unsere Volumenberechnung:

volD; = (2m)"22™ / Ory41 -« OrytrodT1 o dXy dOr 41« . O 41y
D

27" R
= (27T)T22T1 ‘/S mgrl+1 - QT1+T2dx1 . d$r1d9n+1 - erlJer
1 e lritrs

= (m)"™2" R

da S ein Einheitswiirfel ist.

Behauptung. Der Rand von D, ist differenzierbar parametrisierbar durch I™~!

Der Rand von D; wird durch den Rand von S parametrisiert, also durch endlich
viele n — 1-dimensionale Wiirfel tiberdeckt. Einziges Problem: die Funktion f
ist nicht differenzierbar fiir v = 0, da uw in 0 nicht differenzierbar ist. Ersetzt
man die Variable v durch v = u%, so nimmt f die Form f; = vexp(...) an und
ist differenzierbar auch fiir v — 0.

Exkurs: Klassenzahlformeln fiir L(y;, s)

Die Dedekindsche ¢-Funktion erfiillt eine Funktionalgleichung, die den Wert in
s und 1 — s in Verbindung bringt, insbesondere also 0 und 1. Die Formel in 8.8

iibersetzt sich in
hR

w

(k(0)" =

wobei w die Anzahl der Einheitswurzeln in K ist, h die Klassenzahl und R der
Regulator. Fiir eine meromorphe Funktion f bezeichnet f(zp)* den fithrenden
Koeffizienten der Laurent-Reihe. Tatséchlich hat (x in 0 meist eine Nullstelle.
Sei nun K = Q(¢) mit ¢ = exp(27i/N). Dann gilt

Ge(9) = [[L0x®)

wobei x die Charaktere von (Z/N)* durchléuft. Genauer: L(x,s) ist die L-
Funktion zu minimalem f|N, so dass x durch (Z/f)* faktorisiert. Hieraus folgt:

¢k (0) =[] £x.0)"

Frage: Gibt es Klassenzahlformeln fiir L(x, 0)*?
Idee: (Z/N)* ist die Galoisgruppe von K/Q. Alle Terme der Klassenzahlformel
stammen von Gruppen mit einer G = Gal(K/Q)-Operation her.

e h = |CI(K)|: hierauf operiert G, da G auf Idealen operiert (vergleiche
Lemma 5.9).

e w ist die Anzahl der Menge der Einheitswurzeln, hier operiert G auf jeden
Fall.
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e R ist im wesentlichen das Volumen von L(O%,) C W. Auf Ok operiert G,
auf W durch Vertauschen der Komponenten, da go; ein anderes o; sein
muss.

Ubungsaufgabe. Die Abbildung L ist G-iquivariant.

Definition 8.9. Sei M ein C-Vektorraum mit G-Operation, x ein Charakter
von G.

M(x) ={m € M | gm = x(g)m}
heif$t x-Eigenraum der G-Operation.

Lemma 8.10. FEs gilt
M= M(x)

X

Beweis: Lineare Algebra: Existenz von gemeinsmane Eigenrdumen zu allen g €
G, da diese kommutieren.
Explizit: Sei

1 _
px:M—M m’—’@ZX(Q) Lgm
Dies ist ein Projektor, d.h. pi = py. Es gilt M(x) =p,M und ) p, =1. O

Analoge Idee:

CU(K) = 37 Cl(x) h = [ ) wobei h(x) = |C1(x)|

Ebenso w = [Tw(x), R =[] R(x)-

Erster Versuch:

h(x)R(x)
w(x)

Problem: Es handelt sich um endliche, endlich erzeugte abelsche Gruppen oder
kompakte abelsche Gruppen, aber nicht um C-Vektorraume.

Das Lemma ist falsch fiir solche Gruppen. Wir versuchen Cl(x) = p, C1(K) als
Definition.

L(x,0)" = &

e Wie multipliziert man Idealklassen mit Einheitswurzeln?
e Wie teilt man durch |G|?

Sei O = Z[x(g) : g € G]. Dies ist ein Zahlring. Auf ¢’ = CI(K) ®z O koénnen
wir mit Einheitswurzeln multiplizieren. Da (O/Z eine endliche Erweiterung ist
(Grad d), ist auch C” endlich. Die Anzal der Elemente von Cl1(K) kann aus der
Anzahl der Elemente von C’ errechnet werden, ndmlich h = |C'|/d. Wir setzen
nun:

(|G|pX)C'

Ul

Cl(x) =



74 KAPITEL 8. DIE KLASSENZAHLFORMEL

Die Gruppen C’ und € Cl(x) unterscheiden sich um endliche Gruppen, deren
Ordnung nur durch die Primteiler von |G| teilbar ist. Es folgt also [ Cl(x) = h
bis auf Primfaktoren, die |G| teilen. Ebenso gehen wir fiir w(x) und R(x) vor.

Theorem 8.11 (Mazur, Wiles, 1984). Bis auf Einheiten und Primfaktoren,
die ¢(N) teilen, gilt

L(x,0)" =

Dies kann man aus der sogenannten Hauptvermutung von Iwasawa herleiten.
Grundidee: Man betrachtet nicht eine Korper alleine, sondern den gesamten
Turm von Koérpern K ((pn ), wobei (pn eine primitive p”-te Einheitswurzel ist.

Was ist mit Primzahlen, die |G| teilen?

Bloch-Kato (1990) schlagen ganz allgemein Klassenzahlformeln fiir alle L-Funk-
tionen von algebraischen Varietéten iiber Q an allen ganzen Zahlen vor. Die
Gruppen CI(K) und p(K) (Gruppe der Einheitswurzeln) werden hierbei durch
Kohomologie von Galoismoduln ersetzt. In dieser kohomologischen Sprache kon-
nen dann auch die schlechten Primzahlen behandelt werden. Fiir die guten ergibt
sich nichts Neues.

Theorem 8.12 (Huber, Kings, 2003). Die Bloch-Kato-Vermutung gilt fir
L(x,n)*, wobei x ein Dirichlet-Charakter ist und n € Z.

Fiir n > 1 kommen hier algebraische K-Gruppen ins Spiel. Wieder ist die
Hauptvermutung eine der Hauptzutaten, jetzt aber in kohomologischer Fassung.
Nicht der Beweis von Mazur und Wiles, sondern die sogenannte Euler-System-
Methode von Kolyvagin-Rubin fiithrt zu ihrem Beweis.

Der Fall von elliptischen Kurven

Sei FE eine elliptische Kurve iiber Q. Wir wiihlen definierende Gleichungen {iber
Z. Sei N, die Anzahl der Punkte der elliptischen Kurve iiber F,,.
Fiir die Primzahlen guter Reduktion (fast alle) setzen wir

ap = Ip+1— Ny Py(T) =1~ a,T + pT*

Fiir die schlechten Primzahlen ist P, = 1 £ T oder P, = 1, je nach Verhalten
modulo F,,.

Definition 8.13. L(E,s) =] % heif$t L-Funktion der elliptischen Kurve.

Ubungsaufgabe. Die Hasse-Schranke lautet |p+1— N,| < 2,/p. Untersuchen
Sie hiermit den Konvergenzbereicht des Produktes.

Alternativ: Nach Wiles gehort jede elliptische Kurve zu einer Spitzenform mit
g-Entwicklung Y a,¢"™. Dann ist

L(E,s) = Z apn”®
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Die Reihe konvergiert fiir Res > 3/2. Die Funktion ist ganz auf C. Diese Funkti-
on hat eine Funktionalgleichung, die s und 2— s verbindet. Besonders interessant
ist s = 1.

Vermutung 8.14 (Birch-Swinnerton-Dyer (1963)). L(E,s) hat in s =0
die Nullstellenordnung gleich dem Rang der Mordell-Gruppe E(Q).

Es gibt auch eine genaue Vorhersage fiir den fithrenden Koeflizienten. Auch diese
Vermutung lésst sich als Spezialfall der Bloch-Kato-Vermutung auffassen.

Das Problem ist mit einer Million Dollar dotiert!

Bekannt: viele, viele numerische Beispiele. Aufidem der kritische Fall, d.h. Funk-

tion verschwindet nicht.
O
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Kapitel 9
Bewertungstheorie

Definition 9.1. Sei k ein Kérper. Ein Absolutbetrag v ist ein Abbildung
k—R x|z,

so dass

(i) |z, >0 und |z|, =0 & 2 =0.

(i1) Fiir alle z,y € k gilt |zyl, = |2|o|ylo-
(i) |z +ylo <|z|lo + |Ylo-

Ein Absolutbetrag definierte eine Topologie via: U C k heifit offen, falls fiir alle
z € U ein € > 0 existiert, so dass {y € k| l[y — x|, <e} CU.

Beispiel. e R, C mit dem gewdhnlichen Absolutbetrag, ebenso Q.

e Fiir p € Q eine Primzahl |z|, = p~*(®)| wobei v(x) die Vielfachheit von p
in z ist.

Definition 9.2. Sei k ein Kirper. Fine diskrete Bewertung ist eine Abbildung
v:k—ZU{oc} mit

(i) v(z) =0 < x=0.
(ii) v(wy) = o(z) +v(y).
(iit) v(x +y) > min(v(z), v(y))

Lemma 9.3. Sei v eine diskrete Bewertung, a > 1 fest. Dann ist ||, = a¥(*)
ein Absolutbetrag.

Beweis: Die Eigenschafte (i) und (ii) sind klar.
Dreiecksungleichung:

gt @+y) < gmin(@)e®) < g=v@ 4 o)

7



78 KAPITEL 9. BEWERTUNGSTHEORIE

Beispiel. Sei O ein Dedekindring, p ein Primideal, K der Quotientenkorper
von O. Fiir € K* sei (z) = [[q%®) die Produktzerlegung in Primideale.
Dann ist die Abbildung v : K* — Z mit & — v,(x) eine diskrete Bewertung.

Definition 9.4. Sei Chark = 0. Ein Betrag heiffit kanonisch, wenn seine Ein-
schrankung auf Q mit |- | oder einem |- |, tbereinstimmd.

Wir interessieren uns nur fiir die kanonischen Betrége.

Definition 9.5. Zwei Absolutbetrige heiflen dquivalent, wenn sie dieselbe To-
pologie induzieren.

Lemma 9.6. Seine |-|1 und |-|2 dquivalente Absolutbetrige. Dann gibt es A > 0,
so dass |z|; = |z[3.

Beweis: Wir betrachten

{rek||z)y <1} ={z]| lim 2" =0}

Dies ist die gleiche Menge wie fiir | - |2, da Grenzwerte nur von der Topologie
abhéngen. Also:
‘Stl'll >1s ‘Qﬁlz >1

Wenn |z|; = 1 fiir alle z # 0, dann ist die Topologie diskret. Die Aussage gilt
dann trivialerweise.

Sei also y € k mit a = |y|; > 1. Sei b = |y|o. Fiir € k* gbit es & > 0 mit
|z|1 = a®. Seien m,n € N mit m/n > «. Dann folgt

m/n

xn
lz[r <yl = ‘ym <1

1

<1= |zl < b™/m

xn
:“m
Y le

Ebenso argumentiert man fiir m/n < a = |z|]p > v™/™. Da die Ungleichungen
fiir alle m, n gelten, erhalten wir ||y = b*. Mit anderen Worten

[l = a® = b8 = |z
Dies beweist die Behauptung mit A = log, a. O

Ein Korper heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert. Ist k ein
Korper mit Absolutbetrag v, dann ist &, (der Koérper der Cauchy-Folgen in &
modulo Nullfolgen) ein vollstandiger Korper beziiglich der Fortsetzung von v.
Dieser Korper k, heiit Komplettierung von k. (Beweise wie in Analysis).

Beispiel. R ist die Komplettierung von Q beziiglich | - |. Sei Q, die Komplet-
tierung von Q beziiglich | - |,. Dies ist der Korper der p-adischen Zahlen.

Definition 9.7. Sei Chark = 0. k heifst lokaler Korper, wenn er Komplettie-
rung eines Zahlkdrpers beziiglich eines kanonischen Betrages ist.
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Diese Koérper wollen wir klassifizieren. Es gilt {ibrigens eine glattere Charakte-
risierung:

Theorem 9.8. Sei Char k = 0. Dann ist k lokal genau dann, wenn k vollstindig,
lokalkompakt und nicht-diskret.

Beweis: vergl. Weil, Basic number theory §3. O

Zur Erinnerung: ein metrischer Raum ist lokalkompakt, wenn jede beschrénkte
Folge eine konvergente Teilfolge hat.

Satz 9.9. Sei K ein Zahlkorper, p ein Primideal, |- |, der Absolutbetrag zur p-
adischen Bewertung v, : K* — Z. Sei K,, die Komplettierung von K, beziiglich
v.

(1) vy ist eine diskrete Bewertung auf K, .

(i) Der topologische Abschluss O, von Ok in K, ist {z € K, | |z| < 1}, ein
diskreter Bewertungsring mit Restklassenkdrper Ok /p.

(iii) O, ist kompakt, K, ist lokalkompakt.

Beweis: Sei x € K, x = lima; mit z; € K. D.h. fiir alle ¢ > 0 gibt es NV, so
dass |z; — ;| < € fiir alle 7,7 > N. Also

2| = |2 — x5 + 25| < max(|z; — x4, [25]) < max(e, [z])

1. Fall: x = 0. Dann bilden die x; eine Nullfolge.
2. Fall: = # 0, die x; bilden keine Nullfolge. Dann gibt es €9 > 0, so dass fiir
jedes N ein ¢ > N gibt mit |z;| > €¢. Fiir alle ¢ < g folgt dann |z;| < |z;|. Also
wird |z; konstant.
|x| = |x;| fiir groBes ¢ hat denselben Wertebereich wie der Betrag auf K, insbe-
sondere ist er diskret. Ebenso ist v(z) = limv(x;) konstant, die Bewertung auf
K, ist diskret.
Sei

O,={reK,||z|<1}={z e K, |v(z) >0}

Sei Op ={a/s € K |a € O,s € O p} die Lokalisierung des Ganzheitsrings in
p.

Behauptung. O, ist der topologische Abschluss von O.

Oh,, ist ein lokaler Hauptidealring (vergleiche Satz 5.3). Das einzige Primideal
wird erzeugt von m € pO,. Nach Definition v(7) = 1. Jedes Element von K*
ist von der Form un” mit u € Oy und r € Z. Es gilt O, C O,, denn v(a/s) =
v(a) —v(s) =wv(a) > 0. Sel z € Oy, also x = limz;, z; € K, v(x) > 0. Hieraus
folgt, wie wir gesehen haben v(z;) > 0 fiir ¢ grofl genug.

Offensichtlich ist K N O, = Oy. Sei ¢ € K, r = v(z) € Z. Dann ist « = un”
mit v(u) = 0, also u € OF. Demnach ist auch O, ein Hauptidealring, einziges
Primideal (7).
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Beachte (Satz 5.3
O/p =0, /pOp — Oy/(m)

Die Abbildung ist injektiv, da es ein Kérperhomomorphismus ist.
Behauptung. Die Abbildung ist surjektiv.

Sei x = limz; mit z; € Op. Es gilt v(z — x;) — oo, insbesondere v(z — x;) > 1
fiir i groB8 genug, d.h. 7w | © — z;. Hieraus folgt = x; modulo 7, also liegt x
modulo 7 im Bild von Oy. Dies beendet den Beweis von (ii).

Sei z; eine Folge in O,. Seien Z; die Bilder in O, /(pi). Dies ist ein endlicher
Korper. Nach dem Schubfachprinzip enthélt eine Restklasse unendlich viele Ele-
mente, d.h. eine Teilfolge ist konstant modulo 7. Iteration dieses Argumentes
liefert Teilfolgen, die konstant sind modulo 72, dann modulo 73. Die Diagonal-
folge wird fiir 7 grof genug konstant modulo 7", d.h. v(x; —x;) > n fiir 4, j groB
genug. Die x; bilden eine Cauchy-Folge. Der Grenzwert existiert dann in O,,.
Abgeschlossene Kugeln in K, sind von der Form x + 7" O,,, also kompakt. [

Satz 9.10. Sei k ein vollstindiger, lokalkompakter Kéorper mit Absolutbetrag,
E/k endlich. Dann setzt sich der Betrag von k auf hochstens eine Weise nach
E fort. E ist beziiglich dieses Betrages vollstindig und lokalkompakt.

Beweis: Seien |-|; und |- |2 zwei Fortsetzung nach E. Wie in der reellen Analysis
zeigt man, dass E vollstindig und lokalkompakt ist. Ebenso zeigt man (nur
Lokalkompaktheit geht ein), dass sie dquivalent sind , d.h. dieselbe Topologie
induzieren. Nach Lemma 9.6 gilt dann |- |; = |- |3. Setzt man = € k ein, so folgt
A=1 O

Satz 9.11. Sei K ein Zahlkorper, k der Abschluss von K beziglich eines Be-
trages, der | - |, fortsetzt. Dann ist k eine endliche Erweiterung von Q.

Bemerkung. Insbesondere gilt fiir alle o € Gal(E/k) die Gleichung |o(x)| =
|z|, da |o - | ein neuer Betrag ist.

Beweis: Wir betrachten das Kompsitum KQ,, den Teilkérper von K, der von
K und Q, erzeugt wird. Er ist endlich tiber Q,. Da Q,, lokalkompakt ist, ist es
nun auch KQ, (Satz 9.10) lokalkompakt und vollstédndig. Damit ist KQ, = K,,,
also ist dieser Korper endlich. O

Lemma 9.12. Sei k/Q, endlich, O, der ganze Abschluss von Z, in k.
(i) O, ist diskreter Bewertungsring mit mazimalem Ideal p.
(i1) Der p-adische Betrag auf Q, setzt sich nach k fort und gehiort zu p.

Beweis: Wir betrachten den ganzen Abschluss O,. Der Ring ist ganz abgeschlos-
sen. Mit denselben Argumenten wie im Beweis von Theorem 1.10 (der Fall des
Ganzheitsrings) zeigt man, dass O, endlich erzeugt iiber Z, ist, insbesondere al-
so noethersch. Wie im Beweis von Satz 3.1 ist Op, nun ein Dedekindring. Wihle
nun p C O, ein Primideal ungleich 0. Dann ist p € p. Der Betrag | - |, setzt
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- bei geeigneter Normierung - den Betrag | - |, fort. Nach Satz 9.10 ist diese
Fortsetzung eindeutig. Wegen

p={z €0 |lzf, <O}

legt dies auch das Primideal eindeutig fest. Damit ist O, ein diskreter Bewer-
tungsring. O

Bemerkung. Insbesondere ist O, ein Hauptidealring. 7 € p \ p? ist ein Erzeu-
ger.

Theorem 9.13. Sei k/Q, endlich. Dann gibt es einen Zahlkirper K/Q mit
[K:Q] =[k:Qp] und K C k ist dicht, d.h. k ist Abschluss von K beziglich
eines Betrages, der |- |, fortsetzt.

Beweis: Nach Lemma 9.12 gibt es einen Betrag auf k, der | - |, fortsetzt. Er ist
eindeutig nach Satz 9.10 eindeutig. Wir schreiben |- |, auch fiir die Fortsetzung.
Sei k = Q,() (Satz vom primitiven Element), f = X%+ a; X4 1 + .- +aq €
Qp[X] das Minimalpolynom. Wihle g = X9 + b; X% 1 + ... 4+ by € Q[T] mit
la; — bi|p < epsilon. Es gilt

f:H(X—Oéi) a; €Q,
g=11x-5) B €Q
Die Differenz
[f(@) = g(@)l, =10=][(a =Bl =] lo — il

ist klein nach Wahl der b;, also ist ein Faktor klein. Also wird jede Wurzel von
f durch eine Wurzel von g approximiert. Weiterhin sind alle Wurzeln von f
verschieden, da das Polynom separabel ist. Fiir geniigend kleines e sind dann
auch alle Wurzeln von g verschieden, d.h. g ist irreduzibel. Sei § die Nullstelle
von ¢, die o approximiert. Wir setzen K = Q(0).

Behauptung. Q,(a) = Q,(8) fiir ¢ klein genug.
Beide Korper sind in &', der normalen Hiille von Q,(c, §) enthalten. k'/Q, ist
galois.
Wir iiberpriifen o € Q,(8) = (k')S2* /@ (%) (Hauptsatz der Galoistheorie). Da
|6 — af, Klein ist, gilt

|8 —alp, <1/2|0(a) — alp o € Gal(k'/Q,(B)) falls o(a) # «
Sei 7 € Gal(k'/Q,(8)). Dann folgt |7(v)|, = |v|p, fir alle v € k' nach der
Bemerkung nach Satz 9.10. Es folgt

1B —T1al, =8 —1(a)], <1/2l0ca —al,

Hieraus folgt
fra—a = [ra — 5+ 5~ al,
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fur alle o € Gal(k'/Qp(f)) mit o(«) # «. Dies impliziert 7(o) = « fiir alle
7. Damit haben wir Q,(a) C Q,(53) gezeigt. Die andere Inklusion wird genau
gezeigt.

Auf K erhalten wird durch Einschréinken des Betrages auf k eine Absolutbetrag,
der | - |, fortsetzt. Da d = [K : Q] = [k : Qp] stimmt k mit der Komplettierung
von K {iberein. O

Korollar 9.14. k ist lokal, d.h. Komplettierung eines kanonischen Betrages auf
einem Zahlkérper, genau dann, wenn k = R, C oder endliche Erweiterung eine

Qp-
Beweis: Theorem 9.13 und Satz 9.11 O

Definition 9.15. Die kanonischen Absolutbetrige auf K heiflen Stellen von K.
Wir schreiben v|w, wenn | - |, den Betrag | - |, fortsetzt.
Bemerkung. Q hat die Stellenmenge S(Q) = {oo, pprim}.

Korollar 9.16. Sei K ein Zahlkirper, v eine Stelle von K, plv eine Primzahl.
Dann ist v assoziiert zu einem Primideal p von Oy, das p enthdlt.

Beweis: Auf K,, C O, ist der Betrag ||, nach Lemma 9.12 von einem Primideal
P, induziert. Es gilt O C O,,, da die Elemente von O ganz iiber Z, also erst recht
ganz iiber Z, sind. Das Primideal p = O N p,, induziert dann | - |s,. O

Korollar 9.17 (Gradformel). Sei v eine Stelle von K mit plv. Sei e, der
Verzweigungsindex von O, dber Z, (d.h. p = urn® mit (7) = p,,u € O}). Sei
fv der Restklassenkorpergrad (O, /m : Zy/p]. Dann gilt

Zeva = [K : Q]
plv

Es gilt e, fy = [Ky : Qp), der lokale Grad von v.

Beweis: Die Stellen v entsprechen den Primidealen p € p. Dabei ist e, =
e(p/p), fo = f(p/p) nach Satz 9.9 (ii). Die Gradformel ist genau Satz 5.2. O

Bemerkung. v|oo bedeutet K, = R, C. Auf jeden Fall hat man o : K — C mit
|z|, = |oz|. Die Einbettungen ¢ und @ induzieren dasselbe v. In den Formeln
der Gittertheorie héitten wir also besser iiber Stellen statt iiber Einbettungen
summiert.

1 wreell

ey = [K, : R] :{

2 v imaginér

Damit gilt

Zeyzr1+2r2: [K : Q)

v|oco
Man sagt: L/K ist verzweigt in der Stelle w|oo von L | falls [L,, : K] # 1, d.h.
L, =Cund K, =R.
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Viele Eigenschaften des Zahlrings, z.B. die Verzweigung, kénnen also bestimmt
werden, ohne O aus den Gleichungen zu bestimmen.

Korollar 9.18. Sei K ein Zahlkorper, S die Menge der Stellen von K, die
Unendlich nicht teilen. Dann gilt

Ok ={r e K| |z|, <1 fir allev e S}
Beweis: Sei x = a/b mit a,b € Ok. Sei |z|, = |z|, flir ein Primideal p. Dann

gl“
’7)

In der Primfaktorzerlegung von a und b gilt also

(@ =TT c ) = [Tp®
Dies bedeutet a = b fiir v € O, also vy =z € O. O

<1 e u,f(a) > vy(b)

v

Beispiel. Sei K = Q(«), a® = 2. Da der Grad der Erweiterung K/Q eine Prim-
zahl ist, sind nur drei Falle moglich: es gibt genau eine Primstelle iiber p, diese
ist rein verzweigt oder unverzweigt, oder es gibt drei unverzweigte Primstellen
iiber p.
Sei v|2. Dann gilt

lal, = ‘2@/3 —9o-1/3

Die Bewertung v gehort zu einem Primideal p mit

lay = 9—vp(@)/e(p/2)

Hieraus folgt e, (2) = 3, die Primzahl 2 ist rein verzweigt.
Der Zerfillungskérper von X3 — 2 ist K ((3). Die Erweiterung K ((3)/Q((3) hat
den Grad 3. Wir betrachten die lokale Situation:

Qp(O‘vCS) D) Qp(CB) D) Qp

Die erste Erweiterung hat Grad 1 oder 3, die zweite Grad 1 oder 2.
Sei nun p # 3. Die zweite Erweiterung ist unverzweigt fir p # 3. Q,({3) hat
Restklassenkorper Fp,(¢3). Es sind nun zwei Félle moglich:

(i) X3 — 2 hat keine Nullstelle in F,(¢3). Dann hat die Restklassenkérperer-
weiterung F,,[(3, o] den Grad 3. In K gibt es genau eine Stelle v | p, diese
ist unverzweigt.

(ii) X3 — 2 hat eine Nullstelle in F,((3). Dann zerfillt das Polynom in drei
Linearfaktoren. Es gibt drei Stellen v | p (Ubungsaufgabe), diese miissen
unverzweigt sein.

Ubungsaufgabe. Im Fall (i) gibt es drei Stellen v | p, diese missen unver-
zweigt sein. Fiir p =3 hat Q,((3) den Restklassenkorper Fs. In diesem Fall ist
die Erweiterung rein verzweigt.
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Lokale Klassenkorpertheorie

Theorem 9.19 (Reziprozititsgesetz). Sei E/k eine Galoiserweiterung lo-
kaler Korper. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

k*/Ng, kE* — Gal(E/k)™

Beispiel. Q,(¢n)/Qp mit (p,N) = 1. Sei 0 # a € Z C Q) mit (a,N) = 1.
Dann wird a abgebildet auf (x — (%

Beweis: Schwer! O

Globalge Klassenkorperhtheorie

Sei K ein Zahlkorper, S die Menge aller Stellen von K. Beachte:

Gal(E/K) — [] Gal(E,/K,)
veS

Die lokalen Aussagen sollten sich zusammensetzen lassen.

Definition 9.20. Die Adele von K sind der Ring

Ag = {(Iv) € H K, | Ty € O, fast immer}
veES

Die Idele von K sind die Gruppe

Ix = Ay = {(z,) € H K |z, € O} fast immer}
vES

Theorem 9.21 (Reziprozititsgesetz). Sei E/K eine Galoiserweiterung von
Zahlkorpern. Dann ¢ibt es einen kanonischen Isomorphismus

Ix/Ng/xlp — Gal(E/K)™
vertrdiglich mit den lokalen Isomorphismen.

Beweis: Schwer! O

Der Beweis des lokalen und globalen Reziprozititsgesetzes wire Stoff fiir eine
Vorlesung algebraische Zahlentheorie 2.

Bemerkung. Die Formeln sind nur so glatt, da auch die unendlichen Stellen
berticksichtigt werden.
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Strukturtheorie lokaler Kérper (Schnelldurchgang)

Sei nun k/Q, lokaler Korper.

Lemma 9.22. In k gilt: Z?io a; konvergent genau dann, wenn (a;)$2, Nullfol-
ge.

Beweis: Beachte: | Zfio a;] < max¥ |a] O

Satz 9.23 (Henselsches Lemma). Sei O C k der Bewertungsring, f € O[T).
Sei ag € O mit

|f (o) < |f'(a0)?|

wobet ' die formale Ableitung von f ist. Dann konvergiert die Folge

Qis1 = Qi — flei)
f'(ai)
gegen eine Wurzel a von f. Es gilt
| f (o)
a—op < ——— <1
== [

Bemerkung. Dies lisst sich auch in Termen der Bewertung, also von Teilbar-
keit durch das Primelement formulieren und beweisen. Ein wichtiger Spezialfall
ist ap € O, f(ap) = 0 im Restklassenkérper (d.h. |f(ap) < 1) und f'(ag) # 0
im Restklassenkorper (d.h. |f'(ap)| = 1).

Beweis: Dies ist das Newton-Verfahren fiir den p-adischen Betrag. Fiir Ein-
zelheiten siehe: Koblitz, p-adic Numbers, p-adic Analysis and Zeta-Functions,
Lang: Algebraic Number Theory.

Sei
_ ‘ f(a)
f'(a0)?

<1
P

Wir zeigen induktiv:
(i) Joul <1
(i) |a — | < ¢

few)

2i
7an|, <¢

(iii)

Die Bedinung (i) besagt, dass alle «; und damit auch alle f(«;), f/(o;) ganz
sind. Die Bedingung (iii) besagt, dass

< |f(i)pe® <&

\Oéi+1 - Oéz'\ =
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Also ist dies eine Nullfolge. Hieraus folgt Konvergenz der Folge «;. Wegen der
Stetigkeit des Betrages folgt aus (ii) die Abschétzung fiir «. Der Grenzwert
erfiillt wegen Stetigkeit von f und f’ die Gleichung

fla)
f'(a)

o=« —

Dies bedeutet f(a) = 0.
Nun verifizieren wir die Eigenschaften (i), (ii), (iii). Fiir ¢ = 0 ist dies jeweils die
Voraussetzung. Schluss von ¢ nach i + 1:

(i) Die Eigenschaft (iii) bedeutet

Qi1 — ] = Flai)lp <16

flaw)
f'(i)

_ ’ f(ai) |
2

p f'le) P
Mit (i) impliziert dies |41 < 1.

(i) |ai+1 — o] < max(|aj+1 — il |a; — ap]) < max(cT,c) =c.

(iii) Sei g € O[T] ein Polynom. Seine Taylorentwicklung in einem Punkt xg ist

g(wo +T) = g(x0) + ¢'(x0)T + h(T)T"

(Betrachte z.B. g(T') = ¢IT™) Wir setzen nun g = f, g = o;, T = — ){,(((zfi)).
Es gilt also

PR (O B IO
flaipy = flai) = f'( Z)f’(ai) Jrﬂ(f’(az‘))

mit B € O. Die ersten beiden Summanden heben sich weg, also
flei)
f'en)

Nun setzen wir ¢ = f/, g = o; und T' = — ]{f,(&iv)). Damit

f(av)
f'(ei)

2

|faip1)] <

faivr) = fllea) +7
mit v € O. Dies impliziert

! JJ:’ ((Ziz‘)) )

und sogar Gleichheit, falls die Betridge unterschiedlich sind. Nach Induk-
tionsvoraussetzung gilt

[ (014)] > max (f’<ai>|,

fla)
f(a)

fla)
f'(as)

()] > ] >y
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Also |f'(ai+1)] = |f'(e;)]. Zusammen folgt nun

2 .
< (02 )2

! _ ‘ fla)
[f' (i)l | f(i)?

= ‘J{'(&))

‘ f(Oéi+1
J'aig1)?
O

Beispiel. Sei (N,p) = 1, &5 das zyklotomische Polynom, also ein Teiler von
XN — 1. Sei o € O eine Nullstelle dieses Polynoms im Restklassenkorper,
|f(ap)] < 1 wobei 7 ein Primelement ist. Weiterhin ist f’(a) # 0 im Restklas-
senkorper, da (XY — 1) = NX¥~! ungleich Null. Dies bedeutet |f’(ag)|? = 1.
Die Vorraussetzung des Henselschen Lemmas ist erfiillt. @ hat eine Nullstelle
in k.

Korollar 9.24. Sei k/Q, endlich. Dann gibt es einen Teilkérper k" C k, der
unverzweigt Gber Q, ist. Es gilt f(k/Qp) = f(k"/Qp) und e(k/k") = e(k/Qp).
Der Korper k* wird von Einheitswurzeln erzeugt, deren Ordnung prim zu p ist.

Beweis: Sei f = f(k/Qp), d.h. F,s ist der Restklassenkérper von k. Es gilt
F,s = F,(a@), wobei @ eine primitive (p/ —1)-te Einheitswurzel ist. Dies bedeutet,
dass das zyklotomische Polynom ®,s;_; eine Nullstelle im Restklassenkérper
hat. Wie im Beispiel hat ®,7_; eine Nullstelle v in k, die @ induziert. Sei nun
kE* = Qp(a) C k. Der Restklassenkorer von k" enthilt @, ist also ganz IF,;.
Damit ist f(k*/Qp) = f. O

Bemerkung. Ist k/Q, unverzweigt, so wird k von Einheitswurzeln der Ord-
nung prim zu p erzeugt.

Satz 9.25. Sei E/k rein verzweigt. Dann gilt E = k(a), wobei o Nullstelle
eines Eisensteinpolynoms ist (X¢ + a1 X1 + -+ + ae mit |a;] < 1, ae # 0
modulo 72 ).

Beweis: Seien 7, mg Primelemente von O und Opg. Nach Voraussetzung gilt
m=ur$, mit u € OF und e = [E : k]. Sei f € O[T] das charakteristische
Ppolynom von 7g. Die Koeflizienten von f sind die elementarsymmetrischen
Polynome in den o(7g) wobei ¢ : E — k die Einbettungen durchliuft. Alle
diese Konjugierten haben denselben Absolutbetrag. Damit ist der Betrag der
Koeffizienten kleiner als 1. Sie liegen also in O \ Of = (). Der konstante
Term von f ist [[o(ng). Der Absolutbetrag ist |rg|® = |x|. Damit ist f ein
Eisensteinpolynom. Es ist insbesondere irreduzibel, also F = k(ng). O

Bemerkung. Ist E/k zahm verzweigt, d.h. [E : k] = e(E/K) ist teilerfremd
zu p, so kann das Minimalpolynom sogar als T¢ — 7 gewéahlt werden.
Insgesamt: Lokale Korper verstehen wir sehr gut.
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Ubersicht

Wir haben in diesem Semester einige tiefe Sitze der Zahlentheorie bewiesen und
dabei verschieden Methoden kennengelernt.

e Kommutative Algebra: Definition der Ganzheitsringe als ganzer Ab-
schluss, Ganzheitsringe sind Dedekindringe, Strukturtheorie von Idealen
in Dedekindringen, Definition der Klassengruppe, Verzweigung von Idea-
len, Diskriminante und Spurpaarung, Gradformel (Kapitel 1, 2, 3, 5)

e Gittertheorie: Endlichkeit der Klassenzahl, Struktur der Einheitengrup-
pe, Klassenzahlformel (Kapitel 4, 8)

e Funktionentheorie: Konvergenzverhalten der Dedekindschen Zeta-Funktion,
Dirichletscher Dichtesatz, Primzahlsatz, Klassenzahlformel (Kapitel 6, 7,
8)

e p-adische Analysis: Theorie der lokalen Korper. (Kapitel 9)
Natiirliche Fortsetzungen:

e Klassenkorpertheorie, d.h. Klassfizierung der abelschen Erweiterungen von
Zahlkorpern. Aktueller Forschungsgegenstand: analoge Theorie fiir nicht-
abelsche Erweiterungen (Langlands-Programm)

e Iwasawa-Theorie: Studium von Koérpertiirmen mit p-adischen Methoden

e Hoher-dimensionale Theorie, also arithmetische Geometrie (algebraische
Geometrie iiber 7).
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