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Kapitel 0

Einleitung

Wir beginnen mit der Einfithrung des zentralen Begriffes dieser Vorlesung;:

Definition 0.1. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Der affine Raum
der Dimension n dber k ist
A" ="

Elemente von A™ heifflen Punkte. Fir P = (a,...,a,) heiflen die a; Koordina-
ten. Wir interpretieren den Polynomring

O(A"™) = k[X1,...,X}]
als Funktionen
A" — k
(aty...,an) — f(at,...,an)

Sei S C k[Xq,...,X,] eine Teilmenge. Die durch S definierte algebraische Men-
ge ist die Menge

V(S) ={(z1,...,zn) € E"|f(21,...,2n) =0 fiir alle f € S}
Ist S ={f}, so heifft V(f) =V ({f}) auch affine Hyperfliche.

Beispiel. (i) Sein =1, f = X% + 1. Dann gilt V(f) = {£+/—1}. Dies sind
zwei oder ein Punkt. Es ist ndmlich

V-1=—=V/-1&2/-1=0&2=0
Zur Erinnerung: Der Korper k hat Charakteristik 2 falls 2 =0 in k.

(ii) Sein =2, S = X2+Y?2—1. Dies ist eine nicht-degenerierte Quadrik (fiir die
Teilnehmer des Proseminars). V' (f) hat unendliche viele Punkte - fiir jede
Wahl von « € k zwei oder einen Wert y. Uber den reellen Zahlen erhalten
wir einen Kreis, aber natiirlich ist R nicht algebraisch abgeschlossen. Uber
den komplexen Zahlen ist V(f) als Mannigfaltigkeit eine Kugel.
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2 KAPITEL 0. EINLEITUNG

(i) n=2, S ={X?+Y?2—-1,X +3Y}
z=-3y=1=9y>+y> =10y>
Falls die Charakteristik von k gleich 2 oder 5 ist, so ist die Gleichung
unlésbar, also V(S) = . Andernfalls ist y = 10~z und V/(S) besteht
aus zwei Punkten.
(iv) Sei k=C, n =1, f =sin(z). Dann ist
{sin(z) =0} =Zn
Dies ist keine algebraische Menge. Zunéchst ist sin kein Polynom. Ist g €

C[Z] ein Polynom, so hat V(g) nur endlich viele Nullstellen, wihrend
sin(z) unendlich viele hat.

Lemma 0.2. Sei V(S) C A} eine algebraische Menge. Dann ist entweder
V(S) = Al oder V(S) hat nur endlich viele Elemente.

Beweis: Angenommen, es gibt f € S mit f # 0. Dann ist V(S) C V(f). Als
Polynom in einer Variablen hat f nur endlich viele Nullstellen.
Andernfalls ist S = @ oder S = {0} und wir haben V(S) = A}. O

Bemerkung. Unterschiedliche Gleichungen konnen also die Gleiche algebrai-
sche Menge efinieren.

Allgemein bestehen alle null-dimensionalen algebraischen Mengen nur aus end-
lich vielen Punkten - aber dafiir miissten wir erstmal definieren, was die Dimen-
sion einer Varietét ist. Dies (wie vieles andere auch) lesen wir an einem Ring
ab, der zur Varietdt gehort.

Definition 0.3. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper, S C k[ X1, ..., X,)
eine Teilmenge, V =V (S). Dann heifst

O(V)=k[V]={f:V — k| es gibt F € k[X1,...,X,],
fx1,.. o xn) = F(x1,...,2,) fir alle (z1,...,2,) €V}

affiner Koordinatenring von V. Die Elemente von k[V] heiffen algebraische
Funktionen auf V.

Beispiel. Sei g € k[X] nicht konstant, V =V (g) = {P1,..., Py}. Dann ist
k[V] =k fe (FP)L

wobei k? mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation zu einem
Ring wird.

Beweis: Nach Definition von k[V] ist die Zuordnung ein injektiver Ringhomo-

morphismus . Sei nun (ay,...,a,) € k% ein Tupel. Das Polynom
d
X—P;
X P ; J
+a)ll 5=
i=1 VE

erfiillt F'(P;) = a;, denn P; ist Nullstelle jedes Summanden aufler dem zu i. Dies
ist das gesuchte Urbild. O



Inhalt der Vorlesung

Wir wollen die Eigenschaften von algebraischen Mengen verstehen, dies bedeutet
automatisch, dass wir ihre Koordinatenringe verstehen miissen. Dazu werden
wir die Grundlagen der kommutativen Algebra erarbeiten, die auch in anderen
Situationen angewendet wird, etwa in der algebraischen Zahlentheorie.
Konkret:

(i) Korrespondenz von affinen Varietiten und Koordinatenringen: Ideale, Hil-
bertscher Nullstellensatz

(ii) Zur Definition einer affinen Varietét reichen endlich viele Gleichungen aus:
Theorie der noetherschen Ringe und Moduln

Funktionenkorper und lokale Ringe: Lokalisierung von Ringen und Moduln
Dimensionstheorie: ganze Ringerweiterungen und ihre Eigenschaften
Singularitdten und Glattheit: regulidre Ringe

Schnitte von Untervarietdten und Satz von Bezout: Graduierte Ringe,
Hilbert-Samuel-Polynome

Vermutlich ist dann das Semester lange vorbei. Sonst wéren algebraische Kurven
und Riemann-Roch das natiirliche néchste Ziel.
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Literatur

kommutative Algebra:

Atiyah, MacDonald, Introduction to commutative algebra.
Das Wichtigste schon kurz und knapp, aber auch sehr dicht geschrieben.
Enthélt Unmengen von Ubungsaufgaben.

Zariski, Samuel, Commutative algebra, Vol 1 und 2
Klassiker. Enthélt das Doppelte an Stoff, reicht auch fiir vertiefende Vor-
lesungen in algebraischer Geometrie.

Bourbaki, Algébre commutative (oder Commutative algebra)
Enzyklopédisch, eher zum Nachschlagen als zum Erarbeiten.

Matsumura, Commutative ring theory.

Matsumura, Commutative algebra.

Die beiden Matsumuras sind zwei verschiedene Biicher, nicht Neuauflage
oder Band 1 und 2. Sie sind weder iiberschneidungsfrei noch deckungs-
gleich. Thematisch dhnlich ausfiihrlich wie Zariski, Samuel, aber moder-
ner.

Eisenbud: Commutative algebra. With a view toward algebraic geometry.
Kenne ich noch nicht. Der Titel klingt genau richtig fiir unsere Vorlesung,
der Inhalt scheint aber deutlich weiter zu gehen.

algebraische Geometrie:
Die Biicher zur algebraischen Geometrie fallen in (mindestens) drei Gruppen,
je nachdem, was fiir k erlaubt ist:

(i)

k algebraisch abgeschlossen. Das ist unser Fall, Theorie der Varietéten.
Etwas veraltet, aber gut zugénglich.

k = C mit Einsatz von analytischen Methoden, oft eine schéne Ergénzung,
wenn man sich in Funktionentheorie auskennt.

k beliebiger Ring, Theorie der Schemata. Der allgemeinste Fall. Die Theo-
rie der Varietdten ist ein Spezialfall, nicht etwa Voraussetzung. Da ich
Zahlentheoretikerin bin, ist & = Z fiir mich besonders interessant. Wir
werden uns aber dieses Semester (noch) nicht mit Schemata beschéftigen.
Wer bei mir promoviert, kommt um Schemata nicht herum, wer Diplom
macht vielleicht.

Reid, Undergraduate Algebraic Geometry
Knapp, gut lesbar, iibersichtlich wie ein Vorlesungsskript, umfasst aber
nicht den ganzen Stoff der Vorlesung.

Shafarevich, Basic algebraic geometry
Klassiker, sehr geometrisch, enthélt das meiste, was man iiber Varietdaten
sagen kann.



Fulton, Algebraic Curves

Nach einer allgemeinen Einfiihrung konzentriert sich der Text auf ebe-
ne Kurven, Bezout fehlt. Versucht mit moglichst wenig Technik auszu-
kommen, ein wenig zu wenig fiir meinen Geschmack. Schoner Beweis von
Riemann-Roch.

Hartshorne, Algebraic Geometry

Kapitel I behandelt Varietéten einschliefflich der Schnittheorie im projek-
tiven Raum, wie sie in der Vorlesung drankommt. Danach kommen Sche-
mata und Kohomologie. Mir haben Kapitel IT und III fiir die Promotion
und noch einiges mehr gereicht.

Mumford, The red book of varieties and schemes
Die erste Hélfte Varietdten, die zweite Schemata. Im Niveau deutlich un-
ter Hartshorne. Ich mag es personlich sehr gerne, insbesondere wird die
Dimensionstheorie vermutlich diesem Text folgen.

Griffith, Harris, Principles of algebraic geometry.
Klassiker iiber C mit viel komplexer Analysis. Passt nicht zur Vorlesung,
ist aber sonst sehr schon.

Grothendieck Eléments de géométrie algébrique., kurz EGA

Die Originalquelle zu Schemata. Enthélt alle Grundlagen. Wer sich die
Miihe macht, den Text komplett durchzuarbeiten, hat dann eine tolle
Grundlage. Es sind mehrere Bénde der Zeitschrift Publ. THES, ndmlich
4, 8, 11, 20, 24, 28, 32.
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Kapitel 1

Grundbegriffe der
algebraischen (Geometrie

Den Begriff der affinen Menge und des Rings der algebraischen Funktionen ken-
nen wir ja schon. Sei weiterhin k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Alle
Ringe sind kommutativ mit 1.

Definition 1.1. Sei V C A" eine algebraische Menge. Es sei
I(V)y={f € OAM|f(P) =0 fiir alle P € V}
das Verschwindungsideal von V.

Bemerkung. (i) Falls V = V/(S) fiir S C k[Xq,...,X,], so gilt nach Defini-
tion S C I(V).

(ii) Fir f,g € I(V) folgt f+ g € (V), denn
(f +9)(P) = f(P)+g(P) =0+0=0 fiir alle P € V

(i) Fir f € I(V) und g € k[X1,...,X,] gilt gf € I(V), denn
(gf)(P)=g(P)f(P)=g(P)0=0furalle PeV
D.h. I(V) ist ein Ideal.

Definition 1.2. Sei A ein Ring. Eine Untergruppe I C A heifit 1deal, falls fiir
allex €I, a € A gilt ax € 1.

Lemma 1.3. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann ist Ker(¢) ein
Ideal.

Beweis: Sei a € A, x € Ker(¢). Dann folgt
¢(ax) = ¢(a)p(z) = ¢(a)0 =0



8KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE DER ALGEBRAISCHEN GEOMETRIE

Nach Definition gilt I(V) = Ker(p), wobei p die Einschrinkungsabbildung
O(A™) — O(V) ist.

Satz 1.4. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal. Dann ist die Menge der Nebenklassen
A/I:={a+I|a € A}
mit der Addition und Multiplikation von Nebenklassen

(a+I)+(b+I)=(a+b)+1
(a+I)b+1)=ab+1

ein Ring. Die Projektionsabbildung A — A/I mit a — a + I ist ein Ringhomo-
morphismus mit Kern I.

Beweis: Wie bei Quotientenvektorrdumen und Restklassengruppen ist das Pro-
blem die Wohldefiniertheit von Addition und Multiplikation. Die Rechnung fiir
die Addition ist die gleiche wie fiir Vektorraume. Interessanter ist die Multipli-
kation. Sei a +I =a' + 1

Behauptung. ab+1=a'b+1
Die Voraussetzung ist diquivalent zu a — a’ € I. Da I ein Ideal ist, ist dann auch
ab —a’b= (a —da’)b € I. Dies ist die Behauptung.

Der Rest folgt wie fiir Vektorrdume.
Die Bedingung I # A wird benotigt, damit im Restklassenring 141 # 0+1. O

Korollar 1.5. Se: V C A™ eine algebraische Menge Dann gilt
O(V) = O(A")/1(V)

Beweis: Die Restriktionsabbildung o : O(A™) — O(V) ist nach Definition sur-
jektiv mit Kern I(V'). Daher ist die induzierte Abbildung

2: O(A™)/1(V) — O(B) f+I(V) = o(f)
bijektiv. O
Hier haben wir bereits den Homomorphiesatz verwendet:

Satz 1.6 (Homomorphiesatz). Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus mit
Kern I. Dann ist

G:A/—Tm(@)  a+l— o(a)
ein Ringisomorphismus.

Beweis: Wie fiir Vektorrdume oder Gruppen. O



Definition 1.7. Sei A ein Ring, S C A eine Teilmenge. Dann setzen wir

< S>= ﬂ I
SCICA

den Schnitt aller Ideale I, die S enthalten. Dies ist das von S erzeugte Ideal.

Korollar 1.8. Sei S C k[X1,...,X,] eine Teilmenge, V =V (S) die zugehirige
algebraische Menge. Dann ist

<S>cI(V)
Beweis: I(V) ist ein Ideal, das S enthélt. O
Gilt vielleicht sogar Gleichheit?
Beispiel. Sei S = {XY} C k[X,Y], also < XY >=k[XY](XY). Es ist
V(XY) = {(z,y) € Kay = 0} = {(0,)ly € k} U{(x,0)|z € k}

das Achsenkreuz in der Ebene. Wir berechnen I = I(V(XY)). Sei f = 3_, ai; XY €
I. Dann gilt

f(0,y) = Zaijoiyj = Zaojyj =0 fur alley € k
23 J

Da k algebraisch abgeschlossen ist, ist dies nur moglich, falls ag; = 0 fiir alle j.
Ebenso folgt a;o = 0 fiir alle 7. In anderen Worten: a;; # 0 = 4,j > 0. Damit
ist f ein Vielfaches von XY. Es gilt tatsichlich I =< XY >.

Beispiel. Sei S = {X?} C k[X]. Dann ist < X? >= k[X]X?, V = {0} und
I(V) = k[X]X. Die Gleichungen X und X? definieren dieselbe algebraische
Menge!

Definition 1.9. Sei I C A ein Ideal. Dann heif§t
VI={xeA|lesgibtneNmita"el}
Radikal von I.
Lemma 1.10. Das Radikal ist ein Ideal.
Beuweis: Seien x,y € VI, 2", y™ € I. Dann ist
(zy)" =a"y" el
da I ein Ideal. Auiderdem
ntmog N _
o=y (" Yatyrem

Falls i > n, so ist der Summand in I, da 2 € I. Andernfalls ist 4 < n und daher
m +n — 4 > m. Dann ist der Summand in I, da y”“"”_i € I. Jeder Summand
ist in I, also auch die Summe. O



10KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE DER ALGEBRAISCHEN GEOMETRIE

Korollar 1.11. Sei S C k[X1,...,X,] eine Teilmenge, V = V(S) die zugehiri-
ge affine Varitit. Dann gilt

V< S>cI(V)

Beweis: Sei f € V< 8>, fre< S >C I(V), d.h. f(P)" = f*(P) = 0 fiir alle
P € V.Da k ein Korper ist, folgt f(P) = 0. O

Hier gilt tatséchlich Gleichheit! Das wird unser erstes grofies Ziel sein, der Hil-
bertsche Nullstellensatz.

Bemerkung. Bisher haben wir nicht benutzt, dass k algebraisch abgeschlossen
ist. Schon der Fall n = 1 zeigt aber, dass die Voraussetzung fiir den Hilbertschen
Nullstellensatz nétig ist.

Zunichst aber noch etwas mehr Geometrie.

Zariski-Topologie

Definition 1.12. Sei V' C A™ eine algebraische Menge. Eine Teilmenge W C V
heifst abgeschlossen, wenn W selbst eine algebraische Menge ist. Eine Teilmenge
U C V heifit offen, wenn V . U abgeschlossen ist.

Satz 1.13. Dies ist eine Topologie, die Zariski-Topologie.
Beweis: Wir miissen die Axiome eines topoligischen Raums iiberpriifen.
(i) ® und V sind offen < V und 0 sind abgeschlossen.

(ii) Der Schnitt zweier offener Menge ist offen < Die Vereinigung zweier offe-
ner Mengen ist abgeschlossen.

(iii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen < Der Schnitt
von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

Zu (i): Wir wihlen S = {0} und S = {1}.
Zu (ii): Sei W1 = V(S1)7 W2 = V(Sz)

Behauptung. W7, UW, = V(Sng)

Hier bedeutet S;.59 = {f1f2|f1 € 51, fa € SQ} Sei P € Wy, also f(P) = 0 fiir
alle f € S;. Dann folgt

fg(P) =0 fiir alle f € S1,9 € Sy

d.h. wir haben W C V(5152). Ebenso fiir Ws. Sei nun umgekehrt P € V' (5155),
dh. fg(P) =0 fiir alle f € Si,g € So. Entweder ist P € Wi, d.h. f(P) = 0 fiir
alle f € Sy1. Oder es gibt ein fy € S; mit fo(P) # 0. Dann gilt fiir alle g € Sy

0= fo(P)g(P) = g(P)=0

In diesem Fall ist P € Ws.
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Zu (iii): Sei W, = V(S4). Dann gilt
(W =V S5)

(einfach). O

In dieser Sprache sind die algebraischen Mengen die abgeschlossenen Teilmengen
des A™.

Beispiel. Eine Teilmenge von A! = k ist abgeschlossen, wenn die gleich k ist
oder nur endliche viele Elemente hat. Die Topologie ist also ganz anders als bei
metrischen Rdumen. Je zwei offene nichtleere Mengen haben einen nichtleeren
Schnitt. Jede unendliche Menge ist dicht!

Definition 1.14. FEine algebraische Menge V. C A™ mit der Zariski-Topologie
heif$t affine Varietét. Eine offene Teilmenge von V' mit der induzierten Topologie
heifit quasi-affine Varietét.

Bemerkung. Nicht alle quasi-affinen Varietiiten sind affin, z.B. A2 \ {0}. Das
konnen wir aber erst spéter beweisen.

Bemerkung. In der dlteren Literatur wird der Begriff Varietét meist fiir irre-
duzible Varietdten reserviert, dazu kommen wir noch.
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Kapitel 2

Noethersche Ringe und
Moduln

Definition 2.1. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal. I heifit endlich erzeugt, wenn
es eine endliche Menge S C I gibt mit < S >= 1.

Ein Ring heiffit noethersch, wenn jedes Ideal endlich erzeugt ist.

Beispiel. (i) Sei K ein Kérper. Dann gibt es nur zwei Ideale 0 und K, denn
falls ein Ideal I ein Element x # 0 enthilt, dann auch 2~ 'z = 1 und damit
ganz K. Insbesondere ist jedes Ideal endlich erzeugt.

(ii) Im Falle A = Z sind alle Ideale von der Form (n) fir n € Z (das gilt
sogar fiir die Untergruppen von Z!), werden also von nur einem Element
erzeugt. Solche Ideal heiflen Hauptideale, solche Ringe heiflen Hauptideal-
ringe. Hauptidealringe sind noethersch.

(iii) A = K[X] (K ein Korper) ist ebenfalls ein Hauptidealring. Die Ideale
werden von den irreduziblen Polynomen erzeugt. (Ubungsaufgabe)

Lemma 2.2. Sei f : A — B ein surjektiver Ringhomomorphismus und A
noethersch. Dann ist B noethersch.

Beweis: Sei I C B ein Ideal. Dann ist f~'I C A ebenfalls ein Ideal. Da A
noethersch ist, ist f~'I endlich erzeugt iiber A. Da f surjektiv ist, ist dann
auch I endlich erzeugt iiber B. O

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass fiir jede algebraische Menge der Ring O(V)
noethersch ist. Dafiir brauchen wir aber Rechenregeln fiir noethersche Ringe.
Es hilft, wenn wir verallgemeinern und gleich noethersche Moduln betrachten.

13
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Moduln

Definition 2.3. Sei A ein Ring. Ein A-Modul M ist eine abelsche Gruppe
(M, +) zusammen mit einer Skalarmultiplikation

AxM—M
so dass fiir alle a,b € A, x,y € M gilt:
(1) a(z +y) = ax + ay,
(ii) (a+b)x = ax + bz,
(iii) a(bx) = (ab)z,
(v) 1z = x.

Seien M, N Moduln. Eine Abbildung f : M — N ist ein Modulhomomorphism,
falls sie ein Homomorphismus abelscher Gruppen ist und zusdtzlich fir alle a €

A, x € M gilt: f(ax) = af(x).

Beispiel. (i) A = K ein Korper. Dann ist ein A-Modul das Gleiche wie ein
K-Vektorraum. Modulhomomorphismen von K-Vektorrdumen sind genau
die linearen Abbildungen.

(ii) Ein Z-Modul ist das Gleiche wie eine abelsche Gruppe. Modulhomomor-
phismen von Z-Moduln sind genau die Gruppenhomomorphismen. Prézi-
se: Die Kategorie der abelschen Gruppen ist isomorph zur Kategorie der
Z-Moduln.

Beweis: Sei M ein Z-Modul, dann ist nach Definition (M,+) eine abel-
sche Gruppe. Interessant ist also die Gegenrichtung. Sei M eine abelsche
Gruppe, z € M, n € N. Wir definieren nz = x + (n — 1)z. Fiir negative n
setzen wir nz = —(—n)z. Die Modulaxiome gelten alle. Man beweist alles
mit Induktion, z.B.

n(x+y) = (+y)+(n-1)(z+y) =r+y+n—-1)z+(n—1)y=nz+ny .

O

Man sieht an der Beispielrechung, dass die Kommutativitat von M wirk-
lich benotigt wird.

(iii) Sei K ein Korper. Ein K[X]-Modul ist dasselbe wie ein K-Vektorraum V'
zusammen mit einem K-Endormorphismus ¢ : V — V.

Beweis: Sei V ein K[X]-Modul. Durch Einschriinken der skalaren Multi-
plikation auf konstante Polynome erhilt man K-Vektorraumstruktur. Die
Multiplikation mit X ist eine K-lineare Abbildung V' — V. Ist umgekehrt
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V ein K-Vektorraum mit Endomorphismus ¢, so definieren wir die skalare
Multiplikation als

(ZaiXi>v:Zai¢”(v) n>0,a, e K,iveV
i=0 i=0

Man {iiberpriift leicht die Modulaxiome. O

Sétze iiber Vektorrdume mit Endormophismus aus der LA 2 (z.B. Jordan-
sche Normalform) sind in Wirklichkeit Sétze iiber K[X]-Moduln.

Bemerkung. Ob A eine Eins hat, ist fiir die allgemeine Theorie nicht wich-
tig. Ist A nicht kommutativ, so muss man unterscheiden zwischen Linksmo-
duln (Formeln wie oben) und Rechtsmoduln mit einer skalaren Multiplikation
M x A — M, so dass das Axiom (iii) gilt in der Form: (ma)b = m(abd) fiir alle
m € M, a,b € A. Man unterscheidet dann auch zwischen Links- und Recht-
sidealn. Zweiseitige Ideale sind dann diejenigen, so dass A/I wieder ein Ring
wird.

Die Grundlagen der Theorie funktionieren wie fiir Koérper. Begriffe wie linear
unabhéngig, Erzeugendensystem, direkte Summe, Untermodul, Quotientenmo-
dul etc. werden genau wie in der lineare Algebra definiert. Ein Modul heift
endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem hat.

Beim Begriff der Basis muss man aufpassen:

Definition 2.4. Sei M ein A-Modul. Ein linear unabhingiges Erzeugendensy-
stem von M heifst Basis. M heif§it frei, falls es eine Basis gibt. Die Mdchtigkeit
einer Basis heif$t Rang von M.

Der Rang eines Moduls ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl der
Basis (Reduktion auf den Fall eines Korpers, Ubungsaufgabe).

Beispiel. (i) Wenn A ein Kérper ist, so sind alle Moduln frei. (Basisexistenz-
satz, Lineare Algebra). Der Rang ist nichts anderes als die Dimension.

(ii) Sei A =7Z, M = 7Z/2Z. Dieser Modul ist nicht frei, denn fiir jedes Element
gilt 2z = 0. Es gibt keine linear unabhéngigen Teilmengen!

(iii) A2 ist frei vom Rang 2 mit Basis {(1,0), (0,1)}.

Beispiel. A ist auch ein A-Modul. Die Untermoduln von A sind genau die
Ideale. Ist A — B ein Ringhomomorphismus, so ist B ein A-Modul.

Wie in der linearen Algebra sind Kern und Bild eine Modulhomomorphismus
Untermoduln. Ist N C M ein Untermodul, so ist M/N ein Modul mit der
induzierten Skalarmultiplikation. Ist speziell M = A der Ring und N C M, so
erhalten wir den Ring A/N zuriick.
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Satz 2.5 (Homomorphiesatz, Noethersche Isomorphiesétze). Sei f : M — N
ein A-Modulhomomorphismus. Dann ist die induzierte Abbildung

f:M/Kerf— Imf
ein Isomorphismus von A-Moduln. Sind N, N' ¢ M Untermoduldn, so ist
(N+N')/N=N'/(NNN')
ein kanonischer Isomorphismus. Sind N' C N C M Untermoduln, so ist
(M/N')/(N/N') = M/N
ein kanonischer Isomorphismus.

Beweis: In der Algebra zeigt man diese Ausagen fiir abelsche Gruppen, in der li-
nearen Algebra fiir Vektorrdume. Die Vertriglichkeit mit der A-Modulstruktur
ist leicht zu iiberpriifen. Wir zeigen beispielhaft die zweite Aussage. Wir be-
trachten den Homormophismus

f:N' = N+N — (N+N')/N

Er hat den Kern {z € N'|x + N = 0} = NN N’. Nach dem Homomorphiesatz
erhalten wir eine Isomorphismus

f:N'/N'NN — Im(f)

Zu zeigen bleibt die Surjektivitét von f. Ein beliebiges Element von (N+N')/N
hat die Form z+a'+N mit € N und 2’ € N'. Wegen z+2'+N = 2+N = f(z)
liegt es im Bild. O

Noethersche Moduln

Definition 2.6. Sei A ein Ring, M ein A-Modul. M heifit noethersch, wenn
jede Kette von Untermoduln von M

MiCcMyCc---CM
stationdr wird, d.h. es gibt n € N mit M; = M;11 fir alle i > n.

Lemma 2.7. FEin Modul ist genau dann noethersch, wenn jeder Untermodul
endlich erzeugt ist. Fin Ring ist noethersch, wenn er noethersch ist als Modul
tiber sich selbst.

Beweis: Sei A ein Ringe, M ein A-Modul, N C M ein Untermodul. Angenom-
men, NN ist nicht endlich erzeugt. Wir konstruieren eine Folge von Elementen
1,9, - € N mit

<z >C< 21,22 >C< Ty, T2, 23 >C ...
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Sei 1 € N beliebig. Angenommen, wir haben x1,...,z, konstruiert. Da N
nicht endlich erzeugt ist, gilt < x1,...,2, ># N. Wir wihlen x,11 € N\ <
Z1,...,Ty >. Dies hat die gewiinschte Eigenschaft. Die Folge von Untermoduln

wird nicht stabil, also ist M nicht noethersch.
Sei umgekehrt jeder Untermodul von M endlich erzeugt. Wir betrachten eine
Folge von Untermoduln

N1 C Ny C N3 C...

Es sei N = J; ;.
Behauptung. N ist ein Untermodul.

Seien z,y € N, a,b € A. Nach Voraussetzung ist + € N; und y € N; fiir
geeignete 7, j. Ohne Einschrénkung ist ¢ > j. Nach Voraussetzung ist N; C N;,
also z,y € N;. Da N; ein Untermodul ist, gilt ax + by € N; C N.

Nach Voraussetzung ist IV endlich erzeugt. Seien x4, ..., z,, Erzeuger. Jedes x;
liegt in einem Np,. Sei k = max; k;. Dann liegen alle z; in Nj. Dies bedeutet

N=<uz1,...,2,p > C N, CN

also Gleichheit.

Sei nun A ein noetherscher Ring. Nach Definition sind alle Ideale, also alle
Untermoduln von A endlich erzeugt. Nach der ersten Hélfte des Lemmas ist A
nothersch als A-Modul. Ebenso folgt die Umkehrung. O

Es gibt eigentlich nur eine Rechenregel fiir noethersche Moduln. Um die zu
formulieren, fithren wir die Sprache der exakten Sequenzen und kommutativen
Diagramme ein. Wenn man sich daran gewthnt hat, ist es eine sehr effiziente
Art der Buchhaltung.

Definition 2.8. FEine (endliche oder unendliche) Folge von Modulhomomor-
phismen

MmN, BNy SN,
heifit exakt, falls fiir 1 <i <mn gilt

Im(f;—1) = Ker(f;)

Beispiel. (i) 0 — N ER N5 ist genau dann exakt, wenn f injektiv ist:
Das Bild der Nullabbildung ist der Nullmodul, also lautet die Bedingung
0 = Ker(f).

(ii) My & My — 0 ist genau dann exakt, wenn g surjektiv ist: Der Kern der
Nullabbildung ist ganz Ms, also lautet die Bedingung Im(g) = Mo.

(iii) 0 — M, ER My % Ms — 0 ist genau dann exakt, wenn ¢ surjektiv ist mit
Kern gleich Tm(f) 2 M;. Solche exakten Sequenzen heien kurze exakte
Sequenz.
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Definition 2.9. FEin Diagram von A-Moduln

M, — M

a| E

le—>N2

heif$st kommutativ, wenn f1g1 = go fo.
Lemma 2.10. Sei A ein Ring,
0—>M1—>M2—>M3—>0

eine kurze exakte Sequenz. Dann ist My genau dann noethersch, wenn My und
M3 noethersch sind.

Beweis: Sei Ms noethersch.
Behauptung. M; ist noethersch.

M, ist ein Untermodul von M5. Alle Untermoduln von M; sind auch Untermo-
duln von Ms, also endlich erzeugt.

Behauptung. Mjs ist noethersch.
Sei m : My — Mj die surjektive Abbildung. Gegeben sei eine Folge
N1 C Ny C...
von Untermoduln von Mj5. Wir betrachten die Urbildfolge
7 INycaINy, C ...

von Untermoduln von Ms. Da My noethersch ist, wird die Folge stabil. Wegen
N; = 7~'N;/M; (Homomorphiesatz) ist dann auch die Ausgangsfolge stabil.

Seien nun M7, M3 beide noethersch. Wir betrachten eine Folge
XicXyC...

von Untermoduln von M.

Behauptung. Die Folge wird stabil.

Zu jedem X; gehort eine kurze exakte Sequenz (Homomorphiesatz)

0—>XiﬂM1—>Xi—>7T(Xi)—>0
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Die Folge der X; N M; wird stabil, da M; noethersch. Die Folge 7(X;) wird
stabil, da M3 noethersch. Fiir geniigend grofles ¢« haben wir die Sitatution

0 — XipNM; —— Xipy —— 71(Xip1) —— 0

=] |< |~

0 —— XinM;, —— X; —— a(X;) —— 0

Wir wollen zeigen, dass X; — X;i1 surjektiv ist. Sei also x € X,;;;. Dann
hat 7(z) ein Urbild in 7(X;). Dieses hat wiederum ein Urbild 2’ € X;. Wir
betrachten nun y = x — 2’ € X;y1. Es liegt nach Konstruktion im Kern von
m, also im Bild von X;; N M;. Nach Voraussetzung hat y dann ein Urbild in
X; N My, also erst recht in X;. Wegen z = x’ + y haben wir ein Urbild fiir =
gefunden. O

Korollar 2.11. Sei A ein noetherscher Ring, M endlich erzeugter A-Modul.
Dann st M noethersch.

Beweis: A ist noethersch als A-Modul. Durch wiederholtes Anwenden von Lem-
ma 2.10 sehen wir, dass A" = AP A® A... A noethersch ist fiir alle n € N.
Seien x1, ..., %, Erzeuger von M. Dann definiert

n
A" — M (aty...,ap) — E a;x;
i=1

einen surjektiven Modulhomomorphismus. Nach Lemma 2.10 ist M noethersch.
O

Leider kennen wir nur wenige noethersche Ringe. Das folgende Theorem &ndert
das ganz dramatisch.

Theorem 2.12 (Hilbertscher Basissatz). Sei A ein noetherscher Ring. Dann
ist der Polynomring A[X| noethersch.

Beweis: Sei I C A[X] ein Ideal. Wir suchen nach endlich vielen Erzeugern.
Um zu verstehen, wie wir vorgehen miissen, erinnern wir uns an den Fall, dass
A = K ein Korper ist. Dann wissen wir ja, dass jedes Ideal von nur einem
Element erzeugt wird. Wir finden den Erzeuger als ein Polynom minimalen
Grades ungleich 0. Das jedes solches Element ein Erzeuger ist, wird mit Hilfe
des euklidischen Algorithmuses (also Polynomdivision) gezeigt. Dies miissen wir
variieren, da wir durch Koeffizienten nicht dividieren kénnen. Daher:

Fiir jedes n > 0 sei I,, C A[X] die Menge der Polynome vom Grad kleiner gleich
n. Dies ist ein A-Modul. Sei

Jp={a€ Alesgibt PeI,,P=aX"+...}

Dies ist ein Ideal von A, also endlich erzeugt. Wegen X1, C 1,11 gilt J,, C Jp41.
Da A noethersch ist, wird die Folge von Koeffizientenidealen

JoCJ1 CJy...



20 KAPITEL 2. NOETHERSCHE RINGE UND MODULN

konstant. Sei I, = Jy fiir alle n > d. Wir wihlen fir n < d A-Erzeuger
aﬁ”), aé"), e ag:) € J,. Wir wihlen weiter Pj(n) € I, mit

(n)_ nyn
Pj =a; X"+ ...

Behauptung. Die Pj(") firn<d,j=1,...,r, erzeugen I.

Sei @ = bX™ + .... Der Beweis wird durch Induktion iiber m gefiihrt. Sei
zunéchst m < d. Wir rechnen in I, und J,,. Dann gibt es ¢1,...,¢,,, € A, so

dass .
b = Z cial(m)
i=1

Es folgt:

Tm

Q- Z CiPi(m)
i=1

hat Grad echt kleiner als m. Nach Induktionsannahme wird es durch die Erzeu-
ger ausgedriickt, daher gilt dasselbe auch fiir Q.

Sei nun m > d. Dann gibt es ¢i,...,¢,, € A, so dass
T4
b= Z C,L'(I,Ed)
i=1
Es folgt

rdq
Q _ Z CimedPi(d)

i=1
hat Grad echt kleiner als m. Wieder sind wir nach Induktionsannahme fertig.
Der Induktionsanfang ist iibrigens fir I_; = O

Korollar 2.13. Sei A = 7Z oder A = K ein Korper. Dann ist A[Xq,...,X,]
noethersch.

Beweis: Induktion. O
Hieraus werden noch viel mehr Beispiele.

Definition 2.14. Sei A — B ein Ringhomomorphismus. B heif$t endlich er-
zeugte A-Algebra, wenn es Elemente by,...,b, € B gibt, so dass jedes Element
b € B geschrieben werden kann als

b= Z a;bi b2 .. bin a; € A, fast alle 0
iENn

(mit Multiindizes i = (i1, ...,in))-
Mit anderen Worten, es gibt einen surjektiven Ringhomomorphismus

A[Xl,,Xn]HB XiHLL'Z
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Korollar 2.15. Sei A ein noetherscher Ring, B endlich erzeugte A-Algebra.
Dann ist B noethersch.

Beweis: Hilbertscher Basissatz und Lemma 2.2 O
Und damit endlich:

Korollar 2.16. Sei k algebraisch abgeschlossener Kérper, V. C A™ eine al-
gebraische Menge diber k. Dann ist O(V') noethersch. Jede algebraische Menge
wird durch endlich viele Gleichungen definiert. Sie ist Schnitt von endlich vielen
Hyperflichen.

Beweis: O(V) 2 k[X1,...,X,]/I(V)ist endlich erzeugte k-algebra, also noethersch.
Als Ideal in einem noetherschen Ring ist I(V') endlich erzeugt,

I(V)=<f1,..., fn>

und offensichtlich

n

VI(V) =V (f1,-. fa) = [ V(i)

i=1
Behauptung. V =V (I(V))

Sei V' = V(S). Wegen S C I(V) folgt V(S) D V(I(V)). Sei P € V. Nach
Definition von I(V) ist P Nullstelle jedes Elementes von I(V), liegt also in
V(I(V)). O

Es ist sehr schwer anzugeben oder zu charakterisieren, wieviele Gleichungen
benotigt werden. Man bendtigt wenigsten n — dim(V)-viele (das werden wir
zeigen). Das ist auch der sogenannte generische Fall, den man fiir zufillige Glei-
chungen erwarten kann. Der allgemeine Fall ist jedoch offen!
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Kapitel 3

Hilbertscher Nullstellensatz

Wir kehren nun wieder zur Varietitensituation zuriick. Wir wollen die Korre-
spondenz von Idealen und affinen Varietdten verstehen.
V:{SCk[Xy,...,Xn]} = {V CA"}

ordnet jeder Teilmenge eine abgeschlossene Teilmenge zu, die durch S definierte
affine Varietét.
I{VCA"} - {SCk[Xy,...,X,]|}

ordnet jeder Teilmenge das Verschwindungsideal zu. Wir hatten bereits iiber-
priift (Beweis von Korollar 2.16) dass

V(I(V)) =V

fiir alle algebraischen Mengen.
Nicht jedes Ideal kann auftauchen, denn wenn f" € I(V) fiir ein f € O(A"),
n €N, soist feI(V).

Definition 3.1. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal. Ein Ideal heifit reduziert,
wenn fir alle x € A, n € N gilt:

"el=xel

Ziel ist zu beweisen:

Theorem 3.2 (Hilbertscher Nullstellensatz). Sei k algebraisch abgeschlossener
Korper. Fiir jede Teilmenge S C k[X1,...,X,] gilt

I(V(S)=v<S>

Insbesondere erhalten wir eine Bijektion zwischen reduzierten Idealen von k[ X1, . ..

und abgeschlossenen Teilmengen von A™.

Dies bedeutet auch I(V(I)) = I fiir alle reduzierten Ideale I.
Der Beweis wird noch etwas dauern. Wir beginnen mit einem Spezialfall, ndmlich
den maximalen Idealen.

23
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Definition 3.3. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal. Dann heifit I maximal, wenn
es mazimal ist in der teilgeordneten Menge der echten Ideale. D.h. fiir alle Ideale
Jmit I CJCAistl=J oder J=A.

Beispiel. Sei P € A™. Dann ist I(P) = {f € O(A™)|f(P) = 0} ein maximales
Ideal, denn: Sei I(P) C J C O(A™) ein Ideal. Sei f € J \ I(P), d.h. f(P) # 0.
Wir betrachten [ = f — f(P). Dies ist ein Element von I(P) C J. Da J ein
Ideal ist, folgt f(P) € J. Da f(P) # 0, existiert f(P)~! € k C O(A"™). Da J ein
Ideal ist, liegt 1 = f(P)~1f(P) € J.

Lemma 3.4. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal. Dann ist I genau dann mazimal,
wenn A/I ein Kérper ist.

Beweis: Wir betrachten die surjektive Abbildung 7 : A — A/I. I # A ist
dquivalent dazu, dass A/ I ein Ring ist. Dies setzen wir voraus.
Sei zunéchst I maximal, f € A/I eine Restklasse. Wir betrachten

Icrt<f>cA

Da I maximal ist, gilt entweder I = 7=1(< f >) (d.h. 77 'f € [ = f = 0)
oder 77! < f >= A, d.h. es gibt f € 771 f und ein g € A mit gf = 1. Es folgt
7(g)m(f) = 7(g)f = 1. Damit ist A/I ein Kérper.

Sei umgekehrt A/I ein Korper und I € J C A ein Ideal. Da I C J, gilt
J = m7tx(J). Wir betrachten

O=n(I)Ccn(J)CA/I

In einem Koérper gibt es nur zwei Ideale, daher ist entweder 7(J) = 0 (also
J=n"tx(J)=1I) oder m(J) = A/I (also J = A). O

Beispiel. Sei P € A" ein Punkt. Dann ist O(A™)/I(P) = O(P) = k. Dies
ist ein Korper, also ist I(P) maximal. Ist P = (ay,...,a,) € k™, so liegen die
Funktionen X; —a; fir i = 1,...,n in I(P). Offensichtlich gilt sogar

I(P):<X1—a1,...,Xn—an>

Theorem 3.5 (Schwacher Nullstellensatz). Sei k algebraisch abgeschlossen und
A = O(A™). Dann sind alle mazimalen Ideale von der Form

<Xi—ay,...,Xpn—a,> mita; €k firi=1,...,n

D.h. alle Funktionen des maximalen Ideals haben eine gemeinsame Nullstelle,
ndmlich P = (aq,...,a,).

Beispiel. Sei n = 1. Dann sind alle Ideale Hauptideale, d.h. erzeugt von einem
Polynom. Die maximalen Ideale werden dabei von den irreduziblen Polynomen
erzeugt. Da k algebraisch abgeschlossen ist, sind die irreduziblen Polynome li-
near.

An dieser Stelle brauchen wir einen Satz aus der Korpertheorie, der typischer-
weise in Algebra bewiesen wird:
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Lemma 3.6. Sei K ein Kiorper, K — FE = K|z] eine K-Algebra, die von einem
Element erzeugt wird. Sei auflerdem E nullteilerfrei, (d.h. ef = 0 impliziert
e=0 oder f =0 fir allee, f € E). Dann ist E genau dann ein Korper, wenn
dimg F < co.

Falls E Korper ist, so heiflt z algebraisch iber K.

Beweis: (vergleiche Algebra) Angenommen, die Monome 2% sind K-linear un-
abhéngig. Dann ist dimy F = oo. Andernfalls gibt es eine nicht-triviale Relation

Zaixi =0 mit a; € K
i=0
Ohne Einschrankung ist a,, # 0.

n—1

Behauptung. 1,z,...,x erzeugen E als K-Vektorraum.

Klar fiir 2. Multiplikation der Relation mit  macht 2" linear abhiingig von
x,...,2", also auch von 1,...,2" "' Etc.
D.h. F ist nun ein endlich-dimensionaler Vektorraum.

Behauptung. F ist Korper.

Sei y € £~ 0. Multiplikation mit y ist eine K-lineare Abbildung ¢, : £ — E.
Wegen y1 = y ist dies nicht die Nullabildung. Wir betrachten das charakteristi-
sche Polynom von ¢,

X=>_ bX'mitb € K (1)
1=0

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton (lineare Algebra) ist x(¢,) = 0. Anwenden

auf (1) ergibt
S =
i=0

Falls by # 0, so teilen wir die Relation durch y. Da E nullteilerfrei ist, erhalten
wir eine neue kiirzere Relation. Durch mehrfaches Anwenden erhalten wir eine
Relation mit by # 0, oder ohne Einschrinkung by = 1. Dann 16sen wir auf:

m—1
-y Z biy'tt =1
=1

Damit hat y ein inverses Element. O

Lemma 3.7. Sei K — L ein Kérperhomomorphismus, dimg L < oco. Sei V
ein endlich-dimensionaler L-Vektorraum. Dann ist V ein endlich-dimensionaler
K -Vektoraum.

Beweis: Sei eq,...,e, eine K-Basis von L. Sei vy,...,v,, eine L-Basis von V.
Man iiberzeugt sich leicht, dass {e;v;|i = 1,...,n,j = 1,...,m} eine K-Basis
von V ist. O



26 KAPITEL 3. HILBERTSCHER NULLSTELLENSATZ

Satz 3.8. Sei K ein Korper, K — E eine endlich erzeugte K-Algebra. Wenn
FE ein Korper ist, so ist E eine endliche algebraische Erweiterung von K, d.h.
dlmK FE < 0.

In diesem Satz verbirgt sich die Hauptarbeit auf dem Weg zum Nullstellensatz.

Beweis: Nach Voraussetzung ist F = K|z, ...,x,] fir Elemente z; € E. Wir
wollen mit Induktion iiber n argumentieren. Das Lemma soll den Induktions-
schluss liefern. Wegen der Transitivitdt der Dimension wiirde das funktionieren.
Wir versuchen den Schluss von K auf K[z]. Der Ring K[z1] ist nullteilerfrei
(da in E enthalten). Er ist nach Lemma 3.6 genau dann endlich dimensional
iiber K, wenn er ein Korper ist. Letzteres wissen wir aber gar nicht! Daher:
Wir sortieren x1,...,2, so um, dass xi,...,x, algebraisch unabhéngig sind,
(d.h. fir ¢ < r ist z; nicht algebraisch iiber K(z1,...,2;-1), dem Korper der
von x1,...,x;—1 und K erzeugt wird), aber x,1,...,x, algebraisch abhingig
sind iiber F' = K(z1,...,z,). Wiederholtes Anwenden von Lemma 3.6 sowie
Lemma 3.7 besagen, dass E endlich-dimensional ist als F-Vektorraum.

Behauptung. F ist endlich erzeugt als K-Algebra.

Sei y1,...,Ymn eine F-Basis von E.
Wir driicken die z1,...,z, in dieser Basis aus.
m
vi =Y fijy; fij € F (*)
=1

viv; = Y fijfigrue figu € F
I

Sei Fy die K-Unteralgebra von F, die von den f;j, fiji erzeugt wird. Es ist
KCcFyCF

F{ ist noethersch nach Hilbertschem Basissatz.
Unterbehauptung. F' ist endlich erzeugter Fy-Modul.

Wir betrachten den Fp-Modul < 1,y1,...,9m >. Da fijr € Fy ist er abge-
schlossen unter Multiplikation und enthélt 1, also eine K-Unteralgebra von E.
Weiterhin enthélt er xq,...,2,, also auch K[Xy,...,X,] = E.
F ist ein Fy-Untermodul von E. Da E endlich erzeugter Fp-Modul ist und Fjy
noethersch, ist auch F' endlich erzeugt als Fy-Modul.
F, ist endlich erzeugte K-Algebra, F' ein endlich erzeugter Fy-Modul. (Beweis
der Unterbehauptung) Insgesamt wird F' damit zu einer endlich erzeugten K-
Algebra. (Beweis der Behauptung)
Sei F' = Kuy,...,us]. Wir schreiben

uizﬁ f,‘,giEK[.’lﬁl,...,xr]gK[Xl,...,XT]

7
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Sei h ein Polynom, das teilerfremd zu allen g; ist, z.B. h=¢;1...9s+1 € F. Da
F ein Koérper ist, gilt h~! € F, also

=Y ai=Yal s
i - 1 9
Z&hler von A1

1=hh"'=h
Hauptnenner von h—1

Der Hauptnenner von h~! teilt wenigstens ein g;, ist also teilerfremd zu h.
Daher ist diese Gleichung ein Widerspruch zur Existenz von u, ..., us. Es folgt
F = K. Wir haben bereits dimp F < oo gezeigt und sind fertig. O

Beweis von Theorem 3.5: Sei k algebraisch abgeschlossen, I C k[Xq,...,X,]
maximal. Dann ist E = k[X1,...,X,]|/I ein Kérper, der als k-Algebra endlich
erzeugt ist. Nach Satz 3.8 ist dimy F < oo.

Behauptung. F =k.

Sei y € E. Wie im Beweis von Lemma 3.6 ist y Nullstelle eines nicht-trivialen
Polynoms iiber k. Da k algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt es in Linearfakto-
ren. y ist Nullstelle eines Linearfaktors, liegt also in k.

Sei a; das Bild von X; in F = k. Dann liegt X; — a; in I. Es ist

<Xi—ay,....,X,—a, >C1I
Beide Ideale sind maximal, also gleich. O

Beweis von Theorem 3.2: Sei k algebraisch abgeschlossen, J C k[Xq,...,X,]
ein Ideal.

Behauptung. I(V(J)) =J

Die Inklusion D ist klar.
Fiir die Umkehrung sei J =< f1,..., fm >, g € I(V(J)). Wir benutzen einen
Trick. Sei X eine weitere Unbestimmte. Wir betrachten das Ideal

J =< fl,...,fm,].—X()g >C k[X(h,Xn]

Angenommen, dies ist nicht ganz k[Xo, ..., X,].
Unterbehauptung. J' ist einem mazimalen Ideal enthalten.

Wenn J' nicht maximal ist, so ist es echt in einem gréfleren enthalten. Ist dieses
nicht maximal, so gibt es ein echt grofleres, etc. Da der Ring noethersch ist,
endet dieser Prozess.

Nach dem schwachen Nullstellensatz Theorem 3.5 hat dieses maximale Ideal
eine gemeinsame Nullstelle P’ = (ay, ..., a,), die dann auch gemeinsame Null-
stelle aller Elemente von J’ ist. Insbesondere ist P = (a1,...,a,) gemeinsame
Nullstelle von f1,. .., fn, liegt also in V(J). Wegen g € I(V(J)) folgt g(P) = 0.
Dies ist ein Widerspruch zu 1 — agg(P) = 0.
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Damit ist J' = k[Xo, ..., X,]. Also gibt es hg, ..., hy, € k[Xo, ..., X,] mit
L=hifi +hafo+ -+ hpfm + ho(1 — Xog)

Wir ersetzen in dieser Relation Xy durch 1/g (Achtung, auch die h; hingen von
X ab!) und Multiplizieren mit einer hohen Potenz von g. Dies ergibt

gN =W i fm =g EeNT



Kapitel 4
Topologische Eigenschaften

Definition 4.1. Fin topologischer Raum Y heifit irreduzibel, wenn Y # () und
er nicht Vereinigung Y =Y, UYs von echten abgeschlossenen Teilmengen ist.

Beispiel. (i) R mit der gewshnlichen Topologie ist nicht irreduzibel.

(ii) A! mit der Zariski-Topologie ist irreduzibel.

(iii) Einelementige algebraische Mengen sind irreduzibel.

(iv) V(X1 X2) = V(X1) UV (X3) C A? ist reduzibel.

Da die Zariski-Topologie sich durch Ideale beschreiben ldsst, muss auch diese
Eigenschaft eine Charakterisierung in Termen des Ideals haben. Offensichtliches
Problem ist Funktionen wie X1, Xz € I(V(X1X32)).

Definition 4.2. Sei A ein Ring, I C A ein Ideal. I heifst Primideal, wenn
I # A und fir alle a,b € A gilt: aus ab € I folgt a € I oder b € 1.

Beispiel. Sei I = (n) C Z ein Primideal, n € N. Wegen I # Z ist n # 1. Fiir
alle a,be Z
ab € (n) < nlab = n|a oder n|b

Dies ist die Definition von Primelement. n ist Primzahl.
Bemerkung. Primideale sind reduziert.

Satz 4.3. Eine affine Varietit Y ist irreduzibel genau dann, wenn I(Y) ein
Primideal ist.

Beweis: Se Y irreduzibel, seien f,g € O(A"), fg € I(Y). Dann gilt ¥ C
V(fg) =V(f)UV(g). Daher

Y = (V(/)NY)U(V(g)NY)

Da Y irreduzibel, so gilt ohne Einschriankung Y = V(f)NY, also Y C V(f)
und daher f € I(Y).

29
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Sei umgekehrt J = I(Y") ein Primideal. Angenommen V' (J) = Y; UY5. Dann ist
J=1(Y1UYs) = I(Y1) N I(Y3). Angenommen J # I(Y7),1(Y3). Dann gibt es
fi € I(Y;) . J. Es folgt y1151 € I(Y1) N 1(Y2) = J. Dies ist ein Primideal, also
y1 € J oder yo € J. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl der y;. Es gilt also ohne
Einschrankung I(Y) = J = I(Y1). Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz folgt
Y =Y. Damit ist V = V(J) irreduzibel. O

Bemerkung. Wir haben also Bijektionen

{reduzierte Ideale} < {affine Varietéten}
{Primideale} < {irreduzible affine Varietéiten}
{maximale Ideale} < {Punkte}

Lemma 4.4. Sei A ein Ring, I C A ein Primideal. Dann ist I ein Primideal
genau dann, wenn A/I ein nullteilerfreier Ring ist.

Ein Ring heiflt nullteilerfrei oder auch Integrititsbereich, wenn ab =0 = a =0
oder b = 0.

Beweis: Sei I Primideal. Wegen I # A ist A/I ein Ring. Sei @ = a + I,b =
b+1 € A/I mit ab = 0. Dann gilt ab+1 =0+1 < ab € I. Da I Primideal ist,
folgt a € I oder b €1, bzw. @ = 0 oder b = 0. Die Umkehrung geht genauso. [

Korollar 4.5. Mazimale Ideale sind stets Primideale.

Beweis: Korper sind nullteilerfrei. O

Beispiel. A" ist irreduzibel, denn k[X7, ..., X, ] ist ein Integritii.‘.csbereich. Ist
f € k[Xy,...,X,] irreduzibel, so ist V(f) ebenfalls irreduzibel (Ubungsaufga-
be):

Definition 4.6. Ein topologischer Raum heifit noethersch, wenn jede abstei-
gende Kette
YioY,D...

von abgeschlossenen Teilmengen stabil wird.

Beispiel. Affine Varietéiten sind noethersch, denn Ketten von Varietéiten ent-
sprechen bijektiv Ketten von Idealen.

Lemma 4.7. Sei Y noetherscher topologischer Raum und X CY offen. Dann
ist X noetherscher topologischer Raum.

Beweis: Wir betrachten eine Folge
X1 DXeD...

von abgeschlossenen Teilmenge von X. Nach Definition ist die Folge der Ab-

schliisse o o
X1DX2D

eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen von Y. Da Y noethersch ist, wird
sie stabil. Wegen X N X; = X ist dann auch die Ausgangsfolge stabil. O
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Satz 4.8. Sei X ein noetherscher topologischer Raum. Dann ist jede abgeschlos-
sene Teilmenge Y C X Vereinigung von endlich vielen irreduziblen Teilmengen.

Beweis: Angenommen, Y ist nicht irreduzibel, also Y = Yy U Y7 mit echten
abgeschlossenen Teilmengen Yy, Y;. Angenommen, Yy ist nicht irreduzibel, also
Yy = YyoUYy1 mit echten abgeschlossenen Teilmengen Y, Yo1. Angenommen, Y;
ist nicht irreduzibel, also Y7 = Y79 UY7; mit echten abgeschlossenen Teilmengen
Y10, Y11 Diesen Prozess setzen wir fort. Angenommen, er endet nicht. Dann gibt
es eine Kette von abgeschlossenen Teilmengen, die nicht stabil wird. Dies ist ein
Widerspruch zu Y noethersch. O

Definition 4.9. Sei Y eine affine Varietdt. Fine irreduzible abgeschlossene Teil-
menge Y/ C Y heifit irreduzible Komponente, wenn fiir jede irreduzible abge-
schlossene Teilmenge Y CY" CY qilt Y =Y.

Korollar 4.10 (Zerlegung in irreduzible Komponenten). Sei Y eine affine Va-
rietdt. Dann hat Y endlich viele irreduzible Komponenten Y; fir i =1,...,n
und es gilt

Y=Y,U---UY,
Ist Y' C Y irreduzibel, so gibt esi mit Y' CY;.

Beweis: Sei Y =Y, U---UY, die Zerlegung aus dem Satz. Wir setzen weiter
voraus, dass wir keine der irreduziblen Mengen weglassen kénnen.

Behauptung. Se: Y’ C Y irreduzibel. Dann gibt es i mit Y' CY;.

Wir betrachten Y/ =Y; NY’. Es gilt

Y/ _ U }/i/
i=1
Da Y’ irreduzibel ist, folgt Y =Y/ fiir ein ¢. D.h. es gilt Y’ C ¥;.
Dies zeigt, dass Yi,..., Y, die irreduzible Komponenten sind. O

Man kann denselben Satz auch fiir Primideale in noetherschen Ringen beweisen.
Topologisch argumentiert es sich leichter.

Definition 4.11. Sei X ein topologischer Raum. Die Dimension von X ist
dim X = sup{n € Ny| es gibt eine Kette Xg 2 X1 C -+ C X,,, X; C X irreduzibel

Beispiel. (i) X ={P} = dim X = 0, denn die einzige irreduzible Teilmenge
ist X selbst.

(ii) X = A! hat Dimension 1, die Ketten haben die Form {P} C A! fiir
beliebiges P.



32 KAPITEL 4. TOPOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN

(iii) Sei V = V(XY, XZ) C A. Es gilt
V ={(z,y,2)|zy = 0,22 =0} = {(0,y, 2)|y, z € k} U{(z,0,0)|z € k}

Diese Menge hat Dimension > 2. Die irreduzible Komponente V (Y, Z) hat
Dimension 1.

Lemma 4.12. Die Dimension von X ist gleich der Krulldimension von O(X),
d.h. gleich der maximalen Linge einer echten Kette von Primidealen.

Beweis: Klar O

Bemerkung. Sogar in noetherschen Ringen muss die Krulldimension nicht im-
mer endlich sein.

Einige Eigenschaften der Dimension sind klar.

Bemerkung. (i) Sei Y C W abgeschlossene Teilmengen. Dann ist dimY C
dim W, denn jede Kette von irreduziblen Teilmengen von Y ist auch eine
in W.

(ii) dim A™ > n, denn es gibt die Kette
A" o V(Xl) 2 V(X17X2) 2 U 2 V(Xla cee 7Xn)

Tatsédchlich gilt dim A™ = n, aber das wir uns noch einige Miihe machen. Ins-
besondere sind alle affinen Varietéiten endlich-dimensional.

Ist k = C, so trigt jede jede Zariski-abgeschlossene Teilmenge Y C C™ auch die
gewOhnliche Topologie. Tatséchlich stimmen die Dimensionsbegriffe iiberein.

Offene Uberdeckungen

Definition 4.13. Sei V' eine affine Varietit. Dann heiflen offene Menge der
Form
U=V \V(f)

fir f € O(V) standardoffene Mengen in V.

Bemerkung. Wir haben bisher nur V(f) C A" fir f € k[Xy,...,X,] defi-
niert. In der Definition ist f € k[Xy,..., X,,]/I(V). Das ist aber ein harmloser
Unterschied. Es hat ein Urbild f € k[Xq,...,X,]. Es ist dann

V() =v(HinV
und dies ist unabhéngig von der Wahl von f . Mit anderen Worten:

V() ={P e VI|f(P) =0}

Lemma 4.14. SeiV eine affine Varietit, U C V offen. Dann ist U Vereinigung
von standardoffenen Mengen.
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Insbesondere sind die standardoffenen Menge eine Basis fiir die Topologie.

Beweis: Sei U =V \ Z. Dann ist Z = V(5) fiir eine Menge S C k[V]. Daher:

Vi) = VH=U=vv(©S)=Jv~v(H=UUs

fes fes fes
O

Tatséchlich geniigt eine endliche Vereinigung, denn jede abgeschlossene Teil-
menge wird durch endlich viele Gleichungen definiert. Das folgt bereits daraus,
dass die topologischen Rdume noethersch sind.

Lemma 4.15. Sei Y noetherscher topologischer Raum, {U;}icr eine offene
Uberdeckung, d.h U; CY offen

Y = JU;
el

Dann existiert eine endliche Teiliiberdeckung {U;,,...,U;, }, d.h. endliche viele
i1, .., 0n € 1 mit
Yy =J U,
j=1

Bemerkung. Topologische Rdume mit dieser Eigenschaft heiflen quasi-kompakt
(oder auch kompakt, je nach Quelle). Ein topologischer Raum ist kompakt,
wenn er quasi-kompakt und hausdorff ist. Da Varietéten (fast) nie hausdorff
sind, interessiert uns Quasi-Kompaktheit.

Beweis: Angenommen, Y hat keine endliche Teiliiberdeckung. Dann konstruie-

ren wir induktiv eine Folge U, fiir j € N so dass fiir U, = U, <; Ui, silt

UL S UL S UL C

= =

Sei némlich 7 beliebig. Da Y nicht von einem U; iiberdeckt wird, gibt es P €
Y \Uj,. Da die U; ganz Y iiberdecken, gibt es einen Index iy mit P € Uy,. Da
Y nicht von zwei offenen Mengen {iberdeckt wird, gibt es @ € Y \U;, UU,, etc.
Komplementér gibt es eine absteigende Folge

212722 ...

von abgeschlossenen Mengen in Y. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass Y
noethersch ist. O

Korollar 4.16. Alle quasi-affinen Varietdten sind quasi-kompakt.

Beweis: Affine Varietdten sind noethersch. Nach Lemma 4.7 sind dann auch
quasi-affine noethersch. Nach Lemma 4.15 sind sie quasi-kompakt. O
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Kapitel 5

Lokale Ringe und
Lokalisierung

Der irreduzible Fall
Definition 5.1. Sei A ein nullteilerfreier Ring. Dann heifit

Q(A) = {%|a cAse AN {O}}

Quotientenkérper von A. Dabei ist % die Aquivalenzklasse des Paars (a,s) €
A x (A~ {0}) beziglich der Aquivalenzrelation

(a,s) ~ (a',s') & as’ = d's fir alle a,d’,s,s' € A,s,8" #0
Die Addition und Multiplikation ist die Addition und Multiplikation von Briichen.
Beispiel. Q(Z) = Q.
Definition 5.2. Sei V' eine irreduzible affine Varietit. Dann heifst
k(V) = Q(k[V])

Funktionenkérper von V. Die Elemente von k(V') heiffen rationale Funktionen
auf V. Sei P € V und f € k(V). Dann heifit f reguldr in P, falls f = {

mit h(P) # 0. In diesem Fall setzen wir f(P) = %. Andernfalls setzen wir
f(P) = co. Der Ring

Op ={f € k(V)|f regulir in P}
heifst lokaler Ring von V' in P.
Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dass f(P) wohldefiniert ist.

Definition 5.3. FEin Ring heifit lokal, wenn er genau ein maximales Ideal hat.

35
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Lemma 5.4. Sei V affine Varietit, P € V. Dann ist Op lokal mit mazimalem
Ideal mp = {f € Op|f(P) = 0}.

Beweis: Wir betrachten die Auswertungfunktion
OP - k» f = f(P)

Sie ist surjektiv da & C k[V] C Op und hat den Kern mp. Damit ist mp
maximal.

Behauptung. Jedes Element in Op \. mp ist invertierbar.

Sei f = g/h € Op ~mp mit h(P) # 0. Nach Voraussetzung ist g(P) # 0. Dann
ist h/g das gesuchte Inverse.

Behauptung. Jedes echte Ideal ist in mp enthalten.

Sei I C Op ein echtes Ideal. Dann enthélt I keine invertierbaren Elemente, d.h.
INOp~mp)=0<1Cmp

In dieser Situation ist jedes maximale Ideal in mp enthalten, also gleich mp. O

Wir halten das Kriterium fest, dass wir gerade im Beweis verifiziert haben:

Lemma 5.5. Sei A ein Ring, m C A ein Ideal. Dann ist A genau dann lokal
mit mazimalem Ideal m, wenn A ~ m die Menge der invertierbaren Elemente
von A ist.

Definition 5.6. Sei V C A" quasi-affin und irreduzibel. Dann setzen wir

oWV)= () Or

Pev
den Ring der algebraischen Funktionen auf V.

Bemerkung. Jetzt miissen wir eigentlich sofort iiberpriifen, dass fiir affine
Varietidten k[V] = O(V) (im obigen Sinn.) Das ist wahr, aber verschieben den
Beweis, bis wir uns von der Irreduzibiltdtsvoraussetzung l6sen konnen. Fiirs
erste unterscheiden wir k[V] und O(V).

Lemma 5.7. Sei V eine irreduzible affine Varietit, f € k(V) Dann ist
U= {P e V|f regulir in P}

offen in V.

Beweis: Sei I ={(g,h) € k[V]?|f = g/h}. Dann gilt

U:UUh

(g,h)erl

wobei wie vorher U, =V \ V(h). O
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Korollar 5.8. Sei V' quasi-affin, irreduzibel, P € V. Dann gilt

or=J oW

PeU
wobei U alle offenen Teilmengen von V' durchlduft, die P enthalten.

Die Elemente von Op heiflen daher auch Keime von algebraischen Funktionen,
ein Begriff aus der Garbentheorie.

Lokalisierung von Moduln

Wir wollen nun das Rechnen mit Briichen ** verstehen, wobei m aus einem

Modul kommt, s aus dem Ring. Wir erinnern uns an die Additions- und Multi-
pliaktionsregeln:

m m  §m4+sm’ am’ am

s s! ss' s 8 55

/

!

Dafiir muss man Nenner multiplizieren kénnen.

Definition 5.9. Sei A ein Ring. Eine Teilmenge S C A heif$t multiplikativ,
wenn 1 €S,0¢ S und S abgeschlossen unter Multiplikation.

Beispiel. (i) Sei f € A ein Element. Dann ist Sy = {1, f, f2,...} multipli-
kativ, falls f nicht nilpotent ist.

(ii) Seip C A ein Primideal. Dann ist S, = A \ p multiplikaiv.

(iii) Sei A Ring, S die Menge aller Elemente ungleich 0, die keine Nullteiler
sind. Diese Menge ist multiplikativ. Ist A nullteilerfrei, so ist dies S =
A~ {0},

Definition 5.10. Sei A ein Ring, S C A multiplikativ, M ein A-Modul. Auf
M x S definieren eine Relation durch

(m,s) ~ (m',s") & es gibt t € S mit ts'm = tsm’

fiir alle m,m’ € M, s,s" € S. Wir schreiben ™ fiir die Aquivalenzklasse von
(m, s). Dann heifst
STIM = {@|m eM,se S}
s

Lokalisierung von M an S.
Fir f € A nicht nilpotent schreiben wir My = S;lM. Fiir ein Primideal p C A

schreiben wir M, = SglM.

Die Relation ist so gemacht, dass zwei Briiche gleich sind, wenn sie nach Erwei-
tern gleich sind. Wenn der Ring keine Nullteiler enthélt, geniigt Erweitern auf
einen gemeinsamen Nenner, z.B. das Produkt der Nenner. Wenn A Nullteiler
enthilt, muss man die zusétzlich Erweiterung um ein ¢ zulassen.
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Lemma 5.11. Seien A, S, M wie in der Definition.
(i) ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(ii) Mit der Addition von Briichen ist ST'M eine abelsche Gruppe.

(iii) S™'A mit der Addition und Multiplikation von Briichen ist ein Ring. Die
Abbildung a — ¢ ist ein Ringhomomorphismus.
(iv) Mit der Multiplikation von Briichen ist S™1M ein S=*A-Modul.

Beweis: Symmetrie und Reflexivitét ist klar. Sei
(m,s) ~ (m',s") ~ (m",s")
Dann gibt es nach Voraussetzung ¢,¢’ € S mit
ts'm = tsm/, t's"m' =t's'm" = tt's's"m =t's" (tsm') = ts(t's'm")

Also (m,s) ~ (m”,s") via tt's’ € S.
Die Verifikation aller anderen Aussagen ist elementares Rechnen mit Briichen.
Wir behandeln bespielhaft die Wohldefiniertheit der Addition. Sei

m m n n
S t

mit m,m’,n,n’ € M, s,s',t,t' € S. Nach Definition gibt es dann u,v € S mit

us'm  usm’ vtt'us'm  vtt'usm’

= = =
ss'u ss'u’ vtt'ss'u vtt'ss'u
vt'n  otn/ uss'vt'n  uss'vin’

= = =
tt'v tt'v uss’'tt'v uss’'tt'v

Ebenso
tm+sn  s'tuv(tm +sn) t'm' 4+ s'n'  stuv(t’'m’ + s'n’)
st uvtt'ss’ ’ st N uvtt'ss’
Einsetzen ergibt die Behauptung. O

Beispiel. Sei A = k[V] fiir eine irreduzible affine Varietdt, S = A ~ {0}. Dann
ist (V) = S71A. Sei P € V und m = I(P) das zugehérige maximale Ideal.
Dann ist Op = Ay,.

Bemerkung. Gibt es einen Nullteiler s € S, so ist A — S~!A nicht injektiv,

denn £ = 9. (Ubungsaufgabe)

Ist f: M — N ein Morphismus von A-Moduln, S C A multiplikativ, so erhélt

man durch f(2) = @ fiir alle m € M, s € S einen induzierten Morphismus
von S~!A-Moduln.
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Lemma 5.12. Sei A ein Ring, S C A eine multiplikative Menge,
VN VARG VA
eine exakte Sequenz von A-Moduln. Dann ist
STIM, — STIMy — ST M,
eine exakte Sequenz von S™1A-Moduln.

Funktoren mit dieser Eigenschaft nennt man ezakt.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt g o f = 0. Sei nun " € S~IM, mit m; €
My,s € S. Dann ist

oy =228l ¢

Dies bedeutet Im g C Ker f.
Sei nun “2 € S~ M,, das im Kern von g liegt, also

s 1 st

fiir ein t € S. Wegen der A-Linearitdt von g folgt
0 = tg(mz) = g(tm2)
Wegen der Exaktheit der Sequenz gibt es my € My mit f(m1) = tmgy. Dann ist

mi
ts

flm) _ tmg  my

ts st s

f—>) =

O

Korollar 5.13. Sei A ein Ring, S C A multiplikativ, I C A ein Ideal. Dann
ist STYI C ST A ein Ideal. Es ist S~'1 = S~1A genau dann, wenn SN I # 0.

Beweis: Da S~1 exakt ist, ist S™'1 € S~!A ein Untermodul, also ein Ideal. Wir
haben Gleichheit genau dann, wenn % € S7'I, d.h. von der Form S mit s € S
(Nenner) und s € I (Zahler). O

Lemma 5.14. Sei A ein Ring, p C A ein Primideal. Dann ist A, ein lokaler
Ring mit mazimalem Ideal p, = S;lp.

Beweis: Sp_lp ist ein Ideal. Wir zeigen, dass alle Elemente von Sp_lA ~ Sp_lp
invertierbar sind. (Dann sind alle echten Ideal in S, 'p enthalten, der Ring ist
lokal.) Sei also ¢ im Komplement. D.h. a € A~ p = S,. Dann ist £ das gesuchte
Inverse. O

Eine Eigenschaft von Ringen oder Moduln heifit lokal, wenn man sie nach Loka-
lisierung an allen Primidealen iiberpriifen kann. Beispiele sind Regularitit, ganz
abgeschlossen, flach. Das wichtigste Beispiel ist das folgende:
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Satz 5.15. Sei A ein Ring, M ein A-Modul. Dann sind dquivalent:
(i) M =0
(i) My, =0 fiir alle Primideale p C A.

(i1i) Muy =0 fiir alle mazimalen Ideale m C A.

Beweis: Die ersten beiden Implikationen sind trivial. Wir miissen also (iii) nach
(i) iiberpriifen.

Angenommen M # 0, aber M, = 0 fiir alle maximalen Ideale von A. Sei
0#m e M. Sei I = {a € Alam = 0}. Dies ist ein Ideal von A, also in einem
maximalen Ideal m enthalten. (Fiir noethersche Ringe ist dies einfach, im allge-
meinen braucht man das Zornsche Lemma. Wir kénnen uns fiir die algebraische
Geometrie mit dem noetherschen Fall zufriedengeben.) Nach Voraussetzung ist
My, = 0, also auch T = % Dies bedeutet, dass es s € Sy, gibt mit sm = 0.
Dann ist s € I C m. Dies ist ein Widerspruch zu s € S, = A ~ m. O

Lokale Ringe von Varietiten

Wir kehren zuriick zu den Koordinatenringen von affinen Varietéten, jetzt ohne
Irreduzibilitdt vorauszusetzen.

Definition 5.16. Sei V' eine affine Varietit, f € k[V] (mit f #0) und Uy CV
eine standardoffene Menge. Jedes Element g = a/f™ € k[V]; induziert eine
Funktion

a(P)

fp)r

Funktionen von dieser Form heiflen global algebraisch.

SeiU C V offen. Eine Funktion g : U — k heifit lokal algebraisch, wenn es eine
offene Uberdeckung U = \J;_, Uy, gibt, so dass g global algebraisch auf jedem
Uy,. Der Ring der lokal algebraischen Funktionen wird mit O(U) bezeichnet.

g:Uy—k, Pr

Wir sind hier ein wenig schlampig und unterscheiden nicht zwischen einem Bruch
a/f™ und der von ihm induzierten Funktion. Die beiden Begriffe lokal/global
algebraisch sind in der Literatur nicht iiblich, denn wir werden zeigen:

Satz 5.17. Sei V eine affine Varietit, U C V eine standardoffene Menge.
Dann ist die natirliche Abbildung

k[V]y — O(Uy)

ein Ringisomorphismus. Insbesondere ist

Beweis: Wir erledigen zunéchst die Injektivitdt. Sei a/f" € k[V]; mit f =0
aufgefasst in O(Uy), d.h. a(Q)/f(Q)™ = 0 fiir alle Q € Uy. Da f(Q) # 0 in ganz
Uy, bedeutet dies a(Q) = 0 fiir alle Q € Uy. Mit anderen Worten, V(a) D Uy
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beziehungsweise V(a) U V(f) = V. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz ist
dann 0 = \/(af) = af = 0. Hieraus folgt in k[V]; die Gleichheit a/1 = af/f =
0. Das ist Injektivitét.

Sei g : Uy — k lokal algebraisch, Uy = |J;_, Uy, eine standardoffene Uber-
deckung, so dass g; = glu, global algebraisch ist, also von der Form a;/f;
(ersetze eventuell f; durch eine Potenz).

Man beachte, dass Uy, N Uy, = Uy, y,. Fiir i # j gilt dann

S = gl = S € OWy) = Vs

Dies bedeutet, dass es n € N gibt mit
Fr i aif; —aifi) =0 & P a1 — [ (as £7)

zunéchst fiir ein Paar 4, j. Wir wéihlen n so grof}, dass die Gleichung fiir alle i, j
gleichzeitig gilt.

Nun ersetzen wir f; durch fi"H und a; durch a;f". Dann gilt weiterhin g; =
a;/f; in Uy, und auBerdem

aifj = ajfi
fiir alle 4, j.
Es ist (Ni—, V(fi;) € V(f), also nach dem Hilbertschen Nullstellensatz f €

V< fi,..., fn >. Es gibt also m € N und b; € k[V] mit
fr=Y"bifi
i=1

Sei a =Y, ba;.
Behauptung. a/f™ € k[V]; reprisentiert g.
Es folgt ndmlich
fia =Y biaif; =Y bifia; = a;f"
Also a/f™ = a;/f; = g; in Uy, O

Wir betrachten nun auch die lokale Situation. Sei V' eine affine Varitit, P € V.
Wir betrachten Paare (U, f), wobei U eine o"ffene Umgebung von P ist und
f € O(U). Auf diesen Paaren fiithren wir eine Aquivalenzrelation ein:

(U, f) ~ (U, ') < es gibt ein offenes W c UNU’, flw = f'lw
Datfiir benutzt man:

Lemma 5.18. Sei W C U offen, f € O(U). Dann ist die Finschrinkung

Wir sagen, die O(-) bilden eine Prdgarbe.
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Beweis: Ohne Einschrénkung ist U = U, ein standardaffines, f = a/¢g™ glo-
bal algebraisch. Die offene Teilmenge W hat eine endliche Uberdeckung W =
Ui, Uy, durch standardaffine. Es geniigt zu zeigen, dass f |U91: global algebra-
isch ist. Wegen U,, C U, kénnen wir ohne Einschrinkung annchmen, dass g|g;.
Dann ist f € k[V],,. Dies zeigt die Behauptung,. O

Definition 5.19. Sei V affine Varietit, P € V ein Punkt. Wir betrachten Paare
(U, f) mit Pe U CV offen, f € O(U). Wir erkliren eine Aquivalenzrelation

U, /)~ U, fYe esgitPe W cUNU, flw=fw

Die Aquivalenzklassen von Paaren (U, f) heifien Keime von algebraischen Funk-
tionen in P. Der Ring Op der Funktionenkeime heifit lokaler Ring von V in P.

Lemma 5.20. Sei V eine affine Varietdt, P € V ein Punkt und m(P) =
{f € k[V], f(P) = 0} das zugehdirige mazimale Ideal. Dann ist die natirliche
Abbildung

a
E[V]mp) — Op T (Us,a/s)
ein Isomorphismus.

Beweis: Wir beginnen mit der Wohldefiniertheit der Abbildung. Wegen s ¢
m(P) ist s(P) # 0, also P € Us. Sei a/s = o’/s’. Dann gibt es t ¢ m(P) mit
ts'a = tsa’. Es ist Uss C UsNU, und auf dieser Menge stimmen die induzierten
Funktionen iiberein. Sie definieren also denselben Funktionenkeim.

Nun behandeln wir Surjektivitidt. Sei (U, f) ein Funktionenkeim. Ohne Ein-
schrinkung ist U standardaffin und f global algebraisch, also von der Form
(Ug,a/g"™). Wegen P € U, ist g(P) # 0, gilt g € k[V] ~ m(P). Damit hat die
Funktion a/g"™ ein Urbild in k[V],,p.

Sei weiter a/s € k[V]y,py mit (Us,a/s) ~ (Us,0), d.h. es gibt eine offene Um-
gebung W C Us von P mit a/s|y = 0. Ohne Einschréinkung ist W = Uy, ein
standardaffines. Nach Voraussetzung ist also

(QHQ) _,

s(Q)t(Q)
fiir alle @ € Us. Wegen der Injektivitét in Satz 5.17 ist dann at/st = 0 in
E[V]st, also erst recht in k[V],,(p). O

Bemerkung. Ist V irreduzibel, so erhalten wir also Definition 5.2 fiir Op
zuriick. Dann stimmen auch Definition 5.6 und die allgemeinere Definition 5.16
fiir algebraische Funktionen iiberein.

Beweis: Sei U C V offen, O(U) wie in 5.16. Zu zeigen ist
ow) = Or CK(V)
PeU

Die Injektivitét ist klar, denn der Wert von f € O(U) im Punkt P ist eindeutig
durch den Wert des Keimes (U, f) € Op in P bestimmt.
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Fiir die Umkehrung beginnen wir mit € k(V'), welches in allen Op = k[V],,(p)
liegt. Damit gibt es fiir jedes P eine offene Umgebung Up auf der x durch einen
einen Funktionenkeim (U, fp) représentiert wird. Damit ist x lokal algebraisch.

O
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KAPITEL 5. LOKALE RINGE UND LOKALISIERUNG



Kapitel 6

Die Kategorie der
quasi-projektiven
Varietiten

Definition 6.1. Sei K ein Korper. Der projektive Raum P"(K) der Dimension
n tiber K ist die Menge der eindimensionalen Untervektorrdume des K™t d.h.
die Menge der Aquivalenzklassen

P"(K) = (K"~ {0})/ ~

wobei (Tg, ..., Tn) ~ (Yo,---,Yn) falls es A € A* gibt mit x; = Ay; fir0 <i<n.
Wir schreiben [xq : --- : xy,] fir die Aquivalenzklasse von (xq, ..., x,). Wir
nennen o, ..., T, homogene Koordinaten auf P"(K).

Firi=0,...,n heifit die Teilmenge

Uy ={[xo: - :xy]|z; # 0}
i-te standardaffine Karte.

Lemma 6.2. (i) Auf U; sind die Funktionen y; = x;/x; wohldefiniert und
induzieren eine Bijektion

¢ Ui — K" [0t @n] = (Yoo Yim1, Yit 1, -5 Yn)
(ii) Es gilt P"(K) \ U; 2 P" Y (K) (Weglassen der i-ten Koordinate).
(iii) P (K) = Ui—o Us

Beweis: Auf U; darf durch x; geteilt werden. Wegen A\z;/\x; = z;/x; ist y;
unabhéngig von der Wahl des Resprisentanten. Die Abbildung

i K" = PY(K) (a0, Qim1yQig1yesQp) (a0 @1 2 10 @ig1 1 e, Q)
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hat Werte in U;. Offensichtlich sind ¢; und 1; invers zueinander.
Das Komplement von U; besteht aus Punkten mit x; = 0. Nach Voraussetzung
hat jeder Punkt des P"(K) eine Koordinate ungleich 0, liegt also in einem U;. O

Wir fassen K™ via ¢ als offene Teilmenge des P"(K) auf.

Beispiel. Fiir n = 0 besteht P"(K) aus genau einem Punkt. Fiir n = 1 ist
P"(K) = K U {co}.

Wir wollen nun algebraische Teilmengen als Nullstellenmengen von Polynomen
definieren. Der Funktionswert eines Polynoms ist jedoch nicht wohldefiniert, da
die homogenen Koordinaten nicht wohldefiniert sind.

Definition 6.3. Fin Polynom P € K[Xy, ..., X,] heifit homogen vom Grad d,
wenn es von der Form

P= > ag. X X
do+-+dn=d
18t.
Lemma 6.4. Sei [ ein homogenes Polynom vom Grad d, x = (xo,...,x,) €

K"t X e K*. Dann gilt
fQz) = A f(x)

Fiir homogene Polynome ist also der Funktionswert auf dem projektiven Raum
nicht wohldefiniert, wohl aber die Eigenschaft zu verschwinden.

Ist f ein beliebiges Polynom, so schreiben wir es als f = >_", fa, wobei die fy
homogen vom Grad d sind.

Definition 6.5. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kirper, S C k[Xo, ..., X,]
eine Menge von Polynomen. Dann heifit

V(S)={P e P"(k)|f(P) =0 fir alle homogenen f € S}

durch S definierte projektive algebraische Menge.
Sei V. C P™(k) eine algebraische Menge. Dann heifit

IV)={f =) fa€k[Xo,..., Xu]|fa(P) = 0 fiir alle P € V,d > 0}
d

Verschwindungsideal von V' und
klV] = k[Xo,..., X,]/I(V)
homogener Koordinatenring von V.

Beispiel. Sei n = 2. Fiir die projektive Ebene benutzt man meist die Koordi-
naten X = X1,Y = Xo,7 = Xg. Sei f = X?+Y2+22. UmV = V(f) zu
verstehen, schneiden wir mit den standardaffinen Teilmengen. Es gilt

VAUs={le:y: 2z #0,0% 432 + 2 = 0} 2 {(&,g)|o® + 4* = 1)
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und analog in den beiden anderen Karten. In V(Z) = P"(k) \ Up liegen die
Punkte

{[x:y:0)]z? + 9> =0} = {[1:v/~1:0],—[1:vV—1:0]}

Es gilt dann I(V) =< X2 +Y? + Z2 > (Ubungsaufgabe). Nicht alle Elemente
von (V) sind homogen, sondern nur die der Form ¢f mit homogenem g. Nach
Definition ist dann V(I(V)) = V.

Lemma 6.6. Sei V eine projektive algebraische Menge. Wir nennen eine Teil-
menge Z C 'V abgeschlossen, wenn sie algebraisch ist. Dies definiert eine Topo-
logie auf V.

Beweis: Wie im affinen Fall. Es geht nur ein, dass das Produkt von zwei homo-
genen Polynomen homogen ist. O

Definition 6.7. Sei P} der projektive Raum P™ (k) zusammen mit seiner Topo-
logie. Fine projektive Varietdt ust eine projektive algbraische Menge zusammen
mit ihrer Topologie. Fine quasi-projektive Varietdt ist eine offene Teilmenge
einer projektiven Varietdt mit der induzierten Topologie.

Wegen U; = P} \ V(X;) sind die standard-affinen Teilmengen offen.

Lemma 6.8. Die Kartenabbildung ¢; : U; — A" ist ein Homdomorphismus,
d.h. bijektiv, stetig und offen.

Beweis: Ohne Einschrinkung betrachten wir ¢ = 0. Die Bijektivitat haben wir
schon iiberpriift. Sei F' € k[Xy, ..., X,] ein Polynom, V = V(F) C P}. Dann
gilt

VNnUp={1:x1:...,2y): F(1,21,...,2,) =0}

Das Bild dieser Abbildung unter ¢ ist also V(f) mit f = F(1, X1, ..., X,). Also
sind Bilder abgeschlossener Teilmengen von U, abgeschlossen. Sei umgekehrt
f € k[Xy,...,X,] ein Polynom vom Grad d. Sei F' die Homogenisierung von f,
d.h.

F= ng(X1/X0» .- ~7Xn/X0)

Dann ist
VIF)NUy={[1:2y: - a,)|1%f(x1,...,2,) = 0}

das gesuchte Urbild von V(f), also abgeschlossen in Up. O
Wir kénnen also den projektiven Raum (und alle projektiven Varietiiten) mit
affinen Karten iberdecken. Der Schuitt U; NU; = {[zo : -+ : zp]|zi, z; # 0}

wird unter der Kartenabbildung ¢; abgebildet auf die Menge der Punkte mit
y; # 0, also die standardoffene Menge U, ,. Die Kartenwechselabbildung

¢j¢i_1 : ij — Uy,
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kann leicht berechnet werden. Wir geben die Formel an im Fall : = 0,5 = 1.

Wsosyn) = Lryr ety = [y Liya/yn s yn /v
= (1/y17y2/y157yn/yn)

Jeder Eintrag ist eine algebraische Funktion auf U,, .
Bemerkung. Quasi-affine Varietéiten sind quasi-projektiv.

Definition 6.9. Seien V,W quasi-projektive Varietdten. Ein Morphismus von
Varietéten ist eine stetige Abbildung

FiVow

die lokal algebraisch ist, d.h. fir jeden Punkt P € V gibt es standardoffene
Umgebungen in standardaffinen Kartenumgebungen U und U’ von P und f(P),
so dass fly : U — W Werte in U' annimmt und die induzierte Abbildung

flo:U—-U cC A"

in jeder Koordinate durch eine algebraische Funktion gegeben ist.
Ein Morphismus von Varietiten heifit Isomorphismus, wenn die Abbildung bi-
jektiv ist und die Umkehrabbildung ein Morphismus von Varietdten ist.

Nicht jeder bijektive Morphismus ist ein Isomorphismus!
Beispiel. Sei V =V (y? = 23) C A% Dann ist
Al -V t e (£%,1%)

bijektiv, aber kein Isomorphismus, denn die Umkehrabbildung benotigt Wur-
zelfunktionen.

Wir wollen nun besser verstehen, welche Beispiele von Morphismen es gibt.

Lemma 6.10. Sei V affin, f € O(V). Dann ist f stetig als Morphismus f :
V — Al. Es ist
O(V) = Mor(V, A")

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlos-
sen sind. Dann geniigt es wiederum einelementige Mengen {a} C A! zu be-
trachten. Das Urbild von a besteht aus den Punkten mit f(P) = a, also den
Nullstellen von f — a. Dies ist abgeschlossen.

Sei nun f ein Morphismus. Wir gehen die Definition durch. Jeder Punkt P € X
hat eine standardoffene Umgebung Up, so dass f|y, € O(Up). D.h. f ist lokal
algebraisch. Nach Definition liegt f € O(X).

Umgekehrt haben wir die Stetigkeit von f € Op gezeigt. Dies ist dann nach
Definition ein Morphismus. O

Bemerkung. Die Aussage gilt auch im quasi-affinen Fall, Ubungsaufgabe.
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Satz 6.11. Die Verkniipfung von Morphismen von Varietiten ist ein Morphis-
mus.

Beweis: Seien X C P", Y C P*, Z C P! quasi-projektiv. Seien f : X — Y und
g 1Y — Z Morphismen. Dann ist g o f stetig. Nun ist die lokale Bedingung an
g o f zu tiberpriifen.

Sei P € X. Nach Definition gibt es eine standardaffine Karte von X und darin
eine standardoffene Menge Up C A", die P enthilt, sowie eine standardaffine
Karte Ugpy C A® von Y, die f(P) enthilt, so dass die Koordinatenfunktionen

fla"'afs:UP_)Al

durch Elemente von O(Up) gegeben sind. Weiter gibt es nach Voraussetzung
ebensolche Umgebungen Vypy C A und V,ypy C A, so dass die Koordinaten-
funktionen

Gi,-s g Vipy — A
durch Elemente von O(Vy(p)) gegeben sind.
Behauptung. Ohne FEinschrinkung ist Uy py C Vi (p)

Wir ersetzen Uy (py durch Uy pyNVy(py. Dies ist als Schnitt einer standardaffinen
mit einer standardoffenen Menge wieder standardoffen. Das Urbild unter f ist
enthalten in Up und enthilt eine standardoffene Umgebung von P. Wir ersetzen
Up durch diese.

Behauptung. gi(f1,..., fs) € O(Up)
Zur Vereinfachung der Notation setzen wir X = Up, f1,...,fs € O(X), Y =

Vip), 9 = gi € O(Y). Beide sind standardoffen, also X = X \ V (u) fiir ein u €
k[X],Y =Y ~\V(w) fiir ein w € k[Y]. Daher haben die f; (ohne Einschréinkung)
die Form a;/u, sowie g (ohne Einschrénkung) die Form b/w. Wir setzen a;/u
fir die Koordinaten von w ein. Mit anderen Worten, wir reprasentieren a;,u
durch Elemente von k[X7,...,X;] und b,w durch Elemente von k[Y7,...,Y;]
und setzen dann ein. Das Einsetzen von Polynomen in ein Polynom ergibt wieder
ein Polynom. Also sind b(a1/u, ..., as/u), w(ai/u, ..., as/u) € k[X], = O(X).
Nach Voraussetzung ist f(X) C Y, also hat w(ay/u,...,as/u) auf X nur Werte
ungleich 0. Also ist dies ein invertierbares Element von O(X). Damit ist der
Quotient ebenfalls in O(X). O

Satz 6.12. Seien V. C A" W C A™ affine Varietiten. Eine Abbildung f :
V. — W st genau dann ein Morphismus, wenn alle Koordinatenfunktionen
fiy-eosfm : V. — Al won f Elemente von k[V] sind.

Beweis: Die Projektionsabbildung p; : A™ — Al auf die i-te Koordinate wird
durch das Polynom X; € k[Xq,..., X,,] definiert, ist also ein Morphismus von
Varietdten. Dann ist auch f; = p; o f ein Morphismus V' — A!, also ein Element
von O(V).

Sei umgekehrt f = (f1,..., fm) mit f; € k[V] und f(P) € W fiir alle P € V.
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Behauptung. f ist stetig.
Sei V(g) € W abgeschlossen, g € k[W]. Dann ist

F7V(g) ={P € VIg(fr(P),...,gfn(P)) = 0}

Da das Einsetzen von Polynomen in ein Polynom wieder ein Polynom ergibt, ist
9(f1,-- - fm) € k[V], also ist f~*(V(g)) die Nullstellenmenge eines Polynoms,
also abgeschlossen.

Die lokale Bedingung an einen Morphismus ist nun sogar global erfiillt. O

Bemerkung. Man kann das leicht umformulieren zu der Aussage, dass ein
Morphismus f : V — W dasselbe ist wie ein k-Algebrenhomomorphismus f* :
O(W) — O(V). Dabei erhilt man f* als Komposition mit f. Ist andererseits
¢ : O(W) — O(V) gegeben, so erhalten wir die Koordinatenfunktionen f;
als Bilder der Koordinatenfunktionen z; : W — Al, die zu einer Einbettung
W C A™ gehoren.

Korollar 6.13. U = A% \ {0} ist nicht affin.

Beweis: Wir benutzen die Koordinaten X, Y auf A2.
Behauptung. O(U) = k[X,Y].

Es ist
U=UxUUy
Wir wissen, dass O(Ux) = k[X,Y]x, O(Uy)y. Eine algebraische Funktion auf

U induziert also ein Paar a/X* b/Y7, die als Funktionen auf Ux N Uy, also als
Elemente von k[X,Y]xy iibereinstimmen. Es ist also

Yia= X" € k[X,Y]

Wegen der Eindeutigkeit der Faktorisierung in irreduzible Polynome ist dann
X'la und Y71b, also ist die Funktion ganz.

Die Inklusion U — A? induziert also einen Isomorphismus auf den Ringen von
algebraischen Funktionen. Wire U affin, so miisste U =2 A? sein. O

Satz 6.14. Sei V C A™ affin, g € k[V]. Dann ist die Abbildung
¢ :V(gXny1—1) = U, (1, Tpt1) — (T1,...,Tp)
ein Isomorphismus von Varietiten.

Beweis: Wegen g(x1,...,2n)Tnt1 = 1 auf V(gX,11 — 1) hat die Abbildung
Werte in Uy. Fiir jeden Punkt in U, gibt es genau einen Urbildpunkt. Wir
iiberpriifen nun die Stetigkeit. Sei also U C U, standardoffen, also von der
Form Uy, fiir h € k[V].

Behauptung. 7 'U,, = V(gXyt1 — D := {(z1,...,2p+1) € V(9Xn41 —
1)|h($1, s 7x7l+1) 7& O}
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Fiir die Punkte (z1,...,2h41) € V(X411 — 1) mit h(zq,...,2,) # 0 liegt das
Bild unter @ offensichtlich in Uy, und umgekehrt.

Sei andererseits U C V(9Xp41 — 1) standardoffen, also von der Form Uy mit
f € k[V(gX,41 — 1]. In diesem Koordinatenring gilt X,, 11 = g1, also ist er
gleich k[V],. Es U = @ !Uy,. O

Bemerkung. Unsere standardoffenen Mengen sind also als Varietdten affin,
ndamlich isomorph zu einer affinen Varietédt. Die affinen Umgebungen bilden
eine Umgebungsbasis, alle lokalen Eigenschaften kénnen auf affinen Varietéten
nachgerechnet werden. Hierzu gehoren z.B. lokale Ringe und Funktionenkorper.

Definition 6.15. Sei X quasi-projektiv, P € X. Dann heifit
Ox.p{(U.f)IP €U C X offen . f € OU)}/ ~

mit der Aquivalenz von Keimen (vergleiche Definition 5.19) lokaler Ring von X
in P. Ist X quasi-projektiv und irreduzibel, so heif§t

k(X) ={(U N0 #U C X offen , f € O(U)}/ ~
Funktionenkérper von X.

Ist X irreduzibel, so ist jede nichtleere offene Teilmenge dicht. Je zwei offene
Teilmengen haben nichtleeren Schnitt.

Bemerkung. Ist X projektiv, so gibt es eine explizite Beschreibung
k(X) = {i|f,g € k[X], homogen vom gleichen Grad ,g # 0}
g

wobei k[X] der homogene Koordinatenring ist. Wir werden uns diese Aussage
spéater vornehmen.

Lemma 6.16. (i) Ox p ist ein lokaler Ring. Ist U C X offen mit P € U, so
st OXJD = OU,P-

(i) k(X) ist ein Korper. Ist U C X offen, nichtleer, so ist k(X) = k(U).

Beweis: Die Aussage iiber die Isomorphismen ist nach der Definition der Aqui-
valenzrelation klar. Die Strukturaussagen konnen dann in der quasi-affinen Si-
tuation tiberpriift werden, wo sie bereits bekannt sind. O

Satz 6.17 (Identitiitssatz). Sei X irreduzibel, f,g € O(X) mit flu = glu auf
einer offenen, nichtleeren Teilmenge U C X. Dann ist f = g auf ganz X.

Beweis: Wir betrachten f — g. Die Teilmenge V(f — g) C X ist abgeschlossen
und enthélt U, also auch U. Da X irreduzibel ist, gilt X = U. O

Daher haben im irreduziblen Fall alle Funktionenkeime (U, f) einen maximalen
Definitionsbereich, auf den sie sich eindeutig fortsetzen lassen.
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Definition 6.18. Sei X idrreduzibel, ® € P*"(k(X)), P € X. Dann heifit @
reguldr in P, falls es einen Reprdsentanten ® = [®q : - -+ : ®,] gibt, so dass alle
O, (P) definiert sind und nicht alle gleichzeitig verschwinden. In diesem Fall
setzen wir

O(P) =[Po(P): - :D,(P)] P
Bemerkung. ®(P) ist wohldefiniert: Gilt [®g : ---: ®,] = [®f : --- : ®]] und
beide Reprisentanten sind regulédr in P, so ist ®; = WP/ fiir alle 7. Hierbei ist
U e k(X)*. Ist ¥(P) =0, so ist ®(P) = [0: --- : 0] nicht definiert. Ist ¥ nicht

definiert in P, so auch ®(P) nicht definiert. Also ist ¥(P) # 0.

Satz 6.19. Seien X irreduzibel, Y C P}. Ein Element ® € P"(k(X)) definiert
genau dann einen Morphismus ¢ : X — Y, wenn ® in allen P € X reguldr ist
und ®(P) € Y fir alle P € X. Jeder Morphismus f : X — Y ist von dieser
Form.

Beweis: Wir beginnen mit der Riickrichtung. Wir betrachten die Kompositi-
on f: X — Y — P Sei U; C P" standardaffin mit U = f~(X) nicht-
leer (also dicht). Eine solche Menge gibt es, da die U; den projektiven Raum
iiberdecken. Dann ist f|y eine Abbildung U — A™, wird also durch ein Tupel
G0y iy by € O(U) gegeben. Wir fassen sie in k(U) = k(X) auf und
setzen

(I):[¢05"'5¢i—111:¢i+1:~--:¢n]

Fiir die Riickrichtung {iberdecken wir X durch offene Teilmengen, auf denen
® jeweils durch reguldre Funktionen reprisentiert wird. Durch Einschranken
auf noch kleinere offenen Teilmengen erhalten wir Abbildungen, deren Bild in
standardaffinen Karten liegt. Dies ist die gewiinschte lokale Gestalt. Wegen der
Stetigkeit im affinen Fall, ist die Funktion lokal auf Y stetig. Hieraus kann die
globale Stetigkeit hergeleitet werden. O



Kapitel 7

Dimensionstheorie

Wir greifen nun den Faden im affinen Fall wieder auf und wollen zeigen, dass
die Dimension des A™ tatséichlich n ist. Der Beweis wird auch viele andere
Eigenschaften der Dimension implizieren. Wir benétigen wieder die Ideen aus
dem Beweis des Nullstellensatzes.

In diesem Kapitel geht es um endlich erzeugte, nullteilerfreie Algebren iiber
einem Korper K.

Definition 7.1. Sei A eine nullteilerfreie K-Algebra. Fine Menge aq,...,a,
heifit algebraisch abhéngig iiber K, wenn es ein Polynom 0 # P € K[X1,...,X,]
gibt mit Nullstelle (ay,...,ay). FEine mazimale algebraisch unabhingige Teil-
menge von A heifit Transzendenzbasis von A. Die Kardinalitit einer Transzen-
denzbasis heifft Transzendenzgrad trdegy (A) von A iber K.

Bemerkung. Normalerweise macht man diese Definition nur fiir Kérper. Eine
Transzendenzbasis von A ist aber auch eine Transzendenzbasis des Quotien-
tenkorpers Q(A), denn a und 1/a sind algebraisch abhiingig als Nullstelle des
Polynoms X7 X5 — 1.

Beispiel. Sei A = K[X3,...,X,] der Polynomring. Dann sind Xi,..., X, eine
Transzendenzbasis von A und trdegA = n.

Fiir ay,...,a, € A bezeichnen wir mit Klay,...,ay] den Teilring von A, der
von ai,...,a, erzeugt wird. Wir bezeichnen mit K(aq,...,a,) den Quotien-
tenkérper von Kaq,...,a,], also den durch ay, . . ., a, erzeugten Teilkérper von
QA).

Zur Erinnerung (Lemma 3.6): K[z] ist genau dann ein Korper, wenn dimg K[z] <
oo und genau dann wenn x Nullstelle eines Polynoms in K[X] \ {0} ist.

Lemma 7.2. Sei A eine nullteilerfreie K-Algebra. Seien ay,...,a, € A. Dann
ist die Menge

Klay,...,a,] = {a € Al{a,a1,...,a,} algebraisch abhingig }

ein Teilring von A.
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Beweis: Wie in der Algebravorlesung. Wir wiederholen schnell: Jedes Element

a € Klay,...,ay] erfiillt eine Polynomgleichung a — P(ay,...,a,), ist also in
Klaq,...,a,] enthalten.

Seien nun a,b algebraisch iiber Klaq,...,ay]. Dann erfiillen sie Polynomglei-
chungen in einer Variablen iiber K1 = K(a1,...,a,). Daher ist

dimg, Kila] < oo, dimg, [q) K1[a][b] < co = dimg, Ki[a,b] < oo

(vergleiche Lemma 3.7) Dann erfiillen alle Elemente von K [a, b] eine Polynom-
gleichung mit Koeffizienten in K;. Hieraus wird nach Erweitern eine Polynom-
gleichung in n + 1 Variablen mit Koeffizienten in K. O

Beispiel. Sei f = X?+Y? € K[X,Y], A= K[X,Y]/(f) = K[z,y]. Dann ist
{z,y} algebraisch abhingig, also K[z] = A nach dem Lemma. Daher ist x eine
Transzendenzbasis, trdeg(A) = 1.

Satz 7.3. Sei A eine nullteilerfreie K-Algebra.

(i) Jede algebraisch unabhingige Menge kann zu einer Transzendenzbasis er-
weitert werden.

(ii) Jedes System von Algebraerzeugern enthilt eine Transzendenzbasis.
(i1i) Der Transzendenzgrad ist wohldefiniert.

Beweis: Wie fiir Vektorrdume. Ersetze linear abhéngig durch algebraisch un-
abhingig. O

Wir sind nur an endlich erzeugten Algebren interessiert, dann ist auch der Tran-
szendenzgrad endlich.

Bemerkung. Zu Beginn des Beweises von Satz 3.8 brachten wir ein Erzeu-

gendensystem von K21, ...,z,] in eine Ordnung, so dass z1, ..., z, algebraisch
unabhéngig waren und .41, ..., 2, algebraisch abhingig von {z1,..., 2.} wa-
ren. Dort war also x1,...,x, eine Transzendenzbasis.

Theorem 7.4. Sei A nullteilerfreie, endlich erzeugte Algebra tiber einem Kérper
K. Dann ist
dim A = trdeg A

Korollar 7.5. Sei k algebraisch abgeschlossen. Dann ist dim A" = n.
Beweis:
dim A" = dim k[ X1, ..., X,] = trdeg(k[X1,..., X,]) =n
O

Lemma 7.6. Sei K Korper, A endlich erzeugte K -Algebra vom Transzendenz-
grad r. Dann gilt
trdegy (A) < dim A
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Beweis: Vollstindige Induktion nach r = trdegA fiir alle Korper K gleichzeitig.
Fiir r = 0 sind alle Elemente algebraisch iiber K. Wegen Lemma 3.6 und Lemma
3.7 ist dimg A < oo und die ist ein Korper. Als Ring hat er die Dimension 0,
denn es gibt nur ein Primideal.

Sei nun r > 1. Wir betrachten A = Klx1,...,z,] = K[X1,...,X,]/P fiir ein
Primideal P. Ohne Einschrinkung ist z; transzendent. Sei S = K[X;] ~ {0}.
Dies ist eine multiplikative Menge, an der wir lokalisieren kénnen. Es ist SNP =
(0, da x; transzendent in A. Es gilt

E:=S'K[X)] =S 'K[r] = K(X1)
und
S™'A=FE[X,,...,X,]/ST'P

Hierbei ist S~'P ein Primideal, da SN P = (. (Nach Korollar 5.13 ist es ein
echtes Ideal, Primidealeigenschaft leicht). Also ist S~!F eine endlich erzeugte
E-Algebra mit Transzendenzgrad r — 1. Nach Induktionsannahme gilt

r—1<dimS'A
D.h. es gibt eine Kette von Primidealen von S—1A

0=QC Q1 CQ2 S Q1

Ihre Urbilder Q; in S~1K[Xi,...,X,] bilden eine Kette von Primdidealen, die
bei S~ P beginnt. Wir setzen

RzélmK[XlaaXn]

Dies ist eine Kette von Primidealen in K[Xj, ..., X,], die mit P beginnt. Jedes

der P; hat leeren Schnitt mit S, da S™'P; = Q;. Daher ist die Restklasse von
X1 nicht algebraisch in K[Xq,...,X,]/P-—_1.

Behauptung. P,._; ist nicht mazimal.

Wire P._; maximal, so wire K[Xy,...,X,]/P-—1 ein Korper. Da er endlich
erzeugt ist als Algebra, ist er nach Satz 3.8 (fiir den wir hart gearbeitet ha-
ben!) endlich-dimensional als K-Vektorraum. Nach Lemma 3.6 sind dann alle
Elemente algebraisch. Das ist ein Widerspruch. O

Lemma 7.7. Seien P C Q Primideale von K[X1,...,X,]. Dann ist
trdeg(K[X1,...,X,]/Q) < trdeg(K[X1,...,X,]/P)

Beweis: Der Homomorphismus K[X1,...,X,]/P — K[X1,...,X,]/Q ist sur-
jektiv. Sind also Elemente algebraisch abhéngig modulo P, dann auch modulo
Q. Dies bedeutet, dass < gilt.

Angenommen, es gilt Gleichheit. Sei a; = X; mod P und 3; = X; mod Q. Sei
ohne Einschrinkung 1, ..., 3, eine Transzendenzbasis von K[, ..., ;). Dann
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sind ag, ..., «a, algebraisch unabhéngig und wegen der Gleichheit der Transzen-
denzgrade bilden sie eine Transzendenzbasis von K|ay,. .., a,]. Nun Lokalisie-
ren wir wieder. Sei S = K[X7,..., X,]~\{0}. Dies ist eine multiplikative Menge.
Esgilt SNP=SNQ =0, da X1,...,X, algebraisch unabhéngig modulo P
und @ bleiben. Sei

E:S_lK[Xla"'vXT] :K(le"'aX’r‘) :K(alv"'vaT) :K(/Blw"aﬁr)
und es gilt
STK[Xy,...,X,]/P = Elayy1, ..., )

Hierin sind a4 1, . . . , a, algebraisch iiber E. Nach Lemma 3.6 ist also Ela41, .. ., )
ein Kérper. Dies bedeutet, dass S~'P ein maximales Ideal ist. Es ist aber
S7Ip c S7'Q ¢ ST'K[Xy,...,X,]. Wegen SN Q = 0 sind dies echte In-
klusionen, ein Widerspruch zur Maximalitét. O

Beweis von Theorem 7.4: Sei A = K[Xy,...,X,]/P fiir ein Primideal P. Zu
zeigen ist
trdeg(A) = dim A

Nach Lemma 7.6 gilt <. Wir betrachten nun eine maximale Kette von Prim-
idealen

O:@Ogalg”'gadimfl

Sei Q; das Urbild von Q; in K[Xj,..., X,], inbesondere Qo = P. Nach Lemma
7.7 gilt

trdeg(K[X1,...,Xn]/Qo) > trdeg(K[X1,...,X,]/Q1) > ...
> trdeg(K[X1, ..., X,]/Qdim 4)
Da die letzte Zahl mindestens 0 ist, folgt

trdeg(K[X1,...,X,]) > dim A

Beispiel. Sei f € K[X,Y] eine irreduzible Gleichung. Dann ist
trdeg(K[X,Y]/f) =1
also dim V' (f) = 1. Diese Varietéten heiflen ebene Kurven.

Korollar 7.8. Sei V. C P" quasiprojektiv mit irreduziblen Komponenten Vi, ..., Vy,.
Dann gilt
dim (V) = max trdeg(k(V;)) <n

Beweis: Wegen dim V' = maxdim V; geniigt es, den irreduziblen Fall zu betrach-
ten. Wir betrachten eine Kette maximaler Lange

VoCWig QW =V
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von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen. Sie beginnt mit einem Punkt.
Dieser liegt in einer affinen, offenen Teilmenge U von V. Wir betrachten die
Kette V/ =V, NU in U. Wegen P € U NV; ist diese Menge dicht in V; und
selbst irreduzibel. Es gilt also

r=dmV >dimU =r
und nach Theorem 7.4
dimU = trdeg(k(U)) = trdeg(k(V))
Andererseits sei Vi C P der Abschluss von V; in P™. Da V; irreduzibel ist, sind
die V; echt ineinander enthalten. Es folgt r < dimP” = dim A" = n. O
Wir erwarten, dass das Hinzufiigen einer Gleichung die Dimension um 1 verrin-
gert. Das ist nicht richtig:

Beispiel. Sei V = V(XY) C A2 Dies ist eine ebene Kurve. Hierin definiert
X = 0 eine echte abgeschlossene Teilmenge derselben Dimension.

Umgeht man dieses Problem der irreduziblen Komponenten, so wird die Idee
richtig:

Theorem 7.9 (Krulls Hauptidealsatz). Sei X irreduzible Varietit, g : X —
Al ein nichtkonstanter Morphismus, Z eine irreduzible Komponente von V(g).
Dann gilt

dimZ =dimX — 1

Dies hat weitreichende Konsequenzen:
Korollar 7.10. Sei X irreduzibel, Z C X eine maximale irreduzible abgeschlos-
sene Teilmenge. Dann ist

dimZ =dimX —1

Beweis: Ohne Einschrinkung ist X affin, Z = V(f1,..., f,) fiir nichtkonstante
Funktionen f;. Wegen Z C V(1) liegt Z in einer irreduziblen Komponente von
V(f1). Wegen der Maximalitét stimmt es mit dieser iiberein. Nun greift Krulls
Hauptidealsatz. O

Korollar 7.11 (Aquidimensionalitiit). Sei X eine irreduzible Varietit,
Z0C 21 G C Zn
eine Kette von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen. Diese kann zu einer

Kette der Linge dim X ergdnzt werden. Insbesondere hat jede maximale Kette
dieselbe Linge dim X .

Beweis: Ohne Einschrinkung ist Z,, = X, Zy ein Punkt. Es geniigt zu zeigen:
Behauptung. Ist dim Z; < dim Z;11 — 1, so ¢ibt es eine irreduzible Teilmenge
2i G2 G Zipa

Wir wéhlen fiir Z eine eine maximale irreduzible Teilmenge von Z;.1, die Z;
enthélt. Diese hat Dimension dim Z;,; — 1, liegt also echt zwischen Z; und
Zit1. O
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Endliche Morphismen

Definition 7.12. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus.
(i) B heifit endlich dber A, falls B ein endlich erzeugter A-Modul ist.

(ii) Ein Element b € B heifst ganz tiber A, falls A[b] ein endlich erzeugter
A-Modul ist.

(iii) B heifit ganz diber A, falls alle Elemente von B ganz iber A sind.

Bemerkung. Ein Morphismus f : X — Y von quasi-projektiven Varietiten
heilt endlich, wenn es eine offene affine Uberdeckung Y = U; U --- U U, gibt,
so dass fiir alle i das Urbild f~1U; affin ist und k[f~1(U;)] endlich iiber k[U;].
Wir brauchen aber nur den affinen Fall.

Beispiel. (i) Sei A =k[X], B =Fk[X,Y]/f mit f = X?+Y?2 —1. Dann wird
B als A-Modul erzeugt von 1, X mod f. Also ist B endlich iiber A.

(ii) Sei A =Z, B = Z[\/3]. Dann wird B als Z-Modul erzeugt von 1, /3.

(iii) Sei A = k[X], B = k[X,Y]. Dann ist B endlich erzeugt als A-Algebra, aber
nicht als A-Modul, denn 1,Y,Y?, ... ist eine A-Basis. Die Erweiterung ist
nicht endlich.

(iv) Sei A = K ein Kérper. Dann ist B genau dann endlich iiber A, falls
dimg B < 0.

Bemerkung. In der algebraischen Zahlentheorie betrachtet man A = 7Z, B die
Menge aller ganzen Elemente in einem Koérper K/Q. Man zeigt dann, dass B
ein Ring ist und sogar endlich, falls K/Q endlich. Bei uns werden diese Fragen
keine Rolle spielen.

Zunichst einfache Rechenregeln.
Lemma 7.13. Sei f: A — B endlicher Ringhomomorphismus.
(i) Sei g: B — C endlich. Dann ist auch go f: A — C endlich.
(i) Seien I C A, J C B Ideale mit f(I) C J. Dann ist
frA/I - B/J
endlich.
(iii) Sei S C A multiplikativ mit 0 ¢ f(S). Dann ist
S7lf.871A—5S'B

endlich.
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Beweis: Sei by, ...,b, ein Erzeugendensystem von B. Dann sind die Restklas-
sen mod J Erzeuger von B/J. Die Briiche b;/1 sind Erzeuger von S~!B. (Die
Voraussetzung 0 ¢ f(S) wird gebraucht, damit S~!B ein Ring ist.)

Ist ¢1, ..., ¢y ein B-Erzeugendensystem von C, so sind die f(b;)c; ein A-Erzeu-
gendensystem von C. O

Lemma 7.14. Sei A — B Ringhomomorphismus, b € B ein Element. b ist
genau dann ganz iber A, wenn b Nullstelle eines normierten Polynoms F &€
A[X] ist.

Beweis: Sei F = X" +a; X" '+ .-+ a, € A[X] mit Nullstelle b.
Behauptung. 1,b,b02,... 0" erzeugen A[b].

Es ist
V= —aq b= —a,e<1,...,by_1 >4C B

Diese Relation multiplizieren wir mit b und es folgt

-1

bl = b — - —apbe<h, . b >aC< ], 0T >y

Ebenso folgt iterativ, dass alle b’ in diesem Modul liegen.

Sei umgekehrt A[b] erzeugt von by, ...,b,. Sei bV die maximale Potenz von b,
die in bq,...,b, vorkommt. Dann lisst sich ¥V +! als Linearkombination von
b1,...,b, schreiben. Dies ergibt die gesuchte normierte Polynomrelation fiir b
iiber A. O

Endliche Morphismen sind fiir uns wichtig, da wir die Dimensionen vergleichen
konnen.

Satz 7.15 (Going-Down). Sei f : A — B endlicher Ringhomomorphismus,
P C Q Primideale von B. Dann sind f='P C f~'Q ebenfalls verschiedene
Primideale. Insbesondere gilt

dim B < dim A

Beweis: Urbilder von Primidealen sind Primideale. Es gilt f~'P C f~!Q. An-
genommen, es ist f'P = f71Q =: p.

Behauptung. Ohne Einschrinkung ist A lokal mit mazimalem Ideal p.

Sei S = S, = A~ p. Wir lokalisieren an S. Dann ist S™'4 = A, lokal mit
maximalem Ideal S~!p. Esist 0 ¢ f(S), da SNP = (). Daher ist S~ B ein Ring.
Es gilt weiter S1B = f(S)~!B (links wird als A-Modul lokalisiert, rechts als
B-Modul.) Wegen f(S)NP = f(S)NQ = 0 bleibt S™'P C S71Q eine echte
Inklusion von Primidealen. Der Ringhomomorphismus A, — S~!B ist endlich.
Sei also nun ohne Einschrankung A wie in der Behauptung.

Behauptung. Ohne FEinschrinkung ist A ein Korper.
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A/p — B/Bp ist endlich. Es gilt
Bp C P/Bp & Q/Bp

d.h. die echte Inklusion von Primidealen bleibt erhalten. A/p ist ein Kérper, da
p maximal war.
Sei nun A = K, B ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Wir betrachten

K — B/P — B/Q

Hierin sind B/P und B/Q Integrititsbereiche, die endlich sind iiber K. Nach
Lemma 3.6 sind beides Korper, haben also nur ein maximales Ideal, ndmlich 0.
Dies impliziert P = @, der gesuchte Widerspruch.

Die Dimensionsaussage folgt sofort: Ist eine Primidealkette in B gegeben, so
bilden die Urbilder eine Primidealkette derselben Léinge in A. O

Im Allgemeinen gilt keine Gleichheit.

Beispiel. Sei A = k[X,Y], B = k[X,Y]/f fiir ein irreduzibles f. Dann ist
A — B endich, aber dim A = dimA? = 2, dim B = dim V(f) = 1.

Das ist aber auch das einzige Problem.

Theorem 7.16 (Going-Up). Sei f : A — B injektiver, endlicher Ringhomo-
morphismus, A, B nullteilerfrei, p C q Primideale von A, P ein Primideal von
B mit ANP = p. Dann gibt es ein Primideal QQ C B mit BNA = q. Insbesondere
gilt

dim A = dim B

Hier identifizieren wir A mit seinem Bild f(A).

Beweis: Wir beginnen mit der Dimensionsaussage. Nach dem vorherigen Satz
gilt >. Jede Primidealkette in A ldsst sich zu einer Kette in B liften (Indukti-
onsanfang fiir das Nullideal, Induktionsschritt Going-Up). Also gilt <.
Wie im letzten Beweis lokalisieren wir, diesmal an g. Sei S = S; = A N q.
Dies ist eine multiplikative Teilmenge von A, aber auch von B. (Hier geht die
Injektivitét ein!) Dann ist

f:A; =8 B

weiterhin endlicher Ringhomomorphismus. Es geniigt, die Behauptung in dieser
Situation zu zeigen. Ist ndmlich Q ein Primdideal von S~!B, das S~'P und
S~1q enthélt, so ist Q = S~1Q fiir ein Primideal @, das P und q enthalt.
Sei also ohne Einschrinkung q maximal. Wieder wie im letzen Beweis gehen wir
iiber zu

A/p — B/P

Dies ist endlicher Ringhomomorphismus. Sei nun @ ein maximales Ideal von
B/P, welches q/p enthélt. Das geht, da q/p ein echtes Ideal ist. Das Urbild @
von @ in B hat die gewiinschte Eigenschaft. O
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Wir wenden dies fiir affine Varietdten an.

Korollar 7.17. Sei f : X — Y endlicher Morphismus von affinen irreduziblen
Varietiten so dass k[Y] — k[X] injektiv ist. Dann ist f surjektiv.

Beweis: Sei @ € Y. Dann hat das maximale Ideal I(Q)) C k[Y] einen Lift zu
einem Primideal P von k[X]. Sei Q' € V(P), also I(Q') D P D I(Q). Dann gilt

@) =Q. O

Theorem 7.18 (Noethersches Normalisierungslemma). Sei Y eine irreduzible
affine Varietit iber k der Dimension d. Dann gibt es einen endlichen surjektiven
Morphismus

7:Y — A?

Beweis: B = k[Y] ist ein Integritéitsbereich.

Behauptung. FEs gibt einen injektiven ganzen Ringhomomorphismus
fk[Xy, ..., Xn] — kY]

Es ist B = k[Y] = k[Y1,...,Yn]/p fur ein Primideal p. Sei y; =Y; mod p.
Falls m = d, so ist m = dimY = trdegk[yi,...,¥m], die Elemente sind algebra-
isch unabhingig, also Y = A? und es ist nichts zu zeigen.

Sei nun d < m. Wir argumentieren mit Induktion iiber m. Es geniigt zu zeigen,
dass es B’ C B gibt, so dass B endlich ist iiber B’ und B’ wird (als k-Algebra)
von m — 1 Elementen erzeugt. (Denn dann ist B’ endlich iiber k[X1,..., X ]
nach Induktionsvoraussetzung und Endlichkeit ist transitiv.)

Da m > d, gibt es eine Relation f € k[Y7,...,Y,]

f(yhaym)zo

Seien 73, ...,7, € N. Wir setzen
Zi =Y — Y1 firi=2,...,m
Dann gilt
f(y172'2 +y;2,azm+y;m) =0

d.h. (y1, 22, ..., 2m) ist Nullstelle eines Polynoms
F(Y1,Z9,....2m) = f(M1,Z2+ Y, ..., Z0 + Y™) € kY1, Za, ..., Zn)]

Ein Monom aHYibi in f induziert mehrere Terme in F, u.a. den fiihrenden
Term in y;

aylf1+T2b2+'”+Tmbm
Wenn die r; grofl genug sind und weit genug auseinander, dann haben alle diese
Monome unterschiedliche Grade. Einer von ihnen hat den hochsten Grad

FY1,Z2,...,2m) = bYIN + kleinere Terme bzgl. Y;
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Dannist 1/bF (Y1, 22, . . ., m ) eine normierte Gleichung fiir y; iiber k|2, ..., 2]
Wir setzen
B’ =klza,...,2m| C klz2,...,2m]|[11] = B

Nach Lemma 7.14 ist B ganz iiber B’. O

Lemma 7.19. Sei A = k[X1,...,X4], A — B endlicher Ringhomomorphismus,
B ein Integrititsring, b € B ein Element. Dann ist b Nullstelle eines irreduziblen
normierten F' € A[T]

F=T"4+aT™ '+ 4a,

mit Nullstelle b. Wir fassen Multiplikation mit B als Q(A)-lineare Abbildung
Q(B) — Q(B) auf Dann gilt det(b) = +a?, fir ein s € N. Insbesondere ist
det(b) € A.

Beweis: Da A noethersch ist und B/A endlich, ist auch B’ = A[b] endlich iiber
A. Also ist b Nullstelle eines normierten Polynoms F € A[T]. Wir wéhlen F'
irreduzibel iiber A. Nach dem Gauf}-Lemma ist das Polynom sogar irreduzibel
in Q(A)[T]. Es gilt Q(B’) = Q(A)[b], ein Vektorraum mit Basis 1,b,...,6m L.
Wir berechnen die die Matrix M der Multiplikation mit b

b: Q(B') — Q(B)

und erhalten det(b) = ta,.

B ist endlich erzeugt iiber A also Modul, also ist B = A[b, by, ..., b,] fiir endlich
viele ganze Elemente b;. Hieraus folgt Q(B) = Q(A)[b,b1,...,b,] und dies ist
ebenfalls ein endlich-dimensionaler Q(A)-Vektoraum.

Damit gilt: Q(A) C Q(B’) C Q(B), alles endlich-dimensionale Vektorrdume
iiber Q(A). Die Q(A)-Matrix der Multiplikation mit b auf Q(B) ist eine Block-
diagonalmatrix mit Blécken die Matrix der Multiplikation mit b auf Q(B’). Also
ist det(b) eine Potenz von +ay,. O

Beweis von Theorem 7.9: SeiY irreduzible Varietit, g : Y — A! nicht-konstanter
Morphismus, Z irreduzible Komponente von V(g). Wir wollen zeigen, dass

dimZ =dimY -1
Zunichst zerlegen wir V(g) in irreduzible Komponenten Z U Z; U --- U Z,. Sei
UCcX~\(Z1U---UZ,)

affin mit U N Z # (). Wir ersetzen Y durch U. D.h. es geniigt, den affinen Fall
zu betrachten und Z = V(g) ist irreduzibel.

Sei d = dimY. Nach dem Noetherschen Normalisierungslemma gibt es einen
endlichen surjektiven Morphismus

7 X — A?
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Wir suchen V(g’) C A? mit 7(Z) = V(g'). Dann ist nimlich wegen Going-Up
dimV(g) = dim V(¢') = trdeg,k[V(¢)] =d — 1
Wir betrachten A = k[AY] = k[X1,...,Xq4], B = k[Y]. Wir setzen

g' = det(g)
Nach dem Lemma liegt dies in A.
Behauptung. ¢’ € k[Y]g C k[Y]
g’ ist Potenz des konstanten Terms des Minimalpolynoms. Wegen
+g' =g(g" " +arg" "+ Fan-)

folgt
g €< g>Ckl[Y]

Behauptung. /< g>Nk[X1,..., X4 =V<g >
Die Inklusion D folgt aus der vorherigen Behauptung. Sei h € /< g >N A, d.h.
N = ag € k[Y]
Wir nehmen die Determinante dieser Relation und erhalten in A
det(h)N = det(a)g’

also die gesuchte Relation.
Dabher ist
(X1, ..., Xa]/I(V(g")) — k[Y]/TI(V(g))

injektiver endlicher Ringhomomorphismus von Integritétsringen. Wegen Going-
Up haben beide dieselbe Dimension. Links stimmt sie mit

dim k[ X1, ..., X4]/ < ¢ >=trdeg,k[X1,..., X4]/ < g >=d—1
iiberein. O
Der Vollstédndigkeit halber:

Satz 7.20 (GauB-Lemma). Sei A ein nullteilerfreier Ring mit eindeutiger Prim-
faktorzerlegung, F € A[T] ein normiertes Polynom, G € Q(A)[T] ebenfalls nor-
miert mit G|F. Dann gilt G € A[T).

Beweis: Algebra-Biicher oder Zahlentheorie. O
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Kapitel 8

Schnitttheorie 1im
projektiven Raum

Ziel ist der Beweis des Satzes von Bézout iiber Schnitte von Untervarietéiten des
projektiven Raums. Zur Motivation hier schon mal die ebene Version.

Satz 8.1 (Bézout fiir Kurven). Seien Cy,Co C P? verschiedene irreduzible Kur-
ven vom Grad dy,ds. Dann hat C1NCs mit Vielfachheit gezdhlt genau dids viele
Punkte.

Definition 8.2. Sei f € k[Xo,...,X,] irreduzibel vom Grad d. Dann heifit
V(f) C P™ ebene projektive Kurve vom Grad d.

Jetzt fehlt noch die Schnittmultiplizitét.

Definition 8.3. Seien C1,Cy C P? Kurven, P € C; N Cy. Dann heifst
i(C1, Gy, P) = dimy Oc,,p ®0,, . Ocy,p
Schnittmultiplizitat von C7 und Cy in P.

Bemerkung. Die lokalen Ringe nur von einer Umgebung von P abhéngen,
konnen wir in den Rechnungen affine ebene Kurven betrachten. Sei C7,Cy C
A" und I(Cy) =< f1,...,fs >, 1(C3) =< ¢1,...,gt >. Wir setzen J =<
fi,--s fsy91,-..,9¢ >. Dann gilt

Oc,.p Q0y p Oc, p = (k[X1,... 7X"VJ)I(P)

(Wer Tensorprodukte nicht mag, nimmt das als Definition.) Es ist C; N Cy =
V(J) und
I(CiNCy) =T

Die Schnittmultiplizitdten messen also den Unterschied zwischen J und seinem
Radikal.

65
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Beispiel. Sei C; = L eine affine Gerade, Co = V(f) mit f. Ohne Einschrinkung
ist L=V (X), P=(0,0). Dann ist

Op2p = k[X,Y]cxy>
Or.p = (k[X,Y]/X)cxy) = Ek[Y]v)

(
Ov(p).p = (KX, Y]/f)(xv)
Or.p @ Oy(p),p = (KX, Y]/ X @ k[X, Y]/ f)xv) = (K[Y]/F(0,Y))v)

Das Polynom f(0,Y") zerfillt als Produkt von Linearfaktoren (Y —y). Fiir y # 0
liegt der Faktor in (Y'), ist also in der Lokalisierung invertierbar. Sei m die
Multiplizitdt von ¥ — 0 in F'(0,Y"). Dann ist

Y1/ £0,Y)) vy = (RIY]/Y™) vy = K[Y]/Y™

denn in dieser Quotient ist bereits ein lokaler Ring mit einzigem Primideal Y
mod Y™. Er hat die k-Basis 1,Y,...,Y™~ ! also Dimension m.

Bemerkung. Wenn die Kurven €7 und C5 keine irreduziblen Komponenten
gemeinsam haben, so hat der Schnitt die Dimension 0, besteht also nur aus
endlich vielen Punkten. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass dann die Schnittmul-
tiplizitét endlich ist. Es folgt aber auch aus dem Satz von Bézout, daher gehen
wir das jetzt nicht an.

Graduierte Ringe und Moduln
Definition 8.4. (i) Sei A ein Ring. Eine graduierte A-Algebra ist eine di-

rekte Summe -
S =P S
d=0

von A-Moduln zusammen mit einer Multiplikationsabbildung
n:Sx8—S9
mit u(Sn, Sm) C Sntm, die S zu einer A-Algebra macht.
(ii) Sei S eine graduierte A-Algebra. Ein graduierter S-Modul ist eine direkte

Summe -
M= P M,

d=—0o0

von A-Moduln zusammen mit einer skalaren Multiplikation
w:SxM—M
mit p(Sp, My) C My4q, die M zu einem S-Modul macht.

(i1i) Sei M ein graduierter S-Modul, | € 7. Dann ist M[l] := M mit der
Graduierung M[llq = M[l + d].
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(iv) FEin graduiertes Ideal von S ist ein graduierter Untermodul von S.

Beispiel. Sei A = K ein Kérper. Dann ist K[Xj, ..., X,] ein graduierter Ring
mit K[Xy,...,Xp]q der Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad d.

Lemma 8.5. Ist V C P} eine projektive Varietit, so ist I(V') ein graduiertes
Ideal.

Beweis: Wir erinnern uns:
1v) = {3 falfatv) = 0}

Die Menge ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation mit homogenen
Polynomen. Da jedes Polynom Summe von homogenen Polynomen ist, ist I(V)
ein Ideal.

Sei fq € I(V) homogen vom Grad d, s,, € k[Xo, ..., Xp]m homogen vom Grad
m. Dann ist s,,f; homogen vom Grad m + d. Damit ist I(V') ein graduiertes
Ideal. O

Lemma 8.6. Sei S graduierter Ring, I C S graduierter Modul. Dann ist
S/1=EP Sa/la
d=0

wieder graduiert.

Beweis: Wir betrachten die offensichtliche Abbildung von rechts nach links. Sie
ist offensichtlich surjektiv.

Sei s = ZZ:O sq im Kern, d.h. s € I. Dann gilt s; € I; fiir alle d, da I ein
graduiertes Ideal ist. Die Abbildung ist auch injektiv. O

Korollar 8.7. Sei V. C P" projektiv. Der homogene Koordinatenring S(V') =
E[Xo, ..., Xn]/I(V) ist eine graduierte k-Algbra.

Bemerkung. Wir hatten denselben Ring schon einmal mit k[V] bezeichnet. Die
Notation S(V) ist klarer. S soll an die symmetrische Algebra erinnern, denn

k[Xo, ..., X,] = Sym*k"T!

Lemma 8.8. Sei R ein graduierter Ring, S C R eine multiplikative Menge, die
aus homogenen Elementen besteht. Dann ist ST'R ein graduierter Ring. Wir
erhalten eine Bijektion zwischen den graduierten Primidealen von S™'R, und
den graduierten Primidealen von R, die S nicht schneiden.

Beweis: ST 'Rq={f/s € ST'R|f € Raegs+a} ist die Graduierung. Die anderen
Aussagen folgen wie im nicht-graduierten Fall. O

Ist P C R ein graduiertes Primideal, so definieren wir Rp = S™!R mit S die
Menge der homogenen Elemente von R~ P. Dies ist ein lokaler graduierter Ring
mit maximalem Ideal S~!P.

Schnittheorie ldsst sich nun auf die Theorie der Moduln tiber dem homogenen
Koordinatenring zuriickfithren.
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Definition 8.9. Sei M ein endlich erzeugter graduierter Modul dber S =
k[Xo,. .., Xn]. Dann heifit

Ov 2 — 7 o (d) = dimy, My
Hilbert-Funktion von M.

Am interessantesten sind natiirlich die homogenen Koordinatenringe von Un-
tervarietaten.

Theorem 8.10. Sei M ein endlich erzeugter graduierter k[Xo, ..., X,]|-Modul.
Dann gibt es ein eindeutiges Polynom Py € Q[z] mit

Pr(d) = ¢a(d) fiir grof genug

Es gilt
deg Pyy = dim V(I(M))

wobei I(M) = {s € k[Xo,...,Xy,]|sM = 0}.

Definition 8.11. Sei V C P™. Das Hilbert-Polynom Py von V ist das Hilbert-
polynom von S(Y'). Ist

Py(2) = agz® +--- 4 ap ap #0
so heifst dlag Grad von V.

Bemerkung. Wegen I(S(V)) = I(V) gilt d = deg Py = dim V. Wir werden
sehen, dass der Grad im Fall ebener Kurven mit der ersten Definition iiberein-
stimmt.

Beispiel. (i) Sei M = S = k[Xy, X;]. Dann hat Sy die k-Basis XgX{ ¢,
enthélt also d + 1 Elemente. Es ist also

ps(d) =d+1

und das Hilbert-Polynom ist z + 1. Der Grad des Polynoms ist 1, wie die
Dimension. Nach Definition hat P? den Grad 11 = 1.

(i) Sei f = XoX1 — X3, M = S(V(f)). Beim Rechnen in M konnen jeweils
quadratische Potenzen von X5 eleminiert werden, die beiden anderen Va-
riabeln koénnen frei gewéhlt werden. Also hat My die k-Basis

X§Xi*a=0,...,d X{XE Xy b=0,...,d 1

Also
¢5M(d) =2d + 1,Pv(f) =2z+1

Definition 8.12. FEin numerisches Polynom ist ein Polynom P € Q[z] mit
P(n) € Z fiir alle n € Z geniigend grof.
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z

Beispiel. <3

) hat ganze Werte fiir z € Nj.

Lemma 8.13. (i) Sei F' € Q[z] ein numerisches Polynom. Dann gilt

F(z):co(i>+cl<rzl>+...cr ¢ €7

(i1) Sei f :Z — Z eine Funktion, A(f)(n) = f(n+ 1) — f(n) sei gleich einem
numerischen Polynom G € Qlz] fir n geniigend grof. Dann gibt es ein
numerisches Polynom P mit P(n) = f(n) fir n geniigend grofs.

Beweis: Wir argumentieren mit Induktion iiber r. Hat F' den Grad 0, so ist F
konstant als Funktion, und die Behauptung gilt.

Allgemein lasst sich <i> entwickeln als

'
<Z> =24
r r!

Daher kann F'(z) eindeutig in der angegebenen Form geschrieben werden, wobei
¢; € Q. Wir betrachten A(P). Dies ist ein numerisches Polynom vom Grad r—1.
AuBlerdem gilt

2\ (+1)...(z+1—-r+1) z2(z—1)...(z—r+1)
2(0)-

r! r!

:z(z—1)...(z—r+2)(z+1_z+r_1)

my

AP=co(rf1)+--~+cr_1

Nach Induktionsannahme gilt cg, ..., c.—1 € Z. Dann muss auch ¢, ganz sein.
Nun wenden wir uns der zweiten Aussage zu. Sei

Hieraus folgt

G=Co(i)+~-~+cr ¢ €7

o) e ()

Dann gilt AF = Q, also A(fz)(n) = 0 fiir geniigend grofies n. Mit anderen
Worten

Wir setzen

Crp1 = f(n+1) = F(n+1) = f(n) — F(n) n geniigend grof
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Also folgt ¢,+1 € Z. Dann erfiillt
F = F + Cr41
die Behauptung. O

Korollar 8.14. Ist F' ein numerisches Polynom, F = a,.z" + ... mit a, # 0,
so gilt rla, € Z.

Lemma 8.15. Sei S = k[Xy,...,X,], P C S ein homogenes Primideal. Sei
0—-A—-B—-C—0
eine kurze exakte Sequenz von graduierten Moduln. Dann ist
P> I(B)< PDI(A) oder PD I(B)
Es gilt
V(I(B)) = V({I(A))uV(I(B))

Beweis: Es gilt I(C) C I(A),I(B) und I(A)I(C) C I(B) (leicht). Angenommen
I(B) C P, I(A),I(C) € P. Dann gibt es s € I(A) mit s ¢ P, t € I(C)
mit ¢t ¢ P. Aber st € I(A)I(C) C I(B) C P. Dies ist ein Widerspruch zur
Primidealeigenschaft von P.

Die Umkehrung ist klar. Die Aussage iiber die Varietéten folgt, wenn man ma-
ximale Ideale betrachtet. O

Satz 8.16. Sei M ein endlich erzeugter graduierter Modul iber S = k[Xo, ..., Xy].
Dann gibt es eine Filtrierung

0=M°cM'c---CcM" =M
durch graduierte Untermoduln, so dass
M /Mt = (S/P)[li]

fiir ein homogenes Primideal P; C S, l; € Z.

Ist P C S ein homogenes Primideal. Dann ist P D I(M) genau dann, wenn
P > P; fir ein i. Insbesondere sind die minimalen Primideale von I(M) (die
zu den irreduziblen Komponenten von V(I(M)) gehiren) genau die minimalen
Elemente von Py, ..., P.. Die Hdiufigkeit mit der ein minimales P; auftaucht ist
unabhdngig von der Wahl der Filtrierung.

Bemerkung. Weder die Filtrierung noch die auftauchendn P; sind eindeutig.

Beweis: Hier zunéchst die wesentlich Konstruktion. Sei m € M homogen, I(m) =
{s € S|sm = 0}. Dies ist ein homogenes Ideal. Wir betrachten die Menge der

I(m) fiir m # 0. Da der Ring S noethersch ist, enthélt sie ein maximales Element

I(x).

Behauptung. I(x) ist ein Primideal.
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Sei ab € I(x) und b ¢ I(x), also abz = 0, bz # 0. Ohne Einschrankung kénnen
a, b homogen gewihlt werden (zerlege a, b in homogene Komponenten, verglei-
che homogene Anteile von abm von oben.). Es ist I(x) C I(bx). Wegen der
Maximalitiit gilt Gleichheit. Es ist a € I(bx), also a € I(z), wie zu zeigen war.
Sei | = deg(x). Wir betrachten M! =< x >. Dann gilt

M = S/I(x)]l]

Nun betrachten wir M/M?, finden hierin einen Untermodul N von der gewiinsch-
ten Form und setzen M2 das Urbild von N. Induktiv erhalten wir eine Kette
von Untermoduls

0CcM'cM?c M3...

Da M noethersch ist, endet dieser Prozess mit M = M".
Die Aussage iiber homogene Primideale folgt aus dem Lemma 8.15. Sei P ein
minimales Primideal, dass I(M) enthélt. Wir lokalisieren an P und erhalten
eine Filtrierung

0CMpCM;...Mp

Es ist (S/P;))p # 0 genau dann, wenn P; C P. Da P minimal ist, also nur
dann, wenn P; = P. Dies bedeutet, dass die Kette genau soviele nicht-triviale
Inklusionen enthilt, wie P; = P vorkommt.

Die Unabhéngigkeit von der Wahl der Kette ist ein allgemeines Prinzip. Ent-
scheidend ist, dass der Korper (S/P)p ein einfacher Sp-Modul ist, also keine
nicht-trivialen Untermoduln enthélt. O

Beweis von Theorem 8.10: Wir betrachten den graduierten Modul M. In einer
kurzen exakten Sequenz

0—-M —-M-—-M'—0

gilt

by = drr + s V(I(M)) =V(I(M'))UV(I(M"))
Die Behauptung fiir M’ und M"” impliziert also die fiir M. (Beachte, dass der
fiihrende Koeffizient von Pyy/, Py nicht negativ ist, da ¢pgr, ¢pas fiir grofle n
nicht negativ sind.) Nach dem letzten Satz geniigt es daher M = (S/P)[l] zu
betrachten. Die Operation [/] bedeutet z — z + [, also geniigt sogar M = S/P.
1. Fall: P =< Xy,...,X,, >. Dann ist S/P = k, ¢pr(n) = 0 fiir n > 0, also
Py =0 vom Grad —oo und V(P) = () hat Dimension —oo.
2. Fall: P #< Xy, ..., X, >. Ohne Einschriankung ist X ¢ P. Wir betrachten
die kurze exakte Sequenz von graduierten Moduln

0— M 2% M) — M" —0
Die erste Abbildung ist injektiv da P ein Primideal ist und Xy ¢ P. Es folgt

dm(n) = oap(n+1) — dar(n) = A(dar)(n)
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Wegen Xy € I(M") gilt I(M") 2 P, also
V(I(M") € V(P) N V(Xo) € V(P)

inbesondere, dim V(I(M")) < dim V(P). Mit Induktion iiber die Dimension der
Varitit kénnen wir vorausetzen, dass die Aussage des Theorems fiir M" gilt.
Nach Lemma 8.13 existiert ¢p;. Der fithrende Koeffizient ist positiv, da ¢,
positiv ist fiir grofle n. O

Satz 8.17. (i) Fiir Y C P™ nichtleer ist degY € N.
(ii) Wenn'Y =Y, UYs mit dimY; = dimYs = r und dimY; NYs < r, dann
gilt
degY =degY; +degYs
(iii) degP™ =1
(iv) Sei H C P™ Hyperfliche, I(H) =< f > mit f homogen vom Grad d. Dann
gilt
degH =d

Beweis: Py ist ein Polynom vom Grad » = dim Y. Der fithrende Koeffizient hat
die Form ¢o/r! fiir eine ganze Zahl cy. Er ist positiv, da Py (n) > 0 fiir grofie n.
Zu (2): Seien Iy, I> die Ideale von Y7 und Y3. Dann gilt

I:=1(Y)=1(Y1) N I(Y2)
Es gilt V(I; + I5) = Y7 UY>. Wir haben also eine kurze exakte Sequenz
0—-8/I—-S/ &S/l —S/I1 +1 =0
Es folgt
Py = Psj1 = Psj1, — Psj1, — Psj1,41, = Py, + Py, — Py,uy,

Wegen der Dimensionsvoraussetzung ist der fithrende Koeffizient

degY degY: n Yo

r! r! r!

Zu (3): Pyx,,...,x,)- Fir d > 0 hat der Raum der homogenen Polynome vom
Grad d in n + 1-Variablen die Dimension

<z+n> :i_,_.”
n n!

Zu (4): Sei I(H) =< f > mit f vom Grad d. Wir betrachten

0—S[-dLs—8/ <f>-0
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Dann folgt
_(z4+n z—d+n
pucr = (5= (70
PR o1
_ c - -\ n—1 _ c - n—1
_<n'+n‘( )2+ ) (n!+n'(z i)2" T+ >
=1 i=1—d
P n(n+1) n(n—2d+1) 21 L
2 2 n!
d n—1
ot *

O

Definition 8.18. Sei Y C P™ eine Varietit der Dimension r und H C P"
eine Hyperfliche, die mit Y keine Komponenten gemeinsam hat. Sei Z eine
irreduzible Komponente von'Y N H der Dimension r — 1. Dann ist die Schnitt-
multiplizitét i(Y, H; Z;) vonY und H in Z gegeben als die Vielfachheit, mit der
I(Z) in der Kette aus Satz 8.16 fiir M = S/I(Y) + I(H) vorkommt.

Bemerkung. Wenn H keine Hyperfliche ist, so wird es komplizierter. Namlich:
i(Y,Y';2) = lenTors, (S(Y)p, S(Y')p)
i=0

mit P = I(Z).

Lemma 8.19. Sind Y, H Kurven in P?, so stimmt dies mit der Definition 8.3
tiberein.

Beweis: In dieser Situation ist Z = @ ein Punkt, P := I(Z) ein maximales
Ideal. Wir betrachten M = S/I(H) + I(Y).
Nach Satz 8.16 gibt es eine endliche Filtrierung

My C Mp---C Mp=Mp
wobei in jedem Schritt

0

(e = {(s/mp ok

Dabher ist die Vektorraumdimension von Mp gleich der Anzahl der Linge der
Kette, also der Schnittmultiplizitdt im Sinne der letzten Definition. O

Theorem 8.20 (Satz von Bézout). Sei Y C P™ eine Untervarietat, H C P
eine Hyperfliche, die mit Y keine gemeinsamen Komponenten hat. Sei

YNH=2U---UZ,
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die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Dann gilt

> i(Y, H; Z;) deg Z; = (degY)(deg H)

j=1
Beweis: Sei I(H) =< f > vom Grad d. Wir betrachten wieder

0— S/I(Y)d L SY)—M—0

mit M = S/I(Y)+ I(H). Es folgt
PM(Z) = Py(Z) — Py(z — d)

Wir vergleichen die hochsten Koeffizienten auf beiden Seiten. Sei degY = e,
dimY = r, also

e
Py(2)=—2"+e2" 1+ ...

r!
e e
Py(z) = Py(z—d) = 22" ez’ 4o — [z —d) +ea(z—d) 7 4. ]
= EzT +ezm = EZT - drgzrfl —e2" L
r! 7! 7!
_der o
ol

Andererseits berechnen wir Py, direkt. Wir filtrieren
0O=M°cM'c.---cM'=M

mit M?/M*~1 = (S/P; = [l;] fiir Primideale P;. Dann ist
¢
Py = Z P; P; = Pis/p)
i=1

Wenn V(FP;) die Dimension r; und den Grad f; hat, dann gilt
_fi

P; '
T

2+

Zum fithrenden Koeffizienten von P,; tragen nur diejenigen Summanden mit
r; = r — 1 bei. Die zugehorigen P; sind die Primideale der irreduziblen Kompo-
nenten von V(I(M)) = YNH. Jedes solche P; tritt nach Definition i(Y, H; V(F;))
mal auf und der fithrende Koeffizient ist deg V(P;)/(r — 1)!. Also

. deg f;
Py=Y P=z"" 3 (Te_gl)! ..

dim V(P;)=r—1

Koeffizientenvergleich beweist das Theorem. O



75

Bemerkung. Speziell in P? sind alle Kurven Hyperfliichen. Es ergibt sich als
Spezialfall der Satz von Bézout in der Version von Satz 8.1.

Korollar 8.21. Sei C' C P" eine Kurve, f € S(C) homogen vom Grad m.
Dann gilt

> dimOp/ < f >=mdegC

pPeC
Beweis: Wir liften f nach S = k[Xy,...,X,]. Seien fi,..., fs die irreduziblen
Faktoren. Da die Dimension additiv ist, geniigt es die irreduziblen Faktoren zu
betrachten. Sei also ohne Einschriinkung f irreduzibel. Wir setzen H = V (f) C
P™. Esist I(H) =< f >. Nach dem Theorem von Bézout gilt

Z dim(S(C)/ < f >)rp) = deg H deg C

PcHNC

Falls P ¢ HNC, so ist S(C)/f = 0, diese Summanden tragen nicht bei. Schliefi-
lich gilt (S(C)/ < f >)rpy =Op/ < f >. O

Das Element f € S(C) definiert einen Morphismus
f:C—P!

Das Korollar sagt, dass jeder Punkt die gleiche Anzahl Urbilder (mit Vielfach-
heit) hat. Hieraus folgt dann, dass f endlich ist und die Erweiterung k(P!) —
k(C) ebenfalls.
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Kapitel 9

Ausblick

Einige klassische Gegenstédnde der algebraischen Geometrie sind bei uns zu kurz

gekommen.

Singularititen

Beispiel. Wir vergleichen die affinen Varietéiten iiber C
Vi=V(Y?-X(X-1)(X -2 Vo =V(Y? - X*(X,))

Beide sind irreduzibel. Beim Zeichnen der reellen Punkte siecht man bei der zwei-
ten eine Uberkreuzung in (0,0). Vom Standpunkt der reellen oder komplexen
Analysis ist V4 eine Mannigfaltigkeit, V5 nicht.

Definition 9.1. Sei V C A" affin, I(V) =< f1,..., fm >. Dann heifst

aev) = (54 )

2y

Jacobi-Matrix von V. Fin Punkt P € V heifit regulir, falls Jac(V) den Rang
n—dim V' hat, singular andernfalls. V' heifit nicht-singulér, falls alle Punkte von
V' reguldr sind.

Beispiel. Fiir das obige V; erhalten wir
Jac(V) = (X —1)(X=2)+X(X-1)+X(X2),2Y) Jac(Va) = (2X(X—1)+X?,2Y)

Sei 0 # 2. Dann haben die singuldren Punkte in beiden Féllen Y = 0. Da der
Punkt auf V; liegen muss, sind die Punkte (0,0), (1,0), (2,0) bzw. (0,0), (1,0)
interessant. V; ist glatt, V5 ist singulér in (0, 0).

Die obige Definition zeigt die Ndhe zur Analyis, es handelt sich um das Krite-
rium, das im Satz iiber implizite Funktionen benétigt wird. Es ldsst sich aber
auch rein algebraisch umformulieren.

7
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Definition 9.2. Sei A ein endlich-dimensionaler lokaler Ring mit mazimalem
Ideal m und Restklassenkérper K = A/m. A heifit regulér, falls dimg m/m? =
dim A. Ein beliebiger Ring A heifit regulér, falls fiir alle mazimalen Ideal m von
A der Ring A, requlir ist.

Damit:

Satz 9.3. Sei V C A" affine Varietit. Dann ist V genau dann regqulirin P € V,
falls Op regulir ist. V ist requlir genaw dann, wenn k[V] reguldr ist.

Es gibt noch eine weitere Charakterisierung iiber die Existenz von endlichen
projektiven Auflosungen.

Bemerkung. Eindimensionale regulére Ringe sind genau die diskreten Bewer-
tungsringe. Sie kommen also als lokale Ringe von glatten Kurven vor. Ihre Be-
sonderheit ist, dass ein Basisvektor 7 € m/m? ein Primelement ist - bis auf
Einheit sogar das einzige. Diskrete Bewertungsringe sind Hauptidealringe. Sie
spielen in der algebraischen Zahlentheorie eine grofie Rolle.

Kurven

In diesem Abschnitt sei C' C P™ eine glatte irreduzible projektive Kurve. (Wofiir
Glattheit gebraucht wird, wird nicht klar werden, da wir nichts beweisen.)
Es gilt

k(C) = (S(C)o)g

die Elemente vom Grad 0 in der Lokalisierung von S(C') am Primideal 0. Mit
anderen Worten: f = a/s mit a,c € S(C) beide homogen vom selben Grad.

Definition 9.4. Ein Divisor auf C ist eine formale, endliche Linearkombination

von Punkten
D= Z ny P ny € Z, fast alle 0
PeC

Der Grad von D ist deg D =Y np. Sei Div(C) die Gruppe der Divisoren.
Sei f =a/s € k(C)* mit a,s € S(C) homogen vom selben Grad. Dann heifit

vp(f) = dimy, Op/ < a > —dim;, O,/ < s >

Vielfachheit von f in P. Der Divisor

(f)=>_ ve(f)P

pPeC

heifst Hauptdivisor von f.
Die Divisorenklassengruppe Cl(C) von C ist definiert als Div(C) modulo die
Untergruppe der Hauptdivisoren.

Lemma 9.5. Hauptdivisoren sind wohldefinierte Elemente von Div(C) vom
Grad 0.
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Beweis: Sei m = dega = degs. Nach Korollar 8.21 ist
mdeg(C) = ZdimOp/ <a>= Zdim(’)p/ < s>

Daher sind nur endliche viele der Summanden ungleich 0 und die Differenz (f)
hat Grad 0. Ersetzt man a/s durch einen fquivalenten Bruch as’/ss’, so bleibt
vp(f) gleich. O

Bemerkung. vp : k(C) — ZU{oo} ist diskrete Bewertung mit Bewertungsring
Op.

Wir haben also eine kurze exakte Sequenz

0— Cl(C) = CLC) 227 ~0
Theorem 9.6 (Abel-Jacobi). Es gibt eine glatte projektive Varietit Jac(C) der
Dimension g (das Geschlecht von C) mit

Jac(C) = CI°(C)
als Menge.

Tatséchlich trigt Jac(C) die Struktur einer kommutativen algebraischen Grup-
pe, d.h. die Addition und Subtraktion sind Morphismen von Varietdten. Die
Jacobische ist ein Beispiel fiir eine abelsche Varietét.

Und nun noch zum wichtigsten Satz iiber Kurven.

Definition 9.7. Seien D = Y npP,D’ = Y n'p,P Divisoren. Wir schreiben
D > D', falls np > n'p fiir alle P € C.
Fiir D € Div(C) heifst

L(D) ={f € k(O)|(f) = —=D}
Linearsystem zu D. Sei l(D) = dimy L(D)

Man kann sich jetzt einige elementare Eigenschaften fiir die L(D) iiberlegen,
z.B. ist (D) = 0, falls deg D < 0. I(D) héngt nur von der Divisorenklasse von
D ab.

Theorem 9.8 (Riemann-Roch). Sei C glatte projektive Kurve. Dann gibt es
ein eindeutig bestimmtes g € Ng (das Geschlecht von g) und ein K € Div(C),
so dass fir alle D € Div(C')

(D) = (K — D) =1 — g + deg(D)

Ein direkter Beweis findet sich in dem kleinen Biichlein von Fulton iiber alge-
braische Kurven. In Hartshorne Kapitel IV steht ein sehr schneller Beweis mit
kohomologischen Methoden.
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Das Geschlecht ldsst sich aus dem Grad der Kurve berechnen. Die einzige Kurve
vom Geschlecht 0 ist P'. Ebene Kurven vom Grad 3 haben Geschlecht 1. In
diesem Fall ist K = 0, also

(D) ~ I(~D) = deg(D)
Die folgende Aussage ist dann nur eine Ubungsaufgabe:

Satz 9.9. Sei E glatte Kurve vom Geschlecht 1, Py € E ein Punkt. Dann ist
die Abbildung

E — CI°(E) P+ P— P,
bijektiv.
Seminar: Eine Kurve von Geschlecht 1 ist also ihre eigene Jacobische. Solche
Kurven heiflen elliptisch. Sie sind Gegenstand des Seminars im Wintersemester.
Sie haben eine sehr reiche Struktur - insbesondere wenn der Grundkérper nicht
mehr algebraisch abgeschlossen ist. Es soll um die arithmetischen Anwendungen
geben, aber natiirlich wollen wir vorher auch die geometrische und analytische
Situation verstehen.
Vorlesung Funktionentheorie II: Die Theoreme von Riemann-Roch und
Abel-Jacobi kann man auch fiir kompakte Riemannsche Flichen, also eindi-
mensionale komplexe Mannigfaltigkeiten beweisen. Hieraus folgt dann, das jede
solche Riemannsche Fliche eine projektive Kurve iiber C ist. Diese Themen
werden in der Vorlesung Funktionentheorie IT behandelt werden. Uberhaupt ist
Funktionentheorie sehr nach verwandt mit algebraischer Geometrie. Viele Sétze
iiber algebraische Varietéiten (z.B. Bézout) wurden zunéchst nur analytisch be-
wiesen. Manchmal gibt es bis heute kein algebraisches Argument.
Vorlesungen Strasbourg: Im naechsten Jahr wird es in Straflburg Master-
vorlesungen geben zu den Themen

e Géométrie Algébrique complexe (Komplexe algebraische Geometrie)
e Géométrie symplectique (Symplektische Geometrie)

e Systémes dynamiques en arithmétique et en analyse (Dynamische Systeme
in Arithmetik und Analysis)

Die erste Veranstaltung wird eine Mischung von Funktionentheorie und algebrai-
scher Geometrie sein, also fast eine Fortsetzung unserer Einfiihrung. Symplekti-
sche Geometrie steht zwischen Differentialgeometrie und komplexer Geometrie.
Die Objekte sind dann oft in Wirklichkeit projektive algebraische Varietéten.
Stringtheorie (Stichwort Spiegelsymmetrie) benutzt dies sehr stark.

Arithmetische Geometrie

Arithmetische Geometrie kombiniert Zahlentheorie und algebraische Geometrie.
Der Grundkorper ist Q, eine endliche Erweiterung von QQ oder auch ein endlicher
oder lokaler Korper.
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Definition 9.10. Sei k ein Kérper mit algebraischem Abschluss k. Eine projek-
tive Varietit V/k ist eine algebraische Varietit tiber k, die durch Gleichungen in
k[Xo, ..., X, definiert wird. Ist K/k eine Korperweiterung, so heifit die Menge
V(K) der Punkte mit Koordinaten in K Menge der K-wertigen Punkte von V.

Losungen von Polynomgleichungen iiber Q werden also als Punkte einer Varietét
aufgefasst. Uberraschenderweise haben geometrische Eigenschaften der Varietét
arithmetische Konsequenzen.

Theorem 9.11 (Faltings, Mordell-Vermutung). Sei K endliche Kdrpererweite-
rung von Q, C/K eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht grifler gleich 2.
Dann ist C(K) endlich.

Der Beweis wird mit Arakelov-Theorie gefiihrt, einer Kombination von Diffe-
rentialgeometrie und algebrasicher Geometrie iiber Z.
Ist der Grundkoérper I, so ist V/(F,) C P*(FF,) eine endliche Menge.

Definition 9.12. Sei V/F, eine quasi-projektive Varietit. Wir setzen

Dann heifst
ﬂ%ﬂ:@mz]W%GQM]
r=1

Zeta-Funktion von V.
Beispiel. V = P!. Dann ist
N, = [PH(Fpr)| = |(F5r ~ {0})/Fye| = (0* = 1)/(p" = 1) =p" + 1

und daher

[e’e) 1 +pr)tr
Z(P',t) = E:L———f
( ’ ) o r=1 r

= exp <Z % + Z (pi)T>

exp(—log(1 —t) — log(1 — pt))
1

(1—=t)(1—pt)

Weil rechnete viele weitere Beispiele durch und vermutete dann allgemein:

Theorem 9.13 (Weil-Vermutungen). Sei V' glatte projektive Varitit der Di-
mension d.

(i) (Rationalitit) Z(V,t) € Q(t).

(i) Z(V,t) = H?io Pi(t)=D"" mit Pi(t) € Z[t] mit konstantem Term 1.
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(iii) Ist 'V eine Kurve, so ist deg Py = g(C), das Geschlecht. (Allgemein:
deg P; = b;, die Dimension der i-ten singuliren Kohomologie von V/C).

(iv) (Funktionalgleichung)

(v) (Riemannsche Vermutung) Alle Nullstellen von P; haben den Absolutbe-
trag p_i/2

Wieder haben geometrische Eigenschaften arithmetische Konsequenzen!

Weil konnte die Aussagen fiir Kurven beweisen. (Im Fall von elliptischen Kurven
wollen wir das im Seminar sehen.) Er sah auch ein Erkldrungsmuster: Es sollte
eine rein algebraische definierte Kohomologietheorie geben V' +— H*(V). Dann
sollte P; das charakteristische Polynom des Frobeniushomomorphismus auf H*
sein. Der Beweis der Rationalitéit wire eine Art Fixpunktformel fiir diesen Endo-
morphismus. Grothendieck gelang die Konstruktion dieser Kohomologietheorie
und damit der Beweis aller Aussagen bis auf die Riemannsche Vermutung. Diese
wurde von Deligne gezeigt.

In der Vorlesung der niichsten zwei Semester soll dieser Beweis (oder moglichst
viel davon) nachvollzogen werden. Themen werden sein:

(i) Singulédrititen, glatte Morphismen und étale Morphismen
(ii) Varietéten iiber beliebigen Korpern

(iii) Garben, Garbenkohomologie

(v) elementare und nicht-elementare Eigenschaften von étaler Kohomologie

)
)
)
(iv) Die étale Topologie und étale Kohomologie
)
(vi) Rationalitét

) -

(vii
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