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Kapitel 0

Wiederholung

Sei k ein Korper, nicht notwendig algebraisch abgeschlossen.

Eine Varietdt ist ein reduziertes, separariertes Schema von endlichem Typ tiber
einem Korper.

In der Sprache des letzten Semester: Eine Pravarietdt V ist ein lokal geringter
Raum, der eine endliche Uberdeckung durch Maximalspektren von reduzierten
k-Algebren hat. Er ist eine Varietét, wenn er zusétzlich separiert ist.

Fiir eine weitere Varietéit V sind die S-wertigen Punkte von V' sind die Menge
von Morphismen

V(S) = Mor(S, V)

Beispiel. Sei V = Spmk[X,Y]/(Y? — X(X — 1)(X + 1)). Fiir eine endliche
Korpererweiterung K/k ist dann

V(E) = {(x,y) € Kly* = oz — 1)(z - 2)},

denn zu einem solchen Paar gehort ein Morphismus k[X,Y] — K mit X —
z,Y +— y, der dann iiber den Quotienten faktorisiert.

Zeta-Funktionen

Fiir eine Primzahlpotenz g = p™ sei F; der Kérper mit ¢ Elementen.
Definition 0.1. Sei V eine Varietdt iber F,. Sei N, = |V(Fgv)|.
Z(V,t) = ex Z N, ~
) - p v v
v>1
A priori ist dies eine formale Potenzreihe in Q[[t]] (tatsichlich in Z[[¢]]). Haupt-

ziel der Vorlesung ist zu zeigen, dass Z(V,t) eine rationale Funktion ist, d.h.
Quotient von Polynomen mit rationalen Koeffizienten.
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2 KAPITEL 0. WIEDERHOLUNG

Beispiel. V =P!. Dann gilt P}(F,)| = ¢+ 1, also N, = ¢” + 1.

v

2P 1) = exp(3 (1 + ) 1)

14

v>1
= exp(z %) exp(z ql;ty)
— exp(—log(1 — £)) exp(— log(1 — qt))
1
T (01— q)

Ubungsaufgabe 0.1. (i) Berechnung der Zeta-Funktion fiir V = Spm F,(v/2).

(ii) Sei U C V offen mit abgeschlossenem Komplement Z. Dann gilt
Z(U O Z(Z,t) = Z(X,t)

Genauer gehen wir folgt vor.

Sei [ eine Primzahl ungleich p. Sei Q; der Korper der l-adischen Zahlen, also die
Komplettierung von Q beziiglich des [-adischen Betrags. Wir werden endlich-
dimensionale Vektorrdaume

Hi (V7 Ql)
definieren, auf denen der g-Frobenius ® operiert. Dies ist die [-adische Kohomo-
logie. Sie wird definiert mittels etaler Kohomologie mit Torsionskoeffizienten.

Definition 0.2. o
P,(V,t) =det(l — ot|1H (V,Q)))

Die Nullstellen von P;(V,t) sind die inversen der Eigenwerte von ®.

Theorem 0.3 (Grothendieck).

Z2(v,t) = [[ PV,
i>0

Hauptzutat im Beweis ist eine Fixpunktformel fiir etale Kohomologie. Wir
bendétigen dafiir:

e Etale Kohomologie

Endlichkeitsaussagen

Eigentlicher Basiswechsel

Glatter Basiswechsel

Kohomologie mit kompaktem Tréger

Reinheit



e [-adische Garben
e Poincare Dualitét

e Fixpunkt-Formel

(Das wiire dann die Inhaltsangabe der Vorlesung.)
Wir wiederholen zunéchst die Definition von etaler Kohomologie.

Etale Kohomologie

Definition 0.4. Sei C eine Kategorie. Eine Topologie T" auf C besteht aus einer
Menge Cov(T) von Uberdeckungen, das sind Familien {¢; : U; — U}ier von
Morphismen in C, so dass gilt

(i) Ist {U; — U} eine Uberdeckung und V — U ein Morphismus, so existieren
die Faserprodukte U; xy V und {U; xy V. — V'} ist eine Uberdeckung.

(ii) Ist {U; — U} eine Uberdeckung und fiir jedes i die Familie {Vi; — U;}
eine Uberdeckung, so ist auch {V;; — U} eine Uberdeckung.

(iii) Ist ¢ : U' — U ein Isomorphismus, so ist {U’ — U} eine Uberdeckunyg.

Eine Kategorie mit Topologie heifit auch Situs.
Sei (C,T) ein Situs. Eine Priagarbe (von abelschen Gruppen) auf C ist ein kon-
travarianter Funktor

F :C — ab.

Morphismen von Prdgarben sind die Transformationen von Funktoren.
Eine Garbe (von abelschen Gruppen) auf C ist eine Prdgarbe, so dass fir alle
Uberdeckungen {U; — U};er die Sequenz

0— F(U) = [[F) — ] FWi xv Uy)

iel ijel

exakt ist. Morphismen von Garben sind die Morphismen der zugrundeliegenden
Prigarben. Die Kategorie der Garben auf C wird mit Sh(C,T) bezeichnet.

Beispiel. X topologischer Raum, X die zugehorige Kategorie mit Objekten die
offenen Teilmenge von X und Morphismen die Inklusionen. Eine Familie {U; —
Ulicr heift Uberdeckung, wenn Uier Ui = U. Garben sind dann gewohnliche
Garben, denn

Ui XUUj :UiﬂUj

Ist X eine Varitét, so nennen wir dies die Zariski-Topologie und sprechen vom
Zariski-Situs.

Definition 0.5. Ein Morphismus f : X — Y wvon Varietiten heifit etale, wenn
er flach und unverzweigt ist, d.h.

(i) Fiir jedes v € X ist der Algebrenhomomorphismus Oyt — Ox . flach.
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(it) Die Garbe der relativen Differentialformen Qx /vy verschwindet.
Wir benétigen vor allem zwei Eigenschaften von etalen Morphismen:
Satz 0.6. (i) Die Komposition etaler Morphismen ist etale.

(i) Der Basiswechsel eines etalen Morphismus ist etale.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus den Rechenregeln fiir flach und fiir Diffe-
rentialformenmoduln. Die zweite Aussage folgt ebenfalls ohne zuviel Miihe aus
diesen Rechenregeln - wenn man mit Schemata arbeitet. Wir miissen zusétzlich
folgende Aussage zeigen: Sei A — B etaler Morphismus von k-Algebren. Ist A
reduziert, dann auch B. Auch dies folgt aus kommutativer Algebra, vergleiche
z.B. das Buch von Matsumura. O

Ubungsaufgabe 0.2. Sei k perfekt, A und B reduzierte, endlich erzeugte k-
Algebren. Dann ist A ® B reduziert. (Referenz: Matsumura, Commutative ring
theory.) Geben Sie ein Gegenbeispiel, wenn k nicht perfekt ist.

Definition 0.7. Sei X eine Varietit. Der etale Sit"us Xt besteht aus der Ka-
tegorie der etalen Morphismen X' — X und den Uberdeckungen die Familien
{¢i : U; = Ulicr, so dass

e =U

iel
Dass es sich um einen Situs handelt, folgt aus dem vorherigen Satz.

Beispiel. Sei k ein Korper. Die Objekte des etalen Situs ke; bestehen aus end-
lichen disjunkten Vereinigungen

X' = o Spm k;
i=1

wobei k;/k eine endliche separable Korpererweiterung ist. Eine etale Garbe ist
durch ihre Werte auf endlichen separablen Koérpererweiterungen eindeutig be-
stimmt. Die Restriktionsabbildungen sind injektiv. Sei k der separable Abschluss

von k Wir setzen ~
Fk) =JF(x)

wobei die Vereinigung {iber alle endlichen Teilkdrper von k geht. Hierauf operiert
Gal(k/k) und es gilt ~
.7:(K) — ]_-(E)Gal(k/K)

Satz 0.8 (WS, Satz 8.12, Satz 8.13). Die Kategorien der etalen Prdigarben und
Garben ist abelsch. Der Inklusionsfunktor von der Kategorie der Garben in die
Kategorie der Prigarben ist linksexakt und hat einen exakten linksadjungierten,
die Garbifizierung.

Konkret: Zu jeder Priagarbe F gehort eine Garbifizierung F — FT, so dass
jeder Morphismus F — G in eine Garbe G eindeutig iiber FT faktorisiert.



Definition 0.9. Seien (C,T) und (C',T") Siten. Ein Morphismus von Siten ist
ein Funktor a : C — C', so dass gilt:

(i) Ist {Ui — Utier eine Uberdeckung in T, so ist {a(U;) — a(U)}ier eine
Uberdeckung in T'.

(ii) Ist {U; — Ulier eine Uberdeckung in T und V. — U ein Morphismus in
C, so ist
G(UZ XU V) — G(Ul) Xa(U) a(V)
ein Isomorphismus.
Beispiel. (i) Sei f: X — Y stetig. Dann ist a = f~!: Y — X ein Morphis-
mus von Siten. Man beachte, dass er in die Gegenrichtung geht!

(ii) Sei f: X — Y ein Morphismus von Varietéiten. Dann ist der Basiswechsel
ein Morphismus von Siten Y — Xet.

(iii) Sei X eine Varietiit, Xz, = X. Dann ist die Inklusion Xz, — X ein
Morphismus von Siten.

Satz 0.10 (WS Satz 8.15). (i) Sei a : C — C' ein Funktor. Dann gibt es
adjungierte Funktoren

a. : PSh(C") — PSh(C) a* : PSh(C) — PSh(C")
d.h.
Hom(a.F,G) = Hom(F, a*G)
fir alle F € PSh(C"), G € PSh(C).

(i) Seia: (C,T) — (C',T") ein Morphismus von Siten. Dann ¢ibt es adjun-
gierte Funktoren

a* : Sh(C") — Sh(C) a : Sh(C) — Sh(C")

Satz 0.11. Sei V eine Varietdt. Dann hat die Kategorie der etalen Garbee auf
V' geniigend viele Injektive, d.h. fir jede Garbe F gibt es einen Monomorphismus
F — T in eine injektive Garbe I.

Ubungsaufgabe 0.3. Beweis des Satzes mit Abstract Nonsense.
Referenz: Grothendieck, Alexander Sur quelques points d’algebre homologique.
Tohoku Math. J. (2) 9 1957 119-221.

Definition 0.12. Sei V' eine Varietdit, F eine etale Garbe auf V. Die i-te etale
Kohomologie ist die i-te Rechtsableitung

Hy(V.F) = R'T(V, F)
des globalen Schnittfunktors T : Sh(Ve) — ab.

Konkreter: Sei F — Z* eine injektive Auflésung, d.h. Z* ist ein Komplex von
injektiven Garben mit H7(Z*) = 0 fiir j # 0 und H°(Z*) = F. Dann ist

H'(V,F) = H'(D(V,T"))
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Kapitel 1

Endlichkeitsbedingungen

Alle Varitéten iiber festen Korper k, alle Garbe im etalen Situs.

Definition 1.1. Sei X eine Varietdt. Eine Garbe F heift konstant, wenn sie
die Garbifizierung einer konstanten Garbe U — U ist. Sie heifst lokal konstant,
wenn es eine etale Uberdeckung {U; — X} gibt, so dass Fly, konstant ist. Sie
heifit endlich lokal konstant, wenn sie lokal-konstant ist und alle F(U) endlich.
Eine Garbe F heifst konstruierbar, wenn X endliche Vereinigung von lokal-
abgeschlossenen Untervarietiten Y mit Fly endlich lokal-konstant.

Beispiel. Sei X eine Varietét, n teilerfremd zu Char(k). Fiir U — X etale sei
pn(U) die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in O(U). Diese Garbe ist endlich
lokal-konstant: Fiir jedes U = Spm A sei U’ = Spm A[X]/(X"™ — 1) — U etale,
da nX"~t #£ 0 (Jacobi-Kriterium). Es gilt yu, (U’) 2 Z/nZ bzw. u,|v: = Z/nZ.
Man beachte, dass die Aussage in der Zariski-Topologie falsch ist!

Lemma 1.2. FEine Garbe F auf X ist genau dann konstruierbar, wenn es je-
de abgeschlossene Teilmenge Y C X eine offene nichtleere Teilmenge U C Y
enthalt mit Fly endlich lokalkonstant.

Beweis: Sei X konstruierbar, konstant auf Y7,...,Y,.Sei Y C X abgeschlossen.
Ohne Einschrankung ist Y irreduzibel. Die Y NY; tiberdecken Y. Daher gibt es
ein 7, so dass Y NY] eine offene Teilmenge U; C Y entélt. Hierauf ist F endlich
lokal konstant.

Fiir die Umkehrung beginnen wir mit einer offenen Teilmenge U = Y; C X
auf der F endlich lokal konstant ist. Dann ist X ~ U offen und enthélt nach
Voraussetzung eine offene Teilmenge Y5, auf der F endlich lokal-konstant ist.
Dieses Verfahren wird iteriert. Es bricht ab, da X noethersch ist als topologischer
Raum. O

Beispiel. Sei j : U — X eine offene Immersion, F eine Garbe auf X. Dann ist
N F die Garbifizierung von

0 else

VH{?(V) VU
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(Ausdehnung durch 0). Ist F endlich lokalkonstant, so ist jiF konstruierbar,
denn j!.7:|U = .7:, j!]:|X\U =0.

Es ist ab jetzt sinnvoll, mit Schemata statt mit Varietdten zu arbeiten. Der
Unterschied liegt im der zugrundeliegenden Menge. Sei V' eine Varietédt. Das
zugehorige Schema V hat als Punkte die Menge der irreduziblen Teilmengen von
V. Diese wird mit der Zariski-Topologie versehen: die abgeschlossenen stehen
in Bijektion zu den abgeschlossenen Teilmengen von V: nimlich A — A die
Menge der irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von A. Der topologissche
Raum V mit einer Garbe von Ringen versehen, wobei O(U) = O(U), wenn U
die Schemaisierung von U.

Lokal ist V isomorph zu Spec R, wobei R eine reduzierte k-Algebra von endli-
chem Typ und Spec R die Menge der Primideale.

Umgekehrt kann V aus V rekonstruiert werden, in dem man zur Teilmenge der
abgeschlossenen Punkte iibergeht.

Ubungsaufgabe 1.1. Geben Sie ein Schema an, das nicht von der Form V fiir
eine Varietédt V ist.

Wir erinnern an die Definition von Halmen. Ein geometrischer Punkt ist ein
Morphismus T : Spmkx — X, wobei ein x separabel abgeschlossener Koérper.
Er liegt iiber einem Punkt € X mit Restklassenkorper x(z). Der Halm einer
Garbe F in 7T ist

Fz= lién F(U)

wobei das direkte System alle etalen Umgebungen U — X durchlauft, iiber die
T faktorisiert.

Ubungsaufgabe 1.2. Eine lokal-konstante Garbe auf einer Varietit ist endlich
lokal-konstant genau dann, wenn alle Halme endlich sind oder dquivalent, wenn
es fiir jede Zusammenhangskomponente einen geometrischen Punkt, in dem der
Halm endlich ist.

Lemma 1.3. Sei F;, — F fiir i € I eine Familie von Morphismen in eine
konstruierbare Garbe F. Fir jeden geometrischen Punkt T sei |J(Fi)z — Fz
surjektiv. Dann gibt es eine endliche Teilfamilie F;,, ..., F;,, so dass

T

@er, -7

j=1
surjektiv ist.

Beweis: Mit noetherscher Induktion geniigt es, eine etale Umgebung ¢ : U — X
zu finden, so dass die Aussage fiir das System F;|y gilt (und dann auch auf fiir
¢(U) C X. Wir wéhlen U — X so, dass F|y konstant ist und U irreduzibel.
Seien s1,...,s, die endlich vielen Schnitte von F(U). Sei i; ein Index, so dass
der Halm von s; ein Urbild in (F5, )z hat. Nach eventuellem Verkleinern von U
hat s; dann ein Urbild in 7, (U). O



Satz 1.4. Sei ¢ : Y — X ein Morphismus. Dann definiert

U— Morx(U,Y)=Y
eine etale Garbe von Mengen auf X.

Wir sagen, Y wird durch Y repriisentiert. Der Bewelis ist eine Ubung in Descent-
Theorie.

Beweis: Wir iiberpriifen das Garbenaxiom, also fiir eine etale Uberdeckung
{U; — U} die Exaktheit von

Morx (U,Y) — [ [ Morx (Ui, Y) = J] Morx (Ui xu U;,Y)
@ (4,4)
Man beachte
Morx (U,Y) = Mory(U,Y xx U)

Wir ersetzen Y durch Y x x U, d.h. ohne Einschréinkung ist X = U. Da Morphis-
men von Varietdten entlang offener Mengen zusammengeklebt werden kénnen,
sind ohne Einschrinkung X,Y,U,U; affin. Sei weiter U’ = |JU;. Dann ist
OU) — O(U’) treuflach. Mit

A=0U),B=0U"),C=0(Y)
wird die Sequenz zu
Mor4(C, A) — Mor4(C, B) =2 Mor4(C, B ®4 B)

wobei Mor 4 Morphismen von A-Algebren sind. Man sieht leicht, dass es geniigt,
die Exaktheit von

HOHlA(C, A) — HOIIlA(C'7 B) = HomA(C’, B ®a B)
zu iiberpriifen, wobei Hom 4 Modulhomomorphismen bezeichnet. Dies folgt durch
Anwenden von Hom 4 (C, -) auf die Sequenz

b—b®1—1xb
T

A— B B®a B

Behauptung. Diese Sequenz ist exakt, wenn A — B treuflach ist.

Die Aussage ist trivial, falls A — B einen Schnitt hat. Im allgemeinen kénnen
wir die Exaktheit nach treuflachem Basiswechsel von A nach B iiberpriifen. Die
Abbildung B — B ® B hat einen Schnitt s(b @ b') = bb'. O

Beispiel. Fiir Y = A! erhalten wir etalen Descent der Strukturgarbe, d.h.
U O(U) ist eine etale Garbe.

Ubungsaufgabe 1.3. Die Kategorie der etalen kohirenten Garben ist #quiva-
lent zur Kategorie der kohérenten Zariski-Garben.
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Wir sind jetzt an dem Fall interessiert, dass Y — X etale ist.

Beispiel. Sei X = Speck, Y = Spec K mit K/k eine endliche separable Fr-
weiterung. Nach dem Satz vom primitiven Element ist K = k[X]/P fiir ein
separables Polynom P. Sei U — X ebenfalls etale, also U = | J Spec L; mit L;/k
endliche separable Korpererweiterung.

Morx (U,Y) = | JHomy(K, L;) = | J{z € Li|P(z) = 0}

Sei L die normale Hiille von K. Fiir L; O L hat dann P genau deg P viele
Nullstellen in L. Die Garbe Y|gpec 1, ist konstant.

Sei Y — X eine quasi-endliche unverzweigte Uberlagerung von komplexen
RAumen mit der analytischen Topologie. Lokal fiir die etale Topologie zerfillt
Y dann: Jeder Punkt von X hat eine Umgebung, so dass

YU:UUi

mit U; C U offen. Sei Z C U abgeschlossen. Dann setzt sich jeder Schnitt Z — Y
eindeutig zu einem Schnitt U — Y fort, eventuell nach Verkleinern von U. Wir
wollen diesselbe Aussage auch fiir etale Morphismen zeigen.

Lemma 1.5. Sei T ein geometrischer Punkt von X mit Bild x € X, A =
Ox,.z = limy ) OU) der direkte Limes iiber alle etalen Umgebungen von T.
Dann ist A strikt henselsch, d.h. A lokal mit separabel abgeschlossenem Rest-
klasenkorper und fiir jedes etale ¢ : Y — X und einen Schnitt y von Yz — T,
hat Y4 — Spec A einen eindeutigen Schnitt, dery fortsetzt.

Beweis: (Milne Theorem 4.2 und Ende von §4.)Idee des Arguments: § macht
Y4 zu einer etalen Umgebung von Z. Die Strukturabbildung O(Y) — A ist der
gesuchte Schnitt. O

Lemma 1.6. Seii: Z C X abgeschlossen, ¢ : Y — X ein Morphismus. Dann
gilt

Y = (Y xx 2)

Beweis: Wir erinnern uns an die Definition von 7*: Sei F etale Garbe auf X.
Dann ist i*F ist die etale Garbe

U’ — lim F(U)
U

wobei der Limes alle etalen U und ¢ : U’ — U Xx Z durchliuft. In unserer
speziellen Situation geniigt es, U’ = U x x Z fiir etales U — X anzunehmen.
Dann gilt

Y (U') = (1[}% Y (U) = lim Morx (U,Y) — Morz(U",Y xx Z)
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(fiir die letzte Abbildung schrinken wir zunéchst ein nach U’, dann faktorisiert
die Abbildung iiber Yz.) Um zu zeigen, dass es sich um einen Isomorphismus
handelt, betrachten wir die Halme in den Punkten von Z. Es gilt

Yy = Morx (Spec Ox 7,Y) Y7+ = Morx (SpecOzz,Y)
Beide sind nach dem letzten Lemma gegeben durch die Schnitte @ — Y. O

Satz 1.7. Ist ¢ : Y — X etale, so ist die Garbe Y konstruierbar.

Beweis: Wir zeigen, dass es ein etales V' — X gibt, so dass Y x V' — V spaltet,
d.h.
Y xv=][]v

Dann ist f/|V =11 V und V ist eine konstante Garbe némlich konstant gleich id).
Auf dem Komplement Z des Bildes von V ist Y durch nach dem Lemma das etale
Z-Schema Yz reprisentiert. Der Rest des Argumentes geht mit noetherscher
Induktion.

Ohne Einschrankung ist X irreduzibel. Sei k(X) der Funktionenkorper. Da
Y — X etale ist, ist Y (x) disjunkte Vereinigung von Spektren von endlichen
separablen Korpererweiterungen Ki,..., K, /k(X). Sei K/k(X) eine endliche
Galoiserweiterung aller K;. Dann zerfillt Y als disjunkte Vereinigung von Ko-
pien von Spec K. Wir wéhlen U — X etale mit k(U) = K. (Das geht: K/k(X)
entsteht durch Adjunktion eines Elementes mit separablem Minimalpolynom P.
Die Adjunktion eines Elementes mit dieser Gleichung zu X ist generisch etale,
dort wo P’ # 0). Die Schnitte Spec K — Y, dehnen sich auf offene Teilmengen
von U aus. Uber dieser zerfiillt dann auch Yy . O

Sei F eine etale Garbe, s € F(U) ein Schnitt. Dann definiert dies einen Mor-
phismus s, : U — F via

U(V)=Mox(V,U) = F(V) &~ "(s)
Das Element s liegt in seinem Bild.

Satz 1.8. FEine etale Garbe von Mengen F auf X ist genau dann darstellbar,
wenn gilt:

(i) Alle Halme sind endliche Mengen.
(i) Fir jedes etale U — X und je zwei Schnitte o, 3 € F(U) ist

{z € Ulaw # Ba}
offen.

Beweis: Wegen etalem Descent geniigt es fiir jeden Punkt eine etale Umgebung
zu finden, auf der F darstellbar ist.
Die komplementédre Menge

{z e Ulay, = B}
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ist offen (Garbenaxiom). Daher ist sie sogar offen und abgeschlossen, also eine
Zusammenhangskomponente von U. Sei also U zusammenhéngend, dann ist

FU)— Fy

injektiv. Daher sind alle F(U) endliche Mengen. Fiir festes zusammenhéngen-
des U sei Y = Uyez () U. Das Tupel der Element von F(U) definiert einen
Morphismus R

Y — F‘U
Diese Abbildung ist injektiv, da alle F(U) — F(V') injektiv sind. Sei « € U ein
Punkt. Dann gibt es eine etale Umgebung U’ von z, so dass alle Element von
F. in F(U') existieren. Daher ist

}N/|U/ — f|U’

bijektiv. Angewendet auf einen generischen Punkt 1 von X sehen wir also, dass
F in einer etalen Umgebung von 7 darstellbar ist. Fiir den Rest des Argumentes
mit noetherscher Induktion siehe [FK] 3.21-3.23. O

Korollar 1.9. Sei F darstellbar und G C F eine Untergarbe. Dann ist G dar-
stellbar.

Beweis: Die Bedingung fiir G folgt aus der fiir F. O
Satz 1.10. Fir eine Garbe von Mengen F auf Xet sind dquivalent:
(i) F ist konstruierbar.

1) Es gibt eine Garbe G, die durch ein etales Y — X reprdisentiert wird und
g
eine surjektive Abbildung G — F.

) Es gibt eine /Iquiyalenzr@lgtion R =Y in Xe, 50 dass F der Kokern von
R=Y ist, d.h. R(U) CY(U) x Y(U) ist eine Aquivalenzrelation und F
ist die Garbifizierung von U — Y (U)/ ~p .-

Beweis: Sei F eine etale Garbe, s € F(U).Daher ist die Familie aller s, : U—F
surjektiv. Sei nun F konstruierbar. Nach Lemma 1.3 gibt es dann eine endliche
Teilfamilie, die surjektiv ist.

Sei nun G = Y darstellbar, G — F surjektiv. Sei H = G x# G die Garbe

Vi G(V) xzy F(V)
Sie hat zwei natiirliche Projektionen nach G und F ist der Kokern von
OGxrF=g

Als Untergarbe der darstg}lbaren Garbe G x G = m ist ‘H darstellbar.
Seinun R = Y eine etale Aquvialenzrelation. Hieraus folgt (?7), dass R — Y xY
eine offen Immersion ist. Ist die Abbildung zusitzlich abgeschlossen, so ist die
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Voraussetzung von Satz 1.8 erfiillt und F ist darstellbar. Im allgemeinen gibt
es eine offene Teilmenge von U C X, iiber der Y und R endlich sind. Hier ist
R — Y x Y endlich, also abgeschlossen. Uber U ist F also darstellbar und
daher konstruierbar. Der Rest geht wieder mit noetherscher Induktion. ([FK]
4.377). O

Bemerkung. Kokerne von etalen Aquivalenzrelationen heifien auch algebrai-
sche Raume. Nach dem Satz sind also alle konstruierbaren Garben darstellbar
durch algebraische Rdume.

Korollar 1.11. Jede Untergarbe einer konstruierbaren Garbe ist konstruier-
bar. Jede Garbe von Mengen ist filtrierter direkter Limes von konstruierbaren
Untergarben.

Beweis: Die erste Aussage gilt, da Untergarben von darstellbaren Garben dar-
stellbar sind. Fiir die zweite Aussage schreiben wir F wieder als Quotient einer
Familie von darstellbaren Garben. Deren Bilder sind dann konstruierbare Un-
tergarben. O

Ubungsaufgabe 1.4. Sei Y — X eine Varietit. Verifizieren Sie, dass Y die
Bedingung (ii) aus Satz 1.8 erfiillt.

Definition 1.12. Eine Garbe von abelschen Gruppen heifit Torsionsgarbe, wenn
alle Halme Torsionsgruppen sind.

Ubungsaufgabe 1.5. Aquivalent dazu: alle F(U) sind Torsionsgruppen.

Satz 1.13. Die konstruierbaren Garben von abelschen Gruppen sind genau die
noetherschen Objekte in der Kategorie der Torsionsgarben. Jede Torsionsgarbe
ist filtrierter direkter Limes ihrer konstruierbaren Untergarben.

Definition 1.14. Sei A = Z/nZ, U — X etale. Wir setzen U™ die Garbifizie-
rung von

V — A[U(V)]
der freie A-Modul mit Basis U(V).
Dies ist eine konstruierbare Garbe von A-Moduln.

Beweis: Sei F konstruierbar,
FoCFLC...

eine Folge von Untergarben. Sei F' = lim F;. Als Untergarbe von F ist F’
konstruierbar. Nach Lemma 1.3 ist ' dann Limes einer endlichen Teilfamilie
der F;. Die Folge wird also stabil.
Sei nun G eine Torsionsgarbe. Sie ist direkter Limes der Z/nZ-Moduluntergarben.
Ohne Einschrinkung ist also G eine A-Modulgarbe mit A = Z/nZ.. Wir betrach-
ten die Familie der

s.:U—G
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fir U — X etale, s € G(U). Alle Schnitte liegen im Bild der Familie, also ist die
Familie surjektiv. Da G eine Garbe von A-Moduln ist, setzt sich s, fort nach

Ur =g

Sei jeweils Gy s das Bild in G. Als Quotient einer konstruierbaren Garbe ist diese
Garbe konstruierbar. Nach Konstruktion ist G Vereinigung der Gy 5. O

Korollar 1.15. die Kategorie der konstruierbaren Garben ist eine abelsche Un-
terkategorie der Kategorie der Torsionsgarben. Die Kategorie der Torsionsgar-
ben ist lokal noethersch, d.h.

(i) Die noetherschen Objekte bilden ein System von Generatoren.
(ii) Filtrierte direkte Limiten sind exakt.

Beweis: Eine Menge von Objekten einer abelschen Kategorie heifit System von
Generatoren, wenn jedes Objekt Quotient von direkten Summen dieser Objekte
ist. Laut Beweis des Satzes bilden die U%/"% ein System von Generatoren.

Exaktheit kann auf Halmen iiberpriift werden, folgt also aus der entsprechenden
Eigenschaft fiir abelsche Gruppen. O

Korollar 1.16. Sei A = Z/nZ, F eine konstruierbare Garbe von A-Moduln auf
X. Dann gibt es ein etales Schema U. Dann gibt es ein etales Schema U tiber
X und einen surjektiven Garbenhomomorphismus

Ut = F
Beweis: Nach dem Beweis von Satz 1.13 gibt es einen surjektiven Garbenhomo-

morphismus
P~
U,s

Da F konstruierbar ist, reichen endlich viele Summanden U2, Wir setzen U =
1 U.. O

Limiten

Satz 1.17. Sei F = lim F, filtrierter direkter Limes von abelschen Garben auf
X. Dann gilt 4 .
H'(X,F)=1lmH (X,F,)

Beweis: Wir betrachten den Fall i = 0. Sei s € F(X). Fiir jeden geometrischen
Punkt = gilt

Sz € ]:5 = lim]:,,,f
Daher gibt es v(T), so dass sz repésentiert wird durch ein s,z € F, z. Dieses
wird wiederum reprisentiert durch s, € F(U,) fiir eine etale Umgebung von Z.

Nach eventuellem Verkleinern von U, hat s, das Bild s in F(U,). Die Varietit
X ist quasi-kompakt, wird also von endlich vielen der U, iiberdeckt. Sei dies
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a grofler als diese endlich vielen Indices. Dann haben wir eine endliche etale
Umgebung Uy, —,U,, von X gefunden und s; € F,(U;) mit Bild s|y, in F.
Wir vergleichen s; und s; auf V' = U; xx U;. Beide haben dasselbe Bild in
F(U; x Uj). Wieder hat jeder geometrische Punkt Z von V' eine etale Umgebung
V’ und einen Index Bz > «, so dass die beiden Schnitte gleich werden in Fg(V").
Wegen der Quasikompaktheit reichen endlich viele der V/ um V zu iiberdecken.
Sei B grofer gleich der endlich vielen Indices. Dann sind s; und s; gleich in
Fp auf der etalen Uberdeckung. Nach Garbenaxiom sind sie gleich in Fjz(V).
Wieder nach Garbenaxiom definieren sie einen Schnitt auf F3(X), das gesuchte
Urbild von 7.

Die Verallgemeinerung auf beliebiges i folgt durch Standardtechnicken der ho-
mologischen Algebra. Wir skizzieren nur: Die Kategorie der direkten System hat
geniigend viele Injektive. T'(X, .. .) bildet sie auf azyklische fiir lim ab (da dieser
Funktor exakt ist). Also gilt (Grothendieck-Spektralsequenz)

R'(limol'(X,-) = limoR'T(X,-)
O
Bemerkung. Die Aussage beruht stark auf Quasikompaktheit der topologi-

schen Raume. Sie wird falsch fiir nicht-noethersche Schemata oder auch fiir
rigide Varietéten.

Sei X = lim X, projektiver Limes eines Systems von Schemata mit affinen
Ubergangsabbildungen.

Beispiel. Sei Y eine Varietét, § ein geometrischer Punkt, Oy,, 3 der Halm der
Strukturgarbe. Dann ist nach Definition

Ox,.5 = limOU)

s

(direkter Limes iiber alle affinen etalen Umgebungen von 3) und daher

Spec Oy,, 5 = lim Spec O(U)
U,¢

Dies ist keine Varietét mehr, wohl aber ein Schema!

Satz 1.18. Sei Fy eine konstruierbare Garbe auf X,,, F ihr inverses Bild auf
X. Dann gilt
H*(X,F)= lim H* (X4, Fo)

a>ap

Seien Fo, Go konstruierbare Garben von Z/nZ-Moduln. Dann gilt
EXt%/nZ(X7 -7’ g) = lim EXt%/nZ(X&; fozv ga)

Beweis: Skizze: Die Rechenregeln fiir direkte Limiten aus Satz 1.17 erlaubt es,
sich auf konstruierbare Garben zuriickzuziehen. Diese werden durch etale Aqui-
valenzrelationen von darstellbaren Garben reprisentiert. Letztlich ist nur der
Fall von darstellbaren Garben notig. Der wesentlich Schritt ist dann:
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Behauptung. Sei U — X etale. Dann gibt es Uy — X,, mit Uy XXoy = X.
Je zwei solche Uy werden tsomorph tiber einem X, .

Der Beweis beruht auf der Uberlegung, dass U — X durch Gleichungen hin-
geschrieben wird, deren Koeffizienten bereits iiber einem X, liegen.Da es nur
endlich viele Koeffizienten sind, reicht ein « fiir alle gleichzeitig. Alle Eigen-
schaften werden wieder durch Gleichungen nachgrechnet, die wiederum bereits
auf endlicher Stufe gelten. O

Korollar 1.19. Sei F eine Torsionsgarbe aufY, f : Y — X ein Morphismus, T
ein geometrischer Punkt von X. Sei ' das inverse Bild auf Y =Y x x Spec Oy 3.
Dann gilt

R'fu(F)z = H'(Y,F)



Kapitel 2

Der Kurvenfall

Wir wollen nun unsere ersten etalen Kohomologiegruppen tatséchlich ausrech-
nen. In diesem Kapitel arbeiten wir mit Varietéten iiber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper k.

Definition 2.1. Sei X eine Varietdt iber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper.Dann ist die Picardgruppe Pic(X) die Menge der Isomorphieklassen von
Geradenbiindeln auf X. Beziiglich des Tensorproduktes ist dies eine Gruppe.

Ein Geradenbiindel ist eine lokalfreie kohédrente Garbe von Rang 1 (beziiglich
der Zariski oder etalen Topologie, dies ist dquivalent.) Alternativ kann man
es geometrisch definieren wie in Differentialtopologie: Ein Geradenbiindel ist
eine Varitidt L — X zusammen mit einer k-Vektorraumstruktur auf L, fiir alle
Punkte = € X, dass lokal von der Form U x A! — U ist.

Ist X glatt, so gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

¢y : Pie(X) — ClI(X)

wobei Cl(X) die Divisorenklassengruppe von X ist, d.h. die abelsche Gruppe
erzeugt von irreduziblen Untervarietdten der Kodimension 1 modulo Hauptdi-
visoren +(f) fiir f € k(z). Zu den Details dieses Isomorphismus Hartshorne II
86.

Ubungsaufgabe 2.1. Es gilt Pic(X) = H(X,0*) beziiglich der Zariski-
Topologie und beziiglich der etalen Topologie.

Ist A eine abelsche Gruppe, so bezeichnet A[n] den Kern der Multiplikation mit
n.

Satz 2.2. Sei X eine vollstindige zusammenhdngende glatte Kurve tiber einem
algebraisch abgeschlossenen Kérper k. Sei n € N teilerfremd zu Char(k). Dann
gilt

(i) HO(X7 pin) = pin (k)

17
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(ii) H'(X, jtn) = Pic(X)[n]
(iii) H*(X, pin) = Z/nZ
(iv) HY(X, pp) =0 fiir ¢ > 2
Nach Wahl einer n-ten Einheitswurzel wird hieraus eine Aussage iiber H*(X, Z/nZ).

Bemerkung. Fiir X wie im Satz vom Geschlecht g gilt
Pic(X) = Z x Pic’(X)

wobei Pic’(X) die Geradenbiindel vom Grad 0 enthilt. Dies ist eine abelsche
Varietdt der Dimension g. Aus der Theorie der abelschen Varietéiten folgt

Pic(X)[n] = (Z/nZ)*
Zur Vorbereitung:

Lemma 2.3. Sei X eine glatte Kurve tiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper. Dann gilt

HY(X,0%) =0 fiiri > 2

Beweis: Sei X zusammenhéngend, also irreduzibel. Sei R die Garbe der ratio-
nalen Funktionen auf X, d.h. fiir zusammenhéngendes U ist R% (U) = k(U). Sei
Dx die Garbe der Divisoren auf U, d.h. Dx(U) ist die freie abelsche Gruppe,
die von den Punkten von U erzeugt wird.
Da X glatt ist, lédsst sich jeder Divisor auf U lokal als Hauptdivisor schreiben.
Die Sequenz

0—>O*—>Rx—>Dx—>0

ist exakt. Mittels langer exakter Kohomologiesequenz gentiigt es zu zeigen, dass
HY (X,Rx),H(X,Dx =0 i>0

Sei K der Funktionenkorper von X, j : Spec K — X die natiirliche Einbettung.
Dann gilt
R;( = .7* ngec K
Wir berechen R?j,O*. Dies ist die Garbifizierung von
U — H'(Spec K x x U,O%)

Dann ist Spec K X x U eine separable Erweiterung von Spec K, besteht also
aus endlich vielen separablen Korpererweiterungen von K. Etale Kohomologie
wird zu Galoiskohomologie. Aus Hilbert 90 (j = 1) Tsens Theorem fiir Funk-
tionenkorper von Kurven (5 > 1) folgt (Serre, Cohomologie Galoisienne II §3,
Beispiel 3.3) dass diese Kohomologiegruppen verschwinden. Aus der Leray Spek-
tralsequenz

HY(X,RPj,0*) — HP"(Spec K, 0*)
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wird der Isomorphismus
HY(X,j,0") = H(Spec K, 0")

Wieder mit Tsens Theorem fiir Funktionenkorper folgt das Verschwinden dieser
Gruppen fiir ¢ > 0.

Nun betrachten wir Dx. Da k algebraisch abgeschlossen ist, kénnen wir die
Punkte als geometrische Punkte auffassen und

DX = @ x*ZSpeck
T

Kohomologie ist vertriiglich mit direkten Summen, daher geniigt es einen ein-
zigen Summanden zu betrachten. z, ist exakt. Die Leray Spektralsequenz wird
zu daher zu

HYX,z.Z) = HY(Speck,Z)

Da k algebraisch abgeschlossen ist, verschwindet diese Kohomologie fiir ¢ >
0. O

Ubungsaufgabe 2.2. R% und Dx sind etale Garben.

Ubungsaufgabe 2.3. Lesen Sie den Beweis von Hilbert 90 nach: Sei K belie-
biger Korper, L/ K galois. Dann gilt

HY (L/K,L*)=0
Folgern sie hieraus
H*'(Spec Ko, 0*) =0
Beweis von Satz 2.2: Wir betrachten die Kummersequenz
0= pp — O 222, 0% 0
Die zugehorige lange exakte Sequenz lautet

0 = fin(n) = O(X)* = O(X)* = H'(X, ) —
HY(X,0%) — HYX,0%) — H*(X, ytn) — 0

Da X vollsténdig ist, gilt O(X) = k. Die n-Potenzierung k* — k* ist surjektiv,
da k algebraisch abgeschlossen. Weiter gilt H'(X,0*) = Pic(X). Zu zeigen
bleibt, dass

Coker(Pic(X) L Pic(X)) = Z/nZ
Es ist Pic(X) = Z x Pic’(X). Auf der abelschen Varietit Pic’(X) ist die Mul-
tiplikation mit n surjektiv. Auf dem Z-Faktor erhalten wir Z/nZ. O
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Korollar 2.4. Sei X glatte Kurve tiber eine algbraisch abgeschlossenen Korper,
n € N teilerfremd zu Char(k). Dann sind die Gruppen

HY(X,Z/nZ)

endlich fir alle ¢ und verschwinden fir ¢ > 2. Wenn X affin ist, verschwinden
sie fir g > 1.

Beweis: Es geniigt, zusammenhéngende Kurven zu betrachten. Fiir vollstandige
Kurven folgt die Aussage aus p, = Z/nZ und der Formel fiir Pic(X)[n]. Im
affinen Fall gehen wir den Beweis von Satz 2.2 durch und miissen zeigen:

Behauptung. [n] : Ox(X)* — Ox(X)* hat endlichen Kokern, und [n] :
Pic(X) — Pic(X) ist surjektiv mit endlichem Kern.

Sei X eine glatte Kompaktifizierung von X, S = X ~ X. Dann besteht O(X)*

aus den Elementen von k(X ), deren Divisor Triiger in S hat. Die Sequenz
0— OX)— O(X) =175

ist exakt, also
0-k—-0X)—F—0

mit F frei von endlichem Rang. Die Abbildung [n] ist wie oben surjektiv auf &k
und hat endlichen Kokern auf F.

Jeder Divisor auf X kann zu einem Divisor vom Grad 0 auf X fortgesetzt wer-
den. Auf Pic’(X) ist [n] surjektiv, also auch auf Pic(X). Um den Kern zu
kontrollieren, betrachten wir

0 — 2% — Div(X) — Div(X) — 0
Dies induziert eine exakte Sequenz

0 — F — Pic(X) — Pic(X) — 0

mit endlich erzeugtem E. Mit dem Schlangenlemma folgt, dass [n] : Pic(X) —
Pic(X) endlichen Kern hat. O

Ubungsaufgabe 2.4. Zeigen Sie das Analogon von Satz 2.2 fiir kompakte
Riemannsche Fliachen.

Bemerkung. Die Randabbildung der Kummersequenz definiert uns (fiir belie-
bige Varietiten, auch iiber nicht algebraisch abgeschlossenem k)

c1 1 Pie(X) — H*(X, pin)

die erste etale Chernklasse.
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Dies lésst sich auf konstruierbare Garben verallgemeinern. Hierzu eine Vorbe-
merkung. Ist F eine Garbe auf einer Kurve X, deren Halme ausserhalb einer
abgeschlossenen Menge S verschwinden, so gilt

F = @ Sy 8 F
sES

und
H(X,s.s*F) = H'(Speck, s*F)

verschwindet fiir i > 0. Weiter ist H°(X, s*s,F) endlich.

Lemma 2.5. Sei X eine Kurve iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kdorper,
F — F' ein Morphismus von konstruierbaren Garben, der auferhalb einer abge-
schlossenen Menge S ein Isomorphismus ist. Dann sind alle H' (X, F) endlich,
genau dann wenn alle H (X, F') endlich sind.

Beweis: Sei G das Bild. Wir betrachten
0-K—=-F—=G—0
Die Garbe K hat Tréger in S. Die lange exakte Kohomologiesequenz liefert daher
0— H(X,K) - H(X,F) - H(X,G) = 0
HY(X,F=~H(X,G i>0

Die Endlichkeit aller H!(X,F) ist dquivalent zur Endlichkeit aller H*(X,G).
Im zweiten Schritte betrachten wir

0-G—-F -C—0

Die Garbe C hat Triiger in S. Die lange exakte Kohomologiesequenz liefert

0— H°X,G) - H°(X,F") - H*(X,C) —
HY(X,G) — H(X,F') — 0
und
HY(X,G)~ H'(X,F) i>1

Die Endlichkeit aller H*(X,G) ist dquivalent zur Endlichkeit aller H*(X,F").
O

Lemma 2.6. Sei X eine Kurve iber einem algebraisch abgeschlossenen Kdorper,
F — F' ein Morphismus von Torsionsgarben, der auferhalb einer abgeschlos-
senen Menge S ein Isomorphismus ist. Seiig > 2. Dann gilt H'(X,F) = 0 fiir
alle i > iy, genau dann wenn alle HY(X,F") = 0 fiir alle i > i.

Beweis: Genauso. O
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Satz 2.7. Sei X eine Kurve iber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k,
F eine Torsionsgarbe mit Ordnung aller Schnitt prim zur Charakteristik von k.
Dann verschwindet H1(X, F) fir q > 2.

Fiir glatte Kurven und konstante Garben haben wir den Satz bereits gezeigt.

Beweis: Zur Vereinfachung der Notation gehen wir davon aus, dass X irreduzi-
bel ist. Sei K der Funktionenkérper,

n:Spec K — X

der generische Punkt. Da Kohomologie mit direkten Limiten vertauscht, konnen
wir F konstruierbar annehmen. Wir betrachten

F —nn*F

Die Halme in 1 stimmen iiberein (denn generisch ist F lokal-konstant). Hierauf
folgt, dass der Morphismus ein Isomorphismus ist iiber einer offenen Teilmenge
von X (s.u.). Es geniigt also, die Aussage fiir n,.n*F zu beweisen.

Wir wollen die Leray Spektralsequenz

HP(X, Rin.n*F) — HP'9(Spec K,n*F)
analysieren. Dafiir zeigen wir:
(i) H%(Spec K,n*F) =0 fiir ¢ > 2
(il) RIn.m*F =0 fiir ¢ > 2
(ii) HP(X, RIn.(n*F)) =0 fir p > 0,4 > 0.
Die erste Ausage ist wieder Tsens Theorem. Rn,n*F berechnet sich als Garbi-

fizierung von U — H%(n~'U,n*F). Daher folgt (2) aus (1).
SchlieBlich gilt Ox,, 7 = K und mit Korollar 1.19 folgt

Rin.(n*F)z =0 q>0

Die hoheren direkten Bilder sind also in einer abgeschlossenen Teilmenge kon-
zentriert und haben keine hohere Kohomologie. Dies zeigt (3).
Die Spektralsequenz hat ein einziges Differential, dass moglicherweise ungleich
0 ist, ndmlich

HO(Xv lelm*f) - HQ(Xa nn*F)

und degeneriert an F3. Aus dem Verschwinden der Endterme folgt daher ein
Verschwinden der Anfangsterme wie behauptet.

Ist X nicht irreduzibel, muss man 1 durch die Vereinigung aller generischen
Punkte ersetzen. O

Ubungsaufgabe 2.5. Sei F eine Torsionsgarbe auf einer irreduziblen Varietit
X mit generischem Punkt 7. Sei 77 ein geometrischer Punkt iiber 7. Angenom-
men, F5 = 0. Dann gibt es eine offene Teilmenge U von X mit F|y = 0.
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Wir benétigen eine Aussgen iiber Kohomologie von endlichen Morphismen, de-
ren Beweis wir ins néchste Kapitel verschieben. Vergleiche auch [FK] §3.

Satz 2.8. Sei f :' Y — X ein endlicher Morphismus von Varietiten, F eine
etale Garbe auf Y, T : Speck — X ein geometrischer Punkt so dass Y Xx T =
11, y; mity; = Spec k. Dann gilt

(fF)z= H Fz,
i=1

Insbesondere ist f. exakt.

Mit Leray Spektralsequenz folgt hieraus
Hi(Y:?ta]:) = HZ(Xa f*f)

Satz 2.9. Sei f : Y — X endlich, F eine konstruierbare Garbe auf Y. Dann
st foF konstruierbar.

Diese Sétze wenden wir auf die Normalisierung X — X einer Kurve an. Der
Morphismus ist endlich, X dann normal, also glatt.

Satz 2.10. Sei X eine affine Kurve diber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k, F eine Torsionsgarbe mit Ordnung aller Schnitt prim zur Charakte-
ristik von k. Dann verschwindet HY(X,F) fir ¢ > 1.

Beweis: Wir reduzieren zunéchst auf den glatten Fall. Angenommen, der Satz
ist fiir glatte affine Kurven gezeigt. Sei F eine Torsionsgarbe auf X. Dann ist

ein Isomorphismus auflerhalb endlich vieler Punkte. Die Aussage fiir F auf X
folgt aus der fiir f*F auf X.
Sei ab jetzt also X glatt, affin. Ohne Einschrankung ist F konstruierbare Garbe
von A-Moduln fiir A = Z/nZ. Nach Satz 2.7 ist H?>(X,F) = 0 zu zeigen. Der
Funktor ist rechtsexakt. Wegen Korollar 1.16 ist F Quotient einer Garbe der
Form

YA q:Y — X etale

Der Funktor H? ist rechtsexakt. Es geniigt also Y zu betrachten.
Wir betrachten die natiirliche Abbildung

6: YN S g A
induziert von
Homy (Y2, g, A) = Mor(U, ¢, A) = T(U, . A) = T(U xx U, A)

und dem Bild von 1 unter der abgeschlossen Abbildung A : U — U xx U.
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Im generischen Punkt haben beide Garben den Halm A9°8 %1, Es geniigt daher
die Aussage fiir g, A zu beweisen.
Sei Y die Normalisierung von X in k(Y). Dann ist Sei j : Y — Y eine relative
Kompatifizierung, also eine offene Immersion in ein endliches § : ¥ — X. Die
natiirliche Abbildung

3. A — g A = j.gA

ist ebenfalls ein Isomorphismus im generischen Punkt. Wegen
H'(X,q,A) = H'(Y,A)
folgt die Aussage nun aus Korollar 2.4 O

Satz 2.11. Sei X eine Kurve tber einem algebraisch abgeschlossenen Korper.
Sei F eine konstruierbare Garbe auf X, mit Ordnung aller Schnitte teilerfremd

zur Charakteristik. Dann sind alle H1(X,F) endlich.

Beweis: Wie im letzten Beweis geniigt es, den Fall von glatten X zu behandeln.
(F — fiof*F ist injektiv generisch ein Isomorphismus, mit F ist auch f,f*F
konstruierbar).

Behauptung. FEs geniigt zu zeigen, dass sich jedes F einbettn ldsst in eine
konstruierbare Garbe mit endlichen Kohomologiegruppen.

Angenommen, dies ist moglich. Wir betrachten
0—-F—-F —-G—0, 0-G—F,—G —0

Die Aussage sei wahr fiir 77 und F5. Die lange exakte Kohomologiesequenz
lautet

0— H'(F) = H'(Fy) = H'(Q) — H'(F) — H'(F) —
HY(G) — HA(F) — H*(F)

Endlichkeit fiir F folgt aus der fiir H°(G) und H'(G). Mit der langen exakten
Sequenz fiir die zweite kurze exakte Sequenz reduzieren wir auf H°(G’). Diese
Gruppe ist endlich, da G’ konstruierbar ist.

Sei nun F eine konstruierbare Garbe von A-Moduln, A = Z/nZ. Dann ist F
Untergarbe einer endlichen direkten Summe von Garben der Form f,, A fiir
fv Y, — X endlich. Ohne Einschrankung sind die Y, normal der Dimension 0,
1. Dann sind die

H'(X, f,s)) = H'(Y,, A)

endlich nach Korollar 2.4. O
Ubungsaufgabe 2.6. Sei F konstruierbare Garbe von A-Moduln auf einer

Varietdt X, x € X ein Punkt, s € Fz ein Keim. Dann gibt es einen endlichen
Morphismus f : Y — X und eine natiirliche Abbildung ¢ : F — f.A, so dass

t(s) # 0.
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Korollar 2.12. Sei k ein Kéorper, m: X — Speck eine Kurve, F eine konstru-
terbare Garbe auf X mit Ordnung aller Schnitt teilerfremd zur Charakteristik
von k. Dann sind die Garben

R'n,F
konstruierbar fiir alle i € Ny und verschwinden fir i > 3. Ist X affin, so ver-
schwinden sie fiir i > 2.

Beweis: Rim,F ist eine etale Gazbe auf Speck. Wir betrachten den Halm in
einem geometrischen Punkt Spec k. Nach Korollar 1.19 ist er gegeben durch

H'(X,F)

wobei X = X Xgpeck Speck. Dies ist eine Kurve iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper. Nach den bisher bewiesenen Sétzen ist der Halm endlich
und verschwindet in den angegebenen Bereichen. O

Ubungsaufgabe 2.7. Eine etale Garbe auf Spec k ist genau dann konstruier-
bar, wenn der Halm in einem geometrischen Punkt endlich ist.
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KAPITEL 2. DER KURVENFALL



Kapitel 3
Eigentlicher Basiswechsel

Wir betrachten ein kommutatives Diagramm der Form

f/

X — T

a E

Y —— S

f

Fiir jede Garbe F auf Y definieren wir die Basiswechselabbildung:
g T = flg)F
Wir wenden f, an auf F — ¢.(¢’)*F und erhalten
T = fogl(d ) F = 9. filg))' F

Nun nutzen wir die Adjunktion zwischen ¢, und g*.
Die Konstruktion dehnt sich auf die derivierten Funktoren aus. Sei Z* eine
injektive Auflosung von F und J* eine injektive Auflésung von (¢')*Z*. Da (¢')*
exakt ist, ist dies eine injektive Auflosung von (¢')*F. Wir erhalten natiirliche
Abbildungen

gRT = fU) T - ST
Es gilt ‘ _

H'(f.J)=R'f.(¢')"F
und _ _ _
H'(g"f«I) = g"H'(f.I) = g" R' f.F

Wir wollen untersuchen, unter welchen Voraussetzungen der Basiswechselhomo-
morphismus ein Isomorphismus ist.

Ubungsaufgabe 3.1. Sei f eine abgeschlossene Immersion, 7' beliebig. Dann
ist Basiswechselmorphismus ein Isomorphismus.

27



28 KAPITEL 3. EIGENTLICHER BASISWECHSEL

Endliche Morphismen

Satz 3.1 (Eigentlicher Basiswechsel fiir endliche Morphismen). Sei f: Y — S
endlicher Morphismus von Varietiten, g : T — S ein Morphismus, X =Y xgT.
Seien f', g wie im Basiswechseldiagramm oben. Dann ist der Basiswechselho-
momorphismus fir alle i ein Isomorphismus.

Beweis: Die wesentliche Zutat ist Satz 2.8. Danach verschwinden die héheren
direkten Bilder fiir f und f’. Fiir miissen die Aussage nur fiir # = 0 betrachten.
F eine etale Garbe auf Y, ¢ : Speck — T ein geometrischer Punkt. Wir ver-
gleichen die Halme von ¢* f.F und fL(¢')*F in t. Sei s =t ot der geometrische
Punkt von S, so dass

X xg5=X xrp f:ﬁ

mit (ohne Einschrinkung) 7; = Spec k. Dann ist

n
YV xs5=]]w
=1

mit J; = ¢’ o T;. Dann gilt wieder mit Satz 2.8

g LT = (£.F)s =[] 7,
=1

und andererseits

Es ist jetzt also Zeit, unsere Schulden zu begleichen.

Beweis von Satz 2.8: Sei f : Y — S endlich, F etale Garbe auf Y. Sei s ein
geometrischer Punkt, A = Og,, z. Nach Korollar 1.19 gilt

(fF)s = H(Y,F)

wobei Y =Y xg Spec A. Da f endlich ist, ist ¥ = Spec B mit A — B endliche
Ringerweiterung, A strikt henselsch. Aus kommutativer Algebra (vergl. [FK]
Lemma 3.1) folgt, dass B =[]} B; mit B; lokal, A — B; ein lokaler Homomor-
phismus. Der Restklassenkorper von B; ist dann der geometrische Punkt ;. Die
Behauptung folgt mit einer zweitern Anwendnung von Korollar 1.19. O

Ubungsaufgabe 3.2. Ein lokaler Ring A mit Restklassenkdrper « heifit hen-
selsch, wenn gilt: Jedes Polynom f € A[X] mit einer Nullstelle @ € k mit
1/(@) # 0 in & hat eine eindeutige Nullstelle a € A mit Reduktion @. Zeigen Sie:
Sei A henselsch, A — B endlich. Dann ist B = [["_; B; mit B; lokal, A — B;
lokal.
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Definition 3.2. Fin endlicher Morphismus f : X — Y heifit rein inseparabel,
es tiber jedem Punkt von Y genau einen Punkt von X gibt und die Restklas-
senkdrpererweiterung ist rein inseparabel.

Ubungsaufgabe 3.3. Aquivalent hierzu ist: Uber jedem geometrischen Punkt
von Y (mit Werten in einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k) gibt es
genau einen geometrischen Punkt von Y mit Werten in «.

Beispiel. (i) Sei K/k rein inseparable Korpererweiterung, X/k eine Varietiit.
Dann ist Xx — X rein inseparabel.

(ii) X — Xyeqd (Reduktion der Strukturgarbe) ist rein inseparabel.
Fiir eine Varietit X sei Et(X) die Kategorie der etalen X-Varietéten.

Lemma 3.3. Sei f : X — Y rein inseparabel. Dann sind die Kategorien
Et(X) — Et(U) dquivalent.

Beweis: Mit der Formel aus Satz 2.8 sehen wir, dass f, und f* zueinander invers
sind. Der Rest benutzt die Reprisentierbarkeitstheorie aus Kapitel 1, vergl. [FK]
Prop. 3.16. O

Beweis von Satz 2.9: Sei f :' Y — S endlich, F konstruierbare Garbe auf Y.
Wir miissen zeigen, dass f.F konstruierbar ist. Nach Kapitel 1 geniigt es zu
zeigen:

Behauptung. Es gibt ein U — S etale, so dass fir G =F|y und g : Y xgU —
U die Garbe g.G konstruierbar ist.

Wir koénnen annehmen, dass Y und S irreduzibel sind und f surjektiv. Wir
betrachten zunéchst den Fall, dass S = Speck ein Punkt ist. Dann ist ¥ =
Spec L mit L/k eine endliche Korpererweiterung. Diese faktorisiert in L/K'/k
mit K'/k separabel, L/K rein inseparabel. Sei K eine normale Hiille von K'/k
und L = LK. Dann gilt fiir U = Spec K

d
Y xsU = Spec K ®; L = HSpeci

i=1

wobei d = [K” : k]. Insbesondere ist L/K rein inseparabel.

Wir kehren zur allgemeinen Situation zuriick. Die obige Uberlegung lisst sich
anwenden auf den generischen Punkt Spec k(S) von S. Alle Objekte lassen sich
ausdehen und wir erhalten U — S etale, so dass

Y xs UL

(2

n
vliu

=1

faktorisiert mit ¢’ rein inseparabel. Die Behauptung ist trivial fiir h. Fiir rein

inseparable Erweiterungen folgt die Aussage aus Lemma 3.3. O
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Hauptsatz
Theorem 3.4 (Eigentlicher Basiswechsel). Sei f : X — S eigentlich und

XTL)T

s

X — §

kartesisch. Dann ist fiir jede Torsionsgarbe F der Basiswechselhomomorphismus
g*R'f.F — R'flg"F
ein Isomorphismus.

Bemerkung. Falls f endlich ist, so gilt die Aussage bereits nach Satz 3.1.

Der wichtigste Spezialfall ist, wenn T = 5 ein geometrischer Punkt von S ist.
Dann ist g*(R'f.F) = (R'f.F)s der Halm des hoheren direkten Bildes und
Rif! = H* die Kohomologie.

Korollar 3.5. Sei f: X — X eigentlich und 5 : Speck — S ein geometrischer
Punkt, F eine Torsionsgarbe auf X. Dann gilt

(R'f.F)s = H' (X5, Fx,)
Wir fithren den Beweis nur unter einschriankenden Voraussetzungen:
o F ist Z/nZ-Modulgarbe mit n invertierbar auf X
e f ist projektiv

Fiir den Beweis ist es besser, statt mit den Kohomologiegarben R! f,F mit den
Komplexen Rf,.F zu arbeiten.

Definition 3.6. Sei f : X — Y ein Morphismus von Varietiten. Sei F*® ein
nach unten beschrankter Komplex von Torsionsgarben auf X. Sei I® eine in-
jektive Auflosung von F*, d.h. F®* — I® ist ein Quasiisomorphismus und alle
Komponenten von I® sind injektiv. Dann heifit

Rf.F® = f.I°
direkter Bildkomplex von F*°.

Rf.F ist wohldefiniert bis aus Quasiisomorphismus. Der richtige formale Rah-
men hierfiir sind derivierte Kategorien, die wir jedoch nicht einfithren wollen.
In dieser Sprache lautet die Leray-Spektralsequenz fiir eine Verkniipfung g o f

RfoRg=R(fog)

(wobei = bedeutet bis aus kanonischen Quasi-Isomorphismus).
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Lemma 3.7. Sei f : X — S etc. wie im Theorem. Sei F® ein nach unten
beschrinkter Komplex von Torsionsgarben. Wenn das Theorem fir alle Kom-
ponenten F" von F* gilt, dann auch fir den Komplex F*, d.h.

9*Rf.F — Rf.y"F
ist ein Quasi-Isomorphismus.

Beweis: Zu zeigen ist, dass fiir alle i die induzierte Abbildung auf H* ein Iso-
morphismus ist.
Fiir j > 0 sei 0<;F* die dumme Abschneidung, d.h. der Komplex mit

F* n<j
0 n>j

(0<;F°)" = {

Wir haben dann kurze exakte Sequenzen von Komplexen
0 — Fl—jlog;F* — 0<j1F* =0

Diese induzieren lange exakte Kohomologiesequenzen. Aus den Basiswechseliso-
morphismen fiir die 77 und alle H* werden so induktiv Isomorphismen fiir alle
o<;F*® und alle H'.

Ist F* ein beliebiger Komplex, so hingt H!(Rf.F*®) nur von o<;+1F* ab. O

Weitere Reduktionsargumente erhalten wir fiir Verkniipfungen von Morphismen.
Lemma 3.8. Sei f = fi1fa mit fo: X — X', f1: X' — S eigentlich.
(i) Wenn das Theorem fiir fi und fo gilt, dann auch fir f.

(ii) Wenn das Theorem fir f und fi gilt, dann auch fir fo fir die Kompleze
der Form Rf1.F°.

Beweis: Beide Aussagen folgen aus der Leray-Spektralsequenz fiir die Kompo-
sition in der Form Rf, = Rf1.Rfo4. O

Lemma 3.9. FEs gentigt, Theorem 3.4 in der Situation zu beweisen, dass alle
Fasern hiochstens Dimension 1 haben.

Beweis: Sei f : X — S projektiv. Ohne Einschrénkung ist S affin und f =
m o1, wobei 7 : X — IP¢ eine abgeschlossene Einbettung und pi : P¢ — S die
Projektion ist. Da eigentlicher Basiswechsel fiir die endliche Abbildung i gilt,
geniigt es, den Fall X = P¢ zu behandeln.

Es gibt einen surjektiven endlichen Morphismus

p: ()" — "

Fiir mop : (P§) — S gilt Theorem 3.4, denn diese Abbildung faktorisiert als n
relative Kurven. Nach Lemma 3.8 gilt eigentlicher Basiswechsel dann fiir 7 und
die Komplexe von Garben von der Form p.F fiir beliebige Torsionsgarben F.
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Sei G eine beliebige Torsionsgarbe auf P%. Dann ist
G —pp'G=g"

injektiv. Induktiv erhalten wir eine Auflésung von G durch einen Komplex von
Garben G® wobei G" = p, F™ fiir geeignetes n. Fiir alle Komponenten von G* gilt
eigentlicher Basiswechsel, nach Lemma 3.7 also auch fiir den ganzen Komplex,
also fiir G. O

Lemma 3.10. Theorem 3.4 gilt fir f: X — S und beliebiges T', wenn fiir alle
geometrischen Punkte s von S gilt

H'(X x5 SpecOs,, 5, F) = H (X5, Fs)

Insbesondere gentigt es also, Theorem 3.4 nur in der Situation zu beweisen, dass
S = Spec A Spektrum eines strikt henselschen Rings und 7' = s = Spec A/m
der Restklassenkorper.

Beweis: Ohne Einschriankung sind S und T affin. Wegen der Vertriglichkeit
von etaler Kohomologie mit direkten Limiten, kénnen wir annehmen, dass T
endlich erzeugt tiber S ist. Um zu tiberpiifen, dass ein Morphismus von Garben
ein Isomorphismus ist, geniigt es die Halme in geometrischen

Punkten zu vergleichen. Mit anderen Worten, es geniigt Korollar 3.5 zu bewei-
sen.

Sei also nun § geometrischer Punkt S. Sei

X = X xgSpecOg

Dann gilt nach Korollar 1.19
g R f.F = (R f.F)s = H(X, Flx

Andererseits ist ‘ A
R flg"F = H (X5, Fs)

O

Damit ist eigentlicher Basiswechsel fiir beliebiges projektive X — S auf den Fall
der projektiven Geraden iiber strikt henselschen Ringen reduziert.

Der Fall relativer Kurven

Satz 3.11. Sei A ein strikt henselscher Ring mit abgeschlossenem Punkt s. Fiir
f:X — S =SpecA mit dim X < 1 und n invertierbar auf X ist

HY(X,Z/n7) — H (X, Z/n7Z)

surjektiv und sogar bijektiv fir i = 0.
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Beweis: Nach Satz 2.7 verschwindet H'(X,Z/nZ) fiir i > 0. Die Fallei = 0, 1,2
werden gesondert behandelt.

i = 0: Der Rang von HY(X,Z/nZ) ist die Zahl der Zusammenhangskomponen-
ten von X.

Behauptung. Die Zahl der Zusammenhangskomponenten von X und Xy stim-
men Gberein.

Nach Zariskis Hauptsatz bzw. Stein Faktorisierung (Hartshorne III Cor. 11.5)
genligt es, den Fall zu betrachten, dass f endlich ist. Dann ist die Aussage
ein Spezialfall von eigentlichem Basiswechsel fiir endliche Morphismen, d.h. sie
folgt aus der Strukturtheorie fiir endliche Uberlagerungen von strikt henselschen
Ringen.

i=1: Fir ¢ = 1 kann etale Kohomologie als Check-Kohomologie berechnet
werden.

Ubungsaufgabe 3.4. Sei F eine endliche abelsche Gruppe. Dann gibt es eine
natiirliche Bijektion zwischen den Elementen von H"(X, F') und den Isomor-
phieklassen von endlichen etalen X' — X mit Autx(X') = F.

Solche Uberlagerungen heiBen galois mit Galoisgruppe F.

Zu zeigen ist also, dass sich jede Z/nZ-Galoisiiberlagerung von X zu einer Ga-
loisiiberlagerung von X liftet. Sei X,, = X Xgpeca A/m™. Es ist dann speziell
X; = X;. Alle X,, haben denselben zugrundeliegenden topologischen Raum,
die Morphismen X,, — X,,_1 sind rein inseparabel (siehe Definition 3.2). Nach
Lemma 3.3 stimmen die Kategorien von etalen Garben auf ihnen iiberein. Daher
stimmen auch die Galoisiiberlagerungen iiberein. Aus dem Artinschen Appro-
ximationssatz (siche unten) folgt dann, dass sich die Galoisiiberlagerung auch
nach X selbst liftet.

i = 2: Wir haben u,, = Z/n iiber A. Die Kummersequenz induziert ein kom-
muatives Diagramm

Pie(X) —— H2(X,pu)

l l

Pic(X,) —— H?*(Xs, tn)

Die untere Abbildung ist surjektiv, da H?(X,, O*) p-Torsion ist (p die Cha-
rakteristik von s), siehe [FK] Bemerkung nach Lemma 5.2. Es geniigt also zu
zeigen, dass die linke Abbildung surjektiv ist. Wieder mit Artin Approxiamati-
ons geniigt es, jedes Gradenbiindel auf X; zu einem auf X,, zu liften. Hierfiir
arbeiten wir mit Zariski-Kohomologie auf dem topologischen Raum X;. Sei

J =m"Ox/m" " O0x = Ker(Ox,., — Ox,)

n+1

Dann ist die Sequenz

a—1l+a * *
Oﬁjéoxn«kl _>0an1
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ist exakt. Die Garbe J ist kohérent und X; hat Dimension kleiner gleich 1.
Daher verschwindet H2(X1,.J). Aus der langen exakten Kohomologiesequenz
folgt die Surjektivitédt von

H' (X, Ox:,,)— H'(X1,0%,)

Die wesentliche Zutat hier war der Approximationssatz von Artin:

Theorem 3.12 (Artinscher Approximationssatz). Sei k ein Korper (oder ein
exzellenter Dedekingring wie Z), A die Henselisierung einer endlich erzeugten
k-Algebra, I ein Primideal von A.

Seien weiter F ein Funktor von der Kategorie der A-Algebren in die Kate-
gorie der Mengen, der mit filtrierten direkten Limiten vertauscht. Sei T €
lim F(A/I"). Dann gibt es fir jedes n € N ein x € F(A), so dass v =T €
F(A/T™).

Bemerkung. Die Ringe A im Beweis des Satzes sind allgemeiner als die Vor-
aussetzung des Approximationssatzes. Da etale Kohomologie mit Limiten ver-
tauscht, konnen wir aber ohne Einschréinkung annehmen, dass alles endlich er-
zeugt iiber Z ist.

Die Funktoren, die wir betrachten, sind

B~ Hl(SpecB XSpec A X, L/nZ)

und
B+ H*(Spec B Xgpec 4 X,0*) = Pic(Xp)

Hauptanwendung des Approximationssatzes ist die Konstruktion von Modulrdum-
en. Deformationstheorie behandelt die Frage nach dem Ubergang von A/I zu
A/I™ mit dem Approximationssatz erhilt man dann lokale Darstellbarkeit iiber

A.

Beweis von Theorem 3.4: Nach Lemma 3.9 und Lemma 3.10 geniigt es den Fall
zu betrachten, dass f : X — S eine relative Kurve iiber einem exzellenten strikt
henselschen Ring A ist.

Wir sagen, eine Garbe von Z/nZ-Moduln erfiillt Bedingung *, wenn

HY(X,F)— H(X,,F)

surjektiv ist und bijektiv fiir i = 0.
Nach Satz 3.11 erfiillt also Z/nZ Bedingung *.

Behauptung. Jede konstruierbare Garbe ist enthalten in einer Garbe, die Be-
dinung * erfiillt.
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Sei m : X’ — X endlich. Dann ist 7, exakt und Satz 3.11 besagt, dass
HY(X,7.Z/nZ) — H (X575 Z/nZ)

injektiv ist und bijektiv fiir ¢ = 0. Eigentlicher Basiswechsel gilt fiir den endli-
chen Morphismus 7, daher ist

Ts /L = (T Z/nZ)

Xs

Insgesamt erfiillen Garben der Form 7,.Z/nZ Bedingung *. Jede konstruierbare
Garbe von Z/nZ-Moduln in einer direkten Summe von solchen Garben enthalten
([FK] 4.12).

Sei also F konstruierbar, F — G injektiv in eine Garbe, die * erfiillt. Wir
betrachten die lange exakte Kohomologiesquenzen

0 —— HX,F) —— HX,§) —— H°X,G/F) —— HYX,F)

l ! l l

0 —— HO(XS,fS) - HO(XS,QS) - HO(stg/J:S) - Hl(Xm}-s)

Es folgt, dass die Abbildung auf H°(X,F) injektiv ist. Dies gilt fiir alle kon-
struierbaren F, also auch fiir G/F. Dann ist die Abbildung auf H°(X, F) sogar
bijektiv.

Behauptung. Die Abbildung ist bijektiv auf H (X, F) fiir alle F.

Wir argumentieren mit Induktion nach i und haben den Induktionsanfang er-
ledigt. Sei die Behauptung wahr fiir ¢ < p. Wieder betrachten wir F konstru-
ierbar und F C G, so dass G Bedingung * erfiillt. Zunéchst betrachten wir
0 —G—7— K — 0mit Z injektiv. Im Diagramm

H" (X,7) —— HP YX,K) —— HP(X,G) —— 0

| l l l

Hp_l(Xsa-,Z-S) I Hp_l(stK:s) I Hp(Xsygs) E— Hp(XmIs)

sind die ersten beiden vertikalen Pfeile bijektiv nach Induktionsannahme. Es
folgt sofort, dass die Abbildung auf HP (X, G) injektiv ist, wegen * also bijektiv.
Weiter betrachten wir wieder exakte Kohomologiesequenz fiir 0 — F — G —
G/F — 0. Diagrammjagd wie fiir i = 0 beendet das Argument. O
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Kapitel 4

[-adische Garben

In diesem Kapitel ist [ eine Primzahl ungleich der Charakteristik des Grundkorpers,
die p heifit.

Sei A eine abelsche Kategorie. Wir betrachten projektive Systeme M = (M, un )nez
mit M,, € A und u,, : M,, — M, ;. Sie bilden eine abelsche Kategorie.

Definition 4.1. Sei M = (M,,),, ein projektives System. Fiir r € Z sei M[r] =
(M 41y Upgr ) das verschobene System.

(i) M erfillt die Mittag-Leffler-Bedingung, falls es es fiir jedes n ein t gibt
mit
Im(M,, — M,,) = Im(M; — M,) fiir alle m >t

(i) M erfillt die Artin-Rees-Bedingung, falls es ein t > 0 gibt mit

Im(M[m] — M) = Im(M|[t]| — M)) fiir alle m >t

(iii) Ein System heifst AR-null, falls es t > 0 gibt mit
F[t] - F
die Nullabbildung.
Ubungsaufgabe 4.1. Sei A die Kategorie der abelschen Gruppen.

(i) Sei M ein projektives System von abelschen Gruppen. Wenn M ML-null
ist, so ist @M =0.

(ii) Sei 0 - FF — G — H — 0 eine kurze exakte Sequenz von projektiven
Systemen und F sei M L. Dann ist

0—IlmF —1limG —1limH — 0
— pa— —
exakt.

(iii) Sind alle M,, endlich, so ist M automatisch ML.

37
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Die Strukturabbildungen w, : M,, — M, _1 induzieren einen natiirlichen Mor-
phismus u : M[1] — M, allgemeiner u" : M[r] — M.

Definition 4.2. Sei A ecine abelsche Kategorie. Die Kategorie AR — A% hat als
Objekte projektive Systeme M = (My)nez und als Morphismen

Homagr (M, N) = Hom,>o(M][r], N)

Bemerkung. Ein Morphismus in AR — A% wird also realisiert durch ein f :
M|[r] — N. Dieser Représentant f und ein f’: M[r'] — N definieren denselben
AR-Morphismus, wenn es ein n > r, 7’ gibt so dass
f Oun—’r — f/ o un—’l'/ .
Seien M[r1] — Mas, Ma[ro] — Ms gegeben. Dann ist die Komposition definiert
via
M[’I“l + 7“2] — MQ[TQ] — Ms

Lemma 4.3. (i) Sei M = (My,)nez ein projektives System, u : M[1] — M
induziert von der Strukturabbildung. Dann ist u ein Isomorphismus in
AR — AZ.

(ii) Ein Objekt in AR — A ist genau dann 0, wenn die Identitit gleich dem
Nullmorphismus ist, es also ein r gibt mit u” : M[r] — M die Nullabbil-
dung, d.h. wenn M AR ist.

(iii) AR — AZ ist eine abelsche Kategorie. Der Funktor A — AR — A” ist
exakt.

Beweis: Die inverse Abbildung zu w wird représentiert durch id : M[1] — M]J1].
Die Komposition w o id wird repréasentiert durch

u[1] id

M[2] 255 M[1] S M

In AR — AZ ist dies gleich der Identitit von M[1]. Das Argument fiir die andere
Komposition ist genauso.

Die zweite Aussage ist klar nach Definition.

Die Kategorie ist additiv und hat direkte Summen.

Sei f: M — N ein Morphismus in AR — AZ%. Er wird reprisentiert durch einen
Morphismus von projektiven Systemen f : M[r] — N. Seien K = Ker f. Sei
f': M[r'] — N ein anderer Repriisentant mit Kern K.

Behauptung. K = K’ in AR — A”.

Ohne Einschrinkung ist 7/ > r, f/ = fu” und sogar r = 1. Wir haben das
kommutative Diagramm

0 —— K'nKeru —— K’ K K/u(K') —— 0

< l l e

0 —— Keru — M[I1] —— M Cokeru —— 0
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Hierin ist das mittlere Rechteck kartesisch. Die beiden &ufleren Pfeile sind daher
injektiv. u ist ein AR-Isomorphismus, also sind Ker v und Coker v AR-null. Als
Unterobjekte sind dann auch K’ N Keru AR-null.

Wir iiberpriifen nun die universelle Eigenschaft. Sei g : N — M ein Morphismus
mit f o g = 0. Dieser wird repriisentiert durch g : N[n] — M mit f[n]og =10
(nach eventuellem Vergroflern von n). Die Abbildung faktorisiert eindeutig durch
Ker f[n] 2 K.

Die Argumente fiir den Kokern sind analog. O

Ubungsaufgabe 4.2. AR — A% ist die Lokalisierung der Kategorie A% der
projektiven Systeme an der Menge der AR-Isomorphismen, also derjenigen Mor-
phismen, fiir die Kern und Kokern AR-null sind.

Sei X eine Varietdt. Ab jetzt ist [ eine Primzahl, ungleich der Charakteristik
von X, die p heifit.

Definition 4.4. Fine Z;-Garbe ist ein System (F,,u,), wobei F, eine etale
71" 1 _Torsionsgarbe ist. Eine strikte l-adische Garbe ist eine Z;-Garbe Fh =
(Fnsun), wenn gilt

(i) Fn =0 firn <0.
(i1) Fy, konstruierbar fir alle n.

(iii) Fir alle n > 0 induziert u, einen Isomorphismus

Fn ®Z/l"+1Z Z/an — Fn-1

FEine l-adische Garbe ist ein projektives System F = (F,u,), das AR-isomorph
zu einer strikten l-adische Garbe ist. Morphismen von l-adischen Garben sind
Morphismen in der AR-Kategorie.

FEine strikte l-adische Garbe heif$t glatt oder lisse, wenn alle F,, lokal-konstant
sind.

Beispiel. Z; := (Z/I"Z),, ist eine glatte [-adische Garbe, ebenso

Zi(1) = (pin)n
wobei py» C O% die Garbe der ["-ten Einheitswurzeln.

Wir beginnen mit dem Fall X = Speck, k algebraisch abgeschlossen. Wir spre-
chen

Satz 4.5. Ist k algebraisch abgeschlossen, so ist die Kategorie der l-adischen
Garben auf Speck dquivalent zur Kategorie der endlich erzeugten Z;-Moduln.

Beweis: Die konstruierbaren [-adischen Garben sind in diesem endliche abelsche
Gruppe. Wir betrachten die Funktoren

(Fpytn) — @Fn F— (F/l"'HF,pn)
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zwischen der Kategorie der [-adischen Garben und der Kategorie der abelschen
Gruppen. Die Projektionsabbildung u : (F,41) — (F,) induziert einen Iso-
morphismus der projektiven Limiten. Daher ist 121 wohldefiniert auf der AR-
Kategorie. Wir betrachten ein striktes System. Dann ist lim F), eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe. Ist umgekehrt F' ein endlich erzeugter Z;-Modul, so
ist das System der F'/I"*1F eine strikte l-adische Garbe. Die beiden Funktoren
sind zu einander invers. O

Insbesondere ist die Kategorie der l-adischen Garben in diesem Fall abelsch.
Wir wollen es etwas expliziter.

Ubungsaufgabe 4.3. Sei (F},), — (Gy), ein AR-Morphismus von strikten -
adischen Garben auf Spec k, k algebraisch abgeschlossen. Dann sind Kern/Bild /Kokern
Bild in der Kategorie der projektiven Systeme selbst wieder AR-dquivalent zu
strikten /-adischen Garben.

Ubungsaufgabe 4.4. Geben Sie ein Beispiel: (F,uy) ein projektives System
von endlichen abelschen Gruppen, ("1 F,, = 0, alle u,, = surjektiv, aber an
ist nicht endlich erzeugt als Z;-Modul.

Ubungsaufgabe 4.5. Seien F, G endlich erzeugte Z;-Moduln. Dann ist
(TorZ/l” (F/lnFa G/lnG))n
AR-null.

Ubungsaufgabe 4.6. (i) Die Kategorie der glatten l-adischen Garben_auf
Spec k ist dquivalent zur Kategorie der stetigen Darstellungen von Gal(k/k)
in der Kategorie der endlich erzeugten Z;-Moduln.

(ii) Fir allgemeines X erhélt man stetige Darstellungen von mq (X, ).

Funktoren zwischen Kategorien von etalen Garben werden zu Funktoren zwi-
schen Kategorien von [-adischen Garben, indem sie auf alle Komponenten an-
gewendet werden. Ein Beispiel ist das Tensorprodukt, das Zuriickziehen von
Garben, aber auch die Halmbildung.

Definition 4.6. Sei X Varietit, T ein geometrischer Punkt, F = (Fy,uy) eine
l-adische Garbe. Dann heifst

]:f = (fn,i7un)n
Halm von F in .

Der Halm ist eine l-adische Garbe auf einem geometrischen Punkt, kann also
einfach als abelsche Gruppe aufgefasst werden.

Satz 4.7. Sei X Varietit, F l-adische Garben. Dann hat X eine Stratfizierung
durch lokal abgeschlossene Untervarietiten Zy,...,Zn C X, so dass F|z, glatt
15t.
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Beweis: Sei F = (Fy)n eine strikte l-adische Garbe. Der wesentliche Schritt ist
es zu zeigen, dass es eine nicht-leere offene Untervarietit U C X gibt, auf der
F glatt ist, d.h. alle F,, gleichzeitig lokalkonstant. Ohne Einschréinkung ist X
irreduzibel mit generischem Punkt 7. Ohne Einschrankung ist Fy lokal-konstant.
Nach Voraussetzung ist F,, = F,, 41 /1"t F, 1 und daher Fy = F,,;1/IF,41. Die
Abbildung

"t Fo — T F 0

faktorisiert daher iiber Fy. Sei
Cn = Ker(Fo — 1" Fryy)

Mit ein wenig Diagrammjagd sieht man, dass C,, C C,41. Die C,, bilden also
ein aufsteigendes System von Subobjekten in der Garbe Fy. Die Kategorie der
konstruierbaren Garben ist noethersch, also wird das System stationér. Sei U
die offene Menge, auf der alle (endliche vielen) C,, lokal konstant sind.
Dann sind auch die Quotienten I"*1F, ., = F,/C, lokal-konstant auf U. Die
Erweiterungen

0= 1" Fi1 — Fryr — Fo— 0

sind ebenfalls lokal-konstant auf U. O

Korollar 4.8. Fine [-adische Garbe verschwindet, wenn alle Halme in geome-
trischen Punkten verschwinden.

Beweis: Ohne Einschrinkung ist F glatt. Sei T ein geometrischer Punkt. Dann
ist F +— JFz ein treuer Funktor auf der Kategorie der lokal-konstanten etalen
Garben. Ist also (F,,u,) eine l-adische Garbe , so dass der Halm in Z AR-null
ist, dann gilt dies auch fiir (F,, up). O

Lemma 4.9. Sei F — G ein Morphismus von l-adischen Garben. Dann sind
Kern und Kokern ebenfalls [-adische Garben. Insbesondere ist die Kategorie
abelsch.

Beweis: Mit noetherscher Induktion und Satz 4.7 geniigt es, den Fall zu be-
trachten, dass F und G strikt [-adisch und glatt sind. Dann sind auch alle
Ker(F,, — G,) endlich lokal-konstant. Die Halme in einem geometrischen Punkt
sind AR-isomorph zu einem strikten [-adischen System. Dasselbe folgt dann
auch fiir die Garben.

Das Argument fiir den Kokern ist das Gleiche. O

Lemma 4.10. Sei 0 — F — G — H — 0 eine kurze exakte Sequenz in der
AR-Kategorie der Z;-Garben. Seien F,H l-adische Garben. Dann ist G eine
l-adische Garbe.

Beweis: weggelassen. [FK] 12.11 oder SGA 4. O

Lemma 4.11. Die Kategorie der l-adischen Garben ist noethersch.
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Beweis: Sei
FOcCcrFr®c...

eine Kette Unterobjekten einer [-adischen Garbe G. Ohne Einschriankung ist G
glatt. Sei 7 ein generischer Punkt. Die Kette der Halme in einem geometrischen
Punkt 77 wird stationér, d.h es gibt m

(m') _ (m) /
]—% = ]—% m >m
Sei U C X offen, so dass g/f<m> glatt auf U ist. Wir ersetzen X durch U.
Behauptung. F(™) = F(™) firm/ > m.

Wir betrachten F(m) /F(m) < G/F(m) d.h. ein Unterobjekt einer glatten Gar-
be, dessen Halm im generischen Punkt verschwindet. Zur Vereinfach der Nota-
tion betrachten wir A C B. Sei T ein anderer geometrischer Punkt von U, der
im Abschluss von 7 liegt. Jede etale Umgebung von T induziert eine von 7. Da-
her erhalten wir Spezialisierungsabbildungen Az — Az. In dem kommutativen
Diagramm

Ay < By
Ay —— By
ist der rechte Pfeil ein Isomorphismus, da B glatt ist. Also ist der linke Pfeil

injektiv. Da Az verschwindet, verschwinden also alle Halme und damit ganz

A. O

SchlieBlich ein technisches Lemma aus der homologischen Algebra fiir den spéte-
ren Gebrauch:

Lemma 4.12 (FK 12.14). Sei (K}),, ein beschrinkter Komplex von projektiven
Systemen etalen Garben. Es gelte

UK =0

und alle Fintrige von K} seien Z/1" " -flach. Alle Kohomologiegarben H'(K})
seien konstruierbar. Fir alle n induziere

K} @y LI — K3,
einen Quasi-Isomorphismus. Dann sind die projektiven Systeme
(H'(K)).
l-adische Garben.

Wesentliche Zutat ist das Wissen, dass das System der Tor-Garben AR-null ist.



43

Ausblick

Ist f: X — Y ein Morphismus von Varietiten, so definieren wir R’ f, auf der
Kategorie der der l-adischen Garben durch komponentenweises Anwenden von
Rif,. Der Funktor wird wohldefiniert sein, wenn wir wissen, dass er konstruier-
bare Garben erhélt.

Speziell fiir Y = Speck der Grundkorper erhalten wir [-adische Garben auf
Spec k, also endlich erzeugte Z;-Moduln mit stetiger Operation der Galoisgrup-
pe.

Definition 4.13. Sei m : X — Speck eine Varietdit, F eine l-adische Garbe
auf X. Dann heifst o ‘
H'(X,F):=R'm.F

l-adische Kohomologie von X mit Koeffizienten in F.

Der zugrundeliegende Z;-Modul ist gegeben durch
lim H'(X x Speck, F,)

Wir sind vor allem an dem Fall F = Z; interessiert.
Und da wir schon dabei sind: Die Kategorie der Q;-Garben ist die AR-Kategorie
der Kategorie der Z;-Garben mit Morphismen tensoriert mit Q;. l-adische Ko-
hohomologie von 7 : X — Speck mit Koeffizienten in F ® Q, ist definiert
als

H(X,F©Q,) = H(X,F) 2 Q)

Es handelt sich dann um einen endlich-dimensionalen Q;-Vektorraum mit steti-
ger Operation von Gal(k/k).
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Kapitel 5

Hauptsitze und
Anwendungen

Ab jetzt ist X stets von endlichem Typ iiber einem Koérper k. Alle Garben sind
Torsionsgarben mit Char(k) = p teilerfremd zur Ordnung der Schnitte.
Wir miissen nun relativ rasch weitere wichtige Sétze auflisten.

Glatter Basiswechsel

Theorem 5.1 (Glatter Basiswechsel, [FK). Theorem 7.3/Sei

Xy L7

kartesisches Diagramm von Schemata von endlichem Typ iber k. Sei g glatt.
Dann ist der Basiswechselhomomorphism ein Isomorphismus fir alle Torsi-
onsgarben mit Ordnung teilerfrem zur Charakteristik von k.

Wie im Fall von eigentliche Basiswechsel iibertrigt sich die Aussge sofort auf
Komplexe von Torsionsgarben.

Kohomologie mit kompaktem Triger

Neben den Funktoren Rf, und f* gibt es auch die dualen Funktoren Rf; und
Lf'. Wir beginnen langsam.

Definition 5.2. Sei f : X — Y etale, F eine Garbe von abelschen Gruppen
auf X. Dann fi(F) die Garbifizierung von

Vi @ F (o)

¢pEMory (V,X)

45



46 KAPITEL 5. HAUPTSATZE UND ANWENDUNGEN

die direktes Bild mit eigentlichem Trager.
Da X und V etale iiber Y sind, ist auch ¢ etale tiber X.

Beispiel. Ist f = j eine offene Immersion, 1 : V. — Y etale, so ist

(4 Im(y) € X

Mory (V. X) = {@otherwise
Es ist also f; = ji die Ausdehnung durch 0.
Ubungsaufgabe 5.1. Sei A ein Ring, f : X — Y etale. Dann gilt
fih = (XA
in der Notation aus Kapitel 1.
Lemma 5.3. Sei f: X — Y etale.
(i) Der Funktor fi ist linksadjungiert zu f*, d.h.
Hom(F, f*G) = Hom(fiF,G)
fir alle Garben F auf X und G auf Y.
(ii) Ist g: Y — Z ebenfalls etale, so gilt

(g =ahf

(ii3) fi ist vertrdglich mit Basiswechsel. Ist g : Z — 'Y ein beliebiger Morphis-

mus,

Xxy2Z 1 7

| s
X # Y

so gibt es einen natirlichen Basiswechselisomorphismus
g (hF) = fi(g"F
fiir alle ableschen Garben auf X .

(iv) Seiy : Speck — Y ein geometrischer Punkt und T1,...,T, die geometri-
schen Punkte von X tiber T. Dann ist

(iF)z = H Fz,
v=1

Insbesondere ist fi exakt und vertauscht mit direkten Limiten.

(v) Sei F konstruierbar. Dann ist auch fiF konstruierbar.
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Beweis: Sei ¢ : U — X etale. Dann gilt

(f*9)U) = fG(¢) =G(fo )

Ein h € Hom(F, f*G) ist daher eine vertrigliche Familie

he : F(¢) = G(f o 9)

Andererseits ist ein Garbenhomomorphismus fiF — G eindeutig festgelegt
durch einen Pragarbenhomomorphismus auf

Ve P F9)

¢EMory (V,X)

fir ¢: V — Y etale. Gegeben ein System von hg definieren wir durch

D se > helss)

eine solche Abbildung. Hieraus folgt leicht die Adjunktionseigenschaft.
Funktorialitdt folgt aus der universellen Eigenschaft. Basiswechsel folgt mit Ad-
junktion und dem Basiswechselisomorphismus

fro.F =gl f"F

fiir die etale Abbildung f.

Die Aussage iiber geometrische Punkte folgt aus der Basiswechseleigenschaft.
Die Konstruierbarkeitsaussage folgt mit &hnlichen Argumenten wie die von fiA
in Kapitel 1. O

Lemma 5.4. Sei f : X — Y etale. Dann gibt es natirliche Transformation
IF — fF
Beweis: Aquivalent hierzu ist ein Homomorphismus
F— [ f.F = fFlx

Sei ¢ : U — Y etale. Dann ist U — U Xy U eine abgeschlossene Immersion
(Separiertheit) und etale, da U und U xy U etale iiber Y sind. Es ist also
ein Isomorphismus mit einem offenen und abgeschlossenen Unterschema. Jedem
Schnitt s € F(U) ordenen wir den Schnitt

se(fF)U)=FUxYU)
zu, der auf U mit s {ibereinstimmt und {iberall sonst verschwindet. O

Ubungsaufgabe 5.2. Die Abbildung ist injektiv. Es gilt /F(U) C f.F(U) =
F(U xy X) sind die Schnitte deren Triiger eigentlich iiber U ist.
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Wir betrachten eine Faktorisierung f = jg mit einer offenen Immersion j : X —
X und einem endlichen Morphismus f : X — Y. Sie existiert nach Zariskis
Hauptsatz. Analog zum Beweis des Lemmas konstruieren wir eine natiirliche
Transformation

NF = [ F
Satz 5.5. B
hF = [ F
st ein Isomorphismus.
Beweis: Wir kennen die Halme beider Seiten und sie stimmen iiberein. O

Dies benutzen wir, um f; nun auch fiir allgemeinere Morphismen zu definieren.

Definition 5.6. Sei f : X — S ein Morphismus. [ heifst kompaktifizierbar,
wenn es eine Faktorisierung f = fj gibt mit j : X — X eine offene Immersion
und f: X — S eigentlich.

In diesem Fall definieren wir

R'NF = jR'f . F
das direkte Bild mit kompaktem Trager.

Beispiel. Sei X quasi-projektiv. Dann faktorisiert f iiber einen projektiven
Raum, ist also kompaktifizierbar.

Bemerkung. Ist F* ein Komplex von abelschen Garben, so ist setzen wir
RAF® = jiRf.F*

Die Funktoren Rf, bilden nach Konstruktion einen J-Funktor, erfiillen aber
keine universelle Eigenschaft.

Ubungsaufgabe 5.3. Sei f: X — S ein kompaktifizierbarer Morphismus von
analytischen Réumen. Dann ist fiF(U) C f.F(U) = F(U xg X) die Menge der
Schnitte, deren Triger eigentlich iiber U ist.

Lemma 5.7 ([FK). 8.6/R'f, ist wohldefiniert, d.h. unabhingig von der Wahl
der Kompaktifizierung.

Definition 5.8. Sei X — Speck kompaktifizierbar. Dann heift
H)(X,F)=RfiF
Kohomologie mit kompaktem Trager.
Theorem 5.9. (i) Sei
Y

Xr ——

v |

f

X — §
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mit kompaktfizierbarem f (und dann auch f’). Dann gibt es einen natirli-
chen Basiswechselquasi-Isomorphismus

9*RAF® — Rflg"F*
auf Komplexen von Torsionsgarben.

(i) Sind f: X =Y und g:Y — Z kompaktifizierbar, so gilt

R(gf) = RgRfi

Beweis: Die erste Eigenschaft folgt aus eigentlichem Basiswechsel. Die zweite
ist ein Spezialfall der Wohldefiniertheit. O

Satz 5.10 (Exakte Kohomologiesequenz). Sei f : X — S kompaktifizierbar, j :
U C X offen mit abgeschlossenem Komplement i : Z — X. Fir Torsionsgarben
F gibt es eine natiirliche lange exakte Sequenz

= R(fihFlo — R'AF — R (fi).F — R (f)Flo — ...
Beweis: Die Sequenz
0—jij F—>F i " F—0

ist exakt, denn fiir Punkte in U stimmen die Halme von F und jF iiberein und
fiir Punkte in Z die von F und i,i*F. Auf diese Sequenz wenden wir Rf; an.
Wir erhalten

Rfioji=R(fojh Rfioi, = Rfioiy=R(foi)

Im Spezialfall S = Spec k erhélt man:

Korollar 5.11. Sei X/k quasi-projektiv, U C X offen mit abgeschlossenem
Komplement Z. Dann gibt es eine natirliche lange exakte Sequenz

= H(U,Fly) = H(X,F) - H(Z,F|z) — H™ (U, Fly) — ...

Ubungsaufgabe 5.4. Sei C eine glatte Kurve iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Kérper, n teilerfremd zur Charakteristik. Berechnen Sie H:(C, Z/nZ).

Hauptséitze

Satz 5.12 (kohomologische Dimension). Sei f : X — S kompaktifizierbar, F
eine Torsionsgarbe auf X. Sei d das Mazimum der Faserdimensionen von X/S.
Dann gilt

RVAF =0 v>2d
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Beweis: Wegen Basiswechsel fiir fi kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass S nur aus einem geometrischen Punkt besteht. Wegen noetherscher In-
duktion und der langen exakten Sequenz aus Satz 5.10 geniigt es anzunehmen,
dass X affin ist. Wegen Noether Normalisierung gibt es eine endliche Abbildung
m:X — Al 7, = m ist exakt. Es geniigt die Behauptung for X = A? zu be-
weisen. Durch Projektion A™ — A™~! kénnen wir f in eine Folge von relativen
affinen Kurven faktorisieren. Es gentigt, die Aussage fiir jede dieser Kurven ein-
zeln zu beweisen, d.h. ohne Einschrinkung ist d < 1. Sei X LX - Spec k eine
Kompaktifizierung. ji ist exakt. Mit Leray Spectralsequenze (Theorem 5.9 (ii))
geniigt es, die Aussage fiir X zu beweisen. Dann ist f; = f. und die Behauptung
folgt aus dem Kurvenfall, Satz 2.7. O

Ubungsaufgabe 5.5. Berechnen Sie H!(A",Z/nZ) und H:(P",Z/nZ) fiir al-
gebraisch abgeschlossenen Grundkorper und n teilerfremd zur Charakteristik.

Bemerkung. Fiir affine Morphismen ist die kohomologische Dimension sogar
d, dies ist aber nicht mit so einfachen Argumenten zu beweisen. Das Resultat
wird auch ”Schwacher Lefsetz” genannt.

Korollar 5.13. Sei F* ein beschrinkter Komplex von Torsionsgarben auf X.
Dann ist RfiF*® ein Komplex mit beschrinkter Kohomologie, d.h. H' (RfiF*®) #
0 nur fir endlich viele i.

Beweis: Spektralsequenz zur kanonischen oder dummen Filtrierung oder mit
vollstandiger Induktion iiber die Linge des Komplexes. O

Theorem 5.14 (Konstruierbarkeit). Sei f: X — S kompaktifizierbar.

Beweis: Wir wiederholen die Argumente aus dem Beweis aus dem Beweis von
Satz 5.12. Wieder geht alles gut, da ji Konstruierbarkeit erhilt und nach Satz
2.11 die Behauptung fiir vollstindige Kurven gilt. O

Korollar 5.15. Sei F* ein nach unten beschrdinkter Komplex von Torsionsgar-
ben mit H'(F*) konstruierbar. Dann hat RfiF® ebenfalls konstruierbare Koho-
mologiegarben.

Beweis: Wieder Spekralsequenz oder Induktion iiber die Linge des Komplexes.
O

Korollar 5.16. Se: X/k eine quasi-projektive Varietit, F konstruierbar. Dann
ist Hi(X, F) endlich.

Beweis: f : X — Speck ist kompaktifizierbar und eine konstruierbare Garbe
auf Speck ist eine endliche Gruppe mit Operation der Galoisgruppe. O

Satz 5.17. Sei f : X — S glatt und eigentlich, F eine endlich lokal-konstante
Garbe auf X. Dann ist R'f.F endlich lokal-konstant auf X .
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Bemerkung. Besonders interessant ist S = SpecZ,. Dann ldsst sich die ge-
nerische Faser @, nach C einbetten, wo sich etale Kohomologie mit singulérer
Kohomologie vergleichen lasst. Andererseits ist die spezielle Faser SpecF,, und
wir haben es mit Kohomologie von Varietédten in Charakteristik p zu tun.

Beweis: Nach Theorem 5.14 sind die R'f.F = R!fiF alle konstruierbar. Zu
zeigen ist nun, dass alle Spezialisierungsabbildungen Isomorphismen auf Halmen
von R!f,F sind. Hierfiir kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass S =
Spec A mit A strikt henselsch. Sei s der spezielle Punkt von A, n der generische,
7 ein geometrischer Punkt iiber 7. Nach eigentlichem Basiswechsel gilt

H'(X,F)=H"(X,,Fs)
Zu zeigen ist also, dass

HY(X,F) — H Xz, F5)

eta’

ein Isomorphismus ist. Die Abbildung wird induziert von j : Xz — X. Sei
komplementar i : Xy — X.

Behauptung. i*F — i*Rj,j*F ist ein Quasi-Isomorphismus.

Die Behauptung wird ohne die Voraussetzung bewiesen, dass f eigentlich ist.
Die Aussage ist lokal beziiglich der etalen Topologie auf X, daher kénnen wir
annehmen, dass F = Mx konstant ist mit M eine endliche abelsche Gruppe.
Mit anderen Worten, F = f*M beziiglich einer (konstanten) Garbe auf Spec A.
Wir benutzen glatten Basiswechsel fiir das Diagramm

X; —1 - X

! [

n _da Spec A
Es geniigt daher, die Behauptung fiir f = id und F = M zu zeigen. In dieser
Situation ist ¢* = I'(X, ) und
i*j:G =1(X,5.G) =T',0G)

Da 77 separabel abgeschlossen ist, ist dies ein exakter Funktor, also i*j, = i* Rj,.
Angewendet auf j*M erhalten wir die Behauptung.
Sei nun wieder f glatt eigentlich. Es gilt

HY(X,F)=H"(X,i"F) = H"(Xs,1"Rj.j*F)
wie gewiinscht. O

Bemerkung. Wir kennen nun f*, f, und fi. Von f* und f, wissen wir, dass
konstruiebare Garben auf konstruierbare abbilden. Die Familie wird komplet-
tiert durch Rf', den Linksadjungierten von Rf;. Wir werden ihn nicht studieren
konnen.
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Korollar 5.18. Sei f : X — S eigentlich mit mazimaler Faserdimension d.
Dann hat f, die kohomologische Dimension 2d.



Kapitel 6

Cup-Produkte und
Kiinnethformel

Die Kategorie der abelschen Garben hat ein Tensorprodukt, definiert als Gar-
bifizierung des Prigarbentensorproduktes. Da Tensorprodukte mit direkten Li-
miten vertauschen, erhélt man auf Halmen das Tensorprodukt der Halme.

Lemma 6.1. Sei A ein Ring, FOAG — H ein Morphismus von A-Modulgarben
auf X. Dann erhalten wir natirliche Abbildungen

HY(X,F)x H(X,G) — H™ (X, H)
Ist f: X — X ein (kompaktifizierbarer) Morphismus, so erhalten wir
R'f.F @ R f.G — R™ f.H
RANF @R fiG — R fiH
Wir nennen diese Paarungen Cup-Produkt.

Beweis: Sei I'* eine injektive Auflésung von F. Sei J* eine injektive Auflosung
von G. Dann ist I*®J*® ein Doppelkomplex. Sei K*® der assoziierte Totalkomplex.
Er ist eine Auflésung von F ® G. Sei K* eine injektive Auflosung von K, also
eine von F ® G. Wir erhalten induzierte Komplexhomomorphismen

I*(X)® J*(X) - K*(X) - K*(X)
Wir erhalten daher Abbildungen auf Kohomologieniveau
H'(I*(X)) @ H'(J*(X)) — HFY(K*(X)) — H™/(K*(X))

Die erste Gruppe ist HY(X,F) ® H(X,G), die letzte H(X,F @ G). Aus
Funktorialitit erhalten wir eine Abbildung nach H™7 (X, H).

Die Argumentation fiir Rf, ist identisch. Sei zuletzt f : X 1. X L S eine
Kompaktifizierung von f. Es gilt j1F @ j1G = ji(F ®G) (halmweise {iberpriifen).
Die Behauptung fiir R f; folgt aus der fiir Rf,. O
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Ubungsaufgabe 6.1. Sei E/k eine elliptische Kurve. Sei E[n] der Kern Mul-
tiplikation mit n, n teilerfremd zur Charakteristik von k.

(i) HY(E,u,) = E[n] als etale Garben auf k.
(i) H*(E,pn) = p"
(iii) Die Cup-Produktpaarung
HY(E, i) x H' (B, ") — H*(E, ji;}?)

identifiziert sich mit der Weil-Paarung (vergleiche Silverman, Arithmetic
of elliptic curves).

Unser néchstes Ziel ist die Projektionsformel {iber die Vertréglichkeit von Ten-
sorprodukt und fi. Dafiir brauchen wir eine derivierte Version von Tensorpro-
dukt.

Definition 6.2. Sei A ein Ring. Fine Garbe heifit A-flach, wenn alle Halme
A-flach sind.

Lemma 6.3. Die Kategorie der A-Modulgarben hat geniigend viele A-flache,
d.h. fiir jede Garbe F gibt es eine Surjektion G — F mit G eine A-flache Garbe.

Beweis: Wir withlen G = FA, d.h. wir fassen F als Garbe von Mengen auf
und gehen zur assoziierten Modulgarbe iiber. Offensichtlich ist die Abbildung
surjektiv. Die Halme von F sind frei, also flach. O

Definition 6.4. Sei F eine Garbe von A-Moduln auf X, P®* — F eine Links-
aufliosung durch A-flache Modulgarben. Wir setzen

Fe'G=P' &g
in der derivierten Kategorie von A-Modulgarben.

Ubungsaufgabe 6.2. Sei F, G wie in der Definition, 7 ein geometrischer Punkt
von x. Dann ist '
H' (.7: ®L .7:)5 == TOI',i(Fj, gj)

Bemerkung. Die Definition setzt sich in offensichtlicherweise auf nach oben
beschrankte Komplexe F* und G* aus. Wir wollen wir dies mit R f; mischen,
welches fiir nach unten beschrinkte Komplexe definiert ist. Wir wissen aber
bereits, dass Rfy Beschianktheit von Komplexen erhélt, daher lidsst es sich aus-
dehnen auf beliebige Komplexe. Wir werden diese Probleme einfach ignorieren.

Satz 6.5 (Projektionsformel). Sei f : X — S kompaktifizierbar, F® ein nach
oben beschrdinkter Komplex von A-Modulgarben auf S, G® ein ebensolcher auf
X. Dann gibt es einen natirlichen Quasi-Isomorphismus

F. ®]L Rf!g. ~ Rf'(f*f. ®]L go)
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Bemerkung. Hieraus kann man umgekehrt eigentlichen Basiswechsel herleiten.

Beweis: Es geniigt die Fille offene Immersion und eigentlicher Morphismus se-
parat zu behandeln. Sei also j : X — S eine offene Immersion, F sei A-flach.
Dann ist auch j*F eine A-flache Garbe. Es folgt

Fe jG=F®jG=h([*"F@G) =" Fe"g)

wie man durch Uberpriifen der Halme sieht.

Sei ab jetzt f: X — S eigentlich. Es geniigt, die Aussage fiir einzelne Garben zu
beweisen, wobei wir F als A-flach wihlen und G als f.-azyklisch (z.B. injektiv).
Wir konstruieren zunéichst die Abbildung. Adjunktion fiir f, induziert

ffG—g
Wegen Vertriiglichkeit von f* mit Tensorprodukt wird hieraus
f(Fefg)=fFoffig—fFeg
Die gesuchte Abbildung entsteht hieraus durch Adjunktion
F @G — fufTF@G)

Diese Abbildung ist natiirlich und dehnt sich auf Komplexe aus. Wegen der A-
Flachheit ist die linke Seite gleich dem derivierten Tensorprodukt. Da f* diese
Eigenschaft erhilt, gilt es auch rechts.

Die Behauptung ist also, dass die Abbildung ein Isomorphismus ist. Wir iiber-
priifen dies halmweise, also nach Basiswechsel zu einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper x. Wegen eigentlichem Basiswechsel geniigt es die Behauptung im
Spezialfall S = Speck zu zeigen. Dann ist F = M fiir einen flachen A-Modul
M. Wir betrachten

M® HY(X,G) — H'(X, f*M ®G)

Da A = Z/nZ lokal und artinsch ist, ist M automatisch frei (Matsumura Com-
mutative Ring theory Thm. 22.3 und nachfolgende Bemerkung). Da H° mit
direkten Summen vertauscht, folgt die Behauptung. O

Ubungsaufgabe 6.3. Sei f : X — S so, dass f. endliche kohomologische
Dimension hat. 7 = Mg eine lokal-konstante Garbe auf S, G wie im Satz. Dann
gibt es einen Quasi-Isomorphismus

Mg @ Rf,G* = Rf.(Mx @ G*)

Korollar 6.6. Sei X/k eine quasi-projektive Varietit, n teilerfremd zu Charak-
teristik 0, F eine Z/nZ-Modulgarbe auf X. Dann gilt

H(X,F @ pn) 2 H(X,F) @

Insbesondere gibt es eine Bijetion zwischen den zugrundeliegenden abelschen
Gruppen von H.(X,F @ ju,,) und HL(X, F).
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Der Funktor F +— F ® iy, heifit Tate- Twist.

Beweis: Projektionsformel fiir die lokal-konstante Garbe p,, und den Struktur-
morphismus X — Speck. Da p,, eine A-flache Garbe ist, stimmen ® und ®v
iiberein. O

[-adische Garben

Wir betrachten nun A = Z/I"*! mit [ eine Primzahl verschieden von der Cha-
rakteristik der beteiligten Schemate.

Korollar 6.7. Seil eine Primzahl teilerfremd zur Charakteristik, f : X — S
kompaktifizierbar, G®* ein Komplex Z /1" -Modulgarbe auf X. Dann gilt

Rf!(g. ®%/ln+l Z/Zn) = Rf'(g.) ®HZ‘/ln+1 Z/ln)

Definition 6.8. Sei X Schema, | eine Primzahl ungleich der Charakteristik
von X. Ein strikt l-adischer Komplex ist ein System (Gn)n>0 von Komplexen
Torsionsgarben auf X, so dass

(i) H (Ge) = (H'(G%))n verschwindet fiir fast alle i.

(ii) G2 ist ein nach oben beschrinkter Komplex von Z /1" -Modulgarben mit
konstruierbaren Kohomologiegarben und so dass alle bis auf endliche viele
Kohomologiegarben AR-dquivalent zu 0 sind.

(iii) Die natiirliche Abbildung
G @ jpui L)1 — Gy
st ein Quasi-Isomorphismus.

Lemma 6.9. Sei f : X — S kompaktifizierbar, G* = (G?) ein strikter l-adischer
Komplex auf X. Dann ist RfiG* = (RfiG?) ein strikter l-adischer Komplex auf
S.

Beweis: Alle RfGbullet kénnen nach oben beschrinkt gewihlt werden. Sie sind
haben konstruierbare Kohomologie. Die Kohomologie von RfiG® ist in endlich
vielen Graden konzentriert. Nach Korollar 6.7 ist auch RfiG*® strikt vertréglich
mit @F. U

Lemma 6.10. Sei G* ein strikter l-adischer Komplex. Dann sind alle H*(G®)
AR-isomorph zu strikten l-adischen Garben.

Beweis: Wir argumentieren mit Induktion iiber die Lange des Inveralls, in dem
H%(G*) nicht AR-null ist. Sei ig das Maximum der Indices fiir die das Koho-
moliesystem nicht verschwindet. Wegen der Rechtsexakheit des Tensorprodukts
gilt ' ‘

H™(Gn @ Z/1") = H"(G,) @ Z/I"
Daher ist H (G*®) strikt l-adisch.
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Behauptung. Es gibt einen strikten l-adischen Komplex H®, dessen Kohomo-
logie im Grad ip mit H"(G®) iibereinstimmt, in hoheren Graden verschwindet
und in kleineren Graden AR-null ist.

Sei ohne Einschrinkung ig = 0. Wir betrachten der Einfachheit halber die Situa-
tion, dass H' = H°(G*®) glatt ist, d.h. auf endlicher Stufe endlich lokal-konstant.
Dies ist eine Darstellung der Fundamentalgruppe. Wir bilden @Hn in der
Kategorie der Darstellungen definieren dann

Hun = (im H,,) @7, Z/1"F!

Dieses System von Komplexen von Darstellungen, bzw. von lokal-konstanten
Garben hat die gewiinschte Eigenschaft. Fiir allegemeine strikt [-adische Garben
muss diese Konstruktion auf den Straten ausgefiihrt und dann verklebt werden.
Zusétzlich gibt es eine natiirliche Abbildung (etwas miithsam aus der universellen
Eigenschaft von @) ¢ : H — G.

Wir gehen nun zum Kegel cone(¢) iiber. Er hat nicht-triviale Kohomologie in
einem echt kleineren Kohomologieintervall. Mit vollsténdiger Induktion reduzie-
ren wir uns auf einen strikt [-adischen Komplex, dessen Kohomologie AR-null
ist. Insbesondere ist die Kohomologie dann [-adisch. O

Bemerkung. Der nichste logische Schritt wire eine Entwicklung des Begriffs
von [-adischen Komplexen und deren Kohomolgie. Das ist geht (Jannsen un-
veroffentlich, Ekedahl On the adic formalism. The Grothendieck Festschrift,
Vol. I1.), ist aber sehr aufwendig. Im fiir uns wichtigsten Fall, fiir Varititen
iiber endlichen Korpern, funktioniert die naive Definition:

DY(X,Zy) = lim DY(X, Z/1")

wobei D%(X,Z/I™) die beschriinkte derivierte Kategorie der konstruierbaren
7/1"-Modulgarben ist. l-adische Komplexe sind hierin diejenigen mit H*(G*)
l-adische Garbe. Wir sind im Folgenden weniger ehrgeizig.

Korollar 6.11. Sei f : X — S kompaktifizierbar. G = (Gy,), eine l-adische
Garbe auf X. Dann sind alle R'fiG = R' f1(Gn)n ebenfalls l-adische Garben auf
S.

Beweis: Wie im Beweis des Lemmas ersetzen wir G durch einen strikt [-adischen
Komplex, dessen Kohomologie (aufgefasst als I-adische Garben) nur im Grad 0
konzentriert ist. Nun wenden wir erst Lemma 6.9 und dann Lemma 6.10 an. [

Als Spezialfall:

Korollar 6.12. Sei X/k quasi-projektiv, F eine l-adische Garbe auf X. Dann
151
H(X,F)

endlich erzeugter Z;-Modul mit Operation von Gal(k/k).
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Wir hatten die Noation Z;(1) = (pyn+1), und allgemeiner Z;(j) = Z;(1)®7
bereits eingefiihrt.

Definition 6.13. Sei X/k quasi-projektiv. Dann setzen wir
die l-adische Kohomologie von X mit kompaktem Tréger.

Dies sind endlich dimensionale Q;-Vektorrdume. Wir erhalten so eine bigradu-
ierte Kohomologietheorie. Es gilt nach Korollar 6.6

Hi(X, Qu(5) @ Qu(j") = HAX, Qu(j +5"))
Beispiel. Es gilt
H(P', Q) = Q H?*(P?, Q) = Qi(-1)

Bemerkung. Uber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper ist Z;(1) = 7
und die Bigraduierung fallt nicht auf. Dennoch kann man den Twist auch in
der topologischen Situation sehen: Beim Vergleich von de Rham-Kohomologie
und singulirere Kohomologie tritt bei H?(PP1,Q) ein Faktor 27 auf, eine andere
Inkarnation des Tate-Twists.

Kiinntheformel
Sei f : X — Speck quasiprojektiv. Wir schreiben
RT.(X,F):=RAF

Satz 6.14. Seien X, Y/k quasiprojektiv, F eine konstruierbare Garbe auf X, G
eine konstruierbare Garbe auf Y. Dann gilt

RT.(X XY, pyxF @ piG) = RT(X,F) @" R.(Y,G)

Beweis: Projektionsformel fiir px : X xY — Y und Y — Speck. O
Korollar 6.15. Seien X,Y/k quasiprojektiv, | verschieden von Chark. Dann
gilt

RT(X XY,Z)) = RU.(X,Z;) @ RT (Y, Zy)
und

H} (X XY, Q)= @ HI(X, Q) H(Y,Q)
i+j=n

Theorem 6.16 (Poincaré Dualtitét). Sei X glatt von Dimension d. Dann gibt
es einen natirlichen Isomorphismus

HA(X, 24(d) — 74
Fiir jede glatte Z;-Garbe F mit freien Halmen auf X ist die Paarung
H{(X,F) x H*7"(X, FY(d)) — H}(X, Zi(d)) = Zy

nicht-ausgeartet.
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Ubungsaufgabe 6.4. Der Isomorphismus ist eindeutig charakterisiert durch
Natiirlichkeit, Vertriglichkeit mit Kiinnethformel und den Fall P!.
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Kapitel 7

Frobenius und die
Rationalitat der
Zeta-Funktion

In diesem Kapitel sei stets k = F, der Korper mir ¢ Elementen. Sei p die
Charakteristik von k und [ eine von p verschiedene Primzahl.
Wir erinnern uns: Fiir jede Varietdt X ist

o0 t,,.
Z(X,t) = exp (Z |X(Iqu)|T>
r=1
Unser Ziel ist zu zeigen, dass Z(X,t) eine rationale Funktion ist.
Lemma 7.1. Q(t) = Q[[t]] N Qu(¢)

Beweis: Sei f(t) ., a,t" € K[[t]] eine Potenzreihe. Wir benutzen das folgende
Rationalitatskriterium:

Behauptung. f(t) ist Potenzreihenentwicklung von f € K(t) genau dann,
wenn es N, M > 0 gibt mit

det(aitj+x)o<ij<m) =0 fiir alle k > N

Ist also f € Q[[t]] N Q(¢) so ist das Kriterium iiber Q; erfiillt. Da die De-
terminanten in @Q liegen, ist es dann bereits in Q erfiillt und die Funktion ist
rational. O

Ubungsaufgabe 7.1. Beweisen Sie die Behauptung. Es handelt sich iibrigens
um Hankel-Determinanten.

Wir arbeiten daher ab jetzt mit Q;-Koeffizienten.
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Lemma 7.2. Sei X eine Varietdt iber Fy. Es gilt

1
Z(X’ t) = H 1 — ¢deg(z)
x€Xo

wobei Xy die Menge der abgeschlossenen Punkte von X ist und degx = [k(z) :
F,]. Insbesondere ist Z(X,t) € Z|[[t]].

Beweis: Wir logarithmieren und erhalten die Behauptung

o0

tr og(a)s —
SIX(E)S = Y —log(1 — o)

r=1 z€Xo
Der Summand zu z ist gegeben durch
e tr deg(x) e tdeg(w)r

Z T - 72 deg(x) deg(z)r

r=1 =1

Andererseits tragt « zu den Elementen von X (F,-) bei, bei denen SpecFyr — X
iitber den Punkt x faktorisiert. Wegen

0 dtr

Morg, (Fyaeso), Fyr)| = {deg(x) deg(z)|r

ist das genau dann der Fall, wenn deg(z)|r und dann genau mit der richtigen
Vielfachheit. O

Die Galoistheorie von Erweiterungen von F, wird vollig von Frobenius be-
herrscht.

Definition 7.3. Der arithmetische Frobenius ® = &, =€ Gal(F,,F,) ist der
Korperhomomorphismus a — a?.

Es gilt dann automatisch @, = ®7. Ist 2 € X ein abgeschlossener Punkt, so
schreiben wir
®, = des(®)

Definition 7.4. Sei F eine Q;-Garbe auf SpecF,. Dann heifst

1
det(1 — tdee(@ &t | 7

z(x,t,F) =[]

€ Xy

€ Qu[f¢]]

L-Reihe fiir F.

Bemerkung. Die Definition ist unabhénig von der Wahl des geometrischen
Punkte iiber z.

Es ist nach Lemma 7.2
Z(Xat) = Z(tha(@l)
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Theorem 7.5. Sei X/F, quasiprojektiv, F eine konstruierbare Q;-Garbe auf
X. Dann gilt

2dim X
Z(X,t,F) =[] det(1—t2 " |H(X,F))!
=0

Wir schreiben det(1 — t®~1|H (X, F) fiir die rechte Seite.

)7‘,+1

Beispiel. Sei X = P!. Wir haben uns bereits friiher iiberlegt, dass
1

20 = =g

Es gilt
det(1 —td 1q|HO(P', Q) = det(1 —t® Q) =1 — ¢

Weiter ist H2(P!,Q;) = Q;(—1), der duale Modul zu Q;(1) = Q; ® lim gyn. Auf
diesem operiert ® durch z — 29, additiv geschrieben durch Multiplikation mit
q. Auf Q;(—1) operiert dann ® durch Multiplikation mit ¢=* und ®~! wieder
duch ¢. D.h.

det(1 —td 1q|H*(P', Q) = det(1 — t®~1Q) =1 — tq
Lemma 7.6 (Rechenregeln). (i) (Multiplikativitit in F) Sei
0->F -F—->F"—0
eine kurze exakte Sequenz auf X. Dann gilt
Z(X, t,F)=Z(X,t, F)Z(X,t,F")
und
det(1—t® | HX (X, F)) = det(1—t® | H (X, F')) det(1—td|H (X, F"))

(i) (Multiplikativitit in X) Sei U C X offen mit abgeschlossenem Komple-
ment Y. Dann gilt

Z(X7t7‘7:>:Z(U7ta]:|U)Z(Kt7‘7:|Y)
und

det(1—t® |H (X, F)) = det(1—t® ' H (U, Fly)) det(1—td | H (Y, Fly))

(iii) (Multiplikativitit in Faserungen) Sei f : X — S ein Morphismus. Dann
gilt
2(X, 6, F) = [ 2(X,t,F)
sESp
und

det(1 —tdH! (X, F) = Hdet(l —to Y H (S, R . F)) Y

J
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Beweis: Wichtigste Zutat ist jeweils die Multiplikativitdt der Determinante in
kurzen exakten Sequenzen. Hieraus folgt eine Multiplikationsregel fiir Determi-
nanten in langen exakten Sequenzen. O

Korollar 7.7. Es geniigt, Theorem 7.5 in der Situation zu beweisen, dass X
eine glatte irreduzible Kurve ist und F eine glatte Garbe auf X.

Beweis: Wir argumentieren mit Induktion iiber die Dimension. Falls dim X = 0,
so kann die Aussage direkt verifziert werden.

Sei dim X = 1. Ohne Einschriankung kénnen wir X durch seine Reduktion erset-
zen. Auf einer offenen Teilmenge ist X dann glatt. Wegen der Multiplikativitét
in X koénnen wir X durch diese offene Teilmenge ersetzen. F ist auf einer offenen
Teilmenge glatt, wieder ersetzen wir X durch diese Teilmenge. Dann gilt das
Theorem nach Voraussetzung.

Sei nun d = dim X > 1. Wir gehen mit der Multiplikativitdt in X zu einer
affinen offenen Teilmenge {iber. Dann kénnen wir X — Spec k faktorisieren iiber
f X — 5 mit dim S und Faserdimension < d — 1. Dann gilt nach Induktion
und Basiswechsel

det(1 — t0~ [ H} (X, F) = [ [ det(1 — t&~1|H} (S, R fiF) V)’
J

=[[z(s.t, R fiF)=V

J
T IT det(r — t@; (R fiF)e) 0"

j s€So

= [ det(r —to;'|H; (X, 7))
SESoH

= [[ z(x..t.7) = 2(x,t, F)
SESoy

O

Der Beweis im Kurvenfall hat zwei Schritte: Ein Twistargument zur Reduktion
auf den konstanten Fall, danach der konstante Fall mit Letschetz-Fixpunktformel
fiir Frobenius. Wir beginnen mit letzterem.

Frobenius

Definition 7.8. Sei A eine F,-Algebra. Dann heifst
fe it A=A a— al
und der induzierte Schemamorphismus
f :Spec A — Spec A

absoluter Frobenius.
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Der absolute Frobenius ist Fy-linear und vertréglich mit Lokalisierung, da A, =
Aga.
Lemma 7.9. f ist ein Homdomorphismus.

Beweis: Tatséchlich operiert f als Identitéit auf dem topologischen Raum. Sei
p C A ein Primideal. Wir berechnen

f7Hp) = {s € Alf.(s) € p}
Wegen f.(s) = s? und da p prim ist, folgt s € p. O

Daher setzt sich die Definition des absoluten Frobenius fort auf alle F,-Schemata:
Es der Morphismus, der lokal durch den absoluten Frobenius gegeben ist. Oder
alternativ: Die Identitit auf dem topologischen Raum und a — a? auf der
Strukturgarben.

Definition 7.10. Sei X/F, eine Varietit, k/F, eine Korpererweiterung. Dann
heifit Der Basiswechsel von f: X — X nach k

F:X xp, k— X xp, k

geometrischer Frobenius. Fir k = F, heifit der Basiswechsel von ® : F, — T,
nach X = X xp, F,

X - X
arithmetischer Frobenius.

Bemerkung. Der geometrische Frobenius ist k-linear, ® und f nicht. Letztere
sind keine Morphismen von F'y-Varietéten, nur Morphismen von Schemata.

Lemma 7.11. Sei X/F, eine Varietit. Dann gilt
bo=Fod=Ff

Beweis: Wir gehen zur affinen Situation iiber. X = Spec 4, X = Spec A®F, F,.
Dann ist
Pa®a)=a® a? Fla®a)=ad?®«a

Die Komposition bildet a ® a ab auf a? ® a? = f(a ® ). O

Beispiel. Sei A =F,[X], also A = F,[X].

() aiX) =) alX’ FOO aiX)=> a; X"
Ubungsaufgabe 7.2. Sei V = V(f1,..., fm) C A{F‘q. Dann operiert der geo-

metrische Frobenius auf den Fq—wertigen Punkten von V als

(X1, @) — (2f, ... 22)
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Lemma 7.12. FEs gilt o
X(qu) = X(Fq)F
Beweis: Es geniigt, den affinen Fall zu betrachten. Dann hat ein Punkt genau

. . . . . ” .
dann Koordinaten in F,-, wenn sie invariant unter a — a? sind. O

Lemma 7.13. Sei X/, eine Varietit und F eine etale Garbe auf X. Dann
induzieren F und ® Operationen auf H(X,F). Sie sind invers zueinander.
Die Operation von ® stimmt mit der vorher mit ® bezeichneten Operation von
Frobenius auf der Garbe H.(X,F) auf SpecF, tiberein.

Beweis: Beide Operationen benutzen die Funktorialitit von HZ. Man beachte,
dass F' endlich ist. Die Verkniipfung entspricht der Operation des absoluten
Frobenius. Dieser ist rein inseparabel, also trivial auf der Kohomologie. O

In Theorem 7.5 kann also ®~! durch F ersetzt werden. Wir schreiben analog
F,=o_%
Satz 7.14. Theorem 7.5 ist fiir Z(X,t,F) ist dquivalent zu
S T(FF) = S (1) TP H (X, F))
:EEYFH r
fir allen > 1.

Bemerkung. Indem man IF, durch Fg» ersetzt, geniigt der Fall n = 1.

Lemma 7.15. Sei« : V — V ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V. Dann gilt

—logdet(l — at|V) = ZTr ”|V
n>0
Beweis: Ohne Einschrinkung ist der Grundkorper algebraisch abgeschlossen
und « eine obere Dreiecksmatrix. Daher geniigt es, den eindimensionalen Fall
zu behandeln. Dann gilt die Aussage. O

Beweis von Satz 7.14: Wir setzen das Lemma in die Definition von Z (X, t, F)
ein.

tm deg(z)

log(Z(X,t,F)) = Y > Tr(F|F)——

rzeXg m

ZZ%W@i

n zZeXg

Anderseits

log (H det(1 — Ft|H (X, ]—')(‘1)M> =3 (-0 Te(FHL(X, F)

n T
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Lefschetzspurformel

Wir behandeln zunéchst den konstanten Fall fiir X glatt projektiv. Die wesent-
liche Zutat ist eine Theorie von Zykelklassen in etaler Kohomologie. Sei hierfiir
k ein beliebiger Korper.

Literatur: Milne, Etale Cohomology, VI §12.

Theorem 7.16 (Lefschetz Fixpunktformel). Sei k algebraisch abgeschlossen,
X/k glatt projektiv, v : X — X ein Isomorphismus mit isolierten Fizpunkten,
l eine Primzahl verschieden zur Charakteristik. Dann gilt

2dim X

XY= ) Tr(W|H(X,Q))

r=0
Korollar 7.17. Fir X/F, glatt und projektiv ist Z(X,t) rational.
Ubungsaufgabe 7.3. Beweisen Sie in dieser Situation die Funktionalgleichung
Z(X,q %) = £¢" M2 Z7(X,t)
wobei d = dim X und (A.A) die Selbstschnittzahl.

Der Beweis liefert gleich eine leichte Verallgemeinerung. Hierfiir benttigen wir
algebraische Zykel.

Definition 7.18. Sei X eine glatte zusammenhdngende Varietdt der Dimension
d tber k. Fin Primzykel der Kodimension i ist eine irreduzible abgeschlossene
Untervarietit Z der Dimension d — i. Fin algebraischer Zykel ist eine formel
Z-Linearkombination von Primzykeln. Zwei algebraische Zykel Zy, Zy der Ko-
dimension i heiflen rational dquivalent, wenn es einen algebraischen Zykel T
der Kodimension i auf X x A" gibt mit T|xxg0y = Zo und Tx {1y = Z1. Die
i-te Chowgruppe Ch’ (X) ist die Gruppe der rationalen Aquivalenzklassen von
algebraischen Zykeln.

Die Chowgruppen haben eine natiirliche kontravariante Funktorialitéit fiir flache
Morphismen und eine kovariante fiir eigentliche. Fiir glatt projektive Morphis-
men gibt es also beides.

Zwei Primzykel A, B schneiden sich eigentlich, wenn alle irreduziblen Kompo-
nenten die richtige Kodimension haben, also codim A+ codim B. In dieser Situa-
tion gibt es eine Definition von Schnittmultiplizititen. Hieraus wird ein zunéchst
partiell definiertes Schnittprodukt auf algebraischen Zykeln. Es gilt ein Moving
Lemmoa, daher erhalten wir ein wohldefiniertes Schnittprodukt

Ch'(X) x Ch?(X) — Ch'*(X)
Ist X zusétzlich projektiv, so ist die Gradabbildung
deg : Ch*(C) — Z

die jeden Punkt auf 1 abbildet, wohldefiniert und sogar ein Isomorphismus. Sind
A und B Zykel mit codim A+ codim B = d, so heifit deg(A.B) auch Schnittzahl.
Wir schreiben hierfiir (A.B).
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Theorem 7.19 (Lefschetz Fixpunktformel). Sei k algebraisch abgeschlossen,
X/k glatt projektiv, 1 : X — X ein Isomorphismus, | eine Primzahl verschieden
zur Charakteristik. Dann gilt

2dim X

(ATy) = > Tr(y|H(X,Q))

r=0

wobei A C X x X die Diagonale ist und I'y, = {(z,9¢(x))|x € X} der Graph von
.

Bemerkung. Die Schnittpunkte von A und I'y sind die Fixpunkte. Sind sie
isoliert, so ist die Anzahl der Fixpunkte gleich der Schnittzahl. Die erste Fassung
der Fixpunktformel folgt aus der zweiten.

Theorem 7.20. Sei X/k glatt. Dann gibt es einen natiirlichen Homomorphis-
mus, die Zykelclasse

cx : Ch'(X) — H*(X,Q(d))
Dieser erfillt die folgenden Rechenregeln.
(i) cx ist ein Ringhomorphismus beziiglich Schnitt- und Cuprodukt.
(i) Seim: X — X' flach. Dann gilt

mfoex =cxom”

(i1i) Seim: X — X' projektiv. Dann gilt
e OCX = CX/ O Ty
(iw) ex : Ch®(X) — HO(X,Q) ist die natiirliche Abbildung Z — Q, wobei
Ch%(X) von der Klassen von X erzeugt wird.
Hier ist 7, fiir projektives 7 : X — X’ in der Kohomologie nachzutragen. Sei
H:(X, Qu(j)) = H(X', RmQu(j)) = H'(X', Rm.Qu(j)) < He(X', Qu(j))

die kanonische Abbildung. Via Poincaré-Dualitét (X und X' sind glatt und
zusammenhéngend!) erhélt man

Tt H20( X, Qu(d — §)) — H* (X, Qu(d - j))

Bemerkung. Ist k£ nicht algebraisch abgeschlossen, so erhélt man eine Galois-
dquivariante Abbildung

Ch'(X) — H*(X,Q(d)

die iiber H2 (X, Q;(d) faktorisiert. Letzteres ist die Q;-Version von etaler Ko-
homologie iiber dem Grundkorper. Speziell fiir X = Spec k ist es stetige Galois-

kohomologie.
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Zum Schluss wollen wenigstens die Zutaten der Definition der Zykelklasse durch-
gehen.

Sei X glatt, zusammenhédngend der Dimension d, Z C X abgeschlossen der
Dimension d’, ebenfalls glatt. Kovariante Funktorialitét fiir die abgeschlossene
Immersion ergibt:

H*' = Z,Qu(d — j)) — H* (X, Qu(d ~ 7))
Fiir : = 2d’, j = d’ ist die linke Gruppe natiirlich isomorph zu Q;, also
Q — H*lmZ(X Q(codim Z))

Das Bild von 1 unter dieser Abbildung ist die Zykelklasse von Y.
Die Ausdehnung auf allgemeine Primzahl beniitzt die Theorie der Chernklassen.

Definition 7.21. Sei X/k ein Varietit, n teilerfremd zur Charakteristik von k.
Dann wird die erste Chernklasse

c1 : Pie(X) — H*(X, pin)
definiert aus Randabbildung zur Kummersequenz
0— pu, 0" —>0"—0

Die Abbildung ist vertriglich mit den natiirlichen Galois-Operationen auf beiden
Seiten.

Grothendieck hat eine Methode vorgestellt, aus dieser ersten Chern-Klasse hohe-
re Chernklassen fiir Vektorbiindel zu definieren. Voraussetzung sind verschiedene
formale Eigenschaften der Kohomologietheorie, vor allem:

Satz 7.22 (Projektive Biindelformel). Sei E/X ein Vektorbindel vom Rang
d+ 1, P(E) seine Projektivierung mit tautologischem Geradenbiindel L/P(E).
Sei

£ =ci(L) € H*(P(E), pn)
Dann gilt

d
H*(B(B), 2/n) = @) H* (X, ")
=0

wobei der Summand zum Index i via UE' eingebettet wird.

Beweis: Sei m: P(E) — X der Biindelmorphismus. Gezeigt wird

d
Rm.Z/n = @ iy [—2i)
=0

Die Abbildung ist gegeben durch Cup-Produkt mit £, Die Aussage wird dann
auf Kohomologiegarben iiberpriift. Dort ist sie lokal, d.h. wir kénnen annneh-
men, dass E trivial ist. Mit eigentlichem Basiswechsel reduzieren wir uns auf
den Fall, dass X ein Punkt ist. Dann ist es die Formel fiir die Kohomologie von
Pe. O
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Mit diesen Rechenregeln ist der Beweis derselbe wie in der Topologie.

Beweis von Theorem 7.19: Sei X glatt projektiv, ¥ : X — X ein Isomor-
phismus. Zur Vereinfachung identifizieren wir Q; mit @;(1) und ignorieren die
Twists. Wir rechnen in H*(X x X) := H*(X x X,Qy). Die Zykeln A und T'y,
sind Bilder von X unter abgeschlossenen Immersionen (id,id) : X — X x X
und (id, ) : X — X x X. Die Projektionsabbildungen p,q : X x X — X sind
sowohl flach als auch projektiv. Sei (e])icr, eine Basis von H"(X) und (f2*7")
die duale Basis beziiglich Poincaré-Dualitdt. Den oberen Index lassen wir oft
weg. Sei insbesondere e2? der kanonische Erzeuger von H24(X).

Behauptung. Firbec H*(X,Qi(j)) gilt
P(exxx(Ty) Ug (b)) = ¢ (b)
Es gilt p o (id,v) = id. Daher

Px(exxx(Dy) Ug (b)) = p«(1,4)(1) U ¢*(b)
=pa(L,90) (LU (1,4)"q" (b))
=1id.(1Uy* (D))
=" (b)

(wegen Definition von c¢xx x (I'y), Projektionsformel, Funktorialitét).
Behauptung. cxxx(Ty) =2, ;9" (ef) @ fra=r

Wir schreiben cxxx(T'y) = >, a; ® € in der Basis (f;). Wir wenden die erste
Behauptung an auf b = e;:

*(ej) = ps ((Zai@@fi) u1®ej>

pe(a; ® eQd)

aj
Speziell fiir ¢ = id erhalten wir also
cxxx () =Y ef @ f77

IR
=D ()@
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Daher gilt

exxx(Ty-A) =cxxx(Ty) Uexxx(A)

vt @ T U D) R @

%

S W) U A @ e
2d
= DT @ )

r=1

(wegen Vertriglichkeit mit Cup-Produkt, vorherigen Formeln, duale Basis) denn
¥ (e7)U F2477 ist der Koeffizient von e, wenn ¢* (e”) in der Basis e, geschrieben
7 7 J 1 J

wird. O

Twisten
Sei ab jetzt A = Z/I"Z, k wieder ein endlicher Korper.

Theorem 7.23. Sei X/F, glatte Kurve, F : X — X der geometrische Frobeni-
us, l eine Primzahl verschieden zur Charakteristik. Dann gilt

- 2dim X L
X' = ) T(F*|HI(X,Z/l")) mod "
r=0

Bemerkung. Fiir glatte Kurven ist H!(X,Z/I"Z) stets ein freier A-Modul.
Dies erlaubt die Definition von Spuren. Auch Poincaré-Dualitéit und Projektiv-
onsformel verhalten sich wie im Q;-Fall.

Beweis: Wegen unserer Voriiberlegungen (Satz 7.14 und Lemma 7.6), geniigt
es, den glatt projektiven Fall zu betrachten. Die Argumente sind identisch mit
denen fiir glatt projektive Varietdten und Q;-Koeflizienten. O

Fiir den Beweis von Satz 7.14 fehlt uns nach Korollar 7.7 nur noch eine Version
dieses Satzes mit nicht-konstanten Koeffizienten. Wir iibergehen die Frage, wie
der saubere Formalismus von Spuren iiber Ringen funktioniert.

Satz 7.24. Sei X/F, eine glatte Kurve, | eine Primzahl ungleich der Charak-
teristik, A = Z/I"Z. Sei F eine lokal-konstante A-Garbe auf X mit A-freien
Halmen. Dann gilt

Y Te(F*|Fp) =Y (- Te(F*|HL (X, F))
zex "’ T

Bemerkung. Beginnen wir statt dessen mit einer glatten Garbe auf X, so
erhalten wir im Limes die gewiinschte Aussage.
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Sei Y — X eine Galois-Uberlagerung, d.h. endlich und etale, mit Decktransfor-
mationsgruppe G. Sei A[G] der Gruppenring. Aus der Theorie der etalen Funda-
mentalgruppe erhalten wir eine Kategoriendquivalenz zwischen lokal-konstanten
Garben auf X, die auf Y konstant werden und Darstellungen von G bzw. A[G]-
Moduln. Wir schreiben ® := ®j.

Lemma 7.25. Seim:Y — X eine Galois-Uberlagerung (d.h. endlich und etale)
mit G = Aut(Y/X). Sei M ein A[G]-Modul mit assoziierter Garbe F auf X.
Dann gilt

RT (X, F) = RU.(Y,A) @51y M

Beweis: (Wir ignorieren alle Probleme mit Endlichkeitsbedingungen. Hierfiir
wire eine Diskussion von perfekten Komplexen nétig.)

Auf Y ist M konstant. Mit Projektionsformel fiir den (nicht-kommutativen)
Ring A[G] und fiir den Ring A folgt

Behauptung. F = m.A ® My ®p(g) A

Die Spur
T  F — F

induziert einen Isomorphismus (7, 7*F)g — F, da dies halmweise gilt. Weiter-
hin
(mem* F)g = (mem™ F) ®a[q) A
= (m«(A® Mx)) ®pjg) A
=T AR Mx ®A[G] A

O

Beweisidee fiir Satz 7.24: Wir konnen ohne Einschrankung zu einer offenen Teil-

—F
menge iibergehen, d.h. ohne Einschrinkung ist X leer. Zu zeigen ist, dass die
rechte Seite 0 ist. Sei 7 : Y — X eine Galoisiiberlagerung, so dass 7*F konstant

ist. Auch Y ist leer, also gilt

> (1) Te(F*HL (Y, 7" M) = 0

T
Zu zeigen ist also, wenn K* ein Komplex von A[G]-Moduln ist mit vertréglicher

Operation von F', so dass die Spur von F* verschwindet, dann gilt dies auch fiir
K* ®E‘\[G] A. Dies folgt aus Rechenregeln fiir nicht-kommutative Spuren. O
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