
Seminar “Nichtarchimedische Analysis und rigide

Geometrie”

Sommersemester 2012

Stand 17. Februar 2012

Achtung Terminänderung, neuer Termin ist: donnerstags, 12-14 Uhr, SR404,
Eckerstrasse 1.

Vorbesprechung: Donnerstag, 16.2.2012, 13-14 Uhr, SR414, Eckerstrasse 1.
Viele Konzepte der Analysis wie Konvergenz, Grenzwerte, Potenzreihen, Ab-

leitung oder Differentialgleichungen kann man allgemein für bewertete Körper
betrachten. Für R sind diese Konzepte aus der Analysis-Vorlesung bekannt, für
C vielleicht aus der Funktionentheorie. Die nicht-archimedische Analysis be-
trachtet diese Konzepte über nicht-archimedisch bewerteten Körpern wie Qp

oder Fp((t)).
Zu Beginn des Seminars werden die grundlegenden Begriffe von normierten

und bewerteten Körpern behandelt, insbesondere auch die Konstruktion von
Cp, dem nicht-archimedischen Analogon des Körpers C der komplexen Zahlen.

Im Verlauf des Seminars beschäftigen wir uns besonders mit “analytischen
Funktionen” und “analytischen Teilmengen der Einheitskreisscheibe” über sol-
chen nicht-archimedisch bewerteten Körpern. Dies führt zu den affinoiden Alge-
bren und affinoiden Varietäten. Allgemeine rigide Räume erhält man dann durch
geeignetes Zusammenkleben dieser affinoiden Varietäten, analog zur Konstruk-
tion von Mannigfaltigkeiten in der Differentialgeometrie oder Schemata in der
algebraischen Geometrie.

Daß die nicht-archimedische Analysis und rigide Geometrie über p-adischen
Körpern wie Qp auch zahlentheoretische Bedeutung hat, soll an zwei Beispie-
len verdeutlicht werden. Zum einen Dworks Beweis der Rationalität der Zeta-
Funktion für Varietäten über endlichen Körper, zum anderen Harbaters Beweis
der Existenz von Galois-Erweiterungen von Qp(T ).

Hinweis: Die Referenzen auf [Bosch], [BGR84] und [FP04] sind als Alter-
nativen zu verstehen, die sich insbesondere auch im Detaillierungsgrade unter-
scheiden.

Vorträge

1. Vortrag 1: Bewertete Körper

26.4.2012

(Halb-)Normen auf Körpern, Ringen, Moduln. Definition (diskrete) Be-
wertung, bewertete Körper, Beispiele Qp, k((t)), lokale Körper. Bewer-
tungsringe, Ring der Witt-Vektoren.

1



[FP04, Abschnitt 1.1], [BGR84, Kapitel 1.1,1.2,1.5, 1.6], [Bosch, Abschnitt
1.1], oder [Ked10, Abschnitt I.1]

2. Vortrag 2: Cp

03.05.2012

Definition und Eigenschaften von Cp, insbesondere auch Fortsetzung von
Bewertungen, sphärische Vollständigkeit.

[Kob84, Kapitel III]

3. Vortrag 3: Banach-Räume und Banach-Algebren

10.05.2012

Definition Banach-Raum, Banach-Algebra, Beispiele, grundlegende Eigen-
schaften, Satz von Hahn-Banach, Berkovich-Spektrum

[FP04, Abschnitt 1.2], [BGR84, Kapitel 2.2, 2.8, 3.7, 3.8], [Ber90, Kapitel
1]

4. Vortrag 4: Konvergente Potenzreihen und Tate-Algebra

24.05.2012

Definition Tate Algebra Tn, Beispiele (exp und log), Weierstraß-Theorie
und Konsequenzen (Tn ist noethersch und ganz-abgeschlossen)

[Bosch, Abschnitt 1.2], [BGR84, Kapitel B.5], auch [FP04, Kapitel 3]

5. Vortrag 5: Rationalität der Zeta-Funktion

14.06.2012

Erste zahlentheoretische Anwendung. Definition der Zeta-Funktion einer
Varietät über einem endlichen Körper. Beweis, daß die Zeta-Funktion eine
rationale Funktion ist.

[Kob84, Kapitel V]

6. Vortrag 6: Affinoide Algebren

21.06.2012

Definition affinoide Algebren, Beispiele, Noether-Normalisierung, Normen
auf affinoiden Algebren und Maximum-Prinzip, affinoide Algebren sind
Banach-Algebren

[Bosch, Abschnitt 1.4], [BGR84, Kapitel 6], [FP04, Kapitel 3].

7. Vortrag 7: Affinoide Varietäten

28.06.2012

Definition Spektrum der maximalen Ideale einer affinoiden Algebra, Null-
stellensatz, topologische Eigenschaften affinoider Varietäten

[Bosch, Kapitel 1.5], [BGR84, Kapitel 7.1]

8. Vortrag 8: Affinoide Teilgebiete

05.07.2012

Definition affinoide Teilgebiete, kanonische Topologie, Weierstraß- und
Laurent-Gebiete.

[Bosch, Kapitel 1.6], [BGR84, Kapitel 7.2]

2



9. Vortrag 9: Der Satz von Gerritzen und Grauert

12.07.2012

Beweis des Satzes von Gerritzen und Grauert zur Charakterisierung lokal
abgeschlossener Immersionen

[Bosch, Kapitel 1.7,1.8], [BGR84, Kapitel 7.3], alternativ [Tem05]

10. Vortrag 10: Rigide Räume

19.07.2012

Definition Grothendieck-Topologie, Grothendieck-Topologie auf affinoiden
Varietäten, Definition rigide Räume als lokal affinoide Räume, Beispiele.
Insbesondere sollte die projektive Gerade P1 ausführlich diskutiert werden,
cf. [FP04, Kapitel 2].

[Bosch, Kapitel 1.10, 1.12], [FP04, Kapitel 2,4.2,4.3], [BGR84, Kapitel
9.1,9.3].

11. Vortrag 11: Galois-Gruppen über Qp(T )

26.07.2012

Zweite zahlentheoretische Anwendung. Jede endliche Gruppe kommt als
Galois-Gruppe einer Erweiterung von Qp(T ) vor.

[Har87] oder [Liu95].
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