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Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern können benutzt
werden, um zusätzliche Punkte zu erhalten.

Aufgabe 5.1: Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie, dass X genau dann
noethersch ist, wenn alle offenen Teilmengen quasi-kompakt in der induzier-
ten Topologie sind.

(4 Punkte)

Aufgabe 5.2: Zeigen Sie

k[X1, . . . , Xn] =
⋂

p⊆k[X1,...,Xn] prim

k[X1, . . . , Xn]p.

(4 Punkte)

Aufgabe 5.3: Sei A ein kommuativer Ring, S ⊂ A multiplikativ. Bewei-
sen Sie, dass ein S−1A-Modul dasselbe ist, wie ein A-Modul, auf dem alle
Elemente in S als Automorphismen wirken. Insbesondere ist die Abbildung
M → S−1M genau dann bijektiv, wenn alle Elemente von S auf M als Au-
tomorphismen wirken.

(4 Punkte)

Aufgabe 5.4: Sei A ein kommutativer Ring, f ∈ A, f nicht nilpotent. Sei
S = {1, f, f 2, f 3, . . . }. Beweisen Sie:

S−1A ∼= A[X]/(fX − 1).

(4 Punkte)

(bitte wenden)



Bonus-Aufgabe 5.5: Verallgemeinern Sie Aufgabe 5.4 auf beliebige multi-
plikative Mengen S.

(4 Punkte)

Bonus-Aufgabe 5.6: Sei A ein kommuativer Ring, S ⊂ A multiplikativ und
M ein A-Modul. Beweisen Sie:

S−1M ∼= (S−1A)⊗A M.

Hinweis: M ⊗A N bezeichnet das Tensorprodukt zweier Moduln M und N .
Es wird erzeugt von Symbolen m⊗ n, m ∈M , n ∈ N modulo der Relationen

(m1 +m2)⊗ n = m1 ⊗ n+m2 ⊗ n ∀m1,m2 ∈M,n ∈ N,
m⊗ (n1 + n2) = m⊗ n1 +m⊗ n2 ∀m ∈M,n1, n2 ∈ N,

(αm)⊗ n = m⊗ (αn) ∀m ∈M,n ∈ N,α ∈ A.

(4 Punkte)


