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Bonusaufgaben gehen nicht in die Pflichtwertung ein, sondern kénnen benutzt
werden, um zusétzliche Punkte zu erhalten.

Aufgabe 6.1: Sei R ein kommutativer Ring und S C R eine multipli-
kativ abgeschlossene Teilmenge. Beweisen Sie iiber die Konstruktion der
Aquivalenzklassen R[S™!] zwei der folgenden Aussagen:

1. Die Zuordnung g + g—: = % ist wohldefiniert (d.h. nicht von der
Wahl der Vertreter abhéngig).

2. Die Zuordnung g . g—,/ = ch—g,/ ist wohldefiniert (d.h. nicht von der Wahl

der Vertreter abhéngig).

3. “% + g—:” definiert die Struktur einer abelschen Gruppe auf R[S™!] mit
% als neutralem Element.

4. “% . g—:” definiert die Struktur eines abelschen Monoides auf R[S _1] mit %

als neutralem Element (d.h. erfiillt alle Axiome einer abelschen Gruppe,
bis auf die Existenz der Inversen).

5. Die Zuordnungen § + g—: und 5 . ch—: erfiillen das Distributivgesetz und
die Abbildung ¢ : R — R[S™!], r = I ist ein Ringhomomorphismus.
Hier diirfen Sie natirlich 1.-4. annehmen.

(4 Punkte)

Aufgabe 6.2: Sei R ein kommutativer Ring, S C R multiplikativ abgeschlos-
sen und ¢ : R — R[S™!] die Lokalisierung von R bei S. Beweisen Sie (siehe
Proposition 1.9.6):

Die Zuordnung J +— ¢~*(J) und I — I[S™!] sind zueinander inverse Bijek-
tionen zwischen der Menge der Primideale J von R[S™!] und der Menge der
Primideale I von R mit der Eigenschaft I NS = 0.

Geben Sie jeweils ein Gegenbeispiel dafiir, dass die Aussage falsch wird, wenn
man “Primideal” durch “maximales Ideal” oder “Ideal” ersetzt.

(4 Punkte)

(bitte wenden)



Aufgabe 6.3: Sei R ein kommutativer Ring, f € R, f nicht nilpotent. Sei
S={1,f 1% f3 ...} Beweisen Sie:

R[S~ = RX]/(fX —1).

(2 Punkte)

Aufgabe 6.4: Sei R eine kommutativer Ring und p C R ein Primideal. Der
Ring R, = R[S_'] ist lokal mit maximalem Ideal m = p[S_']. Beweisen Sie,
dass der Restklassenkorper natiirlich isomorph zum Quotientenkorper des
Quotientenringes R/ ist, d.h.

Ry /m = Quot(R/p).

(4 Punkte)

Aufgabe 6.5: Sei R = @, , R; ein graduierter kommutativer Ring und sei
S C R eine multiplikativ abgeschlossene Menge von homogenen Elementen.
Beweisen Sie, dass R[S™!] in natiirlicher Weise graduiert ist (siehe 1.9.10).

(4 Punkte)

Bonus-Aufgabe 6.6: Sei k ein Kérper. Betrachten Sie den Ring der formalen

Potenzreihen
kE[X] := {ZaiXi a; € k:} :

i=0
Zwei formale Potenzreihen werden koeffizientenweise addiert und die Multi-
plikation erfolgt durch Ausmultiplizieren. Genauer:

(i aiX’) : (i:; biX"') = f:c,-xi,

=0 =0

mit ¢; =Y . anb,. Beweisen Sie:

1. Eine formale Potenzreihe ~°  a; X" ist genau dann invertierbar, wenn
aop 7é 0.

2. Der Ring k[X] ist lokal mit maximalem Ideal (X) und Restklas-
senkorper k.

(4 Punkte)



