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Aufgabe 1: (8 Punkte)
Formulieren Sie den Residuensatz:

Beantworten Sie die folgenden Fragen mit Ja oder Nein und geben Sie nur eine knappe Be-
griindung, z.B. ein Gegenbeispiel (ein oder zwei Sétze; kein vollstdndiges Argument!).

1. Sei (fn)nen eine kompakt konvergente Folge holomorpher Funktionen f : C — C. Ist dann
die Grenzfunktion f(z) := lim f,(z) wieder holomorph?
n—-ao0

2. Besitzt log(z) bei z = 0 eine Polstelle?

3. Sei f: C — C eine holomorphe Funktion mit unendlich vielen Nullstellen. Ist f dann
notwendig konstant null?

4. Ist jede Polstelle der Funktion ﬁ von gerader Ordnung?

5. Sei f : C — C eine holomorphe Funktion mit unendlich vielen Nullstellen. Gilt dann
notwendigerweise
1
flw) = BIC

271 ‘z|:1 zZ— W

6. Sei .
f(z) = Z anz"
n=0

eine Reihe mit Konvergenzradius > 1 und wir wollen annehmen, dass f keine Nullstellen
innerhalb des Konvergenzradius besitzt. Besitzt dann die Funktion 1/f(z) ebenfalls eine
Potenzreihe um z = 0 mit Konvergenzradius > 17



Aufgabe 2: (8 Punkte)
Sei r > 1 eine natiirliche Zahl. Berechnen Sie das Integral

/ ! dz
A ) Py P

fiir den Weg '
v:[0,1] = C mit y(t) = 2r - ¥,

Geben Sie eine ausfiihrliche Begriindung fiir alle Ihre Rechenschritte.



Aufgabe 3: (8 Punkte)
Berechnen Sie das Integral
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mit den Methoden der Funktionentheorie-Vorlesung.



Aufgabe 4: (8 Punkte)
Bestimmen Sie (mit Beweis!) alle isolierten Singularitéten der folgenden Funktionen in C, geben
Sie deren Typ an (also z.B. hebbar oder wesentlich). Geben Sie auch die zwei Terme niedrigster

Ordnung der Laurententwicklung, sowie das Residuum an:

1.
z
&= ey
(definiert fiir alle z € C mit z # 0,1, 2)
2. in(2)
zsin(z
g(Z) - Z3—Z

(definiert fiir alle z € C mit z # 0,1, —1)



Aufgabe 5: (6 Punkte)
Geben Sie (ohne weitere Begriindung) die Umlaufzahlen der Punkte auflerhalb der skizzierten
Kurve an:




Aufgabe 6: (8 Punkte)

Sei
f:C—=C
eine holomorphe Abbildung und
f(z) = Z anz"
n=1

die Potenzreihenentwicklung um z = 0 mit |a;| > 1. Beweisen Sie, dass es einen Punkt w € B;(0)
in der Einheitskreisscheibe Bi(0) gibt, sodass f(w) ¢ B1(0).



Aufgabe 7: (8 Punkte)
Sei 2 C C ein Gitter. Sei A die Menge aller elliptischer Funktionen zum Gitter €2, die die
folgenden Bedingungen erfiillen:

1. f ist bei allen z € C\ Q holomorph, und
2. bei allen z € ) hat f eine Polstelle von Ordnung 0,1 oder 2.

Dann ist Ag ein komplexer Vektorraum. Berechnen Sie seine Dimension.



