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1.2 Einfiihrung

Sie haben alle irgendwann einmal gelernt, dass sich jede ganze Zahl x € Z
schreiben lésst als

v=4pi-p

wobei die p; Primzahlen sind und dass diese Zerlegung (bis auf Vertauschung
der Reihenfolge) eindeutig ist. Wir sagen, dass in Z eindeutige Primfak-
torzerlegung gilt. Der Hauptgegenstand der Vorlesung ist motiviert durch
die Frage, ob eine solche Zerlegung auch fiir algebraische Zahlen, also Ele-
mente einer endlichen Koérpererweiterung iiber Q gilt. Dazu ist es erst ein-
mal notig zu definieren und zu verstehen, was eine ganze algebraische Zahl
iiberhaupt ist. Wir werden in jeder endlichen Korpererweiterung K iiber Q
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— im folgenden auch einfach Zahlkérper genannt — einen Unterring O
der ganzen Zahlen in K definieren. Dieser Ringf_-] spielt dieselbe Rolle wie Z

fir Q:

O C K
U U
Z c Q

In diesen Ringen kann die eindeutige Primfaktorzerlegung gelten, muss aber
nicht; dies geschieht genau dann, wenn O ein Hauptidealring ist. Ansonsten
werden wir die sogenannte Klassengruppe Cli definieren, die die Abwei-
chung von der eindeutigen Zerlegung misst. Es gilt dann

Clg ={1} <« eindeutige Primfaktorzerlegung gilt in Ok

Eines der fundamentalen Resultate, das wir beweisen werden, besagt, dass
die Klassengruppe endlich ist. Die Abweichung von der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung kann also nicht zu extrem ausfallen.
Primfaktorzerlegung kann hochstens bis auf Einheiten eindeutig sein. Um
die Struktur der multiplikativen Gruppe K* des Zahlkorpers vollstéandig zu
verstehen, miissen wir also zusétzlich die Gruppe 0% der Einheiten untersu-
chen. Wir werden hierzu den Dirichletschen Einheitensatz kennenlernen,
der besagt, dass

Of X x 72"
ist, wobei py, die (endlich zyklische) Gruppe der Einheitswurzeln in K ist.
Auch der Rang r lasst sich einfach bestimmen.

Warum ist dies alles interessant?

Eine der klassischen Fragestellungen der Zahlentheorie ist die Losbarkeit von
algebraischen Gleichungen durch ganze Zahlen (diophantische Gleichun-

gen).

Beispiel 1.2.1 (GAUSS). Sei p eine Primzahl. Gibt es ganze Zahlen a,b so
dass
a’+b=p?

Hier hilft der Ubergang zu den algebraischen Zahlen, denn wir konnen die
Gleichung umformen (mit i =+/—1):

(a+1ib)(a—1ib) =p

Yin dieser Vorlesung sind Ringe immer kommutativ mit 1



und die Frage wird: Bleibt p eine Primzahl im Ring Z[i] oder nicht? Dadurch
dass in Z[i] eindeutige Primfaktorzerleqgung gilt, kénnen wir die folgende
tiberraschende Antwort geben:

a>+ b =p losbar < p=2oderp=1 (4).

(diese Folgerung aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung ist nicht ganz of-
fensichtlich und wird im ndichsten Abschnitt erkldrt.)

Beispiel 1.2.2 (Pellsche Gleichung). Gibt es ganze Zahlen a,b so dass
a? =T =17
Wieder kénnen wir mithilfe algebraischer Zahlen umformen:
(a+b/T)(a—bVT) =1

und die Frage wird: Gibt es Einheiten im Ring Z[v/7]? Der Dirichletsche
Einheitensatz impliziert ja, und in der Tat ist

82 _7.32=1.

Es gibt sogar unendlich viele Losungen (die den Potenzen von 8 + 3v/7 ent-
sprechen). Siehe auch Bez’spiel weiter unten.

Beispiel 1.2.3 (Fermatsche Gleichung). Sei p eine Primzahl. Gibt es ganze
Zahlen a,b,c (alle ungleich Null) so dass

al +bP =P 7

Wieder kénnen wir mithilfe algebraischer Zahlen umformen (mit ¢ eine p-te
Einheitswurzel):

(a—c)(a—Ce)---(a—CPte) =P

(Uberpriifen Sie dies!)

Falls nun die eindeutige Primfaktorzerlegung in Z[C| gelten wiirde, konnten
wir so arqgumentieren: Jedes Primelement w, das die rechte Seite teilt, muss
auch einen der Faktoren auf der linken Seite teilen. Kann es zwei der Fak-
toren teilen? In diesem Fall miisste es auch die Differenz

(a—¢fe) = (a—(le) = e(¢ = ¢M)

teilen und 0.B.d. A. teilt es nicht b. Man kann sich tiberlegen, dass alle Zahlen
¢t — ¢k prim sind und bis auf Einheiten alle gleich 1 — (. D.h. falls 7 nicht



das Primelement 1 — ( ist, dann muss 7P schon einen der Faktoren auf der
linken Seite teilen (denn sonst kdme m in mindestens zweien vor). Daher
bekommen wir fir alle k, dass

a—Che=c(l-¢)a?,

wobei £ eine Einheit ist. Man kann dies mit elementaren Methoden zu einem
Widerspruch fihren, was allerdings nicht so einfach ist. Hingegen hat das
Problem fir allgemeine p, also solche, fiir die in Z[(,) keine eindeutige Prim-
faktorzerlegung gilﬂ tber 300 Jahre einer Losung widerstanden! Es wurde
erst in den 90er Jahren durch die englischen Mathematiker ANDREW WILES
und RICHARD TAYLOR geldst. Dieser Beweis ist einer der kompliziertesten
der Mathematikgeschichte.

1.3 Aufwirmbeispiel: Gaussche Zahlen
In Beispiel ging es um den Ring
Zli| ={a+bi|abeZ} C Qi)

welcher, wie wir sehen werden, der Ring der ganzen Zahlen im imagin&r
quadratischen Korper Q(7) ist. Er wird auch der Ring der gausschen Zah-
len genannt. Es ist lehrreich, sich zu Beginn etwas genauer mit ihm zu
beschéftigen. Oben machten wir schon die folgende

Behauptung 1.3.1.
p € Z[i] reduzibel < p=a® +b* lGsbar.
Um dies wirklich zu verstehen, fiihren wir eine Abbildung ein, die Norm
N : Z[i| — Z.

Sie ist dieselbe, die Sie aus der Algebra schon kennen, und fiir x = a + bi
definiert durch

N(z):=z-T = (a+bi)(a—bi) = a® + b%
Sie besitzt die folgenden fundamentalen Figenschaften:

1. N(1) = 1;

2ErNST KUMMER hat obiges Argument (bereits im Jahre 1850!) noch gerettet, falls
p1]Clg,) | Primzahlen p mit dieser Eigenschaft werden reguldr genannt.
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2. N(zy) = N(z)N(y) (Multiplikativitit);

3. N(z) =1 & «x ist eine Einheit in Z[i].

Beweis. 1. ist klar. 2. N(z)N(y) = azyy = zyzy = (2y)(xy) = N(zy).
3. Falls N(z) = 2T = %1 so ist £%, welches offensichtlich auch in Z[i]
liegt, ein Inverses von z. Falls x umgekehrt ein Inverses y besitzt, so ist
N(zy) = N(z)N(y) = N(1) = 1. Da N(x) und N(y) ganze Zahlen sind muss
N(z) = £1 sein. In diesem speziellen Ring ist aber N immer positiv. O

Damit kénnen wir Behauptung [1.3.1] beweisen:

Beweis. Falls p = a® + b2 so ist p = N(z) = 27 fiir * = a + bi. Dies ist
eine Zerlegung von p! Umgekehrt, falls p = zy reduzibel (zerlegbar) ist, so
folgt p> = N(zy) = N(z)N(y). Da z und y (nach Definition von reduzibel)
keine Einheiten sind, muss N (z) = p sein, also falls wir 2 = a+ bi schreiben,
p=a’+ b2 ]

Es gab noch eine zweite Behauptung in Beispiel
Behauptung 1.3.2.
p € Z[i] reduzibel < p=2 oderp=1 (4)

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass im Ring Z[i] die eindeutige
Primfaktorzerlegung gilt. Damit kénnen wir die Behauptung beweisen:

Beweis. Falls p = a® + b?, so gilt natiirlich auch die Kongruenz
p=a’+0b*(4).
Nun gilt a? =0 (4) oder a® = 1 (4) fiir alle ganzen Zahlen a. Daher ist
p=0,1 oder 2 (4).

Nun ist p = 2 oder p ungerade und im letzteren Fall bleibt nur p = 1 (4).
Umgekehrt, falls p = 2, gilt p = (1 +4)(1 —4), p ist also reduzibel. Erinnern
wir uns aus der Algebra, dass die Gruppe [}, zyklisch von der Ordung p — 1
ist. Falls p ungerade und p =1 (4), dann ist diese Ordnung durch 4 teilbar.
Es gibt daher ein Element 2z der Ordnung 4. Es muss daher 22 = —1 in Fy
sein. Mit anderen Worten, wir finden eine ganze Zahl x so, dass

2 4+1=0 (p).



Es ist daher in Z[i]:
(x+i)(x —1i) =np.

Da nun in Z[i] die eindeutige Primfaktorzerlegung gilt: Falls p irreduzibel
ist, muss es prim sein, und daher entweder x +7 oder x — 1 teilen. Die Zahlen

I;ti liegen aber beide nicht in Z[i]. Daher muss p reduzibel sein. O

1.4 Wiederholung zur eindeutigen Primfaktorzerlegung

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass die eindeutige Primfaktor-
zerlegung in Ringen wie Z[i] unmittelbar elementar-zahlentheorische Konse-
quenzen hat. Um besser zu verstehen welche Eigenschaften eines Ringes die
eindeutige Primfaktorzerlegung zur Folge haben, wiederholen wir aus der
Algebra die Begriffe:

irreduzibel
FEin Element = eines Ringes, das ungleich 0 und keine Einheit ist, heisst
irreduzibel, falls aus z = yz folgt, dass entweder y oder z eine Einheit
sind.

prim
Ein Element p eines Ringes, das ungleich 0 und keine Einheit ist, heisst
prim, falls aus p|zy folgt, dass p|x oder pl|y.

faktoriell
Ein faktorieller Ring ist ein Ring in dem jedes Element ungleich 0
eine (bis auf Reihenfolge und Multiplikation mit Einheiten) eindeutige
Zerlegung in irreduzible Elemente besitzt.

Hauptidealring
Ein nullteilerfreier Ring heisst Hauptidealring, wenn jedes Ideal von
einem Element erzeugt wird.

Euklidisch
Ein nullteilerfreier Ring heisst Euklidisch, wenn in ihm eine Division
mit Rest moglich ist.

Erinnere, dass “nullteilerfrei” bedeutet, dass aus xy = 0 folgt, dass x = 0
oder y = 0. Alle Unterringe von Korpern, wie die Ringe der ganzen Zahlen
in Zahlkorpern, die wir definieren werden, sind also nullteilerfrei.

Die prézise Definition von Euklidisch ist etwas technisch:



Definition 1.4.1. FEin nullteilerfreier Ring R heisst Euklidisch, wenn es
eine Bewertungsfunktion v : R\ {0} — Ng gibt, so dass fiir je zwei Elemente
x,y € R mit y # 0, Elemente q (Quotient) und r (Rest) existieren so dass

r=qy-—+r

mit v(r) < v(y) oder r = 0. Ferner muss gelten v(zy) > v(y) fir alle
z,y # 0.

Zum Beispiel ist der Ring Z mittels der Bewertungsfunktion v(z) = ||
Euklidisch.
Zunéchst haben wir folgendes

Lemma 1.4.2. In einem nullteilerfreien Ring R gilt immer die Implikation
“prim” = “irreduzibel”.

Beweis. Sei x prim und betrachte eine Zerlegung = = yz. Dann teilt x das
Produkt yz also einen der Faktoren, z.B. y = wx. Daher x = zwz, und da
R nullteilerfrei ist konnen wir kiirzen: wz = 1 also z Einheit. O

Satz 1.4.3. Fir einen Noetherscherﬁ nullteilerfreien Ring gelten die fol-
genden Implikationen:

Euklidisch | = | Hauptidealring | = | irreduzibel | | faktoriell

=prim

Im allgemeinen gilt keine der anderen Umkehrungen. Fiir Ringe von ganzen
Zahlen in Zahlkorpern wird jedoch auch die Implikation “faktoriell impliziert
Hauptidealring” gelten, aber nicht die Umkehrung “Hauptidealring impli-
ziert Fuklidisch”.

Zur Erinnerung geben wir hier den Beweis des Satzes

Beweis. Fuklidisch impliziert Hauptidealring: Sei R Euklidisch und I C R
ein Ideal. Wihle ein Element y € I ungleich 0 mit v(y) minimal. Sei x € I
ein beliebiges Element und schreibe x = yq + r mit v(r) < v(y) oder r = 0.
Nun ist r = z — ygq € I und daher folgt r = 0, da y minimale Bewertung
unter den Elementen von I hat. Also ist ein beliebiges Element x € I ein
Vielfaches von y, und somit ist I = (y) ein Hauptideal.

Hauptidealring impliziert “irreduzibel = prim”: Zunéchst impliziert in null-
teilerfreien Ringen “prim” immer “irreduzibel” (Lemma . Umgekehrt
sei x irreduzibel und z|yz. Betrachte das von = und y erzeugte Ideal (z,y).

3Diese Annahme vereinfacht die Situation, da a priori irgendeine Zerlegung in irredu-
zible existiert. Ausserdem sind alle Ringe der Vorlesung Noethersch.



Da R Hauptidealring ist es von einem Element a erzeugt: (z,y) = (a). Es
folgt * = ab und dann a Einheit (also (z,y) = R) oder b Einheit. Falls b
eine Einheit ist, gilt (z,y) = (z), also y € (x), d.h. z|y. Genauso bekommt
man durch Vertauschen von y und z, dass entweder (z,z) = R oder z|z.
Wir miissen also nur den Fall auschliessen, dass (z,y) = (z, z) = R. Daraus
wiirde aber folgen, dass R = (22, 2y, rz,yz) C (), also z Einheit und nach
Definition nicht irreduzibel.

“Irreduzibel = prim” impliziert faktoriell: Sei x € R nicht 0. Da R Noethersch
ist, gibt es eine Zerlegung

T=PpP1""Pn

in irreduzible Elemente p; (Uberlegen Sie sich dies als Ubung!), welche nach
Annahme auch prim sind. Angenommen, es gibt zwei solche Zerlegungen

a1 qm =T =P1" " Pn-

Dann folgt qi|p1---pn also qi|p; fiir irgendein i (Primeigenschaft). Da p;
irreduzibel ist, miissen also p; und ¢; bis auf Einheit iibereinstimmen. Durch
Umnummerieren kénnen wir annehmen, dass ¢ = 1. Durch kiirzen von ¢
erhalten wir also

q2::"Gm = EP2 " Pn

mit einer Einheit €. Durch Induktion folgt die Eindeutigkeit.

Faktoriell impliziert “irreduzibel = prim”: Nach Lemma [1.4.2] impliziert
“prim” immer “irreduzibel”. Sei also x irreduzibel und z|yz, also ax = yz
fiir ein @ ungleich dﬂ Durch weitere Zerlegung von a,y und z in irreduzible
(R ist Noethersch) bekommen wir

alo.-an-x:yl--.yn-zl---zn.
~— — —\—

a Y z

Da diese Zerlegung nach Voraussetzung bis auf Umnummerieren und Multi-
plikation mit Einheiten eindeutig ist, folgt, dass = bis auf eine Einheit gleich
einem der Faktoren y; oder z; ist. Insbesondere teilt z entweder y oder z. x
ist also prim. 0

Wir werden jetzt noch die Begriindung nachliefern, dass der Ring der Gaus-
schen Zahlen Z[i] faktoriell ist, indem wir zeigen:

Proposition 1.4.4. Der Ring Z[i] der Gausschen Zahlen ist Euklidisch bzgl.
der Norm als Bewertungsfunktion.

4Falls y = 0 oder z = 0 ist die Implikation klar.



Beweis. Seien x und y in Z[i] gegeben, beide ungleich Null. Wir miissen ¢
und r finden, so dass
r=qy-—+r

mit N(r) < N(y), oder dquivalent |r| < |y|, bzw. < 1. Teilen der Glei-

r
y
chung durch y und auflésen nach 5 ergibt:

r x
—=q-=.
Y Y
Wir kénnen also das Problem so umformulieren: Sei o € Q(i) C C gegeben.
Finde ¢ € Z[i] so, dass
l¢ —a| < 1.

Man stelle sich Z[i] als Gitter in der komplexen Ebene vor. Sogar fiir je-
des o € C findet man einen Gitterpunkt ¢ welcher einen Abstand zu «
von hochstens ? < 1 hat. (Wenn man es ganz explizit haben mochte:
q = [Re(a)] + [Im(«)]z, wobei [5] € Z fiir § € R diejenige ganze Zahl mit
geringstem Abstand zu /3 bezeichne.) O

1.5 Imaginir quadratische Korper

Ein imaginidr quadratischer Korper ist eine Korpererweiterung von Q
welche durch Adjunktion einer Quadratwurzel aus einer negativen rationalen
Zahl (oder dquivalent: einer negativen ganzen Zahl) entsteht. Dies sind also
die Koérper Q(v/—d) fiir d € N quadratfrei. Der Kérper Q(i) des letzten
Abschnittes ist der einfachste imaginér quadratische Korper.

Wir haben gesehen, dass im Ring

Z[i] = {a+bi | a,b € Z}

eindeutige Primfaktorzerlegung gilt. Was gilt in allgemeinen imaginér qua-
dratischen Koérpern? Wir werden sehen, dass der Ring der ganzen Zahlen in
Q(v/—d) gleich

ZIV—d] = {a+b/—d | a,b € Z}

ist (Z[d] ist der Spezialfall d = 1) falls d = 1,2 (4), aber gleich

1++v—d 1++v—d
Z[*T] :{a+b+T | a,beZ)
falls d = 3 (4). Im Augenblick ist dies fiir uns noch nicht interessant, da
wir noch nicht formal definiert haben, was der Ring der ganzen Zahlen im

allgemeinen ist.



Bereits hier gibt es i.A. keine eindeutige Primfaktorzerlegung. Z.B. hat man
im Ring Z[v/—5] die beiden Faktorzerlegungen

(1++vV=5)(1-+v-5)=2-3=6. (1)

Behauptung 1.5.1. Die beiden Faktorzerlegungen in sind maximal und
wesentlich verschieden.

Beweis. Zunéachst wollen wir sehen, dass die einzelnen Faktoren irreduzibel
sind, sich die beiden Faktorzerlegungen also nicht weiter verfeinern lassen.
Nehme z.B. an, wir héitten eine weitere Faktorzerlegung 2 = « - 5. Wir
wenden die Norm (genauso definiert wie in an und erhalten

Es muss also N(«) = 2 gelten, wenn a und  beide keine Einheiten sein
diirfen. Schreibe o = a + by/—5, dann gilt

N(a) = a® + 5b°.

Offensichtlich kann dieser Ausdruck fiir a, b € Z niemals 2 werden. Uberlegen
Sie sich als Ubung analog, dass auch die anderen Faktoren 3,1 + /=5 und
1 — /=5 irreduzibel sind. Die Faktorzerlegungen sind aber auch wesentlich
verschieden. Dann wenn sich z.B. 1 4+ /=5 von 2 nur um eine Einheit un-
terscheiden wiirde, hiesse dies, dass der Quotient % eine Einheit, also
insbesondere auch ein Element von Z[y/—5] wiire. Dies ist aber offensichtlich
falsch. O

Auch in Z gibt es natiirlich wesentlich verschiedene Faktorzerlegungen, wie
z.B:
20=2-10=4-5.

Der Unterschied ist, dass sie sich verfeinern lassen zu einer (im wesentli-
chen) eindeutigen Faktorzerlegung. Man konnte sich daher wiinschen, dass
es auch im Fall Z[y/—5] einen erweiterten Bereich “idealer Zahlen” giibe,
in welchem eindeutige (Prim-)faktorzerlegung moglich ist, so dass wir in
unserem Beispiel schreiben kénnten:

2 = (p2)°
3 = p3ps
1+V—=5 = paps
1—-v-5 paps
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und wir dann die folgende gemeinsame Verfeinerung von hétten:

6= (P2)2P353-

Eine solche “ideale Zahl” p sollte durch die Menge der gewthnlichen Zahlen
charakterisiert sein, die sie teilt:

{w € ZIV=5] | pla}.

Aus den gewohnlichen Rechenregeln fiir die Teilbarkeit folgt, dass dies ein
Ideal des Ringes Z[\/—5] ist. Man ist daher dazu iibergegangen, mit den
Idealen des Ringes selber zu arbeiten. Der Name “Ideal” kommt historisch
von dieser hier beschriebenen Bedeutung als “ideale Zahl”. Wir werden am
Anfang der Vorlesung sehen, dass es in den Ringen der ganzen Zahlen in
Zahlkorpern tatsdchlich immer eine eindeutige Faktorzerlegung in (Prim-
)ideale gibt!

Die Rechnung im Beweis der Behauptung oben lasst vermuten, dass
es sich bei Z[y/—5] um keinen exotischen Fall handelt, sondern es dagegen
eher zur Regel gehort, dass in einem imagindr quadratischen Korper keine
eindeutige Primfaktorzerlegung herrscht.

Bereits GAUsS hat durch experimentelle Untersuchungen die folgende Ver-
mutung aufgestellt:

Vermutung 1.5.2. Ein imagindr-quadratischer Korper Q(v/—d) hat ein-
deutige Primfaktorzerlegung (im Ring der ganzen Zahlen), genau dann wenn

de{1,2,3,7,11,19,43,67,163}.

Ein unvollstdndiger Beweis dieser bemerkenswerten Vermutung wurde durch
HEEGNER gegeben, und erst im Jahre 1966 von BAKER und STARK fertig-
gestellt.

Bemerkenswert ist vor allem, dass in Z[ﬂ] noch die eindeutige Prim-
faktorzerlegung gilt! Warum bekommen wir nicht z.B. wieder wesentlich
verschiedene Zerlegungen der Form

(a+ 1++v-163 —+/—163
a
2 2

1
)(a + y=d*+a+4l=zx-y?
Dies spiegelt sich darin wieder, dass das Polynom a? + a + 41 fiir a =
1,2,...,39 nur Primzahlen produziert! Eine hochst iiberraschende Tatsache,
die schon EULER beobachtet hat. Wir werden den Beweis der Vermutung in
der Vorlesung nicht behandeln kénnen, aber wir werden Werkzeuge erlernen,

11



mit denen sich verifizieren lisst, dass in den obigen 9 Fillen die eindeutige
Primfaktorzerlegung gilt.

Das Beipiel zur Losbarkeit der diophantischen Gleichung z2? + 4% = p
verallgemeinert sich:

Satz 1.5.3. Die Lisbarkeit der diophantischen Gleichung

a>+d- v =p
(falls d = 1,2 (4)) oder
1
a2+ab+(d%)b2 =p

(falls d = 3 (4))) lisst sich an einer Kongruenzbedingung an p ablesen, wenn
in Q(v—d) eindeutige Primfaktorzerlegung (im Ring der ganzen Zahlen)
gilt.

Beachte, dass beide Gleichungen von der Form “N(x) = p” sind, fiir €
Z[vV/=d) bzw. & € Z[**Y=9].

Das Losbarkeitsverhalten der diophantischen Gleichung N (z) = p im Falle,
dass in Q(v/—d) keine eindeutige Primfaktorzerlegung gilt, ist (in den meis-
ten Féllen) komplizierter. Die Beschreibung fiihrt in die sogenannte Klas-
senkorpertheorie und in die Theorie der Modulformen, die wir beide in der
Vorlesung nicht behandeln werden. Siehe aber Satz [6.2.2) ganz am Ende fiir
eine Ausnahme.

1.6 Reell quadratische Korper und ihre Einheiten

Wir runden die motivierende Diskussion ab, in dem wir auch die Korper
Q(v/d) mit d > 0 kurz im Detail studieren. Analog zu den imaginir qua-
dratischen Korpern werden wir spiter beweisen, dass fiir d € N quadratfrei
und positiv, der Ring Ok der ganzen Zahlen in K = Q(v/d) gleich

ZIVd) = {a+bVd | a,b e Z}
ist, falls d = 2,3 (4), aber gleich

14++d 1++d
5 |={a+b 5

falls d = 1 (4). Es ist bis heute nicht bekannt, in welchen dieser Ringe
eindeutige Primfaktorzerlegung gilt. Man vermutet, dass dies fiir unendlich
viele d der Fall ist.

Z| | a,b € Z}
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Wir haben schon in Beispiel oben gesehen, dass es interessant ist, nach
den Einheiten in diesen Ringen zu fragen. Auch hier bedienen wir uns der
Norm N : O — Z, welche durch

N(z) ==z o0(x)

gegeben ist, wobei ¢ der nicht-trivale Kérperautomorphismus von K ist, also
durch
o(a+bVd) = a—bVd.

gegeben ist. Es handelt sich also hier, im Gegensatz zu den imaginér-quadratischen
Koérpern nicht um die komplexe Konjugation. Es gilt also

N(a+bVd) = (a+bVd)(a —bVd) = a* — db?

im ersten Fall und

1 d 1 d 1—+vd d—1
+2\f):(a+b +2\f)(a+b 2\f):a2+ab—4b2

N(a+b
im zweiten Fall. Wiederum ist N multiplikativ und es gilt
N(x) =+1 < 1z ist Einheit.

Im Unterschied zum imaginir-quadratischen Fall kann hier auch die Norm
-1 vorkommen, muss aber nicht. A priori ist nicht klar, dass es iiberhaupt
Einheiten geben muss. Wir haben bereits in Beispiel erwihnt, dass
der Dirichletsche Einheitensatz, den wir spéter beweisen wollen, impliziert,
dass es immer Einheiten gibt. Im Fall der reell-quadratischen Korper gibt es
aber eine interessante Theorie (und einen alternativen Beweis der Existenz
von Einheiten) die sich nicht auf andere Korper verallgemeinert. Sie fiihrt
auf die Theorie der Kettenbriiche und die Approximation von irrationalen
Zahlen durch rationale. Der Zusammenhang ist einfach zu sehen. Falls wir
die Gleichung N(x) =1 im ersten Fall (d = 2,3 (4)) ausschreiben

(a + Vdb)(a — Vdb) = +1
und den Betrag nehmen, erhalten wir
la+Vdb| - |a — Vdb| = 1.

Man kann 0.B.d.A. annehmen, dass a und b positive ganze Zahlen sind (wir
diirfen beide mit -1 Multiplizieren, so dass a 0.B.d.A. positiv ist, dann ist

13



aber mit a + bv/d auch a — bv/d eine Einheit, so dass 0.B.d.A. auch b positiv
ist). Teile nun die Gleichung durch b?:

a a 1

Da sicher |7 + Vd| > 2, bekommen wir eine Abschitzung der Form:

Mit anderen Worten. Falls a + bv/d eine Einheit ist (mit a,b € N), dann ist

7 eine besonders gute rationale Approximation von Vd. Mittels Ketten-

briichen bekommen wir eine alternative, konstruktive Beschreibung solcher
besonders guten Approximationen.

Definition 1.6.1. Ein endlicher Kettenbruch ist eine rationale Zahl der

Form 1
[ap; a1, ..., an] ::a0+a n T
I e — T
a3+..

mit ag € Z,a; € N.

Fiir eine reelle irrationale Zahl x € R kénnen wir induktiv eine Folge von
Kettenbriichen definieren, die o approximieren:

xo =z ag:= |z

1
Ty = a1 = |z
1 2o — a 1 |21
1
To 1= as = |z
2= @ |w2]
U.S.W.
Die endlichen Kettenbriiche
p
S [ap; a1, .., an)
Qn

heissen Konvergenten von x. Wir nehmen immer an, dass p,, und ¢, tei-
lerfremd sind und dass ¢, > 0. In diesem Fall erfiillen die p, und g, eine
interessante Rekursionsgleichung. Im Appendix werden wir dies untersuchen
und auch den folgenden Satz beweisen.

14



Satz 1.6.2. 1. Fine rationale Zahl ist selber ein endlicher Kettenbruch.
2. Falls x irrational ist, gilt
x = lim [ap;ai,...,an)],
n—oo

wobei die a; wie oben konstruiert sind. Sie sind durch diese Gleichung
emndeutig bestimmit.

3. Unter zwei aufeinanderfolgenden Konvergenten gibt es immer eine mit
der Abschitzung

1
oot L
I 2q;
4. Falls irgendeine rationale Zahl % (mit ¢ > 0 und p,q teilerfremd) die
Abschdtzung
P 1
—_ = < —_—

erfillt, dann ist % Konvergente.
Wir erhalten die folgende iiberraschende Konsequenz:

Korollar 1.6.3. Falls a + bv/d eine Binheit von Z[\/d) ist (mit a,b > 0),
dann ist § Konvergente von V.

Dies gibt uns also ein Verfahren, um die Einheiten von Z[v/d] tatsichlich
zu finden. Wir wissen jedoch immer noch nicht, dass tatsédchlich Einheiten
existieren! Dies folgt jedoch auch als Korollar aus Satz [1.6.2}

Korollar 1.6.4. FEs gibt nicht-trivial Einheiten in Z[V/d] (und damit un-
endlich viele).

Beweis. Unter den Konvergenten finden wir nach Satz [1.6.2] unendlich viele
mit den Abschétzungen

n 1 n
P Vi< — P24 vd <4vd
an 2q;, qn

(Die erste Abschitzung ist die aus dem Satz und die zweite folgt daraus auf
triviale Weise). Multiplikation mit ¢, ergibt:

1
’pn - Qn\/g‘ < ﬂ |pn + Qn\/a < 4\/an~

®d.h. nicht gleich #1.
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und Multiplikation der Abschitzungen miteinander ergibt:
b —d-gi| = [N(za)| < 2Vd.
fir x, = pp + qn\/&. Mit anderen Worten:
Es gibt unendlich viele z € Z[V/d] mit —2v/d < N(z) < 2/d.

Da sich im Intervall (—2\/&, 2\/&) nur endlich viele ganze Zahlen befinden,
konnen wir nach dem Schubfachprinzip folgern:

Es gibt ein m € Z und unendlich viele z € Z[v/d] mit N(z) = m.

Nun bedienen wir uns eines Tricks: Wir haben
ZIVd)/(m) = {a+bVd | a,b € Z/mZ}.

Dieser Restklassenring hat endlich viele, nimlich m? Elemente. Wir kénnen
also nach nochmaligem Anwenden des Schubfachprinzips folgern:

Es gibt ein m € Z und y € Z[v/d] und unendlich viele z € Z[/d]
mit N(z) =m und 2 =y (m).

Nun reichen eigentlich schon zwei dieser unendlich vielen . Seien also  und
%' so, dass
NE)=N@EY=m z—-2'=m-q

fiir irgendein ¢ € Z[v/d]. Wir bekommen
r—a2 =x-0(z)q

also
z-(1—o(z) q) =2

Anwenden der Norm ergibt:

Da N(xz) = N(2') = m folgt:
N1 —-o(z)-q) =1.

Also ist 1 — o(z) - ¢ eine Einheit, und der Fall, dass dies zufillig -1 ist, kann
nur fiir hochstens ein gewéhltes Paar auftreten. O

16



Spiiter werden wir sehen, dass Z[v/d]* = {41} x Z (Dirichletscher Einheiten-
satz). Die gefundenen Einheiten sind also bis auf Vorzeichen alle Potenzen
einer erzeugenden Grundeinheit e.

Beispiel 1.6.5.
Z[V3]

Berechnen wir zundchst die Kettenbruchentwicklung:

wo=V3=1,732... = |1,732...] =1
1= g = 1,366, = [1,336...] =1
Ty = ggem = 2,732 —[2,732...] =2
25 = grgg = 1,366... — [1.336...] =1

Uberraschenderweise wird die Kettenbruchentwicklung periodisch. Wir schrei-
ben daher auch

V3 =[1;1,2).
(Man kann zeigen, dass eine irrationale Zahl genau dann eine periodische
Kettenbruchentwicklung hat, wenn Sie algebraisch vom Grad 2 iber Q ist).
Berechnen wir nun die Konvergenten qZ und testen ob die Norm des korre-

spondierenden Elementes p, + qu\/d tatsichlich +1 ist:

=1=1 N1 ++3)=—
L1]=1+1=2 N2++v3) =1

Wir wurden also schnell findig: 2 + /3 ist eine Einheit!
Beispiel 1.6.6 (cf. Beispiel [1.2.2).
ZIV7]
Wie oben konnen wir die Kettenbruchentwicklung bestimmen und erhalten:
Vi= 2T TTA
Berechnen wir nun die Konvergenten q;‘ und testen ob die Norm des korre-

spondierenden Elementes p, + quVd tatsichlich +1 ist:

2]=2=3% NE2+VT) =~

21 =2+1=3 NB+VT) =2

211 =2+ 1 =3 NGB +2V7) = —
1

[2:1,1,1] = 2+ﬂ%—=§ NE+3V7) =1
1+4

Wieder finden wir die Einheit 8 + 3v/7.

17



1.7 Appendix: Mehr zu Kettenbriichen

Dieser Abschnitt wurde in der Vorlesung nicht behandelt. Fiir Interessierte
wird hier der Satz iiber die Kettenbruchentwicklung bewiesen.
Sei P1(R) = RU {oco}. Auf dieser Menge operieren ganzzahlig-invertierbare

Matrizen
b

durch Mobiustransformationen:

(@ b o _ar+b
T ¢ d)° T T o d

a,b,c,deZ,ad—bc::lzl}

Dieser Ausdruck ist entsprechend der iiblichen Konventionen zu verstehen,
falls et +d = 0 oder 7 = co.
Man iiberlegt sich leicht, dass

oao) (00 1) (001N g 0
O 1 1 ai 1 an - 0,41y ...,Un|.

=:A,

und wenn wir die rechte Seite als 22 (mit g, > 0 und teilerfremd) schreiben,

gilt auch
0 Pn
An =
<1> <qn>

(Grund: Dies gilt sicher bis auf Vielfache. Da aber p,,q, als Eintréige ei-
ner Spalte der ganzzahlig invertierbaren Matrix A auftauchen, miissen Sie
teilerfremd sein.) Ferner gilt:

Ay 000 = [ag;al,...,an—-1],

da anioo = 0 nach unseren Konventionen (der letzte Faktor der Matrix A,

wird also aufgefressen). Daher aus demselben Grund
1 Prn-1
A = .
()= ()
An — (pn—l pn> )
dn—1 (4n

18
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Inbesondere erhalten wir, dass

<pn—2 pn—1> (0 1> — (pn—l pn>
Gn—2 QGn—1 1 a, gn—1 dQn

Dies ermoglicht, Zahler und Nenner der Konvergenten iiber die Rekursions-
gleichungen

Pn = Dn—10n + Pn—2 Qn = Qn—10n + QGn—2

zu berechnen.

Satz 1.7.1. 1. Die Konvergenten erfiillen die folgenden Abschdtzungen

2 1

@ ZL < pu— < < X < e < IE < ])7.
q0 qz q4 q3 q1

P2n+1 pA‘ — 1

q2n+1 q2n q2n+192n "

_Pn| o L
3. |z — 2 < 2
Insbesondere konvergieren die Konvergenten tatsdichlich gegen x.

4. Es gilt sogar eine der Abschitzungen

1 1
|z — ] < 202 oder |x — an\ < s

Beweis. Nach Konstruktion gilt:

1. 1
Ao =x,,<1

und also
Ano(xn+1)_1 =z, A, 00="—.

Wir haben die folgenden Ungleichungen
1 1 1

0< < < (2)
+ an+1 Tn+1 An+1

an+2

unter Benutzung von an+1 = |Zp+1] und apio = Lmj
n n

Aus Lemma unten folgt: Wenn wir A,, n gerade, auf die Zahlen

anwenden, bekommen wir

Pn _ Pnt2 _ . Pntl

dn dn+2 gn+1
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und falls n ungerade ist, dasselbe mit umgekehrten Relationen. Daraus folgt

1

Berechnen wir einige genaue Absténde mit Lemma Der Abstand zwi-

schen 0 und —— wird
Tn+1

1 1 < 1
anlfl;;_;l_l‘Fqn an Tn+1

2

(Beachte: x,,41 > 1.) Hieraus folgt 3.
Der Abstand zwischen 0 und ﬁ wird

1 1 ( 1 0> _
Qn—la;}rl +aqn an An+1

Dies ist 2.
4. Falls nun

1 1 1
dn—1 t QnTnt1 qn q%

1 1 1

Qn—1 + qnan+1 qin B dn+19n

1 1
x7@>72 und P2t —T> 5 (3)
q2n 2q5,, q2n+1 2(]2n+1
dann wiirde folgen:
1 1 1
2 5 <
QQQn+1 2q3, 42n+192n

und daraus durch leichtes Umformen: (gon4+1 — an)2 < 0. Dies ist aber
(wegen der Rekursionsformel) unméglich, sobald n > 1. Also gilt zumindest
eine der Abschétzungen in ([3), also Aussage 4. O

Die Konvergenten p—z sind die besten Approximationen mit einem durch g,
beschriankten Nenner, die man fiir eine irrationale Zahl finden kann:

Lemma 1.7.2. 1. Fualls

dann ist ¢ > qyp.

2. Falls sogar

lgz — p| < |gnz — pul

dann ist ¢ > qn41-
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Beweis. 2. Annahme q < gp4+1. Sei

()-s-()

Dann folgt g, + gnt+15 = q. Daraus folgt, dass » und s verschiedene Vor-
zeichen haben miissen. Denn wenn beide positiv wéren, miisste s Null sein,
denn ¢ ist kleiner als g,11. Dann wire aber £ = 2% was ausgeschlossen ist.

. q dn
Dann ist

lgz —p| = |(QnT+Qn+15)x+(pnT+Qp+13)| = |r(qn® —pp) + 517 — Pry1)|-

Nun haben ¢,z — p, und ¢n+12 — ppy1 auch unterschiedliche Vorzeichen,
d.h. wir bekommen

= |7(gn — pn)| + [5(@n+12 — Pnt1)| = |7(@n — Pn)| = |gn — Dul-

— Pn+1

oo und daher g = Gn+1.) Widerspruch.
1. Falls ¢ < ¢y und |z — E| < |z — 22| dann gilt auch das Produkt der
Abschétzungen

_ . . . E
(r = 0 impliziert £

Ipx — q| < |gnz — Pl

und daher ¢ > gn4+1 > g nach 2. Widerspruch. O
Satz 1.7.3. Fulls
lz— 2| < 1
q  2¢°

dann st % Konwvergente.
Beweis. Wihle n so, dass ¢, < ¢ < gn+1. Dann gilt nach Lemma 2.
gz — p| = |gu® — pu

also unter Benutzung der gegebenen Abschétzung

1
SRS A e, L2
2qqn dn q Pn

p Pn

Dabher, falls p # .
1 1 1

< E - <= e - < g g

g~ 4 Gn q 2¢°  2qqn
Also durch Multiplikation mit 2¢%¢,:

2q < qn +q.

Also ¢ < ¢,. Widerspruch. ]
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Lemma 1.7.4. Fir eine beliebige Matriz A = (Z Z) in GLa(Z) und k, 7 €
R gult:
T—K
AoT — Aok =det(A
oT o k = det( )(C’T—Fd)'(CH‘f’d)’
insbesondere:

T — K|

Aor—Aok|=
[Aor— Aol = e d

vorausgesetzt, dass nicht A angewendet auf eine der Zahlen T,k gleich oo
15t.

Beweis. Ubung. O

Satz 2.-4. ergibt sich aus den in diesem Abschnitt bewiesenen Aus-
sagen. Die Aussage 1., also dass sich jede rationale Zahl als Kettenbruch

darstellen lisst, folgt aus der folgenden Beobachtung. Wenn wir das Ver-

fahren fiir irrationale Zahlen auf einen Bruch z = § anwenden, bekommen

WI1r d n

Der erste Koeffizient der Kettenbruchentwicklung ist also gerade der Quoti-
ent bei der Division mit Rest. Wir bekommen x; = m_lao = %. Das Verfahren
ist also nichts anderes als der Euklidische Algorithmus! Nach endlich vielen
Schritten kommt dieser zum Ende (in jedem Schritt ist z,; ein Bruch mit
kleinerem Nenner als der von z,), d.h. irgendwann ist der auftretende Rest

0, d.h. a,, = z,, und damit

T
” = lag; ai, ..., an).

Diese Darstellung ist aber nicht eindeutig, denn

[ag; a1, ..., an) = [ag;a1,...,an — 1,1].

2 Grundlagen

2.1 Ganzheitsringe

Im Fall Q(¢) haben wir mit dem Ring Z[i] als “Ring der ganzen Zahlen”
gearbeitet. Genauso gut hétten wir auch z.B. einen der Ringe

-+ C Z[4d) C Z|2i) C Z]i] C Z[%l’]
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nehmen kénnen. Was zeichnet Z[i] aus? Der Ring Z[3i] ist kein endlich
erzeugter Z-Modul mehr, denn in ihm liegen z.B. alle Elemente 2% € Q.
Der Ring 7Z[2i] ist — wie Z[i] — auch ein Gitter, also als Modul isomorph
zu 7Z?. In ihm gilt aber nicht mehr die eindeutige Primfaktorzerlegung. In
gewissem Sinne ist also Z[i] optimal. Im Fall Q(v/—3) haben wir gesehen,
dass es besser ist, mit Z[%ﬂ] zu arbeiten, in dem allerdings sehr wohl
in dieser Darstellung ein Nenner auftritt. Trotzdem handelt es sich um ein

Gitter, d.h. als Modul ist dieser Ring isomorph zu Z2.

Lemma 2.1.1.
Z[i] = {z € Q(i) | mipoly(x) € Z[t]}.
Hier ist das normierte Minimalpolynom gemeint.

Beweis. Aus der Algebra wissen wir, dass fiir ein x = a+ bi € Q(4), welches
nicht in Q liegt

mipolg(z) = t* — tr(z)t + N(z) = t* — 2at + a® + b°.

Die Inklusion C ist also sofort klar. Umgekehrt, falls 2a € Z und a2+ e

schreibe a = % mit @ € Z und b = g. Es gilt dann

@+ 0% 4z

und daher auch b € Z. Da Quadrate kongruent zu 0 oder 1 modulo 4 sind,
miissen sowohl @ als auch b gerade sein, also a,b € Z. O

Dies wird das entscheidende Kriterium sein. Es ist aber praktisch, nicht
unbedingt zu fordern, dass das normierte Minimalpolynom ganzzahlige Ko-
effizienten hat, sondern dass x irgendein normiertes Polynom mit ganzzah-
ligen Koeffizienten erfiillt. (Spéiter werden wir sehen, dass diese Forderung
aquivalent ist.)

Definition 2.1.2. FEine algebraische Zahl x heisst ganz, falls es a; € 7. gibt
so, dass
2"+ a1z 4 da, =0

mitn > 1.

Beachte, dass es entscheidend ist, dass das Polynom normiert ist, denn jedes
beliebige Polynom kann natiirlich durch Multiplikation mit dem Hauptnen-
ner ganzzahlig gemacht werden. Wir kénnen deshalb definieren:
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Definition 2.1.3. Sei K ein Zahlkdrper.
O :={z € K | x ist ganz }
heisst der Ring der ganzen Zahlen (oder auch Ganzheitsring) in K.

Beachte, dass keineswegs klar ist, dass diese Teilmenge von K tatséchlich
ein Ring ist. Dies werden wir im Laufe dieses Abschnitts beweisen.
Die Begrifflichkeit “ganz” ist auch sinnvoll fiir andere Grundringe als Z:

Definition 2.1.4. Seien A C B Ringe. Fin Element b € B heisst ganz
iiber A falls es a; € A gibt so, dass

2"+ a4 4a, =0
mitn > 1.

Um mit dem Begriff arbeiten zu kénnen ist es praktisch, die folgende alter-
native Charakterisierung zu haben:

Satz 2.1.5. Seien A C B Ringe. Endlich viele Elemente by, ...,b, € B sind
genau dann ganz iber A, wenn der Ring

Alby, ..., by]
als A-Modul endlich erzeugt ist.

Beachte, dass A[by, ..., b,] aus allen polynomialen Ausdriicken in den b; be-
steht, in denen beliebige Exponenten vorkommen diirfen. Als A-Modul end-
lich erzeugt zu sein, heisst hingegen, dass es eine endliche Menge wy, ..., wn,
gibt (ein Erzeugendensystem) so dass

Albr, o ba] = D ciws | a; € A}

Von den w; diirfen also keine Produkte oder Potenzen genommen werden.
Wenn man Afby,...,b,] als A-Modul auffasst, vergisst man die Multiplika~
tion!

Beweis. Die Richtung “by, ..., b, ganz = Alby,...,b,| als A-Modul endlich
erzeugt” beweisen wir durch Induktion. Dazu ist zu zeigen: “b ganz = A[b]
als A-Modul endlich erzeugt”. Sei

V' a4 a, =0
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n—1

eine Ganzheitsgleichung fiir b. Behauptung: Die Menge 1,b,b%,...,b ist
ein Erzeugendensystem von A[b] als A-Modul. Sicherlich ist die unendliche
Menge 1,b,...,b",b"! .. ein Erzeugendensystem. Wir miissen also sehen,
dass von b" an, alle diese Potenzen als Linearkombinationen der 1,...,5" !
ausdriickbar sind. Fiir b” folgt dies aus der Ganzheitsgleichung, denn

b= —a " — - —ay,.

(Hier ist entscheidend, dass der erste Koeffizient eins ist!) Fiir die hoheren
Potenzen folgt dies per Induktion: Indem wir die Ganzheitsgleichung mit
einer Potenz b¥ multiplizieren, kénnen wir b"t* durch kleinere Potenzen
ausdriicken.

Sei nun umgekehrt A[by, ..., b,] als A-Modul endlich erzeugt und wéhle ein
endliches Erzeugendensystem wy, ..., wy,. Sei b € A[by,...,by,] ein beliebiges
Element. Wir konnen fiir jedes ¢ das Produkt bw; wieder durch die Elemente
des Erzeugensystems ausdriicken:

bwi: E AijWs.
J

Die Matrix A = (a;;) ist also die (besser: eine) Matrixdarstellung der Mul-

tiplikation mit b im Erzeugendensystem w1, ..., w;,. In Matrixschreibweise:
w1 w1
bl + | =4
Wm Wm,

oder suggestiver:
w1

b1—-A)| « | =0.
Wi

Nun gilt fiir eine beliebige Matrix X mit Koeffizienten in einem beliebigen
Ring die Gleichung (Laplacescher Entwicklungssatz)

(X X" = X" X =det(X) - 1]

wobei X* die adjungierte Matrix ist. In dem wir mit der Adjungierten (b1 —
A)* multiplizieren, erhalten wir also:

wi
det(bl1 —A)- [ ¢ | =0.

Wm
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Da aber wi,...,w, ein Erzeugendensystem ist, gibt es insbesondere eine
Darstellung
1 =oajwi + -+ W,

Multiplikation mit det(bl — A) ergibt:
det(bl — A) = 0.
Die Formel fiir die Determinante ergibt:
bt —tr(A)D" £ £ det(A) = 0.

Dies ist eine normierte Gleichung mit Koeffizienten in A, das Element b ist
also ganz tiber A. O

Insbesondere folgt aus dem Beweis, dass der Ring der ganzen Zahlen Og
(Deﬁnition tatséchlich ein Ring ist: Falls x,y € Ok so ist Z[z, y| als Z-
Modul endlich erzeugt und daher ist jedes Element darin ganz, insbesondere
z + y und zy.

Falls A C B Ringe sind, sagen wir, dass B ganz iiber A ist, falls jedes
Element b € B ganz iiber A ist.

Satz 2.1.6. Seien A C B C C Ringe. Falls C ganz iiber B und B ganz iiber
A, dann ist C ganz iiber A.

Beweis. Wir zeigen dies zunéchst fiir den Fall, dass B und C endlich erzeugte
A-Algebren sind. Dann impliziert Satz dass B als A-Modul endlich
erzeugt ist und dass C' als B-Modul endlich erzeugt ist. Es folgt daher, dass
auch C als A-Modul endlich erzeugt ist (dies zeigt man genauso wie fiir
Korpererweiterungen). C' ist also ganz iiber A.

Nun zum allgemeinen Fall. Sei ¢ € C. Wir miissen zeigen, dass ¢ ganz iiber
A ist. ¢ ist zunéchst ganz iiber B, d.h. erfiillt eine Gleichung

b b, =0

mit b; € B. D.h. insbesondere ist ¢ ganz iiber A[by,...,b,]. Wenn wir den
Satz also fiir die Ringe

AgA[bl,...,bn] gA[bl,...,bn,C]

kennen, dann folgt die Aussage. Mit anderen Worten, wir diirfen 0.B.d.A.
annehmen, dass B und C endlich erzeugte A-Algebren sind. O
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Definition 2.1.7. Seien A C B Ringe.
A:={be B|b ganz iiber A}
heisst ganzer Abschluss von A in B.

Zum Besipiel ist O der ganze Abschluss von Z in K. Wie fiir diesen zeigt
man, dass A immer ein Ring ist.

Definition 2.1.8. Sei A ein nullteilerfreier Ring. Dann heisst der ganze Ab-
schluss A von A in Quot(A) (beachte, da A nullteilerfrei ist A C Quot(A))
die Normalisierung von A. Gilt A = A so heisst A normal (oder ganz-
abgeschlossen ).

Lemma 2.1.9. Ok is ganzabgeschlossen.

Beweis. Sei Ok die Normalisierung von Og. Wir haben
7 C Ok C Ok

Nach Definition ist O ganz iiber Z und Og ganz iiber Ok . Daher ist nach
Satz auch O ganz iiber Z. Daraus folgt aber O C O. d

Beispiel 2.1.10. Z[2i] ist nicht ganzabgeschlossen. Betrachte das Element
i = 2. Es liegt im Quotientenkdrper Quot(Z[2i]) = Q(i) und erfillt die
normierte Gleichung t> +1 = 0 mit Koeffizienten in Z C 7[2i], d.h. es ist
ganz dber Z[2i]. Aber i liegt selber nicht in Z[2i].

Wir sehen also, warum es sinnvoll war, den Ring der ganzen Zahlen so zu
definieren, wie wir es getan haben. Wéare der Ring zu gross, enthielte er
nicht-ganze Elemente und kénnte daher auf keinen Fall als Z-Modul end-
lich erzeugt sein. (Wir werden spéter sehen, dass er eine endlich erzeugte
Z-Algebra ist und daher nach Satz in der Tat ein endlich erzeugter Z-
Modul). Wire der Ring zu klein, so wére er nicht mehr ganzabgeschlossen.
Das folgende Lemma zeigt, dass dies notwendig fiir die eindeutige Prim-
faktorzerlegung ist. (Spéter werden wir sehen, dass es auch notwendig ist,
um die anvisierte Verallgemeinerung, also die eindeutige Faktorisierung in
Primideale zu haben.)

Lemma 2.1.11. “Faktoriell” impliziert “ganzabgeschlossen”.

Beweis. Sei A ein nullteilerfreier Ring und sei 5 € Quot(A) ganz iiber A,
d.h. es gibt a; € A so dass

n n—1
X X
<) +a1<> +---4a, =0.
Yy Yy
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Multiplikation mit y™ ergibt:
2"+ a1ty 4 any™ = 0.

D.h. aber, dass jeder Primteiler von y auch x teilt. Wenn wir annehmen,
dass % gekiirzt ist, so folgt y Einheit, und daher % € A. A ist also ganzab-
geschlossen. O

Wir wollen zum Abschluss des Abschnittes noch beweisen, dass die Defini-
tion von ganzer Zahl iiber das Minimalpolynom (siehe auch Lemma [2.1.1))
dquivalent ist:

Lemma 2.1.12. Sei K ein Zahlkérper. Dann gilt: x € K ist ganz <
mipoly(r) € Z[t].

Beweis. “<” ist klar.

“=": Falls x ganz ist, existiert ein normiertes Polynom p € Z[t] mit p(z) = 0.
Nun teilt das Minimalpolynom jedes Polynom, welches z annulliert, also
mipolg(7)|p. Daraus folgt, dass alle Nullstellen von mipoly ganz sind, denn
Sie erfiillen ja p. Daher sind auch die Koeffizienten von mipoly ganz, denn
diese sind — fiir ein normiertes Polynom ! — ganzzahlige algebraische Aus-
driicke in den Nullstellen. Diese liegen aber auch in Q und da Z ist ganzab-
geschlossen ist (nach dem vorigen Lemma) miissen sie in Z liegen. O

2.2 Norm und Spur

Wir haben bereits im ersten Kapitel gesehen, dass die Norm praktisch ist,
um Fragen der Faktorzerlegung ganzer algebraischer Zahlen zu untersuchen.
In diesem Abschnitt werden die Abbildungen “Norm” und “Spur” fiir eine
beliebige Korpererweiterung (aus der Algebra) wiederholt.

Falls L|K eine endliche Korpererweiterung vom Grad n ist, so bedeutet
dies insbesondere, dass L ein n-dimensionaler K-Vektorraum ist. Fiir jedes
Element x € L ist die Multiplikation mit «:

T.:L — L
y — x-y

eine K-lineare Abbildung. (Dies folgt sofort aus den Koérperaxiomen.) Ins-
besondere hat die Abbildung T, eine Determinante und eine Spur, sowie ein
charakteristisches Polynom

charpol(Ty) = t" — tr(Tp)t" ' + - + (=1)" det(Ty). (4)

Beachte, dass alle Koeffizienten dieses Polynoms in K liegen.
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Definition 2.2.1. Sei L|K eine Kérpererweiterung und v € L. Wir defi-
nieren:

Spur
trp k() == tr(Ty).
Norm
Ny = det(T%).
Sofort aus der Definition folgt, dass trpyx (z +y) = trpx(x) + trpx (y) und
N (ry) = Ny (®) - Nk (y).
Beispiel 2.2.2. Wir wollen sehen, dass wir fir den Korper Q(i) die bereits

definierten Abbildungen Norm und Spur zurickerhalten. Wenn wir Q(i) in
der iblichen Weise als Q-Vektorraum mit Basis 1,1 auffassen:

a .
(b) — a + bi,

so tberlegt man sich leicht, dass die Multiplikation T, mit einem Element
a+bi € Qi) durch die Matriz

a b

—b a

beschrieben wird. Wir erhalten also wie gehabt:

tl“Q(mQ(a +bi) = 2a

NQ(¢)|Q(Q + bZ) = a2 + bz.
Auch die vorige Berechnungsvorschrift durch das Produkt (bzw. die Summe)
iiber Konjugierte verallgemeinert sich:
Lemma 2.2.3. Fualls L|K separabel ist (also z.B. immer in Charakteristik
0), dann gilt

charpol(T,) = H (t—o(z))

o€Hom (L, K)

Y o)

O'GHOIIIK (L,?)

Npg(z) = H o(z)

o€Homp (L, K)

trr i (z)

Dabei durchlaufen die o jeweils alle K-FEinbettungen L — K in einen fest
gewdhlten algebraischen Abschluss von K. (Falls L|K galoissch ist, kann
man dquivalent o dber Gal(L|K) laufen lassen.)
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Beweis. Gleichung impliziert, dass die Formeln fiir Norm und Spur aus
der Formel fiir das charakteristische Polynom folgen. Um diese zu erhalten,
beweisen wir zunéchst, dass

charpol(T},) = mipol(z)?

Dabei ist d = [L|K(z)]. Wir haben die Basis 1,z,22,...,2""! von K(x)
iiber K. Wihle nun eine Basis y1,...,yq von L iiber K(x). Wir bekommen
die Basis

2 -1 2 -1
Yy, 1z, yix, - 'aylxn y o Ydy YdTy Yal w"vydxn

von L iiber K. Die Matrix von T}, hat in dieser Basis Blockgestalt:

Ty k()
T, =

T:B,K (z)
wobei T, g (,) die Matrix der Multiplikation von z in K () ist. Daher

charpol(T;) = charpol(T}, x())".

Es gilt aber charpol(T}, k() = mipol(z), da beide Polynome normiert sind,
x annulieren, und denselben Grad haben. (Explizit ist T}, k() offensichtlich
durch
0 —ay
10 —Qnp—1
1 0 —Qp—9

1 —al

gegeben, wobei die a; die Koeffizienten des Minimalpolynoms sind.)
Es reicht also zu zeigen, dass

charpol(T}) = [ ¢-0c@)= 11 (t —o(x))

oc€Homg (L,K) o€Homy (K (z),K)

denn [T, cpomy k()7 (t — 0(x))) ist das Minimalpolynom von z. (Es ist
normiert vom selben Grad, annuliert x und hat wegen Galoisinvarianz Ko-
effizienten in K.) Nun setzt sich aber jede K-Einbettung o : K(x) — K auf
genau d Weisen auf L fort (Galoistheorie!), d.h. der Faktor (t—o(x)) kommt
genau d Mal im linken Produkt vor. O
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Wir benétigen spéter noch einige Eigenschaften von Norm und Spur
Lemma 2.2.4. 1. Falls M|L|K endliche Korpererweiterungen sind, so
gilt

tr ik (trar () = trag k() Nk (Nagp () = Npg ().

2. Falls L|IK eine Erweiterung von Zahlkorpern ist, so gilt: © € Op =

3. Falls L|K eine Erweiterung von Zahlkérpern ist, so gilt fir x € Or:

S OE<Z>NL\K(:E) € 0;(

4. Fiir jede endliche separable Erweiterung L|K ist die symmetrische Bi-
linearform des K -Vektorraum L (Spurpaarung):

T,y = trp k(2 y)
nicht ausgeartet.

Beweis. 1. wird analog zur Rechnung im Beweis des letzten Lemmas durch
geeignete Basiswahl von M iiber K bewiesen.

2. Falls x ganz ist, so sind auch alle o(z) ganz. (Sie erfiillen dasselbe nor-
mierte ganzzahlige Polynom!) Daher sind auch alle Produkte und Summen
von diesen Konjugierten ganz, und daher auch trp g (z) und Ny k().

3. Falls z -y = 1 in Of, gilt, so gilt Npx(z) - Npjg(y) = 1in O, Ny g ()
ist also auch eine Einheit. Umgekehrt, sei

Nyg(z)=]]olx) =«

eine Einheit in Ox. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass L C K und schrei-

ben:
v (] o(@)-e'=1.

o#id

yi=

Das Produkt y in dieser Gleichung ist in K (denn es ist ja einfach %) und
ganz (da alle Faktoren ganz sind), und deshalb in Og. x ist also eine Einheit.
4. Die Spurpaarung ist, wie wir sehen werden, sehr praktisch, um Aussagen
iitber Ganzheitsringe zu machen. Eine Bilinearform ist genau dann nicht
ausgeartet, wenn die Determinante ihrer Matrix (in einer beliebigen Basis)

31



ungleich 0 ist. Hier ist es geschickt, die Basis 1,0,02,...,0" ! zu wihlen,
wobei O ein primitives Element von L|K ist (d.h. also L = K(©)). Die
Matrix der Spurpaarung in dieser Basis ist einfach:

A= (a,-j) mit a;; = tI‘L|K(®i . @])

Nun gilt aber, wenn o7, ...,0, die K-Einbettungen von L nach K bezeich-
net:

aij =Y or(0-07) = 01(0) - o1(O).
P p

Falls wir eine Matrix B = (b;;) mit b;; := 0;(©)’ definieren, so bedeutet dies
gerade:
A='B.-B.

Inbesondere ist det(A) = det(B)2. Nun gilt:

1 6, 6 ..ot
det(B) =det [ 1 :
1 6, 62 ... o!

fiir ©; := 0;(0). Dies ist die sogenannte VANDERMONDE Determinante und

(Ubung!) gleich
[1e: - e)).

1<j
Dies ist nicht null, da die ©; = 0;(0) alle verschieden sind. Wéren etwa
0i(©) = 0(0©) so wiirde schon o; = o; folgen, da © die Korpererweiterung
erzeugt. O

2.3 Ganzheitsbasen und Diskriminante

Wir wissen noch nicht, dass O tatséchlich ein freier Z-Modul (von endli-
chem Rang) ist, also Ox = Z". Dies ist gleichbedeutend mit der Existenz
einer endlichen Z-Basis von O, die in diesem Fall auch Ganzheitsbasis
genannt wird.

Falls wir fiir einen Augenblick annehmen, dass O = Z" mit zugehoriger
Ganzheitsbasis 1, ...,Z,, so kann nur n = [K|Q] sein. Denn wére n >
[K]Q], so miissten x1,...,x, linear abhéngig iiber Q sein. Multiplikation
einer solchen linearen Abhéngigkeit mit dem Hauptnenner der Koeffizienten
ergibt jedoch eine lineare Abhingigkeit schon iiber Z. Ausserdem existiert
fiir jedes ¢ € K einn € Z so dass n-x ganz ist, also in Ok liegt. Daher muss
T1,...,T, ein Erzeugendensystem auch von K iiber Q sein. Daher kann n
nicht kleiner als [K|Q] sein.
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Definition 2.3.1. Sei z1,...,z, eine Basis von K idiber Q mit x; € Ok
(z.B. eine Ganzheitsbasis) Dann heisst die Determinante der Matriz der
Spurpaarung in dieser Basis

d(w1, ..., 2n) = det(trg gz - 7)) € Z
die Diskriminante von x4, ..., x,. Ist dies eine Ganzheitsbasis, so sprechen

wir auch von der Diskriminante von K bzw. von O.

Beachte: Die Diskriminante hdngt nur von dem Z-Modul Zz1 + - - - 4+ Zx,, ab
(und nicht von der Wahl der Basis). Insbedondere ergibt es Sinn, von der Dis-
kriminante von Ok oder K zu sprechen. Grund: Falls zwei Basen z1,..., T,
und 2}, ..., 2}, gegeben sind und A und A’ die Matrizen der Spurpaarung in
diesen Basen, so gilt:

A" =tSAS also det(A’) = det(A)det(S)?,

wobei S die Basiswechselmatrix ist. Diese und ihr Inverses S~! haben jedoch
ganzzahlige Eintrége, daher muss det(S) = £1 sein. Es folgt also

det(A) = det(A").

Lemma 2.3.2. Sei L|K ein Erweiterung von Zahlkérpern, und x1,...,xy
eine Basis von L|K mit x; € Of,. (Solch eine existiert immer, da man mit
geeigneten n € Z multiplizieren darf.) Sei

d=d(r1,...,2n) = det(try g (v; - 7)) € Ok
die Ok -Diskriminante dieser Basis. Dann gilt:
d-0p COgzr1+ -+ Ogxy.
Hieraus folgt sofort:
Korollar 2.3.3. Sei K ein Zahlkérper vom Grad n iber Q. Dann gilt:
O 27",
d.h. Ok besitzt eine Ganzheitsbasis.

Beweis. Aus dem Lemma folgt:

I In
o, CZl—+---+7Z—.
L d + + d

d.h. O, ist ein Untermodul eines freien Z-Modul von endlichem Rang. Er
muss daher auch frei von endlichem Rang sein (elementares Resultat aus der
Algebra, siehe weiter unten die Diskussion iiber Moduln iiber Hauptidealrin-
gen), d.h. O = Z". Wir haben bereits gesehen, dass dann notwendigerweise
m = n sein muss. O

33



Beweis von Lemmal2.32. Driicke ein beliebiges € O, in der gewihlten
Basis aus:
r = Z ;5.
i

mit o; € K. Wir miissen sehen, dass do; fiir alle ¢ ganz ist. Wir wenden
nun einen Trick an und multiplizieren die Gleichung mit x; und nehmen die
Spur:
tro g (z - zj5) = Zai tro i (T - j).
i

Beachte, dass man die «; aus der Spur herausziehen kann, da sie in K liegen.
Mit anderen Worten:

Qg trp x(z - 21)

an trr g (7 - )

wobei A = (trp g (z; - x;)) die Matrix der Spurpaarung ist. Daraus folgt
durch Multiplikation mit der adjungierten Matrix A*:

ay trp | (- 21)
d = A" )
an trr g (- o)

fir d = det(A) = d(z1,...,2,). Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber
eine Matrix mit ganzen Eintrégen, alle do; sind also in der Tat ganz. O

Was gilt in der relativen Situation, fiir eine Erweiterung von Zahlkoérpern
L|K vom Grad n?

0o, C L
U U
O C K

Folgt auch hier, dass 07, = (0Ox)™? Dies gilt genauso wie fiir K = Q, 0 = Z,
wenn Ok ein Hauptidealring ist. Um dies zu sehen, brauchen wir aus der
Algebra einige Eigenschaften endlich erzeugter Moduln iiber Hauptidealrin-
gen:

Satz 2.3.4. Sei R ein Hauptidealring.
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1. Untermoduln endlich erzeugter R-Moduln sind endlich erzeugt (dies
gilt allgemeiner fiir Moduln tiber Noetherschen Ringen).

2. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt:
M=R/(a1)® - & R/(an) ® R".

fir gewisse ay, . ..,a, € R\{0}. Die Moduln R und R/(a;) heissen (in
Analogie zu Z und Z/NZ) zyklische Moduln. n heisst der Rang von
M und ist eindeutig bestimmt. Falls M = R™ so heisst M frei.

3. Untermoduln freier endlich erzeugter R-Moduln sind frei.

Mit Hilfe von Aussage 3. dieses Satzes ergibt sich aus Lemma (exakt
genauso wie Korollar [2.3.3)):

Korollar 2.3.5. Sei L|K eine Erweiterung von Zahlkorpern vom Grad n,
so dass Ok ein Hauptidealring ist. Dann gilt:

or = (0g)",

d.h. O, besitzt eine O -Ganzheitsbasis.

2.4 Eindeutige Faktorisierung in Primideale

Wir haben bereits gesehen, dass z.B. im Ring Z[v/—5] die eindeutige Prim-
faktorzerlegung nicht mehr gilt:

6=2-3=(1+v=5)-(1—-+v=5) (5)

sind zwei wesentlich verschiedene Zerlegungen von 6 in irreduzible Elemente.
Wenn es eine Verfeinerung wie in [1.5| anvisiert als Idealzerlegung

(6) =p1-p2-p3-Pps

geben soll, dann muss also jedes p; zwei der irreduziblen Elemente in
teilen. Das heisst z.B. 2 € p; und (1 + +/—5) € p;. Das kleinste solche Ideal
ist das von diesen beiden Elementen erzeugte Ideal:

p1i=(2,1+V=5).

Dies kann kein Hauptideal sein, denn ein Erzeuger von p; wére ein Teiler der
beiden irreduziblen Elemente 2 und (1 + +/—5). Es wiirde folgen, dass diese
bis auf Einheit {ibereinstimmen, was wir bereits ausgeschlossen haben. Wir
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sehen erneut, wie die Nichteindeutigkeit der Zerlegung mit der Existenz
von Nichthauptidealen verzahnt ist. Wenn wir genauso fiir alle anderen Paare

definieren:
po = (2,1 -V-5) =pi,
ps = (3,1 +V=5),
ps = (3,1 —/=5).
so erhalten wir aus demselben Grund stets Nichthauptideale. Beachte: Hier

gilt zuféllig (2,1 ++v/—-5) = (2,1 —+v/—=5),denn 1 + /-5 =2— (1 — /-5).

Tatsédchlich 16st diese recht naive Konstruktion das Problem! Denn wir haben

(2,14+vV-5)* = (4,242V-5,-4+2V-5)=(2)
(2,14+vV=5)-(3,1+vV=5) = (6,24 25,3+ 3vV—5,—4+2,/-5)
= (1+v-H)

(2,1 —vV=5)- (3,1 =v/=5) = (6,2—2v—5,3—3V—5,—4—2/-5)
= (1-V-5)
(3,1+V=5)-(3,1—v=5) = (9,3+3V-5,3—3V-5,6)=(3)

Die Uneindeutigkeit der Faktorzerleugung 16st sich also in die folgende Ein-
deutigkeit der Idealzerlegung auf:

(6) =p1-p2-Ps-Pa= P1-P3 - P2-Pa .
—— N~ N N~
) (3)  (1+v=B) (1-v=5)

Die Ideale p; sind nicht weiter als Produkt zerlegbar und auch prim, d.h.
aus zy € p; folgt = € p; oder y € p;.
Wir beginnen mit dem folgenden

Lemma 2.4.1. Sei K ein Zahlkorper vom Grad n. Dann ist jedes Ideal
p C Ok ungleich (0) ebenfalls ein freier Z-Modul vom Rang n:

p=Z"

Beweis. Als Untermodul des freien Moduls Ox von Rang n ist zumindest
p = Z™ mit m < n. Sei x € p ungleich 0. Dann haben wir

O Cp C Ok.

Der Rang kann also auch nicht kleiner sein als n. O
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Im Fall eines imagindr-quadratischen Koérpers K kann man diese Gitter
schon visualisieren (sieche Abbildungen . Falls Ok ein Hauptidealring
ist, sich also alle Ideale bis auf Multiplikation mit einer komplexen Zahl
unterscheiden, sehen die entsprechenden Gitter alle gleich aus. Sie gehen
durch eine Drehsteckung auseinander hervor! Ist Ok kein Hauptidealring,
so gibt es unterschiedliche Formen. Wir werden spéter die sogenannte Ide-
alklassengruppe einfiithren. Zu jeder dieser unterschiedlichen Formen gehort
dann genau eine Idealklasse.

Abbildung 1: Z[i]

Abbildung 2: Das Ideal (2 4 i) C Z][i]
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Abbildung 3: Z[v/—5]

Abbildung 4: Das Ideal (2,1 + /—5) C Z[v/—5]

Wir méchten beweisen, dass eine eindeutige Primfaktorzerlegung fiir Ideale
in den Ringen Ox immer existiert. Fiir Hauptideale haben wir die offen-
sichtliche Implikation

alp < (b) C (a).

Falls wir fiir Ideale analog definieren: a|b, falls ein Ideal ¢ existiert, so dass
b = a- ¢, so ist nur noch

ab = bCa
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offensichtlich. Wir werden sehen, dass in unseren Ringen O auch die Um-
kehrung gilt. Auf jeden Fall wird ein Ideal p in diesem Sinne unzerlegbar
sein, falls es kein grosseres (echtes) Ideal gibt, dass p umfasst. Mit anderen
Worten aus p C a C Ok folgt, dass p = a. Ideale mit dieser Eigenschaft
heissen maximal. Auch die Eigenschaft prim zu sein hat eine einfache Ent-
sprechung fiir Ideale. Ein echtes Ideal p heisst prim wenn aus xy € p folgt,
dass entweder x € p oder y € p. Die Definition ist so gemacht, dass ein
Element = genau dann prim ist, wenn das Hauptideal (z) prim ist. Es gibt
folgende einfache Implikation:

Lemma 2.4.2. Fir ein Ideal a eines Ringes R gilt:

‘a mazimal = a prim.‘

Beweis. Ein Ideal a ist genau dann prim, wenn R/a nullteilerfrei ist. Es ist
maximal genau dann, wenn R/a ein Kérper istﬂ Da ein Koérper nullteilerfrei
ist, folgt die Aussage. O

Gilt auch die Umkehrung? In einem nullteilerfreien Ring R ist das Ideal
(0), welches nur aus der 0 besteht, offensichtlich immer prim. Es ist genau
dann maximal wenn R ein Korper ist. In unseren Ringen O kann daher die
Umkehrung nicht gelten. Es zeigt sich aber, dass (0) die einzige Ausnahme
ist:

Lemma 2.4.3. Sei K ein Zahlkirper und Ok der Ring der ganzen Zahlen.
Dann ist in Ok jedes Primideal ungleich (0) mazimal.

Beweis. Sei a ein Primideal ungleich (0). Dann folgt aus Lemma dass
Ok /a ein endlicher Ring ist. Fiir einen endlichen Ring R gilt nun auch die
Implikation: “R nullteilerfrei = R Korper” ﬂ O

Ein Primideal p hat auch die folgende Eigenschaft:

abCp = aCpoderbCp (6)

5Dies folgt zum Beispiel aus der einfachen Tatsache, dass es fiir jedes Ideal a eine
Bijektion:

{ Ideale von R/a } = { Ideale von R welche a enthalten }
gibt.

"Beweis: Sei R nullteilerfrei und z € R\ {0}. Dann ist die Multiplikation mit x als
Abbildung R — R injektiv (wegen zy = zy’ = y = ¢’ in nullteilerfreien Ringen). Da aber
R endlich viele Elemente hat, ist jede injektive Selbstabbildung auch surjektiv, und daher
hat z ein Inverses. R ist also ein Korper.
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Falls a und b Hauptideale sind, iibersetzt sich dies sofort in die Definition.
Fiir allgemeine Ideale zeigt man die dquivalente Aussage:

aZpund bZp = ab p.

Falls x € aund € p, und y € b und ¢ p, dann ist -y € ab. Das Produkt x-y
kann aber nicht in p liegen, da  und y nicht in p liegen (Primeigenschaft).
Fiir den Beweis der eindeutigen Zerlegung in Ideale werden wir nur die fol-
genden Eigenschaften von Og bendtigen. Sie sind sehr grundlegend, deshalb
definieren wir:

Definition 2.4.4. Ein Ring R, welcher die folgenden Eigenschaften besitzt,
heisst Dedekindring.

1. R ist nullteilerfrei und Noethersch,
2. R ist ganzabgeschlossen,
3. In R ist jedes Primideal ungleich (0) mazimal.

Wir haben fiir O diese Eigenschaften schon verifiziert, ausser die Eigen-
schaft Noethersch zu sein, die nicht explizit erwahnt wurde. Aber wir haben
schon gesehen, dass jedes Ideal a ein endlich erzeugter Z-Modul ist. Es ist
daher insbesondere als Ox-Modul (also als Ideal) endlich erzeugt. O ist
also Noethersch. Wir arbeiten ab jetzt mit einem beliebigen Dedekindring
R und nennen K := Quot(R) den Quotientenkorper.

Ziel des Abschnittes ist der

Satz 2.4.5. In einem Dedekindring R gibt es fiir jedes Ideal a ungleich (0)
eine bis auf Reihenfolge eindeutige Faktorzerlegung

a= ‘pl e pn
in Primideald]

Fiir den Beweis benotigen wir einige Vorbereitungen. Zunéchst ist es prak-
tisch, auch Elementen in K™, also solchen, die nicht unbedingt ganz sind,
Ideale zuordnen zu kénnen. Dazu definieren wir

Definition 2.4.6. Ein endlich erzeugter R-Untermodul von K heisst ein
gebrochenes Ideal.

8Hier ist auch n = 0 zugelassen und tritt fiir a = R auf.

40



Z.B. definiert jedes Element z € K ein gebrochenes Ideal (z) := R-z C K.
Diese heissen gebrochene Hauptideale. Jedes gew6hnliche Ideal ist insbeson-
dere auch ein gebrochenes Ideal.

Wir beweisen nun zunéchst, dass jedes Ideal ein Produkt von Primidealen
enthilt:

Lemma 2.4.7. Sei R ein Dedekindring und a ein Ideal ungleich (0). Dann
existieren endlich viele Primideale p1, ..., py ungleich (0) so, dass

p1--pn Ca.

Beweis. Nimm an, es gibt ein Ideal, dass diese Eigenschaft nicht hat. Da
R Noethersch ist, gibt es dann in der Menge aller Ideale, die nicht diese
Eigenschaft haben, ein maximales Element a. a kann selber nicht prim sein,
also gibt es x,y € R mit zy € a aber = € a und y ¢ a. Die Ideale a + ()
und a + (y) sind also echt grosser als a und haben daher nach Konstruktion
die gewiinschte Eigenschaft. D.h. es existieren Primideale p; mit

Proccpn Cat () Pusicopm Sat(y)
Durch Multiplikation ergibt sich:
pro--pm C (a+(2)-(a+(y) Cat (zy) = a.
Widerspruch. O

Wir nennen ein gebrochenes Ideal a invertierbar, falls ein gebrochenes Ideal
b existiert mit
a-b=R.

Notwendigerweise ist in diesem Fall b = a~! := {z € K | za C R}.

Lemma 2.4.8. Sei R ein Dedekindring. Jedes Primideal p ungleich (0) ist
invertierbar.

Beweis. Sei p~! so wie oben definiert. Alle Elemente im Produkt p-p~! sind
nach Definition von p~! ganz. Ausserdem ist 1 € p~', also ist p im Produkt
enthalten. Mit anderen Worten:

pCp-p ' CR
Da p maximal ist, miissen wir nur den Fall
-1

p=p-p
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ausschliessen. In diesem Fall definiert jedes = € p~! aber einen Endomor-
phismus des endlich erzeugten R-Moduls p. Wie im Beweis von Satz 2.1.5]
erfiillt es daher ein normiertes Polynom mit Koeffizienten in R (das cha-
rakteristische Polynom). Da R als Dedekindring ganzabgeschlossen ist, folgt
x € R. Wir bekommen also p~! = R. Wir miissen zeigen, dass dies nicht der
Fall sein kann. Sei a € p \ {0}. Nach Lemma gibt es Primideale p; so
dass

Wir kénnen annehmen, dass n minimal mit dieser Eigenschaft ist. Aufgrund
von Eigenschaft @ von Primidealen miisste dann p eines der p; enthalten.
Wegen der Maximalitidt von Primidealen (R ist Dedekindring) gilt also p; =
p, 0.B.dA. i=1.Dapy-----p, ¢ (a) existiert ein b € pgy---p,, welches
nicht in (a) liegt. Daher ist das Element a~'b nicht ganz. Es gilt aber

albpCalpr-py Cal(a) =R,
also a~'b € p~!. Widerspruch. O

Beweis von Satz[2.7.5 Wir zeigen zunichst, dass jedes Ideal eine Zerlegung
in Primideale besitzt. Jedes Ideal ungleich (0) enthélt nach Lemma ein
Produkt von Primidealen ungleich (0). Wir gehen durch Induktion nach der
Anzahl dieser Primideale vor. Wenn a ein leeres Produkt von Primidealen
enthilt, so bedeutet dies gerade a = R. Ansonsten sei

p1--- pn g a
und a ein echtes Ideal. Es ist daher einem maximalen Ideal enthalten:
propp Calp.

Wie im letzten Lemma folgt 0.B.d.A. p, = p. Multiplikation mit p~! ergibt
(da Primideale invertierbar sind):

p2-pn Cp laC R

Nun ist fiir das Ideal p~'a ein kleineres n erreicht, d.h. nach Induktionsvor-
aussetzung;:

pfla:ql...qm

fiir irgendwelche Primideale g;. Dann ist aber nach Multiplikation mit p (da
Primideale invertierbar sind):

a:pqlqm
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Wir miissen noch die Eindeutigkeit zeigen. Seien

Pi1.-.-Ppn=0a=dq1...q9m

zwei verschiedene Faktorzerlegungen von a. Da die linke Seite in p; enthal-
ten ist muss nach der Eigenschaft @ der Primideale auch eines der g; in p,
enthalten sein. Da Primideale ungleich (0) aber maximal sind (R ist Dede-
kindring) folgt: q; = p1. Durch Umnummerieren kénnen wir ¢ = 1 erreichen.
Durch Multiplikation mit p; folgt (da Primideale invertierbar sind):

Durch Induktion folgt die Eindeutigkeit. O

2.4.9. Noch einige Folgerungen fiir einen Dedekindring R:

1. Alle gebrochenen Ideale ungleich (0) sind invertierbar.
2. Es gilt tatsdchlich fiir ganze Ideale a, b die Aussage

alb < b Ca.

3. Die gebrochenen Ideale ungleich (0) bilden eine Gruppe bzgl. Multipli-
kation. Es ist eine freie Abelsche Gruppe mit Basis = {Primideale von R}.

Beweis. 1. Fiir ganze Ideale folgt dies sofort aus der Existenz der Fak-
torisierung in Primideale und der Tatsache, dass Primideale invertierbar
sind. Ein gebrochenes Ideal ist nach Voraussetzung endlich erzeugt, d.h.
a= (a,...,ap) mit a; € Quot(R). Fiir jedes a; existiert offensichtlich ein
n € R, so dass n-a; € R. D.h. es existiert auch ein n € R so dass

a=n"'a

mit a ganz. Daher ist auch a invertierbar.
2. Die Richtung = ist klar. Falls umgekehrt b C a folgt wegen 1.

a'bCR

und
a-(a"tb) =b.

3. Alle Gruppenaxiome ausser der Existenz des Inversen sind klar. Dies ist
aber gerade Aussage 1. Dass es sich um eine freie Abelsche Gruppe mit Basis
=~ {Primideale von R} handelt, ist eine Umformulierung der eindeutigen
Faktorzerlegung in Primideale. O
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Definition 2.4.10. Die Gruppe der gebrochenen Ideale eines Zahlkorpers
K wird mit Jx bezeichnet. Die Gruppe der gebrochenen Hauptideale darin
mit Py . Die Faktorgruppe

ClK = JK/PK
heisst die Idealklassengruppe des Korpers K.

Die Idealklassengruppe ist die wichtigste Invariante der algebraischen Zah-
lentheorie. Unser néchstes Ziel wird sein, zu beweisen, dass sie immer endlich
ist. (Dies gilt nicht fiir beliebige Dedekindringe.) Die Anzahl der Elemente
wird die Klassenzahl des Korpers K genannt. Beachte: Die Gruppe Clg ist
genau dann trivial (also Klassenzahl 1) wenn jedes Ideal in O ein Haupt-
ideal ist, also eindeutige Primfaktorzerlegung fiir Elemente (statt nur fiir
Ideale) gilt. Uberlegen Sie sich, dass letztere in diesem Fall trivialerweise
aus der Faktorzerlegung in Primideale folgt! Die Gruppe Clg misst also die
Abweichung von der eindeutige Primfaktorzerlegung fiir Elemente.

Man kann dies wie folgt ausdriicken: Es gibt eine exakte Sequenz von Grup-
penhomomorphismen

11— 0% - K" — Jg — Clg — 1.

wobei der mittlere Homomorphismus nichts anderes ist, als die Abbildung,
die einem Element von K das davon erzeugte gebrochene Hauptideal zuord-
net:

K — J K

x = (x).
Erinnere aus der Algebra, dass die Aussage exakte Sequenz zu sein (hier)
bedeutet, dass diese Abbildung den Kern 07, (also die Gruppe der Einheiten
von Og) hat, und dass ihr Kokern (also die Faktorgruppe: Zielgruppe mo-

dulo Bild) isomorph zu Clg ist. Letzteres ist nach Definition so, und ersteres
ist klar.

2.5 Primideale in Ganzheitsringen

In diesem Abschnitt werden wir explizit bestimmen, welche Primideale die
Ringe der ganzen Zahlen O in Zahlkdrpern besitzen. Eine Primzahl p er-
zeugt ein Primideal (p) von Z. Im allgemeinen wird aber das Ideal pOg nicht
mehr prim sein (siehe auch Beispiel . Wir bekommen also wegen der
eindeutigen Primfaktorzerlgung fiir Ideale

pOK :f‘pil... Zk7
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wobei wir immer annehmen, dass die Primideale J3; verschieden sein. Wir
werden in diesem Abschnitt

1. fiir alle p (bis auf endlich viele Ausnahmen) ein explizites Verfahren
angeben, um die B;, sowie die Exponenten n;, zu bestimmen;

2. die Formel
[LIQ1 = ni- fi

beweisen, wobei f; der Korpergrad von Ok /9; tiber F), ist, der soge-
nannte Trigheitsgrad. (Beachte: Aus Lemma folgt, dass dies
ein endlicher Korper ist, und f; ldsst sich daher auch an seiner Anzahl
der Elemente, niamlich p/* ablesen.)

2.5.1. Obige Fragestellung ergibt auch Sinn, wenn wir eine Kérpererweiterung
L|K von Zahlkorpern haben. Sei p ein Primideal von Ok und sei

e1 e

seine Faktorzerlegung in Primideale von Op. Wir nennen wieder den Korpergrad
fi == [0L/PBi|OK /p] den Tragheitsgrad von J; iiber p.

Definition 2.5.2. Das Ideal p heisst

unverzweigt in L
falls alle e; = 1;

triage in L
falls es unverzweigt ist und k = 1, also falls pO1, wieder ein Primideal
18t;

vollzerlegt in L
falls k =n.

Das adjektiv “trage” bezieht sich also auf die Zerlegungsfreudigkeit. Es er-
klart sich auch der Name Trigheitsgrad f;. Dieser ist nach der Formel oben,
die wir beweisen wollen, genau dann gleich n (und maximal moglich) wenn
p trége in L ist.

Zunichst eine Aussage, die Sie von den ganzen Zahlen schon kennen:

Satz 2.5.3 (Chinesischer Restsatz). Sei R ein Ring und a = by - - - by, Ideale
mit b; +b; = R fiir i # j. Dann gibt es einen Ringisomorphismus:

R/a= R/by & - & R/by,.
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Beweis. Im folgenden sehen Sie einen modernen Beweis. Die Aussage ist
aber elementar und Sie sollten sich dies als Ubung genau iiberlegen. Es
geniigt sicher, die Aussage fiir zwei Ideale zu beweisen. Wir haben dann
eine Injektion zwischen zwei exakten Sequenzen (von R-Moduln)

0——=bNby ——=b; @by ——=b; +bo——0

Es folgt, dass auch der Quotient dieser exakten Sequenzen eine exakte Se-
quenz ist:

0——R/(byNby) —= R/b; & R/by —— R/(b; + by) —0

Nun ist nach Voraussetzung b; 4+ by = R, daher bekommen wir einen Iso-
morphismus
R/(bl N bz) = R/bl D R/bg.

Falls by + by = R ist aber by Nby = by - by ﬂ Daher folgt die Aussage. [

Dies konnen wir auf die Situation oben anwenden und bekommen

OL/pOL = OL/PT' @ - © OL/PB}F, (7)

denn fiir zwei verschiedene maximale Ideale *B3; und B; gilt immer: P, +P; =
Oy, und daraus folgt durch Potenzieren m? + fpé. D (Pi + mj)kﬂ =05.

Lemma 2.5.4. Die B; und e; sind durch den Op-Modul @ eindeutig be-
stimmt. Mit anderen Worten: aus einem Isomorphismus von Or-Moduln

OL/PS @ - @ Op/PY 20 /Q) @ - ©0L/Q)]
folgt bis auf Umnummerieren P; = Q;, k = k" und e; = €.

Beweis. Dies folgt aus dem Chinesischen Restsatz und der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung, da sich ein Ideal a als der Kern einer beliebigen Projektion
(=surjektiver Homomorphismus) Oy, — Oy, /a rekonstruieren lasst. O

9D ist klar. C: Sei b € by Nby und 1 = by + bo. Dann folgt: b = b1b + bba € by - ba.
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Satz 2.5.5. In der Situation von gilt:

k
n = Z e - fi
i=1
Beweis. Wie haben nach dem Chinesischen Restsatz

OL/pOL = OL/PB]' @ - ©OL/ P}

Indem wir auf beiden Seiten die Dimensionen als F' := O /p-Vektorraum
betrachten, geniigt es zu zeigen, dass

(1) dimFOL/pOL:n (2) dimFOL/iBe:e-dimpoL/‘B.

(1) Wir haben bereits gesehen, dass Or, ein endlich erzeugter Ox-Modul ist
(sogar ein e.e. Z-Modul). Daher ist dimp Or,/p0Or < 00. Sei Wy, ..., W, eine
F-Basis und seien wq,...,w, Urbilder in ©y. Angenommen m > n, dann
hétten wir sicher

aiwi + -+ amwm, =0

mit a; € O . Es kénnte sein, dass alle a; € p liegen, es sich durch Reduktion
modulo p also kein direkter Widerspruch ergibt. Trick: Betrache das Ideal
a = (ai,...,a,) von Or. Wir konnen ein Element a € a~! wihlen, so dass
a & a~'p. Es gilt dann a - a; € O fiir alle i, aber nicht alle a - a; € p. Die
Gleichung

aaiwi + -+ atpwy, =0

ergibt also modulo p einen Widerspruch.

Es bleibt zu zeigen, dass wy,...,w, ein Erzeugendensystem von L|K bil-
den. Betrachte den Og-Untermodul M = Ogwq + - -+ + Ogw,. Wir haben
O = M + Orp. Betrachte den Og-Modul N := 0, /M. Er ist endlich er-
zeugt, da Or, endlich erzeugt ist. Fiir ihn gilt: pN = N. Sei a1,...,a ein
Erzeugendensystem. Wir finden also «;; € p so dass

Wy = E aijwj
J

oder
w1

a-af:|=o0
W

fir die Matrix A mit Eintrégen o;;. Sei d = det(1 — A). Wie schon vor-
her (Multiplikation mit der adjungierten Matrix) bekommen wir: dN = 0.
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Ausserdem ist d # 0, denn det(1 — A) = 1 —tr(A) £ --- £ det(A) und alle
Summanden ausser 1 sind in p. Daher ist O, C éM und daher ist wq, ..., wpn
ein Erzeugendensystem.

(2) Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach e. Fiir e = 1 ist nichts zu
zeigen. Fiir jedes e bekommen wir eine exakte Sequenz von F-Vektorrdumen

00— /P—— 0L /P — 0L /B —=0

und miissen dime, ;5 (P! /P) = 1 zeigen. Daraus folgt dimp P! /P =
f. Die Dimension kann nicht 0 sein, denn dann wire ¢! = B¢ was der

eindeutigen Primfaktorzerlegung widerspricht. Es gibt also ein Element o #
0 in B~ /9. Die Abbildung

op — Pl/Pe

r = o

hat Kern P (da P maximal). Sie ist aber auch surjektiv, denn B¢ C («a) +
Pe C P!, Durch Multiplikation mit (¢~ 1)~! und der Maximalitit von
sieht man, dass entweder das linke oder rechte C eine Gleichheit sein muss,
und wegen o # 0 kommt die erste Gleichheit nicht in Frage. 0

Um die Zerlegung von p explizit zu bestimmt, muss also die Struktur von
Or/p0or als Op-Modul bestimmt werden. Wir nehmen dazu zunéchst an,
dass 0 = Ok[w], d.h. also, dass 1,w,...,w" ! eine Ganzheitsbasis von L
iiber K ist. Dies ist, wie wir gesehen haben, zum Beispiel immer der Fall,
wenn K = Q und L|Q quadratisch ist. In diesem Fall ist

o = 0k[X]/(q)

fiir ein Polynom ¢ € Ox[X] und daher
oL/p = 0k[X]/((q) +p) = (0x/p)[X]/ (@)

fiir die Reduktion g von ¢ modulo p. Machen Sie sich die zweite [somorphie
klar: Sie ist der entscheidende Trick!

Bezeichne wieder F' := O /p. Dies ist ein endlicher Kérper. Wir kénnen
nun das Polynom g € F[X] in irreduzible Faktoren zerlegen (F[X] ist ein
Hauptidealring und also faktoriell):

q=(q)" - (@)*
und nach dem Chinesischen Restsatz ist

o/ = FIX]/a= FIX]/@)" & - 0 FIX[/@)™]  ®)
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Satz 2.5.6. Die Zerlegungen (@ und (@ entsprechen sich, d.h. wir haben
eine Bijektion zwischen

{a:;} = {B:}
(0.B.d.A. mit derselben Indizierung) und
op/Pi = F[X]/q;  oL/(B:)” = FIX]/(g;)"
Insbesondere ist f; einfach der Grad des Polynoms ;.

Beweis. Die Zerlegung , die vom Chinesischen Restsatz herkommt, ist
sogar ein Ringisomorphismus. Insbesondere ist es daher auch eine Zerlegung
von Or-Moduln. Beachte 01, = 0k [X]/(q) und w (das Urbild von X') wirkt
auf den F[X]/(g;)¢ durch Multiplikation mit X. Betrachte die resultierende
Abbildung

o — FIX]/(g;)"

welche O auf F' reduziert und w auf X abbildet. Das Urbild des maximalen
Ideals (g;) rechts ist ein Primideal B; von O, und es folgt:

or/Bi = FX]/q;  oL/(B:)" = FX]/ (@)

Wir kénnen sogar aus dem Beweis entnehmen, dass explizit

“Bi = ¢i(w) +pOL ‘

ist, wobei ¢; € Ok [X] ein Urbild von g; ist.
Der Fall 0 = Ok[w], den wir am Anfang der Uberlegungen angenommen
haben, ist selten erfiillt. Wir konnen aber folgendes beweisen:

Satz 2.5.7. Seiw € Of, und betrachte Ok [X]/(q) = Ok|w] C Or. Definiere
das Ideal™]

f={feor|(f) COoxw]}

Falls p zu | teilerfremd ist (d.h. pOr, +f= 0r) dann gilt Satz genauso
bzgl. der Zerlequng (@ von ¢ modulo p.

10Zcige als Ubung, dass dies ein Ideal ist und immer ungleich (0). Es wird auch der
Fiithrer von Ok[w] genannt. Wegen der negativen Konnotation dieses Begriffs in der
deutschen Sprache wurde auch schon die Bezeichnung Schaffner als Riickiibersetzung
von engl. conductor vorgeschlagen.
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Beweis. Wir miissen dazu nur beweisen, dass der Ringhomomorphismus

Okw]/pOK[w] — OL/pOL

ein Isomorphismus ist. Dann geht alles genauso.

Zunéchst folgt aus pOy, 4+ f = Of, auch, dasﬁ p+fNOxg = Ok. Schreibe
l=y+fmit fefNnOgundyep

Surjektivitit: . Fiir ein beliebieges x € O, erhalten wir x = yx + fz. Modulo
pOy, ist x also kongruent zu fz, was aber nach Definition von § in Og[w]
liegt.

Injektivitit: Sei © € O[w] N pOr und schreibe x = yx + fz. Es folgt:
fr € pOkw] und yz € pOK|w]. O

2.5.8. Wir mo6chten nun am Beispiel der quadratischen Zahlkérper die Prim-
ideale von Ok bestimmen. Sei dazu K = Q(v/d) mit d € Z\ {0} quadratfrei
(d > 0 oder d < 0 spielt fiir diese Fragestellung keine Rolle). Wir wissen be-
reits, dass der Ring der ganzen Zahlen leicht unterschiedliche Form hat, je
nachdem, ob d =1 (4) oder nicht. Wir betrachten zunéchst den einfacheren
Fall d = 2,3 (4). In diesem Fall ist die Diskriminante 4d und wir haben

Die Aufgabe, die uns durch Satz gestellt wird, ist also das Polynom
X? — d modulo der Primzahlen p in Z zu faktorisieren. Offenbar zerfillt
dieses Polynom genau dann, wenn d modulo p ein Quadrat ist. Dazu fiihrt
man fiir ¢ € Z und Primzahlen p # 2 das folgende Symbol ein, genannt
Legendresymbol:

1 falls X2 =a (p) 16sbar und p 1 a,
(a) =< —1 falls X2 = a (p) nicht lssbar,
0 fallsp]a.

Ausserdem fiihren wir noch eir@

1 falls a = +1 (8)
(9) =4 -1 fallsa= 43 (8).
0 falls2]a.

Wir erhalten:

1Sei y + f = 1, dann ist auch o(y) + o(f) = 1 fiir alle o : L — K. Multipliziere diese
Ausdriicke alle zusammen.

12Djes wird historisch nicht Legendresymbol genannt, sondern ist ein Spezialfall vom
Kroneckersymbol.
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Satz 2.5.9. In Ox = Z[\/d], d quadratfrei, d = 2,3 (4), mit Diskriminante
D = 4d gilt fiir eine Primzahl p € Z:

(p) prim (trige) falls <l;> =1,
(p)=p-p (voll-zerlegt) falls <§> =1,
(p) =p®  (verzweigt)  falls (l;) —0.

Sei im zweiten Fall a eine Losung von a®> = d (p). Dann gilt:
p:(paa—i_\/g) E:(p7a_\/zl)‘

Im dritten Fall ist

p=(p,Vd)
falls p # 2. Falls p =2, so bekommen wir
p = (2,Vd) oder p = (2,14 Vd)
je nachdem, ob d = 0,1 (2).
Fiir den anderen Fall erhalten wir analog:

Satz 2.5.10. In Og = Z[HQ‘/E], d quadratfrei, d = 1 (4), mit Diskriminante

D = d gilt fiir eine Primzahl p € Z:

(p) prim (trdge) falls <l;> = -1,

1

)

(p)=p-p (voll-zerlegt) falls (g)
(p) =p® (verzweigt)  falls (i) =0.

Fiir p # 2 bekommen wir (wie vorher) im zweiten Fall: Falls a eine Ldsung

von a® = d (p) ist, dann gilt:

p:(p,a—k\/;i) ﬁ:(pva_\/;i)
und im dritten Fall (d.h. p|d):

p= (pv \/&)
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Falls p = 2 ist p in diesem Fall unverzweigt und im 2. Fall (d.h. d=1 (8))

15t
1++d _ 1—+d

p:(2a )

Beachte, dass in jedem Fall (fiir beliebige d) eine Primzahl p genau dann
verzweigt ist, wenn p|D. Eine Tatsache, die sich auf andere Zahlkorper ver-
allgemeinert.

Beweis von Satz[2.5.10. Zunéchst kénnen wir wegen Satz [2.5.7] fiir p # 2
auch mit Z[v/d] arbeiten, da das Ideal § in diesem Fall ein Teiler von (2) ist.

Dazu ist nur zu sehen, dass 2 - Z[HT\/&] C Z[V/d], was offensichtlich ist. Den
Fall p = 2 lassen wir als Ubung. O

Zum Abschluss beweisen wir noch das folgende Lemma iiber die Zerlegung
in Primideale:

Lemma 2.5.11. Sei L|K eine Galoiserweiterung von Zahlkérpern, seip ein
Primideal von O und sei

€1 €k

die Zerlegung in Primideale von Or,. Dann sind alle e; gleich und Gal(L|K)
operiert transitiv auf den ;.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Falls B und 3’ zwei Primideale von Oy, sind,
mit p C P und p C P, dann gibt es ein ¢ € Gal(L|K) mit P = oP.
(Die Gleichheit der zugehérigen e; folgt dann durch Anwenden von o aus
der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung). Wir beweisen dies durch Wi-
derspruch und nehmen an, dass P’ # o8 fiir alle o € Gal(L|K). Nach dem
Chinesischen Restsatz gibt es dann ein z € O mit

r=0 (P x =1 (oP) fiir alle o
Betrachte nun die Norm

Npg(z) = Hg(m)-

Sie liegt nicht in B, da alle o(z) = 1 (B). Andererseits liegt = € ', daher
auch die Norm. Da ' N0k = p ist also Ny (x) € p C PB. Widerspruch. [
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2.6 Zyklotomische Korper

In diesem Abschnitt wollen wir den Ring der ganzen Zahlen und deren Prim-
ideale in den zyklotomischen Korpern Q((,:) bestimmen, wobei (,; eine pri-
mitive p'-te Einheitswurzel ist. Hier ist p eine Primzahl. Das ganze kann
man auf beliebige Q((,,) verallgemeinern. Wir werden das allerdings nicht
diskutieren.

Satz 2.6.1. Der Ring der ganzen Zahlen in K = Q((y,) ist
O = Z[sz].

Ganze Zahlen in Q((,1) bestehen also einfach aus Polynomen in einer pl-ten
Einheitswurzel mit ganzen Koeffizienten.

Wir benétigen einige Voriiberlegungen und schreiben ab jetzt einfach ( fiir
Cpt+

Lemma 2.6.2. 1. Fiir i und j teilerfremd zu p sind die Elemente i:g

Einheiten im Ring Ok .

2. Es gilt die Idealgleichung

(h) = (1= )7
dabei ist p(p!) = p'~Y(p — 1) die Eulersche @-Funktion.
3. Die Diskriminante von Z[(,| ist eine Potenz von p.

Beweis. 1. Es gentigt sicher, dies fiir j = 1 zu zeigen, denn alle anderen
Ausdriicke sind Quotienten derjenigen fiir j = 1. Wegen

1
1—¢

ist das Element ganz. Nun gilt aber ¢ = (¢*)7 fiir ein Element j mit i - j =
1 (p"). Daher ist auch der Kehrwert ganz.

2. Wir wissen aus der Algebra, dass ¢ Nullstelle des p!-ten zyklotomischen
Polynoms ist, also

=14C+---+ 71

xr 1

=1y -1 ;
m:Xza -1 4y .4y XxP 41 = H (X —¢h.

i€(Z/p' L)
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Indem wir in diesem Ausdruck X = 1 setzen, ergibt sich
r= [ (-¢).
i€(Z/p'Z)*

Da sich nun die Elemente 1 — ¢* nach 1. nur bis auf Einheiten voneinander
unterscheiden folgt die Idealgleichung:

(n) = (1= .
3. Wir wissen nach dem Beweis von Lemma [2.2.4] dass
d(]"<7"'7<g0(pl)_l) = H (C] _C’L)'
i,jE€(L/'L)*
i)

Nun sind aber die p'-ten Einheitswurzeln modulo jeder Primzahl ¢ # p
verschieden, da ¢* — 1 irgendwann einmal durch p' teilbar wird (¢ hat end-
liche Ordnung modulo p'). Daher kann dieser Ausdruck héchstens 0 werden
modulo p aber nicht modulo anderen Primzahlen. O

Beweis von Satz[2.6.1. Wegen der in Lemma 2. bewiesenen Gleichung

(p) = (1 —¢)*®)

gibt es in der folgenden Formel nur einen Summanden:

n=> efi=¢@) f

1

Da aber sicherlich n < ¢(p') (da ¢(p') der Grad des zyklotomischen Poly-
noms ist) gilt

(1-¢) prim und n=g¢@®) und f=1.

Der Grad der Kérpererweiterung ist also tatséchlich gleich ¢(p'). (Dies ergibt
einen alternativen Beweis, dass das p!-te zyklotomische Polynom irreduzibel
ist.) f = 1 bedeutet, dass O /(1 —() = Z/pZ ist, also insbesondere Z+ (1 —
() = Ok und also auch:

Z[¢l+ (1 = () = Ok
Durch Multiplikation mit 1 — ¢ ergibt sich (1 —¢) = (1 — ¢)Z[¢] + (1 — ¢)2.

Wenn wir dies einsetzen:

ZIC + (1 =) = ok.
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und schliesslich per Induktion unter Verwendung von (1—¢)?®) = (p), dass

Z[C() + (p°) = Ok.

fiir beliebiges s. Nun haben wir in Lemma gelernt, dass dOx C Z[(]
fiir die Diskriminante d von Z[(] welche nach Lemma [2.6.2] 3. eine Potenz
von p ist, also:

(p°) C Z[C]-
Wir erhalten
Z[¢] = Ok.
O

Wir mdchten nun die Primideale in Z[¢] bestimmen und schauen uns dazu
wiederum an, wie ein Hauptideal (¢), wobei ¢ eine gewdhnliche Primzahl
ist, in Z[(] in Primideale zerfillt. Fiir ¢ = p wissen wir schon, dass (p) =
(1 - C)‘P(pl) die Zerlegung ist, d.h. (1 — ) ist in diesem Fall das einzige
Primideal iiber p. Ansonsten konnten wir Satz [2.5.6| anwenden und erhalten
dass die Zerlegung

() =ai" - qi

der Faktorisierung des zyklotomischen Polynoms

xr 1

I—1(,_ 1—1 .
WZXP -1 L. L XxPT 41 = H (X = ¢Y).

i€(Z/p'2)*

modulo (g) entspricht. Wir kénnen allerdings anders argumentieren. Zunéchst
sind modulo ¢ alle Nullstellen verschieden, wie wir schon im Beweis des Lem-
mas oben benutzt haben. Deshalb konnen keine Potenzen auftreten. Jeder
Faktor 0r,/q; wird nun tiber F, von einer p'-ten Einheitswurzel erzeugt. Es
handelt sich also um die kleinste Erweiterung von F, welche eine solche
enthilt, d.h.

#0r/9i = q’
und f ist die kleinste natiirliche Zahl so dass p'|(¢f —1). Wir haben bewiesen:

Satz 2.6.3. Sei L = Q((y), sei ¢ # p eine Primzahl und f die Ordnung
von q modulo p'. Dann gilt in O,

(@) =a1-ak

und alle Tragheitsgrade [Or/q; : Fy] sind gleich f und also k = “0(}01).
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2.7 Das quadratische Reziprozititsgesetz

Seien p # q zwei Primzahlen kongruent 1 modulo 4. Das quadratische Rezi-
prozitéitsgesetz ist die erstaunliche Aussage

(5)-0)

fiir das Legendresymbol (siehe [2.5.8]). Falls p und ¢ beliebige Primzahlen

wobei p* = —p fiir p =3 (4) und 2* = 2 gesetzt wird.

Es ergibt sich hier einfach aus dem Vergleich der Erkenntnisse, die wir
iiber die zyklotomischen und die quadratischen Zahlkorper gewonnen ha-
ben. Zunichst haben wir:

Lemma 2.7.1. Fir ungerade p enthdlt Q((pz) I > 1 genau einen quadrati-
schen Zahlkérper und zwar Q(1/p¥).

Q(Cy) | > 3 enthilt genau die quadratischen Zahlkirper Q(v/—1),Q(v/2)
und Q(v/=2).

Beweis. Sei p ungerade. Wir wissen, dass Gal(Q((,)|Q) = (Z/p'Z)*. Diese
Gruppe ist zyklisch von gerader Ordnung (wir werden das hier nicht bewei-
sen, da es eher der elementaren Zahlentheorie angehort). Diese hat daher
genau eine Untergruppe vom Index 2. Daher gibt es nach Galoistheorie ge-
nau einen quadratischen Zwischenkorper K:

L:=Q(¢) | K =Q(Vd) | Q.

Behauptung: In K ist auch hochstens die Primzahl p verzweigt. Falls wir
nédmlich eine Gleichung
90K = q°

hétten, und qOr, = q1 - - - qn, dann ist auch

q0r, = (q1 - "%)2

und daher ¢ verzweigt in Op. Wir haben gesehen, dass dann ¢ = p sein
muss. In unserer Bestimmung der quadratischen Korper haben wir gesehen,
dass ein quadratischer Kérper genau an den Primzahlen verzweigt, die die
Diskriminante d bzw. 4d teilen. Der Fall 4d darf also nicht vorkommen,
denn sonst wére 2 verzweigt. Daher muss d = 1 (4) sein und ausserdem
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muss d = *p sein, denn sonst wire eine andere Primzahl q # p verzweigt.
Es bleibt nur d = p, falls p =1 (4) und d = —p, falls p =3 (4).

Sei p nun gerade. Wir wissen, dass Gal(Q((y)|Q) = (Z/2!Z)* = 7/2' 727 x
Z/2Z. Auch die zweite Isomorphie wollen wir hier nicht beweisen. Fiir [ > 3
gibt es darin genau 3 Untergruppen vom Index 2. Die zugehorigen quadra-
tischen Zahlkorper diirfen hochstens an der Primzahl 2 verzweigt sein. D.h.
es kommen nur d € {—2,—1,2} in Frage. Alle anderen d sind durch eine
andere Primzahl teilbar. O

Das Lemma sagt uns insbesondere, dass die Wurzel /p* als ganzzahliges
Polynom in einer primitiven Einheitswurzel ¢, ausdriickbar ist. In der Tat
kann man fiir ungerade p zeigen, dass

e 2 e

a€(Z/pL)*
Z.B.ist V=3 = (3 — (3 = 2¢3 — 1. In diesem Fall ist sogar Q((3) = Q(v/—3).

Genauso ist a
V2= (3) ¢
a€(Z/87)*

oder auch )
1+

(s = ol
D.h. Q(¢4) = Q(+/—1) und Q((s) ist das Kompositum von Q(v/—2), Q(v/—1),
und Q(v2).

Wir zeigen nun

Satz 2.7.2. Sei K = Q(\/p*) und q eine Primzahl ungleich p. Dann ist q
voll-zerlegt in K genau dann wenn

(-

Nun hatten wir aber bereits gesehen, dass in Q(v/d) eine Primzahl ¢ genau
dann voll-zerlegt ist, wenn <%> = 1, also hier fir D = d = p*, wenn
(%) = 1. Es folgt:

Korollar 2.7.3 (Quadratisches Reziprozititsgesetz). Fir zwei Primzahlen

q p
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Beweis von Satz[2.7.3. Wir nehmen zunichst an, dass p ungerade ist. O.B.d.A.
ist g # p.
Sei f die Ordnung von ¢ modulo p. Da Fj zyklisch ist, kann man dann

schreiben
p—1

q=¢&7

wobei £ ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe ist. ¢ hat also eine Qua-

dratwurzel genau dann wenn % gerade ist:

-1
(q) =1 & P2 gerade.

p f
l\ﬁun zerfallt (q) in Q(¢p) nach Satz ink= % Primideale. Wir haben
also
9\ _ | o (q) zerfallt in Q((p) in
p) eine gerade Anzahl von Primidealen.

Daher geniigt es zu zeigen

(q) zerféllt in Q((p) in
eine gerade Anzahl von Primidealen

& (q) voll-zerlegt in Q(~/p*).

Wir wissen, dass Q(v/p*) € Q((p). Bezeichne die Kérper wie folgt:
L=QG) | K=QWpr)|Q

Wir haben in K entweder
gOr =qq oder ¢Og prim
und daher in L

qOL:ngkﬁlﬁk oder qongl"'Qk’-
—_— Y——
q0r, a0,

Nach Lemma[2.5.11|operiert die Galoisgruppe Gal(L|Q) = (Z/pZ)* transitiv
auf dieser Zerlegung. Wir sehen, dass der 1. Fall, d.h. (¢) voll-zerlegt in K
genau dann auftritt, wenn die Galoisgruppe Gal(L|K) nicht transitiv ope-
riert. Wir haben im Beweis von Lemma gesehen, dass die Galoisgruppe
Gal(L|K) die eindeutig bestimmte Untergruppe von Gal(L|Q) = (Z/pZ)*
vom Index 2 ist. Die Aussage folgt daher aus Lemma [2.7.4] unten.

Falls p = 2, dann ist ¢ ungerade, und die Aussage des quadratischen Re-
ziprozitétsgesetzes (welche dquivalent zu der zu beweisenden Aussage ist)
folgt durch Vertauschen von p und ¢ unter Beachtung von 2* = 2 (nach

Definition) und (%) = () (ebenfalls nach Definition). O]
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Lemma 2.7.4. Sei G eine endliche zyklische Gruppe gerader Ordnung wel-
che auf einer Menge X transitiv operiert, und H C G die (eindeutig be-
stimmte) Untergruppe vom Index 2. Dann gilt

#X gerade < H operiert nicht transitiv auf X

Beweis. Ubung. Wir haben X = G//H' wobei H’ der Stabilisator eines (und
daher aller) Elemente aus X ist. H operiert also genau dann transitiv, wenn
H - H' = @ ist. Nun iiberlege man sich:

#X gerade 2 |[G:H' | H CcH& H-H #G.

3 Minkowski-Theorie

3.1 Der additive Minkowski-Raum

Wir haben in [2.3.3] gesehen, dass der Ring der ganzen Zahlen O in einem
Zahlkorper K eine Ganzheitsbasis besitzt, also ein freier Z-Modul ist:

O 27"

Fiir den Fall der imagindr-quadratischen Koérper ergab sich eine natiirliche
Einbettung 0 C C. Der Ring der ganzen Zahlen, und auch jedes Ideal
darin, wird so zu einem Gitter in C. Wir méchten gerne diese Situation fiir
einen beliebigen Zahlkorper herstellen. Aus einem freien Z-Modul M vom
Rang n kann man immer einen R-Vektorraum von der Dimension n machen,
in den M als Gitter eingebettet ist, ndmlich das Tensorprodukt

M®ZR.

Wir werden die Eigenschaften der Tensorprodukte hier nicht im Detail stu-
dieren, da sie eher der (elementaren) Algebra angehtren. Wichtig ist fiir uns
nur: Falls z1,...,z, eine Z-Basis von M ist, so ist z1 ® 1,...,z, ® 1 eine
Basis von M ®7R als R-Vektorraum. Hier passiert also etwas sehr einfaches.
Wenn einmal die Basis von M festgehalten wird, besteht M aus Vektoren
aus n ganzen Zahlen. M ®7 R besteht aus Vektoren aus n reellen Zahlen
und die Einbettung M — M ®z R fasst einfach einen ganzzahligen Vek-
tor als Vektor mit reellen Eintrigen auf. Es ist klar, dass M in M ®z R
ein Gitter bildet. Der Vorteil des Tensorproduktes ist, dass die Definition
basisunabhéngig ist.
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Wir betachten also den reellen Vektorraum
Kg := 0 @z R= K ®qg R.

Lemma 3.1.1. Es gibt einen kanonischen (also von allen etwaigen Wahlen
unabhdngigen) Isomorphismus von R-Vektorriumen (oder sogar R-Algebren)

Kr = P Ro &y C = R'aC’.
T:K—R o,0:K—C
Paar konjugiert
komplexer Einbettungen

Hier ist t die Anzahl der reellen Einbettungen und s die Anzahl der Paare
komplex konjugierter Einbettungen. Insbesondere gilt: v + 2s = n.

Beweis. Wir betrachten zunéchst K¢ := K ®g C. Es gibt eine kanonische
C-lineare Abbildung

Koo - ) C 0
o K—C
Eoa — (a-ok))e.

Beachte, dass das Tensorprodukt durch die formalen Symbole k£ ® « fiir
k € K und «a € C erzeugt wird. Dafiir, dass die Abbildung wohldefiniert ist,
ist notwendig und hinreichend, dass die Formel bilinear in o und k ist. Dies
kann man direkt ablesen. Wir wollen zeigen, dass sie invertierbar ist. Dazu
wihle ein primitives Element w von K. K hat also die Basis 1,w,...,w" !
als Q-Vektorraum. Die MatrixE der Abbildung @ ist offenbar durch

1 oj(w) -+ o1(w

1 oplw) -+ op(w)

gegeben. Dies ist eine VANDERMONDE Determinante und ungleich 0, da alle
0;(w) verschieden sind. Die Abbildung ist also ein Isomorphismus. An der
Formel @D liesst man sofort ab, dass dies sogar ein Isomorphismus von C-
Algebren ist.

Auf K ®qg C gibt es einen R-linearen Automorphismus F' (aber nicht C-
linear!), der von der komplexen Konjugation herkommt, und den wir auch
“komplexe Konjugation” nennen wollen. Es ist durch F(k ® o) = k@ @

Bhzgl. der Basis 1 ® 1,w ® 1,...,w" ! ® 1 links und der offensichtlichen (durch die
Einbettungen indizierten) rechts.
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gegeben. K ®qg R ist also die Menge der Invarianten unter F'. Wie sieht
F' auf der rechten Seite von @ aus? Dies ist nicht einfach die komplexe
Konjugation in jedem Eintrag a, (dieses wire nicht mit der Abbildung @
vertriglich), sondern wird durch

F:a,— (G7)s

gegeben. Falls 0 = @, also falls o eine reelle Einbettung ist, dann konju-
giert F' einfach den entsprechenden Eintrag. Ansonsten werden die Eintrige
fiir o und @ vertauscht und dabei komplex kongugiert. Falls wir die Ein-
bettungen durchnummerieren: 7, ..., 7. fiir die reellen Einbettungen, und
01,01,...,0s,05 fiir die Paare von komplex konjugierten Einbettungen, so
wird F' also gegeben durch

A7y A7y
Qr, Qr,
% |- | %
agl aal
(473 s aF s
Az, Qg

mit a,, e R,i=1,...,tund a,, € C,i =1,...,s. O

3.2 Gitter

Der Schliissel, um die Endlichkeit der Klassenzahl zu beweisen, liegt darin,
in den Idealen von Ok FElemente zu finden, deren Norm méglichst klein
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ist. Die MINKOWSKI-Theorie, die wir in diesem Kapitel entwickeln werden,
gibt Werkzeuge, um dieses “moéglichst klein” quantitativ zu messen. Wir
beginnen mit der prizisen Definition des Begriffs “Gitter”.

Definition 3.2.1. Sei V ein R-Vektorraum der Dimension n. Ein Gitter
in V ist ein (freier) Z-Untermodul von V

L =Zv + -+ Zup,

so dass vi,...,V, R-linear unabhingig sind. vi,...,v, heisst Basis des
Gitters. Die Menge

O :={rv1+ - Fzpv, |z, €R, 0<2; < 1}
heisst Grundmasche des Gitters.

Beachte, dass die Forderung, dass vy, . . ., vy, R-linear unabhéngig sind, nicht
automatisch ist. Z.B. ist Z + v/2Z C R ein freier Z-Untermodul vom Rang
2, aber 1 und v/2 sind natiirlich nicht R-linear unabhingig.

Definition 3.2.2. Fin Gitter I' C V' heisst vollstingig, wenn m = n ist,
also falls vy, ..., v, eine R-Basis von V bilden.

Aquivalente Definitionen sind:
LV=U,er®+
2. Die natiirliche Abbildung I' ®7 R — V ist ein Isomorphismus.
3. V/T ist kompakt.

Wir lassen den Beweis als Ubung.

Erinnere, dass eine Teilmenge I' C V' in einem topologischen Raum diskret
heisst, wenn zu jedem v € I' eine offene Umgebung U > « existiert so, dass
UNT = {v}. Wir haben folgende Charakterisierung:

Lemma 3.2.3. Eine Untergruppe I' des endlich dimensionalen reellen Vek-
torraums V ist genau dann ein Gitter, wenn sie diskret ist.

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass RI' = V ist, dass also V von
den Vektoren in I' erzeugt wird.

Es ist dann klar, dass ein Gitter diskret ist, denn v+ ®° — %(vl +- 4oy, ist
offen und erfiillt offenbar die Bedingung I'N (y+®° — 5 (vi+- - -+vy,)) = {7}
Hier ist ®° das Innere der Grundmasche.
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Wéhle umgekehrt eine Basis v1,...,v, von V mit v; € I". Bezeichne I'g =
Zvy + - - - + Zv,. Es geniigt zu zeigen, dass der Index

[F . Fo]

endlich ist. I'/Ty bettet nun in die kompakte Gruppe V/T'y ein. Es ist also
diskret in einer kompakten Menge, daher endlich. O

3.3 Volumen
Wir méchten gerne das Volumen eines Gitters I' durch
vol(T") := vol(®)

definieren, wobei ® die Fundamentalmasche ist. Im R" ist klar, was mit
dem Volumen gemeint ist. In einem beliebigen R-Vektorraum V hingt dies
erstmal von der Basiswahl ab. Wir wollen uns zunéchst {iberlegen, dass es
geniigt, ein Skalarprodukt auf V' zu fixieren (also eine symmetrische, positiv
definite Bilinearform). Dieses induziert immer ein Volumen, so dass fiir eine
Orthonormalbasis v1, ..., v,

vol{zqv1 + - 4+ zpv, |z €R, 0<z; < 1}) =1

ist. Dazu miissen wir uns nur iiberlegen, dass fiir zwei verschiedene Ortho-
normalbasen vy, ...,v, und vj,...,v, und ein beliebiges Volumen auf V'
gilt:

vol({z1v1+ - ~+apvn | 2; € R, 0 < 2y < 1}) = vol({z 0]+ - ~+apv), | 2; € R, 0 < 2y < 1})

In der Tat unterscheiden sich die beiden nach der Integraltransformations-
formel um den Betrag der Basiswechselabbildung. Die Determinante einer
orthogonalen Abbildung ist aber immer gleich +1.

Lemma 3.3.1. Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n mit Skalar-
produkt (-,-) und zugehorigem Volumen. Fir ein Gitter I' = Zvy + - - - + Zoy,

gilt:

VOI(P) =14/ det((vi, vj))i,j‘
Beweis. Seivy,...,v] eine Orthonormalbasis und M die Basiswechselmatrix
welche vy, ..., v, in dieser Basis ausdriickt. Wir haben

vol(T') = | det(M)].

Andererseits ist
((vi, v3))ij ="M - M.

Daraus folgt die Behauptung. O
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3.3.2. Auf einem Zahlkoérper K haben wir stets die nicht-ausgeartete Bili-
nearform
(z,y) = trgjg(z - y)
betrachtet. Sie setzt sich linear auf Krp = K ®g R fort, und zwar einfach
durch
(r®a,y® B) =aftrgp(z-y).

Diese Bilinearform ist jedoch nicht positiv-definit und deshalb nicht geeig-
net, um ein Volumen zu definieren. Wir konstruieren deshalb eine andere

auf K ®g R, indem wir das hermitesche Standardskalarprodukt (bzgl. der
kanonischen Basis, die durch die Einbettungen gegeben ist) auf

KegC= P C
o:K—C

auf K ®g R einschrinken. Dazu beobachte, dass

Fao,Fb Zaa'o' Zao‘o‘ a¢77 >

Daraus folgt, dass auf dem Raum der F-Invarianten (welcher gerade K ®q
R ist) das hermitesche Standardskalarprodukt reelle Werte annimmt und
deshalb ein Skalarprodukt ist. Explizit wird es durch:

ar br,
Gr, bs,

( o, | [ bos Z ar;br; +2 Z (ao;)R(bo,) + S(ac,)S(bs;))
Gg, bs,

gegeben. Es ist also, bis auf einen Faktor 2 in den komplexen Variablen,
gleich dem Standardskalarprodukt (wenn man C mit R? identifiziert). Wir
wéahlen auf Kg nun das zu diesem Skalarprodukt assoziierte Volumen. Es
unterscheidet sich von dem gewd&hnlichen Volumen also durch den Faktor
25,

3.4 Der Minkowskische Gitterpunktsatz

Der Minkowskische Gitterpunktsatz ist das Hauptwerkzeug, um die End-
lichkeit der Klassenzahl und den Dirichletschen Einheitensatz zu beweisen.
Er ist recht elementar und besagt folgendes:
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Satz 3.4.1. Sei ' C V ein vollstindiges Gitter in einem R-Vektorraum der
Dimension n. Falls X CV irgendeine Menge ist, welche

1. zentralsymmetrisch ist (also z € X = —z € X);

2. konvex ist (also mit x,2' € X liegt auch die Verbindungsstrecke von
x nach ' in X);

3. und so dass vol(X) > 2" vol(I'),
dann gibt es einen von Null verschiedenen Gitterpunkt v € X NT.
Uberlegen Sie sich, dass die drei Bedingungen alle notwendig sind.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass y1 # v € I existieren, mit
1 1
(§X +71) N (§X +72) # 0.

Falls namlich %xl + v = %:vg + v mit x1,x2 € X, dann ist

1
73271—7225(:61—:62)6X

da %(."L‘l — x9) der Mittelpunkt der Verbindungsgerade zwischen z1 und —z5

ist.
Nehmen wir nun umgekehrt an, dass %X + v alle disjunkt sind. Dann gilt

vol(®) > Y vol(® 1 (L X +7))
~yel

1
= vol((® =) N 5%)

yerl’

1
= V01(§X) = 2""vol(X).

Dies widerspricht Bedingung 3. O

3.5 Die Endlichkeit der Klassenzahl

Die grobe Beweisidee der Endlichkeit der Klassenzahl ist:

1. Zeige, dass jedes gebrochene Ideal a ein Element x enthilt, so dass
Ng|g(z) “klein” ist. Daher ist das Ideal (z)a™! ganz und auch “klein”.
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2. Es gibt nur endlich viele “kleine” ganze Ideale.

Es folgt, dass sich jedes gebrochene Ideal durch ein Hauptideal von einem
“kleinen” ganzen Ideal unterscheidet. Es kann also nur endlich viele Ideal-
klassen geben.

Die “Grosse” eines Ideales wird wie folgt gemessen:

Definition 3.5.1. Sei a C Ok ein Ideal. Wir definieren die Norm von a
durch:

N(a) := [0k : a] = #0k /a.
Lemma 3.5.2. Es gilt:

1. N(og) = 1;

2. N(a)- N(b) = N(ab);

3. N((2)) = [Nkig(@)].

Insbesondere setzt sich die Norm auf die Gruppe Jx der gebrochenen Ideale
fort.

Beweis. 1. folgt aus der Definition.

2. Falls a und b teilerfremd sind, so folgt die Aussage sofort aus dem Chine-
sischen Restsatz. Es geniigt also unter Verwendung der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung

N(p™) = N(p)"

zu zeigen. Wir haben bereits im Beweis von Satz [2.5.5] gesehen, dass in der
exakten Sequenz

0——p"/p"! —— O /p"T! —— O /p" —0

der Modul p™/p"*! ein eindimensionaler O /p-Vektorraum ist. Es gilt also
#OK /P = #O0K [p #OK /p".
——
N(p)

Durch Induktion folgt die Aussage.
3. Sei I' C Ok irgendein freier Z-Modul vom selben Rang n wie Op. Seien

2, ...,a), und z1,...,z, Basen von I bzw. Ok und sei M die (ganzzahli-
ge) Basiswechselabbildung die ', ...,z in der Basis x1,...,z, ausdriickt.
Dann gilt

[0k : T = | det(M)].
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(Dies ist ein Satz aus der elementaren Algebra. Z.B. kann man 0.B.d.A.
annehmen, dass M Smith-Normalform hat. Die Aussage ist dann offensicht-
lich.) Nun geht aber das Hauptideal (x) aus O durch Multiplikation mit x
hervor. Die Determinante der Matrix der Multiplikation mit x ist aber per
Definition gleich Ngg(). O

Das Lemma sagt uns insbesondere, dass sich der Betrag der Normabbildung
von K* auf Jx fortsetzt:
K*— Jg

N
INm@\|¢ l
Q%o-
Wir moéchten den Minkowskischen Gitterpunktsatz auf das Gitter O

(oder auch andere Ideale a C Ok) in Kr anwenden. Dabei wéhlen wir auf
Kg das in konstruierte Volumen.

Lemma 3.5.3. Sei a C K ein gebrochenes Ideal. Dann gilt
vol(a) = +/|D| - N(a)
wobet D die Diskriminante von O ist.
Beweis. Sei zunéchst a C Ok ein ganzes Ideal. Zunéchst gilt
vol(a) = | det(M)| vol(Ok)

wobei M eine Basiswechselabbildung von einer Z-Basis von Ok in eine Z-
Basis von a ist. Wie wir schon im Beweis von Lemma [3.5.2] gesehen haben,
gilt auch

|det(M)| = [0k : a] = N(a).

Dies fiihrt uns zuriick auf den Fall a = Ok. Sei z1,...,z, eine Z-Basis von
Ok. Dann ist nach Lemma

vol(Of) = /det((xs, 5)) i

und es gilt

(wi, ) = Z oj(zi)oj(z;)

nach Definition des Skalarproduktes. Ahnlich wie im Beweis von Lemma,[2.2.4
4. kénnen wir daher schreiben

((zi, 7)) = A~ A
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wobei A = (aj (xi))ij ist. Andererseits ist auch (siehe wiederum Beweis von
Lemma |2 4.
(triiq(@i - z5))ij = 'A- A

und nach Definition ist die Diskriminante D die Determinante dieser Matrix.
Es gilt also

vol(Or) = \/det(*A - A) = \/det(4) - det(A) = v/Tdt(AIP = /D],

Den Fall, dass a ein gebrochenes Ideal ist, lassen wir als Ubung (wende das
Lemma auf ma an, fiir m € N geniigend gross). O

Damit kénnen wir nun den Minkowskischen Gitterpunktsatz anwenden
und erhalten

Satz 3.5.4. Jedes gebrochene Ideal a C K enthdlt ein Element x # 0 mit

Mol < (2) - VIDI M@

wobei D die Diskriminante von Ok 1st.

Beweis. Wir definieren die Menge
X ={a€Kg||as| < CVo}

(dabei durchlduft ¢ : K — C alle Einbettungen). Diese Menge hat das
Volumen 27(27)*C™ (Ubung). Falls dies grosser als 2" vol(a) ist, so finden
wir nach dem Minkowskischen Gitterpunktsatz [£.1.3]ein = € a mit z € X.
Berechne die Norm:

[Nkjo(z I—HIU ) <cr.

Wir kénnen C' so wéhlen, dass dies gerade (fiir beliebig kleines € > 0)
< 27"(2m)"% - 2" vol(a) + ¢,

ist. Da Normen ganze Zahlen sind, konnen wir das € auch weglassen, und
erhalten (unter Verwendung von n = r 4+ 2s und Lemma [3.5.3])

Moo < (2) ol = (2) - ViDI- Ve
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Aus diesem Satz konnen wir die Endlichkeit der Klassenzahl folgern, benttigen
aber noch die Aussage, dass es nur endlich viele Ideale mit beschrinkter
Norm gibt:

Lemma 3.5.5. Sei C > 0 eine Konstante. In Ok gibt es nur endlich viele
(ganze) Ideale a mit
N(a) <C.

Beweis. Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt
a= H p
p

und die ny sind nicht-negativ und durch a eindeutig bestimmt. Nach Lem-
ma |3.9.2] ist

N(a) =] NG@)"™.
p

Nun ist N(p) immer eine Potenz einer Primzahl (es ist definiert als die An-
zahl der Elemente im endlichen Koérper Ok /p). Jede Primzahl p kommt aber
nur fiir endlich viele p vor (ndmlich fiir genau diejenigen p, die in der Fakto-
risierung des Hauptideals (p) vorkommen). Es folgt, dass der Exponent n,
nur fiir eine feste endliche Menge von Primidealen p ungleich Null sein kann,
und dass diese ny, beschrinkt sind. Es gibt also nur endlich viele Wahlen. [J

Satz 3.5.6. In Ox enthdlt jede Idealklasse ein ganzes Ideal b C Ox mit

Norm .
N(b) < <72T> -/|D.

Beweis. Sei a ein Vertreter der Idealklasse. Nach Satz enthilt a=! ein
Element x # 0 mit

Nigola) < (2) - VIDT- (e

Das Ideal xb := (z)a ist dann ganz (da = € a~!) und hat Norm

N((@)a) = [Nigole)] - N(0) < (2) - V1T

Ausserdem liegen natiirlich a und (z)a in derselben Klasse. O

Korollar 3.5.7 (KRONECKER). Die Klassenzahl eines Zahlkorpers ist end-
lich.
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Beweis. Dies folgt sofort aus Satz und Lemma [3.5.5 O
Die Zahl (%)S - v/|D] aus dem Satz wird auch Minkowski-Schrank

genannt.
Der Beweis liefert sogar ein effektives Verfahren, um die Klassenzahl (und
sogar die Klassengruppe Clg) eines Zahlkorpers zu bestimmen. Man muss

dazu nur die endlich vielen Ideale mit N(b) < (2) - /|D| untersuchen.

Wegen der Faktorzerlegung in Primideale gilt sogar noch stérker: Die Klas-

sengruppe wird durch die Klassen [p] erzeugt, wobei p die Primideale mit
N(p) < (%)S /| D| durchlduft. Wir wollen dies an einigen Beispielen illus-
trieren:

Beispiel 3.5.8. K = Q(v/2). Die Diskriminante ist D = 8. Die Minkowski-

Schranke betrdgt:
2 S
<) -/|D| = V8 ~28.
7T

Also wird Clg durch Primideale mit Norm < 2 erzeugt. Ein solches muss
ein Teiler von 2 sein. Es gilt aber

Es gibt also nur ein Primideal mit Norm 2, das Hauptideal (v/2). Es folgt,
dass Clg = {1}.

Beispiel 3.5.9. K = Q(v/—14). Die Diskriminante ist D = —56. Also sind
genau 2 und 7 verzweigt. Die Minkowski-Schranke betrdgt:

<72T> /D] = %\/% ~ 4.764.
Also wird Clg durch Primideale mit Norm < 3 erzeugt. Wir haben
(2) = (V=14,2)* = p*.
-14 ist ein Quadrat modulo 3, daher (siehe Satz :
(3) = (1 +V~-14,3)(1 — V~14,3) = qq.

Keines der drei Ideale kann ein Hauptideal sein, denn N(a + b\/—14) =
a® + 14b% kann sicher nicht 2 oder 3 werden.

4Man kann diese Schranke durch eine verfeinerte Analyse auf 7% . (%)S -+/|D| verbes-
sern (siehe auch Abschnitt . Meist wird in der Literatur diese bessere Schranke als
Minkowski-Schranke bezeichnet.
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Um Relationen zwischen diesen Idealen zu finden, versuchen wir Elemente
mit kleiner Norm zu finden, die nur durch 2 oder 3 teilbar ist.
Z.B. ist

N2++v—-14)=4+14=18=9-2

Da 2 + \/—14 offensichtlich nicht durch 8 teilbar ist, kommt nur die Fakto-

TISIETUNG (24 \/—714) 4+ \/_714, 3)2(m, 2)

in Frage. Es gilt also [q)> = [p] oder [§)? = [p] in Clx und damit beide (da
die Gleichungen in Clg invers zueinander sind).
Wir bekommen also einen surjektiven Homomorphismus,

7Z/A7 — Clg
L = [q]

welcher 2 auf [p] und 3 auf [q] abbildet. Da keine dieser drei Idealklassen
trivial ist, handelt es sich um einen Isomorphismus.

3.6 Der multiplikative Minkowski-Raum und der Dirichlet-
sche Einheitensatz

Unser néchstes Ziel ist es, den Dirichletschen Einheitensatz zu beweisen.
Als Aufwérmbeispiel und um die Beweisstrategie zu illustrieren, wenden wir
uns erneut dem Beispiel der reell quadratischen Zahlkorper Q(\/&), d >
0 zu. Wir wollen mit dem Minkowskischen Gitterpunktsatz [£.1.3] erneut
beweisen, dass unendlich viele Einheiten existieren. Wir haben auf Seite 16
gesehen, dass es geniigt, unendlich viele Elemente & € Ok zu finden, so dass
|Ngig(z)| < C (fiir irgeneine feste Zahl C' € R). Wir betrachten wiederum
Ok eingebettet als Gitter in Kg. Letzterer ist in diesem Fall isomorph zu
R? und die Einbettung sieht wie folgt aus

Og <— RQ,
e ().
oa(x)
Dabei ist o7 die reelle Einbettung, welche durch v/d — v/d gegeben ist und o9

die Einbettung, welche durch v/d — —v/d gegeben ist. Schreibe C' = C; - Cy
fiir irgendwelche Zahlen C; und Cs und betrachte das Rechteck:

X={(") eR?||a1| <O |ag| < Co}.
ag
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Dieses hat Volumen 4C. Falls 4C > 4,/|D| = 4vol(Ok), finden wir also
nach dem Minkowskischen Gitterpunktsatz ein x € O N X, welches
nicht Null ist. Es ergibt sich

|Ngjo(@)] = lo1(z)] - |oa(z)| < C1 - C2 = C.

Wir haben also ein Element mit Norm < C' gefunden. Es ist dafiir |01 (z)| <
Cy. Wihle nun 0 < Cf < |o1(z)] und CY := C/C]. Wiederum finden wir
ein Element 2’ # 0 mit Norm < C, welches wegen |01 (2')] < C] < |o1(2)]
ungleich z ist. Induktiv finden wir so die gewiinschte unendliche Menge von
Elementen z € O mit [Ngg(7)| < C.

Der Dirichletsche Einheitensatz besagt allerdings nicht nur, dass unendlich
viele Einheiten existieren, sondern gibt dariiberhinaus Auskunft iiber den
genauen Rang von O} als Z-Modul. Sein Beweis ist im Prinzip analog,
erfordert aber eine etwas genauere Analyse der Situation.

Satz 3.6.1 (Dirichletscher Einheitensatz). Sei K ein Zahlkérper, r die An-
zahl der reellen Einbettungen und s die Anzahl der Paare komplex konju-
gierter Einbettungen nach C. Dann gilt

O = g x 271
wobei py die (endlich zyklische) Gruppe der Finheitswurzeln in K ist.
Fiir reell quadratische Korper ist r = 2 und s = 0. Es ergibt sich also
O} = {£1} x Z.

Mit anderen Worten finden wir eine Einheit ¢ € 0} (die sogenannte Gr-
undeinheit) so dass jede Einheit von der Form

+e”

fiir ein n € Z ist.

Die Beweisstrategie fiir den Dirichletschen Einheitensatz besteht darin, zu
zeigen, dass O%/px (als multiplikative Gruppe!) ein vollsténdiges Gitter in
einem Vektorraum der Dimension r + s — 1 ist.

Um von der additiven Gruppe in Kg auf eine multiplikative iiberzugehen,
betrachten wir die Abbildung
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1: Ky — Rt

log |ar, |

log |ae, ?

log |a“0's|2

Dabei ist K die Teilmenge von KR, in der alle Koordinaten ungleich 0 sind.
Sie triagt eine Gruppenstruktur, in der einfach die Eintrdge multipliziert
werden. Die Abbildung [ ist ein Gruppenhomomorphismus.

Da 0} C Ky, bekommen wir auch einen Gruppenhomomorphismus

[:05 — R™5,
Wir iiberlegen uns zunéchst

1. Der Kern von [ (eingeschrankt auf 07 ) besteht gerade aus der Gruppe
i der Einheitswurzeln in K.

2. [(0}) ist enthalten im Unterraum

H={veR"™ | > v, +> v, =0}

Dieser Raum hat offensichtlich die Dimension r» + s — 1.

Beweis. 1. Sei x € 0}, so, dass l[(z) = 0. D.h. log |o| = 0 fiir alle Einbettun-
gen o (reelle und komplexe!), oder dquivalent |o(z)| = 1 fiir alle Einbettun-

gen o. Betrachte die Potenzen 1,z,22%,.... Sie erfiillen alle |o(2™)| = 1 fiir
alle Einbettungen. Dies bedeutet aber, dass 1, z, 22, ... alle im kompakten
Bereich

€ K | lan| <1 as| <1}

von Kpg liegen. Hierin kénnen sich sich nur endlich viele Elemente von Og
befinden, da Ok darin ein Gitter bildet, x muss also eine Einheitswurzel
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sein. Umgekehrt ist es klar, dass eine Einheitswurzel |o(x)| = 1 fiir alle
Einbettungen erfiillt.
2. Wir haben gesehen, dass fiir Einheiten = € 0} gilt: Ngg(z) = £1. Es

gilt also
[T1m@I- I loi(@) = 1.
i=1 i=1

Anwenden des Logarithmus ergibt:
T S
> log|ri(x)| + > log |oi(x)[* = 0.
i=1 i=1

I(x) liegt also in H. O
Satz 3.6.2. [(0},) bildet ein vollstindiges Gitter in H.

Wir wollen uns zunéchst {iberlegen, dass hieraus der Dirichletsche Einhei-
tensatz folgt:

Beweis von Satz[3.6.1. Wir haben gesehen, dass [ den Kern pg hat. Wenn
das Bild von [ ein vollsténdiges Gitter in H bildet, heisst dies, dass I(0},) =
Z'+s=1 (r 4+ s —1 ist die Dimension von H). Wir bekommen also eine exakte

Sequenz
l

1 Lk 0% y/ R —

Daraus folgt aber sofort (Ubung) 0% = g x Z'571 da Z'+*~1 eine freie

Abelsche Gruppe ist. O

Wir bendtigen noch ein Lemma, das analog ist zu den Uberlegungen auf
Seite 16 fiir reell quadratische Korper, fiir das wir allerdings jetzt einen
versténdlicheren Beweis zur Verfiigung haben:

Lemma 3.6.3. Sei C' > 0 eine Konstante. Bis auf Multiplikation mit Ein-

heiten gibt es nur endlich viele Elemente x € Ok mit beschrinkter Norm
[Nkje(@)| < C.

Beweis. x und ' stimmen genau dann bis auf Multiplikation mit einer Ein-
heit {iberein, wenn (z) = (2). Wir haben aber in Lemma [3.5.5| gesehen, dass
nur endlich viele Ideale mit beschréankter Norm existieren. O

Wir benétigen zum Beweis von Satz [3.6.2] eine Vorbereitung.
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3.6.4. Wihle eine reelle Konstante C' > (%)S V/|dk|. Nach den Lemma gibt
es eine endliche Menge {x1,...,zr} C Or \ {0} so dass gilt:
Fiir € O \ {0} mit [Ng|g(x)| < C gibt es eine Einheit € und i so dass

r =€ ;.
3.6.5. Wir betrachten Tupel positiver reeller positiver Zahlen

c=(CryyeveyCrpyCoyyeneyCoy,)

HcTi-Hcgi =C

und betrachten die Menge (ganz analog zu dem Quadrat, dass wir im Fall
der reell quadratischen Kérper betrachtet haben):

mit

€ Kr ‘ ‘aTi’ < Crys ’aJi’ < Co; }

Diese hat Volumen vol(X,) = 2"(27)*C. Da C' > (%)S VIdk| gilt: vol(X,) =
27(2m)*C > 2"/|D| = 2" vol(0k). Nach dem Minkowskischen Gitterpunkt-
satz gibt es also ein Element x € Ok N X, ungleich Null und nach Kon-
struktion von X, gilt |V K|Q($)\ < C. Es gibt daher, wie wir uns iiberlegt
haben, eine Einheit € und i so, dass x = ¢ - z;.

Beweis von Satz[3.6.2. Um zu zeigen, dass [(0% ) ein Gitter ist, reicht es zu
begriinden, dass es diskret ist. Es geniigt hierzu eine offene Umgebung von
0 € R""* anzugeben, so dass [(0%) N'Y = {0}. Betrachte ein ¢ > 0 und die
offene Menge

Y i={veR™||v,| <c |vg,| <cl

Das Urbild von Y in K unter [ ist die Menge

cKg|e®< |ay] <€ e¢<ay|? <e}.
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Dies ist ebenfalls eine beschrankte Menge, in der deshalb nur endlich viele
Elemente des Gitters Ok liegen, und daher erst recht nur endlich viele Ein-
heiten. Daher enthélt auch der Schnitt [(0%,)NX nur endlich viele Elemente.
Wir kénnen daher ¢ so klein wahlen, dass nur noch 0 in X N1(0}) liegt.
[(0}) ist also in der Tat ein Gitter.

[(0%) ist genau dann vollstandig, wenn wir eine beschrdnkte Menge Y C H
finden kénnen, so dass

H= ] l(e)+V. (10)
eeO%
Betrachte die Menge
k
Y= JU(Xe) = U(z:)) N H
i=1

wobei die z; in [3.6.4] gewiihlt wurden.

Behauptung: 1. Y ist beschréinkt und 2. Y erfiillt . Daraus folgt, wie wir
gesehen haben, der Satz.

Bewets der Behauptung:

1. Es gilt offensichtlich:

(Xe) = U(zi) C{y e R™ | y; < RVj}.

fir ein R € R. Die Eintrdge y; konnen hier zwar beliebig negativ werden,
aber unter der Bedingung y € H folgt auch, dass y; > —(r + s)R fiir alle j.
Die Menge (I(X.) — l(x;)) N H ist also beschrénkt und damit auch Y.
2. Sei nun v € H beliebig und € ein Urbild in Ky unter [. Es gilt nun

Xc=¢€"-Xu

_1 : :
fiir ¢/ = e™"icy, und ¢, = e 2%ic,, und wegen v € H gilt dann immer

noch
[Ie Tl =c

Nach den Uberlegungen in finden wir also ein x € OxNXy mit x = e-x;
fiir eine Einheit €, also:
ez € (eV)h X

Anwenden von [ ergibt:
I(e) + U(z;) € —v+1(X,)
oder

velle ™) +1(X,) —1(x).
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und da v € H und I(¢7!) € H auch:
vellehH+Y.
Y erfiillt also in der Tat (10). O

4 Mehr iiber Verzweigung und Zerlegung

4.1 Die Satze von Hermite und Minkowski

Wir haben bereits im Fall der quadratischen Zahlkérper Q(v/d) diskutiert,
dass die Verzweigung (also die Information dariiber, welche Primzahlen p
in Ok verzweigt sind) einiges iiber K aussagt. Z.B. ist, wie wir gesehen ha-
ben, jeder quadratische Zahlkoérper mindestens an einer Primzahl verzweigt
und Q(V/d) ldsst sich fast aus dieser Information rekonstruieren. Wir ha-
ben fiir quadratische Zahlkorper auch gesehen, dass eine Primzahl genau
dann verzweigt, wenn sie die Diskriminante teilt. Dies soll hier auf beliebige
Zahlkoper verallgemeinert werden:

Satz 4.1.1. Eine Primzahl p ist genau dann in Ok verzweigt, wenn p|D.
Ausserdem werden wir die folgenden wichtigen Sétze beweisen.

Satz 4.1.2 (Hermite). Sei C' > 0 gegeben. Dann gibt es nur endlich viele
Zahlkorper K mit
|DK‘ < C.

Satz 4.1.3 (Minkowski). Es gibt keine Zahlkérper, fir die alle Primzahlen
unverzweigt sind.

Der Satz von Minkowski verallgemeinert sich nicht auf Kérpererweiterungen
L|K zwischen Zahlkérpern. Es gibt sehr wohl solche Erweiterungen in denen
alle Primideale p von Ok in O, unverweigt sind. Allerdings kann man zeigen
(dies ist Teil der Klassenkorpertheorie), dass es nur endlich viele solche Er-
weiterungen gibt, die Abelsch sind. In der Tat gibt es eine maximale solche,
den sogenannten Hilbertschen Klassenkorper H| K, fiir dessen Galoisgruppe
iiberraschenderweise

Gal(H|K) = Clg

gilt. Inbesondere gibt es, wie fiir K = Q, keine Abelschen iiberall unverzweig-
ten Erweiterungen, wenn K Klassenzahl eins hat. Allerdings kann es auch
in diesen Fallen nicht Abelsche iiberall unverzweigte Erweiterungen geben.
Im Hilbertschen Klassenktrper H ist ein Primideal p von K genau dann
voll-zerlegt, wenn es ein Hauptideal ist.
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Beweis von Satz[{.1.1. Der Beweis ist einfacher, wenn wir O = Z[w] an-
nehmen, es also eine Ganzheitsbasis der Form 1,w,w?,...,w" ! gibt. Dann
haben wir im Beweis von Lemma 4. die Gleichung

D = [J(oi(2) = o;())
i

bewiesen, wobei die o; alle Einbettungen von K in einen fest gewéhlten al-
gebraischen Abschluss von Q durchlaufen (davon gibt es genau n). Es reicht,
die Einbettungen in die Galoissche Hiille L von K darin zu betrachten. Auf
der anderen Seite wissen wir (Satz dass die Zerlegung von p

(p) = Hp?’

der Zerlegung modulo p des normierten Minimalpolynoms ¢ € Z[z] von w
entspricht:

g=]]g¢" (modnp).

Wiéhle nun ein Primideal B iiber p in Op. (L war die Galoissche Hiille
von K). Das Polynom ¢ zerfillt dann modulo 8 in Linearfaktoren und die
Nullstellen sind gerade die Reduktionen der ¢;(€2) modulo . Die Diskrimi-
ante ist also genau dann 0 modulo 3, wenn in ¢ modulo B keine mehrfachen
Nullstellen vorkommen. Da endliche Kérper separabel sind, ist dies gleichbe-
deutend damit, dass in ¢ modulo p keine mehrfachen Faktoren vorkommen.
Da die Diskriminante in Z liegt, ist sie dariiberhinaus 0 modulo ¥ genau
dann, wenn sie 0 modulo (p) ist, da PN Z = (p). O

Wir geben nun einen zweiten Beweis, fiir den wir die Annahme O = Z[w]
nicht bené6tigen, der aber etwas technischer ist. Wir brauchen einige Vorbe-
reitungen:

4.1.4. Sei R ein Ring und S eine R-Algebra, welche frei von endlichem Rang
als R-Modul ist. Dann koénnen wir auf S immer eine Spurpaarung nach R
definieren durch

(z,9)s|r = trg|r(T - y)
wobei die Spur trgp(a) als die Spur der Matrix der Multiplikation mit «
bedeutet. Beachte, dass dies sinnvoll ist, da S ein freier R-Modul ist und wir

daher jede R-lineare Abbildung in eine Matrix entwickeln kénnen. Ferner ist
die Spur nicht von der Basiswahl abhéngig.
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4.1.5. Betrachte nun Ok als freien Z-Modul. Wir haben dann

<x7 y>OK|Z = <E7 y>OK/(p)|IFP (mod p)

Wir lassen die Verifikation als Ubung. Beachte, dass O ein freier Z-Modul
vom Rang n ist und ebenso Ok /(p) ein freier F)-Modul (=F,-Vektorraum)
vom Rang n. Man kann sogar als Basis fiir letzteren die Reduktion einer
Basis von O als Z-Modul nehmen.

4.1.6. Falls S = S1 x --- x S, ein endliches Produkt von [F)-Algebren ist,
und S ein endlicher F)-VR ist, dann gilt:

(T,9)s|F, = Z@?z’, Yi) Si|F, -

)

Insbesondere ist (—, —) gjr, genau dann nicht ausgeartet, wenn alle (—, —) g, |,
nicht ausgeartet sind.

Zweiter Beweis von Satz[{.1.1 Nach gilt

plD & (=, =)o /(m)F, nicht ausgeartet.

(p) = Hp?

die Faktorzerlegung von (p) in Primideale. Nach dem Chinesischen Restsatz
gilt dann

Sei

Ok /(p) = O /pT" X === X O /0.

Und nach ist (—, =)o, /(p)F, nicht ausgeartet, genau dann wenn alle
(—, _>0K /oS, nicht ausgeartet sind. Die Aussage des Satzes folgt also aus
den beiden folgenden Behauptungen:

L (-, _>0K/mle nicht ausgeartet,
2. (= =)0y jpeir, dusgeartet, falls e; > 1.

1. folgt aus Lemma 4., da ein endlicher Korper separabel ist. 2. Falls
e; > 1 gibt es in Ok /p;* (mindestens) ein nilpotentes Element . Dann ist
auch z -y nilpotent fiir alle . Ebenso ist jede Matrix, die die Multiplikation
mit z - y darstellt, nilpotent. Die Spur einer nilpotenten Matrix ist 0. D.h.
das Element z erfiillt

(x, y>01</pfilﬂ*‘p =0  firalley.

Die Form ist also ausgeartet. O
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Um die Sitze von Hermite und Minkowski beweisen zu koénnen, benotigen
wir eine Verschirfung von Satz [3.5.6}

Satz 4.1.7. In Ok enthdlt jede Idealklasse ein ganzes Ideal b C Ox mit

Norm s
N(b)gm-c;) -V/IDI.

Beweis. Wenn wir uns anschauen, wie Satz bewiesen wurde, reicht es
zu zeigen, dass jedes (gebrochene) Ideal a ein Element mit Norm

n! 4\°
Nigal)l < 2+ (3) VDT NG
enthalt. Bisher hatten wir in K die Menge
X :={a € Kg | l|as| <CVo}

mit Volumen 2"(27)*C™ betrachtet. Wir betrachten nun stattdessen die
Menge
X':={acKr| ) las| <C}.
g

Wir lassen als (nicht ganz einfache) Ubung zu verifizieren, dass diese das
Volumen 2"7* % hat. Um den Minkowskischen Gitterpunktsatz anwenden
zu kénnen, muss

n

C
vol(X') =27 - 7* - - > 2" -vol(a) = 2" - \/[D] - N(a)
n.

sein, also
4 S
C" >nl- <> v/ |D| - N(a).
T

Wahle C' so, dass
4 S
on = () ID] - N(a) +e.
T

Unter dieser Bedingung finden wir ein Element x € a ungleich 0, welches in
X’ liegt. Um die Norm von x abzuschiitzen, bedienen wir uns der Unglei-
chung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel:

M@l = o [[lle@ <~ 3 o)
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Da > _|o(z)| < C, nach Definition von X', gilt:

Mol < 55+ () - VIBT- N0+

s

Da Normen von Elementen von a diskrete Werte annehmen, kénnen wir
wiederum das € auch weglassen. 0

Wir kénnen damit den Satz von Minkowski folgern:

Beweis von Satz[{.1.3 Da die Norm eines Ideals immer grosser gleich 1 ist,

folgt aus Satz dass
nl [4\"?
nn<7r> VD] =1,

(wobei noch n > 2s benutzt wurde) also

)

Behauptung: Die rechte Seite ist stets > 1, falls n > 1.

Daraus folgt dass es keine Zahlkorper mit Diskriminante +1 geben kann und
daher nach Satz keine an allen Primzahlen unverzweigten Erweiterun-
gen von Q.

Beweis der Behauptung: Bezeichne die rechte Seite mit a,. Es gilt

as = g > 1.
Ausserdem ist fiir n > 1
Ap41 % T 1\" [«
w 'ﬁ:@*n) ﬁ“
da (1 + %)n monoton steigend ist und fiir n = 2 gleich % > 2. O

Aus dem Beweis konnen wir entnehmen, dass die Diskriminante mit dem
Korpergrad gegen unendlich geht. Dass heisst umgekehrt fiir einen Korper
mit beschrinkter Diskriminante muss auch der Grad beschriankt sein. Dies
benutzen wir, um den Satz von Hermite zu beweisen:
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Beweis von Satz[{.1.3 Es geniigt also zu beweisen, dass es nur endlich viele
Zahlkorper K mit gegebenem Grad n und gegebener Diskriminante D gibt.
Dazu machen wir eine Fallunterscheidung:

Fall I: K hat eine reelle Einbettung 71: Betrachte dann in K die Menge

€ Kr | lan| <C, |ax| <1VK #7 }.

Dabei ist C irgendeine fest gewéhlte Konstante, x durchlauft die restlichen
Einbettungen ungleich 71. Falls vol(X) > 2" vol(0Of) = 2"/|D| ist, gibt es
also einen Gitterpunkt z € Ox mit x € X. Beachte: Dazu miissen wir nur
C gross genug machen, relativ zu n und D, also unabhdngig von K!

Dann gilt |7 (x)| > 1, denn aus |k(z)| < 1 fir alle Einbettungen s wiirde
|Nijo(x)| < 1 folgen, was Unsinn ist. Daher muss z ein primitives Element
sein, d.h. K = Q(x). Ansonsten gébe es eine andere Fortsetzung & von 71[gs)
mit k(z) = 71(x) im Widerspruch zu |k(a)| < 1. Das Minimalpolynom
q € Z[X] von x bestimmt also K (da K = Q(z)), hat Grad n und aus z € X
folgt, dass die Koeffizienten von ¢ nur in Abhéngigkeit von C beschrankt
sind. Da sie dariiberhinaus ganze Zahlen sind (x ist ganz) gibt es nur endlich
viele Moglichkeiten fiir q.

Fall IT: K hat nur komplexe Einbettungen: Betrachte dann in Ki die Menge

o,
X:={| | €Kr| |Sas| <C, Rag,| <1, |ax| <1VKF#o1 }.
Qo

s

Der Beweis funktioniert dann genauso wie fiir Fall I. Beachte, dass fiir x €
XNOg gelten muss: o (x) # 0, also sind auch oy (x) und 77 (z) verschieden.
O

4.2 Hilbertsche Verzweigungstheorie

Sie L|K eine Galoiserweiterung und p C O ein Primideal. Schon im Beweis
des quadratischen Reziprozititsgesetzes wurde verwendet, dass die Galois-
gruppe G := Gal(L|K) transitiv auf den Primidealen B; operiert (siehe
Lemma , welche in der Faktorzerlegung in Primideale von Oy,

el

poL =P - - Zk
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vorkommen. (Beachte: dies sind genau die Primideale B von Oy, welche
“tiber p liegen”, d.h. fiir die P N O = p gilt.) Daraus folgt sofort, dass
alle e; iibereinstimmen miissen ¢ := e¢; = --- = ¢, und dass wir einen
Isomorphismus

sz\G = {mlv"'vmk}
Gy, -0 = o(B)

haben (fiir alle 7). Dabei ist Gy, der Stabilisator von 9;, also die Menge der
K-Automorphismen von L, die %B; als Menge festhalten:

Gq?,i = {O’ eqG | U(‘Bl) = ;Bz}
Aus der Transitivitét folgt sofort, dass fiir zwei Primideale 3; und 3, welche
iiber p liegen, ein o € G existiert, so dass

Gy,

3

:U_l'quj - 0.

Alle G, sind also zueinander konjugierte Untergruppen von G. Falls G
sogar Abelsch ist, sind sie daher alle gleich.

Nicht nur die Verzweigungsindizes, sondern auch die Tréigheitsgrade der 3;
stimmen {iberein, f := fi = -+ = fj, denn fiir ein o mit o(P;) = ‘B,
definiert

OL/Bi — OL/B; (11)
x = o(x)

einen Isomorphismus von endlichen Koérpern. (Erinnere, f; wurde definiert
als der Korpergrad [0r/%; : Ok/p].) Die wichtige Formel aus Satz [2.5.5]
reduziert sich also im Galoisfall zu

n:efk

und daher ist #Gyp =7 =¢e- f.
Nach Galoistheorie entsprechen nun die Untergruppen von G gerade den
Zwischenkorpern von L|K.

Definition 4.2.1. Die Untergruppe Gop heisst die Zerlegungsgruppe von
B und der Fizkérper Zy heisst der Zerlegungskoérper von L.

Es folgt:

Gp={1} & Zp=L < pvoll-zerlegt
Gp=G & Zp=K <& punzerlegt (dh. k=1)

83



Fiir jedes P iiber p bekommen wir einen Homomorphismus

Gy — Gal(on/Plox/p) (12)
wobei das Bild eines o wie in definiert wird.
Lemma 4.2.2. Der Homomorphismus (@ st surjektiv.

Beweis. Sei w ein primitives Element von L|K, welches wir 0.B.d.A. als
ganz annehmen kénnen. Das Minimalpolynom ¢ von w faktorisiert in L in

Linearfaktoren: .

g=[](X —w)
i=1
mit w; = w und mit w; € 0. Betrachte nun die Reduktion dieser Gleichung
modulo ‘B:

=[x -@)  (modP)
i=1

Die Erweiterung Or /B wird iiber Og /p durch @ erzeugt. Das Minimalpo-
lynom von @ ist ein Teiler von . Jeder Galoisautomorphismus & der Er-
weiterung O /PB|Ox /p muss w offensichtlich auf eine andere Nullstelle die-
ses Minimalpolynoms abbilden (und ist dadurch eindeutig festgelegt). Diese
Nullstellen sind aber auch Nullstellen von g und daher ist 7(w) = wj fiir ein
i. Nun gibt es aber auch einen Galoisautomorphismus ¢ von L|K, welcher
w auf w; abbildet. Es ist klar, dass die Reduktion von diesem o gleich &
ist. O

Definition 4.2.3. Der Kern des Homomorphismus @) wird mit Iy be-
zeichnet und Tragheitsgruppe von B genannt.
Der Fizkorper Ty heisst der Tragheitskorper von ‘B.

Wir haben also das folgendende Diagramm von Untergruppen mit zugehorigen
Fixkorpern und Graden
L {1}

¢
Ty Iy
f
Zop Gy
k
K G
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und nach dem Lemma gilt, dass Zg|Tip ebenfalls Galoissch (sogar zyklisch)
ist mit

Gal(Zy|Ty) = Gyp/Ip = Gal(0L/B|Ok /p).
Die Gleichheit [L|Tyg] = #Ip = e folgt aus der Gleichung n = efk und der
Multiplikativitéit der Korpergrade. Insbesondere gilt:

Ipy={1} & Tp=L <& punverzweigt .

Damit spiegelt sich das Zerlegungsverhalten von p vollsténdig in der Grup-
penstruktur der Galoisgruppe bzw. in der Zwischenkorperstruktur wieder.
Z.B. folgt auch: p tréige = L|K zyklisch, da in diesem Fall Gal(L|K) =

Gal(0L/B|Ok /p) ist.
Es ist noch interessant, sich zu {iberlegen, was mit p passiert, wenn wir es
nach und nach in den Ringen der ganzen Zahlen in Zg und Tsp faktorisieren.

Satz 4.2.4. 1. Pz := PN Oz, hat Trigheitsgrad 1 und Verzweigungs-
index 1 tiber p.

Falls L|K Abelsch ist, ist p also voll-zerlegt in Zsy;
2. Bz ist trige in Tg (daher der Name Tragheitskorper);
3. Pr = mZOTm ist rein verzweigt in O, d.h.
Prog =P*
und B hat Tragheitsgrad 1 tiber P .

Zusammenfassung:
L B =P B
e 1|e
f fl1 /
Zyp Bz Pz.2 “e
k 1 1/
K p

Hier haben wir an den Primideale die jeweils iibereinanderliegen links den
Trégheitsgrad und rechts den Verzweigungsindex notiert. Wie und wann die
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restlichen Primideale Bz2 = P2 N Oz, u.s.w. sich zerlegen, ist nicht klar.
Beachte, dass z.B. fiir die Zerlegung der Ideale unter By stattdessen die
Gruppe Gy, mit Zwischenkorpern Zgp, und T, betrachtet werden sollte!
Im Abelschen Fall sind alle Gruppen Gsp, gleich und die Situation wird viel
iibersichtlicher:

L B =P e B
e 1le lle
Ty Pr e Py,
f fl1 fl1
Zp Pz S Bzk
1
k 1 1/
K p
Beweis. 1. L ist auch Galois iiber Zg und falls wir
k/
Bzor = ([ %:,)°
j=1

schreiben, so muss k" = 1 sein, denn die Galoisgruppe Gy operiert immer
noch transitiv auf diesen B;; aber gleichzeitig ldsst sie — nach Definition —
‘B fest. Der Kérpergrad von L iiber Zg ist gleich e- f, wegen #Gy = 1 =e- f.
Da Gy /Ip zur Galoisgruppe der Restklassenkorperweiterung isomorph ist,
muss der Trégheitsgrad von B {iber Zg ebenfalls f sein. Da P das einzige
Ideal ist, welches iiber B liegt, also k = 1 ist fiir die Erweiterung L|Zp,
folgt, dass auch der Verzweigungsgrad von P in L gleich e sein muss. Es ist
eine einfache Ubung zu sehen, dass Trigheitsgrad und Verzweigungsindex
multiplikativ sind, daher miissen beide eins sein fiir P iiber p.

Fiir den Beweis von 2. und 3. kénnen wir annehmen, dass K = Zg, dass
also P das einzige iiber p gelegene Primideal von Oy, ist. In diesem Fall ist
p trige genau dann, wenn Gal(L|K) = Gal(0r/B|Ok /p) ist. Dies gilt nach
Definition von Iy fiir die Erweiterung Tip|K . Der Rest folgt dann wiederum
aus der Multiplikativitdt von Trégheitsgrad und Verzweigungsindex. O

4.3 Cebotarevscher Dichtigkeitssatz

Man kann sich umgekehrt fragen, ob eine gegebene Untergruppe von G im-
mer als Zerlegungsgruppe oder Trigheitsgruppe vorkommt. Diese Frage wird
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— neben anderen wichtigen Konsequenzen — durch den Satz von Cebotarev
beantwortet, den wir kurz diskutieren wollen, aber nicht beweisen. Sein Be-
weis erfordert Resultate der analytischen Zahlentheorie.

Definition 4.3.1. Sei L|K eine Galoiserweiterung von Zahlkorpern. Sei p
ein Primideal von O und B ein Primideal von Oy, diber p. Sei p* die Ord-
nung des Restklassenkiorpers O /p. Ein Urbild des Frobenius-Automorphismus

Fqg:mb—mz?pk

welcher die zyklische Galoisgruppe der endlichen Kdorpererweiterung Or, /B|Ok /p
erzeugt, unter dem Homomorphismus

Gy — Gal(OL/PB[0Kk /p)
heisst Frobeniuselement oy;.
Aus den Uberlegungen am Anfang des Abschnittes folgt sofort:

Lemma 4.3.2. Fulls p in O, unverzweigt ist, so ist o eindeutig bestimmdt.
Die Konjugationsklasse von oy ist dann sogar durch p bestimmt, denn es
gilt 1. o T = Or(p)-

Falls p unverzweigt ist, ist also o eindeutig bestimmt durch

op(R) = P
op(r) = P (mod ) Vo € Of.

Die Lage der Frobeniuselemente in Gal(L|K) gibt Auskunft iiber die Zerle-
gung von p in Or: Man iiberlege sich, dass fiir unverzweigte p (also e = 1

gilt):

n

ord(op) = — = f.

k
Der Satz von Cebotarev gibt Auskunft dariiber, fiir “wieviele” (unverzweig-
te) p eine gegebene Konjugationsklasse ein Frobeniuselement oy fiir ein
Primideal @ iiber p enthéhlt. Insbesondere besagt er, dass dies immer fiir
unendlich viele p der Fall ist. Um aber den Anteil an allen Primidealen p

von O zu messen, definiert man

Definition 4.3.3. Sei X eine Menge von Primidealen von Ok . Der Limes

. #{peX|Np <C}
X = A L TN G) < O

heisst die natiirliche Dichtigkeit von X, falls er existiert.
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Beachte, dass fiir eine endliche Menge X von Primidealen offensichtlich stets
0(X) = 0 gilt. Falls allgemeiner fiir eine Menge X die natiirliche Dichtigkeit
d(X) existiert und ungleich Null ist (oder nicht existiert), dann muss X aus
unendlich vielen Primidealen bestehen. 6(X) hingt dann von X nur “bis auf
endlich viele Primideale” ab. Das heisst, wenn wir endliche viele Primideale
zu X hinzufiigen oder entfernen, dndert sich §(X) nicht.

Satz 4.3.4 (Cebotarevscher Dichtigkeitssatz). Sei o € Gal(L|K) ein Ele-
ment. Die Menge

X (o) = {p | p unverzweigt und o = oy fir ein P dber p }

hat die natiirliche Dichtigkeit

Beweis. siehe z.B. [N, §13]1%] O

Dabei ist (o) die Konjugationsklasse von o. Beachte, dass auch X (o) nur
von der Konjugationsklasse von ¢ abhéngt. Insbesondere besagt der Satz,
dass jede Konjugationsklasse aus Frobeniuselementen fiir Primideale iiber
unendlich vielen p besteht.

Zusammen mit dem explizit bestimmten Zerlegungsverhalten der Primidea-
le in quadratischen oder zyklotomischen Kérpern erhalten wir interessante
arithmetische Konsequenzen. Zunéchst folgt, dass alle Ordnungen der Ele-
mente von G(L|K) tatséchlich als Triagheitsgrade von Primidealen auftre-
ten. Man kann aber noch feinere Informationen gewinnen. Z.B. folgt durch
Anwendung auf zyklotomische Kérper Q(¢,) iiber Q:

Satz 4.3.5 (Dirichletscher Primzahlsatz). Seien n € N und a € (Z/nZ)*.
Die Primzahlen p mait
p=a (mod n)
bilden eine Menge der natiirlichen Dichtigkeit ﬁ.
Beweis. Fiir Q(¢,) haben wir einen Isomorphismus

(Z/n2)" = Gal(Q((n)|Q)

a = Tq

15Neukirch verwendet die sogenannte Dirichlet-Dichtigkeit, die einfacher zu handhaben
ist. Fiir einen Beweis, dass der Satz auch bzgl. der natiirlichen Dichtigkeit gilt, siehe:
Lenstra, H. W.; Stevenhagen, P. (1996), “Cebotarev and his density theorem”
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welcher durch
Ta(Cn) = (Gn)”

festgelegt ist. Sei p 1 n eine Primzahl. p ist dann unverzweigﬂ Die Fro-
beniuselemente oy fiir alle 9B, die {iber pZ liegen, sind a priori alle gleich,
da Gal(Q(¢,)|Q) abelsch ist. Sei B eines von den Primidealen die iiber pZ
liegen. Aus der Definition folgt sofort, dass

U‘B(Cn) = TP(Cn) (mOd ‘13)

sein muss. Es folgt op = 7, da die Reduktion Gy — Gal(Og(c,)/BIFp)
injektiv ist. Daher folgt die Aussage des Satzes aus dem Cebotarevschen
Dichtigkeitssatz angewendet auf 7. O

5 Lokale Korper

5.1 Betrage

In der Analysis lernt man, dass die reellen Zahlen aus den rationalen durch
Vervollstandigung bzgl. des gewdhnlichen Absolutbetrages | - |o gewonnen
werden konnen. Das heisst genauer, dass sich die reellen Zahlen als die Men-
ge der Cauchy-Folgen rationaler Zahlen modulo Nullfolgen definieren lassen.
Uberraschenderweise gibt es auf den rationalen Zahlen — und allgemei-
ner auf Zahlkorpern — weitere Betrige, welche dieselben Axiome wie der
gewohnliche Absolutbetrag fiir Q erfiillen. Sie sind zahlentheoretischer Na-
tur. Wahrend fiir den gewohnlichen Absolutbetrag die Folge der natiirlichen
Zahlen {1,2,3,...} unbeschrinkt ist (wir nennen einen solchen Betrag “Ar-
chimedisch”) ist diese Menge fiir die anderen Betriige beschrénkt (wir nen-
nen sie deshalb “nicht-Archimedisch”). Fiir jede Primzahl p gibt es einen
solchen nicht-Archimedischen Betrag | - |, auf Q. Er hat die Eigenschaft,
dass ganze Zahlen a und b umso néher beieinanderliegen, je 6fter ihre Diffe-
renz durch p teilbar ist. Die Vervollstdndigung von Q bzgl. dieses Betrages
ist der Korper der p-adischen Zahlen Q,.

Definition 5.1.1. Sei K ein Kérper. Fin Betrag (oder auch eine multi-
plikative Bewertung) von K ist eine Funktion |-|: K — R mit

1. (Positivitdt) |0] = 0 und |x| > 0 fir alle x # 0;

2. (Multiplikativitit) |zy| = |z| - |y|;

Fiir n = I" fiir eine Primzahl { folgt dies aus den Uberlegungen in Abschnitt Fiir
den allgemeinen Fall, siehe z.B. [N, I, §10]
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3. (Dreiecksungleichung) |z + y| < |z| + |y|.

Beispiel 5.1.2. Der gewéhnliche Absolutbetrag | - |~ auf Q, R oder C. Die
Eigenschaften 1.-3. sind hier wohlbekannt. Fiir einen Zahlkorper K und eine
Einbettung o : K — C definiert

|z|5 = |o(2)]so
einen Betrag auf K.

Beispiel 5.1.3. Fiir jeden Kérper K gibt es den trivialen Betrag, der
durch 0] :== 0 und |x| := 1 fir x # 0 definiert ist. Dieser Betrag ist of-
fensichtlich uninteressant. Uberlegen Sie sich als Ubung, dass alle Betrige
eines endlichen Korpers trivial sind.

Beispiel 5.1.4. Der p-adische Betrag auf Q. Schreibe fiir eine ganze Zahl
x die Primfaktorzerlequng als

=] p.
p

Definiere dann fir eine rationale Zahl ungleich Null

‘%‘::p%w%%wx
p

Es ist klar, dass dies unabhingig von der Darstellung als Bruch ist.

Wir wollen uns iiberlegen, dass | - |, wirklich ein Betrag ist. Die Positivitét
ist klar. Die Multiplikativitdt folgt, da die Funktion v,(-) : Z \ {0} — N die
Relation v,(zy) = vp(x) + vp(y) erfiillt. Die Dreiecksungleichung hat sogar
eine verschérfte Form:

1z + ylp < max{|xp, |ylp}- (13)

Beweis der verschérften Dreiecksungleichung fiir | - |,. Seien x,y € Q gege-
ben. Sei b der Hauptnenner. Wegen

b - |z +yl = [bx + byl |b-x[+[b-y| = 1b] - [« + 0] - |y
geniigt es, den Fall x,y € Z zu betrachten und

vp(z +y) > min{vy(z), vp(y) }.
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zu beweisen. Falls x und y beide durch p teilbar sind kénnen wir die Mul-
tiplikativitidt erneut ausnutzen und daher sogar annehmen, dass 0.B.d.A. =
nicht durch p teilbar ist, also v,(x) = 0. Es ist dann

vp(z +y) > min{0, v,(y)} = 0.
zu zeigen, was aber nach Definition so ist. O

Lemma 5.1.5. Ein Betrag |- | erfillt genau dann die verschérfte Dreiecks-
ungleichung (13), wenn die Menge {|n| | n € N} beschrinkt ist.

Wie schon zu Beginn erwéhnt, nennen wir einen solchen Betrag nicht-
Archimedisch.

Beweis. Falls | - | die verschiirfte Dreiecksungleichung erfiillt, so gilt:
In|=14+---+1 <|1] =1

Umgekehrt, sei [n| < C fiir alle n € N. Dann gilt:

n n
otal =13 ()< X101 el i
r=0 r=0

Nun gilt: [z|" - [y["™" < max{|z|, |y[}". Da () € N ist also der Betrag durch
C' beschrankt, daher:

[z +y|" < C(n+ 1) max{]|x], [y|}".
Nach ziehen der n-ten Wurzel ergibt sich:

[+ y| < C% (n+1)7 max{e], [y}
und eine einfache Ubung zeigt, dass im Limes n — oo folgt:

|z + y| < max{|z], |y|}.
O

Definition/Lemma 5.1.6. In jedem Korper K mit nicht-Archimedischen

Betrag | - | isﬂ
O :={ze K|[x] <1}

"Wir verwenden dieselbe Bezeichnung, wie fiir den Ring der ganzen Zahlen in einem
Zahlkorper. Es gibt eine Verbindung zwischen beiden, wie wir spéter sehen werden.
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ein Unterring von K und
myg:={zre K ||z| <1}

ist das einzige maximale Ideal von Ok . Der Quotient heisst der Restklas-
senkorper von (K, |- 1).
Der Betrag heisst diskret, falls

| K|
eine diskrete Untergruppe von RY ist.

5.1.7. Wenn ein Betrag diskret ist, ist log | K*| eine diskrete additive Un-
tergruppe von R, also ein Gitter (Lemma [3.2.3). Falls der Betrag nicht der
triviale Betrag ist, so folgt |K™*| = Z. Daher:

1. Es gibt ein m € O mit
||

maximal unter den Betrigen < 1. Es wird auch uniformisierendes
Element genannt.

mg =7-0fk.

3. Jedes x € K* hat eine eindeutige Darstellung

r=c-m"

mit € € O} (d.h. || =1) und n € Z.

Man nennt das Paar (Og, mg) mit den Eigenschaften 2. und 3. auch einen
diskreten Bewertungsring.

Uberlegen Sie sich, dass der p-adische Betrag auf Q diskret ist und was diese
Aussagen in diesem Fall genau bedeuten.
5.2 Vervollstindigung, p-adische Zahlen

Wir wollen uns nun iiberlegen, dass auch fiir den p-adischen Betrag eine
Vervollstéindigung von Q existiert. Fixiere einen beliebigen Koérper K mit
Betrag |- |. Erinnere, dass eine Folge (a,,),en Cauchy-Folge heisst, falls fiir
jedes € > 0 ein N € N existiert mit

|an, —am| <e fir alle m,n > N.
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Definition 5.2.1. Wir nennen (K, |-|) vollsténdig, falls jede Cauchy-Folge
i K konvergiert.

Satz 5.2.2. Fir jeden Korper K mit Betrag | -| gibt es einen vollstindigen
Korper K mit Betrag | - |, eine FEinbettung ¢ : K — K welche mit dem
Betrag kompatibel ist und mit folgender universeller Eigenschaft: Fir jeden
Homomorphismus o : K — L in einen vollstindigen Kéorper (L, |-|), welcher
mit den Betrdgen kompatibel ist, existiert ein eindeutiger Homomorphismus
G:K > L so, dass 0 = 7 o L.

Aus der universellen Eigenschaft folgt, dass der Korper K mit seinem Be-
trag | - | eindeutig bestimmt ist (bis auf Isomorphie). Wir nennen ihn die
Komplettierung von K bzgl. |- |.

Beweisskizze. Der Beweis ist im wesentlichen der gleiche wie in der Analysis.
Man definiert K als die Menge der Cauchy-Folgen in K bzgl. | - |, modulo
der Menge der Nullfolgen. Die Cauchyfolgen bilden einen Ring bzgl. der
folgengliedweisen Addition und Multiplikation. Man zeigt, dass das Ideal der
Nullfolgen maximal ist, und daher der Quotient K ein Korper. Anschliessend
liberzeugt man sich, dass der Quotient tatséchlich vollsténdig ist. (Es ist a
priori nur klar, dass Cauchy-Folgen mit Elntragen in K in K konvergieren,
aber nicht unbedingt solche mit Eintrégen in K ) Die Einbettung ¢ : K — K
bildet ein Element = € K auf die konstante Folge x ab. O

Es ist leicht zu sehen, dass K in K dicht liegt, und ein diskreter Betrag auf
K seinen Wertebereich nicht dndert, also insbesondere diskret bleibt.

Definition 5.2.3. Seip eine Primzahl. Dann heisst die Komplettierung von
Q bzgl. des p-adischen Betrages der Kérper der p-adischen Zahlen

Qp.

Satz 5.2.4. Jedes x € Qp lisst sich in eindeutiger Weise darstellen als
unendliche konvergente Summe:

oo
n=N
mit a, € {0,...,p—1}, N € Z und ay # 0.
Es gilt |x|, = p~ N, die Elemente in Zy := Oq, sind genau diejenigen, bei

denen N > 0 ist. Ferner ist mg, = pZy, und der Restklassenkorper Zy/pZ, =
F,.
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Wir mochten spiter Analoga der p-adischen Betrige und p-adischen Zah-
len auch fiir Zahlkorper definieren und formulieren daher den Satz etwas
allgemeiner.

Satz 5.2.5. Sei (K,|-|) ein vollstindiger Kérper mit diskretem nicht-
Archimedischem Betrag. Wihle eine Menge S C Ox wvon Reprisentanten
des Restklassenkdrpers

k= OK/mK

und ein uniformisierendes Element m € K. Dann hat jedes x € K eine
eindeutige Darstellung als unendliche konvergente Summe:

o
T = Z anm"
n=N
mit a, € S und an # 0.

Wir wollen zunéchst uns iiberlegen, dass Satz aus diesem Satz folgt.
Wir miissen uns dazu iiberlegen:

1. p ist ein uniformisierendes Element.

2. Der Restklassenkérper von Q) ist F), (denn dann ist S := {0,...,p—1}
ein Représentatensystem.)

1. folgt, da

Q5| = |Q*| = p”
(eine diskreter Betrag dndert unter Vervollstindigung nicht seinen Werte-
bereich). p hat daher auch in @, unter den Elementen mit Betrag < 1 den
maximalen, ndmlich p~!.
2. Der Restklassenkorper von Q bzgl. dem p-adischen Betrag ist gleich F),
(Ubung). Auch er #indert sich nicht unter Vervollstindigung, denn K liegt
dicht in K: das heisst insbesondere, dass zu jedem z € Op ein ¥ € Ok
existiert mit

|z —2'| <1

/

und daher z = 2’ (mod mz).

Beweis von Satz[5.2.5. In einem vollstéindigen Kérper mit nicht-Archimedischem
Betrag gilt:

o
Zan konvergiert < lim |a,| = 0.
n—oo

n=0
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Wir lassen den Beweis als Ubung. Da |a,7"| < |7|* und |r| < 1, konvergiert
also die Summe.

Um die Umkehrung zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass fiir jedes z € K
genau eine Summe der Form

M-—1
Ty = Z anm"
n=N
mit a, € 5, ay # 0 existiert, so dass
lz — ap| < |7

Wir beweisen das durch Induktion nach M.
Induktionsanfang: Wir haben schon in gesehen, dass sich jedes Element
von K eindeutig als

.’E:5'7TN

mit |¢| = 1. schreiben lisst. Es gibt nun ein eindeutiges ay € S mit ay =
¢ (mod mg). Es gilt dann

’x —CLNTFN’ < |7r‘N+1

und x4 = stV ist eindeutig bestimmt.
Induktionsschritt: Wir haben

o — | < |mM
und xps ist eindeutig bestimmt. Nach dem selben Argument wie im Induk-
tionsanfang finden wir ein ajs € S so dass
2z — 2p — aper™| < |x M

und ayy ist eindeutig bestimmt. Setze dann xpr41 := zpr + aymM. ]

Beispiel 5.2.6. Jede natiirliche Zahl x € N ldsst sich als eine eindeutige
endliche Summe

N
n=0
mit an € {0,...,p — 1} schreiben.
FEs gilt in Q, (Teleskopsumme!):
o0
~1=> (p—1)p"
n=0
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Es gilt in Qp, (Formel fir die geometrische Reihe):
1 S
p—1 - Zp :
n=0

Allgemeiner ldsst sich jede rationale Zahl als (schliesslich) periodische p-
adische Zahl darstellen.

5.3 Aquivalenz von Betriigen

Ein Betrag eines Korpers K definiert eine Topologie auf K in der die
offenen Mengen X C K diejenigen sind, so dass fiir alle x € X ein € > 0
existiert mit {y € K | |y — 2| < ¢} C X. Der Begriff der Cauchy-Folge und
damit die Komplettierung hdngen nur von der Topologie ab@ Wir wollen
daher untersuchen, wann zwei Betréige dieselbe Topologie definieren.

Mit jedem nicht-Archimedischen Betrag | - | ist auch | - |® fiir alle s € R<g
ein Betrag: Die Positivitdt und Multiplikativitit sind klar. Ausserdem ist

|z +y|* < (max{z], [y[})* = max{[]*, |y|*}.

(Fiir einen Archimedischen Betrag bleibt die Dreiecksungleichung im Allge-
meinen nur fiir s < 1 erhalten.) Offensichtlich definieren |- | und |- |* dieselbe
Topologie auf K. Die Umkehrung gilt auch:

Satz 5.3.1. Sei K ein Korper mit Betrdgen |- |1 und | - |2. Dann sind
aquivalent:

1. |+ ]1 und |- |2 definieren dieselbe Topologie auf K ;
2. i <1lezl2 < 1;
3. |1 =115 fir ein s € Rsg.
Sind diese Bedingungen erfiillt, nennen wir | - |; und | - |2 dquivalent.

Beweis. Wir nehmen an, dass die Betrége |- |; und | - |2 beide nicht trivial
sind (ansonsten sind die Aussagen klar).

3. = 1. ist klar und wurde schon erwahnt.

1. = 2.: |z| < 1 ist gleichbedeutend zu lim; o ™ = 0. Dies hingt nur von
der Topologie ab.

'8Eine Folge (a,) ist Cauchy-Folge, genau dann wenn zu jeder offenen Umgebung 0 €
U C X ein N € N existiert, so dass a.,, — an € U fiir alle m,n > N.
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2. = 3.: Seien z und y zwei Elemente des Korpers mit |y|; > 1 und daher
auch |yl > 1. Es geniigt zu zeigen, dass

log |z _ loglyly
log |z]z  loglyl2’

denn dann ist |z|; = |z]5, wobei s dieser Quotient ist welcher von z un-
abhéngig ist.
Genauso gut kénnen wir

log|x]1 _ log|x|
loglyli  log|yl2

zeigen. Sei o := izimi, d.h. [z[; = [y[f.

1. Wéhle eine Folge rationaler Zahlen g—: welche von oben gegen o kon-
Pn
vergiert. Es gilt dann |z]; < |y|{" fiir alle n, also |%|1 < 1. Daher

rPn

Pn
Jan |2 < 1 fiir alle n, also |zfy < |y|3" fiir alle n, also [z]2 < [yl3.

2. Waihle eine Folge rationaler Zahlen z—z welche von unten gegen a kon-
Pn

vergiert. Es gilt dann |z|; > |y fiir alle n, also |%~|; < 1. Daher

xPn

| yin

Pn
Sowl2 < 1 fiir alle n, also [z[z > |y|;" fiir alle n, also |z]2 > [y|5.

Zusammen folgt: |z]2 = |y|5. O

5.4 Die Satze von Ostrowski

Fir K = Q kennen wir den gewthnlichen Absolutbetrag und fiir jede Prim-
zahl p den p-adischen Betrag. Der erste Satz von Ostrowski, der in diesem
Abschnitt bewiesen werden soll, besagt, dass es bis auf Aquivalenz keine
anderen (nicht-trivialen) Betrége auf Q gibt.

Satz 5.4.1 (Ostrowski). Jeder nicht-triviale Betrag auf Q ist entweder zu
|- |0 oder einem | - |, dquivalent.

Beweis. 1. Sei |- | ein nicht-Archimedischer Betrag auf Q. Es gilt dann
fir n € N
In|=1[1+---4+1<1
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wegen der verschirften Dreiecksungleichung. Es gibt dann eine Prim-
zahl mit [p| < 1, weil sonst aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung
|z| =1 fur alle z € Q* folgt. Die Menge

m={zeZ||lz|<1}CZ

ist ein Ideal und wegen (p) C m C Z gilt (p) = m da (p) maximal ist.
Insbesondere gilt |¢g| = 1 fiir alle Primzahlen ¢ # p. Es folgt aus der
eindeutigen Primfaktorzerlegung

r Up(T)—Up(S
-] = |p| p(r)—vp(s)
S

Der Betrag ist also offensichtlich dquivalent zum p-adischen Betrag.

. Sei | - | ein Archimedischer Betrag auf Q.

Wir iiberlegen uns zunéchst einige Folgerungen aus den Betragsaxio-
men:

(a) Seien m,n € N und schreibe m in der n-adischen Entwicklung:
m=ay+an+---+ayn”

fir a; € {0,...,n — 1} und a, # 0. Dann gilt m < n" und daher

(b) SeineN. |n|=[1+---+1[ < |1 +--- 4|1 =n.
(c) Aus (a) und (b) folgt, wegen |a,| < ay, < n:

logm
logn

logm
logn

m| < (r + Dn(max{1, |n|})" < (

+ 1)n(max{1, |n|})

Beachte, dass wir noch nicht wissen, dass |n| > 1.

(d) Ersetze nun in (c) m durch m! und ziehe t-te Wurzeln:

(e) Im Limes t — oo ergibt sich:

logm

Im| < (max{1, [n[}) o=
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Falls nun |n| <1 fiir ein n > 1 folgt aus (e), dass |m| < 1 fiir alle m,
| - | wiire also nicht-Archimedisch. Daher ist |n| > 1 fiir alle n > 1 und
daher
logm
[m| < |n|esn
also
log|m| _ log|n|

logm — logn
fiir alle m,n > 1. Durch Vertauschen von m und n folgt

log |m| _ log|n|

logm logn
fiir alle m,n > 1. Sei s dieser gemeinsame Wert. Dann gilt:
n| =n® = |nZ.

Da jede positive rationale Zahl ein Quotient natiirlicher Zahlen ist,
folgt die Aussage.
O

Es gibt noch einen zweiten Satz von Ostrowski:

Satz 5.4.2 (Ostrowski). Jeder bzgl. eines Archimedischen Betrages | - |
vollstindige Korper K ist entweder isomorph zu R oder C und der Betrag
ist zum gewohnlichen dquivalent.

Beweis. K muss Charakteristik Null haben, denn ansonsten wére (das Bild
von) N in K endlich und somit beschriankt. Daher ist Q C K und die Ein-
schrankung von | - | auf Q ist dquivalent zum gewohnlichen Absolutbetrag
(nach Satz . Wegen der universellen Eigenschaft der Komplettierung
erhalten wir eine Einbettung R < K so dass die Einschrinkung von |- | auf
R gleich |- |5, ist.

Wir miissen daher nur zeigen, dass jedes £ € K eine quadratische Gleichung
iiber R erfiillt. Denn dann ist K =2 R oder K = C und im zweiten Fall, wie
wir gesehen haben, | - | gleich der eindeutigen Fortsetzung von |- |5, also
gleich dem komplexen Absolutbetrag (hoch s). Fiir ein z € C betrachte das
reelle Polynom

pa(w) = (z = 2)(x —2) =a” — (z — Z)w + 22

mit p,(z) = 0. Betrachte die Abbildung
f:C —- R
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Diese Abbildung ist stetig, da | - | stetig auf K und z — Z und 2% stetige
Abbildungen C — R C K sind. Es gilt lim,_,o, f(2) = oo und daher muss f
ein Minimum m annehmen. Die Menge

S={z€C| f(z) =m)

ist nicht-leer, beschrinkt und abgeschlossen. Es gibt daher ein zy € S mit
20|00 > |2|oo fiir alle z € S. Falls m = 0 gibt es ein z mit |[p,(£)| = 0 also
p2(&) = 0, d.h. & erfiillt eine quadratische Gleichung.

Wir beweisen m = 0 durch Widerspruch. Annahme m > 0. Wihle ein
0 < & < m und sei z; eine komplexe Zahl mit p,,(z;) = —e. Es gilt dann
21Z1 = 20Z0 + €, daher |21]|00 > |20|0o- Wegen der Wahl von zy muss daher

f(z1) >m

sein. Betrachte nun das Polynom
G(z) = peo(2)" — (=&)".
Es hat Nullstelle z; und noch 2n—1 weitere: 2o, . . ., z9,. Es gilt die Abschitzung;:
G| < Ip= (" + | — " = flz0)" + 7" =m" + ™.

Es gilt nach einer leichten Rechnung:
2n
G(2)? = [ [ pai(2).
=1
Wir haben daher

2n
IGOP =[] f(z) = fz)m™ .

i=1

Es folgt
f(zl)an—l < (mn _'_Esn)Q,

(0 ()

Im Limes n — oo ergibt sich

also

f(z1) <m.

Widerspruch. O
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5.5 p-adische Korper

Sei K ein Zahlkorper. Jedes Primideal p von Ok definiert analog zu den
p-adischen Betriagen auf Q einen p-adischen Betrag |- |, auf K. Die Defini-
tion benutzt die eindeutige Faktorzerlegung in Primideale. Sei x € K* und

schreibe
(o) = [T
p

Erinnere: Die Exponenten v,(z) sind ganze Zahlen und durch z eindeutig
bestimmt. Definiere dann

vp (@)
jaly =%

wobei e der Verzweigungsindex von p iiber p ist, wobei p diejenige Primzahl
ist mit p € p.

Fiir Q und (p) ergibt sich genau der p-adische Betrag, wie vorher definiert.
Ausserdem ist die Einschrankung von |- |, auf Q gleich | - |,. Fiir diesen
Zweck haben wir das é eingefiigt.

Fiir zwei verschiedene Primideale p und q definieren |-|, und |-|q indquivalente
Betrige, denn sei © € p aber x ¢ q. Dann gilt |z|, < 1 aber |z|; = 1.
Die Betréige konnen also nach Satz [5.3.1] nicht dquivalent sein. Insbesondere
hat der p-adische Betrag |- |, auf Q in der Regel mehrere verschiedene
Fortsetzungen auf einen Zahlkorper K (fiir jedes Primideal iiber p eine).
Dies kann fiir vollstdndige Korper nicht passieren:

Lemma 5.5.1. Sei K ein vollstindiger Kérper mit Betrag | - |k und L|K
eine endliche Kirpererweiterung. Dann gibt es genau einen Betrag | - |1 auf
L, welcher | - |k fortsetzt.

Beweis. Findeutigkeit der Fortsetzung: Sie haben in der Analysis gelernt,
dass alle Normen auf endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen dquivalent sind,
also dieselbe Topologie definieren und dass der Vektorraum fiir diese Topo-
logie wieder vollstandig ist.

Derselbe Beweis funktioniert fiir einen beliebigen vollstdndigen Korper. Und
ein Betrag auf L ist insbesondere eine K-Norm bzgl. | - |k. Daher sind al-
le Betrége auf L, welche | - |k fortsetzen, #quivalent. Da sie aber auf K
iibereinstimmen, miissen sie nach Satz gleich sein.

Ezistenz der Fortsetzung: Falls | - |k Archimedisch ist, haben wir gesehen,
dass K = R oder C so dass |- |g zum gewohnlichen Betrag dquivalent ist,
und falls K 2 R und L = C ist es klar, dass eine Fortsetzung existiert.
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Falls | - |k nicht-Archimedisch ist, beweisen wir dies zunéchst fiir den Fall,
dass die Bewertung diskret ist. Dann folgt sie aus dem, was wir zu Anfang
der Vorlesung gelernt haben. O ist als diskreter Bewertungsring offensicht-
lich ein Dedekindring. Wir definieren (provisorisch, denn wir wissen noch
nicht, dass ein Betrag auf L existiert) Oy als ganzen Abschluss von Ok in
L. Das folgende Lemma zeigt, dass dann O wieder ein Dedekindring ist.
(Wir haben das bisher nur fiir Zahlkérper gesehen.) Dann gilt die eindeuti-
ge Faktorzerlegung in Primideale und jedes Primideal 91, welches iiber mg
liegt, definiert daher einen 9-adischen Betrag |- |sn welcher |- |x fortsetzﬂ
Wegen der Eindeutigkeit hingt dieser Betrag nicht von der Wahl von 901
ab. O

Wir koénnen daraus die folgenden wichtigen Konsequenzen ziehen:

Satz 5.5.2. Sei K wollstindig bzgl. des (diskreten) nicht-Archimedischen
Betrages | - |k und sei L|K eine endliche Kdrpererweiterung. Sei | - |1, die
eindeutige Fortsetzung von | - |k .

1. op ={z € L | |x|p < 1} ist der ganze Abschluss von Ok in L.

2. mp ={x € L| |zl < 1} ist das einzige Primideal von O, welches
tber my liegt.

lz|L = {/INLik (7)| K

Beweis. 1. Der ganze Abschluss O, besteht (wie fiir Zahlkorper) aus denjeni-
gen Elementen, in deren Primfaktorzerlegung alle Exponenten nicht-negativ
sind, d.h. aus denjenigen Elementen fiir die alle 9-adischen Betrége fiir die
Ideale 90t iiber my kleiner gleich 1 sind. Wenn K und damit L vollstéindig
sind, wenn also alle Betréige, die | - |k fortsetzen iibereinstimmen, heisst
dies, dass die Definition von Oy, als ganzer Abschluss mit der bisherigen (als
Menge der Elemente mit Betrag kleiner gleich 1) iibereinstimmt.

2. In Oy, gibt es nur ein maximales Ideal my. Die 9’s iiber mg sind daher
alle gleich my,.

3. Wir beweisen die Formel fiir den Fall, dass L Charakteristik Null hat, da
wir hauptséchlich an diesem Fall interessiert sind. Es geniigt diese Formel
fiir die Galoissche Hiille von L zu beweisen. Wir kénnen daher o.B.d.A.

19\ - |on wird genauso definiert, wie zu Beginn des Abschnittes fiir Zahlkérper definiert:

n
k ; i . . .
Falls 2O = [[;_, 9" setze dann |z|m, := (|7|k)“ , wobei e; der Verzweigungsindex
von IM; iiber my ist.
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annehmen, dass L Galoissch ist. Sei (z) = mf und mgOrp = TgOf, = m§.
Es gilt daher (nach Konstruktion der Fortsetzung)

k
|z|L = |7K]e.

Es gilt aber auch (Npx(2)) = [, o(mz)* = (mz)F" = (mg)" also

kn
INpig (2| = |7k e
]

Wir haben die wichtige Formel 3. hier mithilfe der Theorie der Dedekindringe
bewiesen. Man kann einen direkten bewertungstheoretischen Beweis geben,
der fiir beliebige nicht-Archimedische Betridge funktioniert, also auch fiir
nicht notwendigerweise diskrete. Er benutzt das wichtige Henselsche Lem-
ma, das wir am Ende des Abschnittes fiir den diskreten Fall aus dem bereits
bewiesenen herleiten wollen. Anschliessend geben wir einen rein bewertungs-
theoretischen, konstruktiven Beweis. Er funktioniert ebenfalls fiir beliebige
nicht-Archimedische Betrage.

Oben wurde benutzt:

Lemma 5.5.3. Sei Ox ein Dedekindring mit Quotientenkorper K und L
eine endliche Kdrpererweiterung von K. Dann ist auch Oy, der ganze Ab-
schluss von Ok in L, wieder ein Dedekindring.

Beweis. Siehe [N, I, Satz 8.1]. O

Satz 5.5.4. Sei K ein Zahlkérper und p eine Primzahl, und sei pOxg =
Hle p;* die Faktorzerlegung in Primideale. Bezeichne, wie gehabt, mit f;
die Trdagheitsgrade.

1. Es gibt Bijektionen
{Konjugationsklassen von Einbettungen o : K < Qp} = {p1,...,pr}

= {Betrdge | - | von K welche |- |, fortsetzen}

Falls K Galois ist, sind diese mit den offensichtlichen Operationen der
Galoisgruppe vertrdglicﬂ.

Fin ¢ € Gal(K|Q) operiert auf den Mengen wie folgt. Eine Einbettung 7 : K — Q,
wird auf 7 o o abgebildet, ein Betrag | - | auf |o(-)|, und ein Primideal p auf o(p)
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2. Die Vervollstindigung Ky, von K (wir schreiben manchmal auch [?p,-)
bzgl. des p;-adischen Betrag ist eine Erweiterung vom Grad e; - f; von
Qyp. Falls K Galoissch ist, ist Ky, Galoissch iber Q, und es gibt einen
kanonischen Isomorphismus

Gy, = Gal(Ky,|Qp)
wobei Gy, die Zerlegungsgruppe von p; in Gal(K|Q) ist.

3. FEs gilt:

k
K ®q Q) = @ K,,.
=1

Beweis. 1. Jedes Primideal p; tiber (p) definiert eine Betragsfortsetzung |- |p,
von | - |, wie wir uns oben iiberlegt haben. Es bleibt zu sehen, dass jeder
Betrag | - | auf K welcher | - |, fortsetzt zu einem Primideal auf Ox gehort.
Definiere das Ideal

p:={z €0k ||z <1}

Falls z € Ok so folgt, dasﬂ |z| < 1. Daraus folgt, dass p ein Primideal ist,
denn wenn |zy| = |z|-|y| < 1 und z,y € Ok, dann muss einer der Betrége |z|
oder |y| kleiner eins sein. Ausserdem ist p € p, p ist also ein Primideal iiber
(p). Man iiberlegt sich, dass diese Zuordnungen in der Tat invers zueinander
sind.

Wir beweisen zunéchst, dass es eine Einbettung

Ky, = Qp (14)

gibt (mit anderen Worten: K, ist algebraisch iiber Q,). Es geniigt dies
fiir K Galoissch zu zeigen. Es gibt sicher eine Einbettung K < Q,. Die
Galoisgruppe Gal(K|Q) operiert nun auf den Betrégen transitiv (wegen der
Bijektion Primideale iiber (p) mit Fortsetzungen). Daher kénnen wir die
Einbettung mit einem o € Gal(K|Q) komponieren und erhalten eine, so
dass der Riickzug des eindeutig bestimmten Betrages auf @, der Betrag
|- |p, auf K ist. Die Einbettung (14]) existiert dann aufgrund der universellen
Eigenschaft der Komplettierun Alle solchen Q,-Einbettungen sind nach

HGei 2™ + a1z” ' + - +a, = 0 mit a; € Z. Dann gilt: |a,| < max{|z|™, |a1] -
|z|*™t, ..., Jan—1| - |z|}. Da alle |a;| < 1 folgt aus |z| > 1, dass dieses Maximum gleich
|z|™ > 1 ist. Ausserdem ist |z|™ echt grisser als alle anderen Betrige der Summanden, es

gilt daher (Ubung) sogar Gleichheit: |a,| = |=|™. Widerspruch.
22Es ist von vorherein klar, dass K in eine endliche Erweiterung von Qp einbettet. Diese
ist vollsténdig.
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Galoistheorie unter Gal(Q,|Q,) konjugiert, die Konjugationsklasse ist somit
eindeutig bestimmt. Da K C K, liefert dies auch eine Konjugationsklasse
von Einbettungen K < Q,.

Eine Einbettung K < Q, liefert umgekehrt einen Betrag auf K, ndmlich
die Einschrankung des eindeutig bestimmten Betrage auf @.

2. Wir beweisen dies nur fiir den Fall, dass K Galoissch ist. Der allgemeine
Fall folgt daraus mit etwas Galoistheorie. Fixiere eine Einbettung K —
Ky, C Qp. Zu jedem o € Gal(Q,|Q,) ist dann die Einschrinkung auf K
ein Element von Gal(K|Q). Offensichtlich ist diese Einschrankung in Gy,
denn sonst wiirde sie p und damit den Betrag verdndern. Dies liefert einen
Homomorphismus

Gal(Q,|Qp) — Gy.

Der Kern: Sei o im Kern dieses Homomorphismus und sei K7 der Fixkorper.
K?N K, enthélt Qp, und K bettet bereits ein (mit dem Betrag kompatibel).
Wegen der universellen Eigenschaft von K, ist also K N K, = K;. Der
Kern ist also gleich Gal(Q,|K,) und daher ist K, Galoissch (Kerne sind
Normalteiler) und wir kénnen die Abbildung als

Gal(K,|Qp) — Gy

schreiben.

Surjektivitit: Fixiere eine Einbettung 7 : K C K, — @p. Ein 0 € G,
definiert eine Einbettung 700 : K < Q. Da o das Primideal p festhilt muss
sie, nachdem was wir uns oben iiberlegt haben, auch die Konjugationsklasse
K < K, festhalten. Es gibt daher ein 7 € Gal(Q,|Qp) mit Too =7 o .
Die Einschréinkung von @ auf K, (via der fixierten Einbettung) ist dann ein
Urbild von o in Gal(K,|Q),).

Da G, die Ordnung e - f hat, ist also der Grad von K,|Q, gleich e - f.

3. Dies geht Wort fiir Wort genauso wie in Lemma Zunichst ist

KoQ= > O
o:K—Qp

nach demselben Argument wie in Lemma Man untersucht dann die
Galoisinvarianten unter der Operation von Gal(Q,|Q,). O

Dieser Satz hat eine offensichtliche relative Version fiir eine Erweiterung L| K
von Zahlkorpern, die Sie selber ausformulieren sollten.

Z3Beachte, das Q, eine Vereinigung von endlichen Erweiterungen ist auf die der Betrag
eindeutig fortsetzt.
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Beachte, dass der Satz im wesentlichen auch fiir die Archimedischen Betrige
von K gilt: Es gibt eine Bijektion

{Konjugationsklassen von Einbettungen o : K < C}

=~ {Betrige | - | von K welche | - |« fortsetzen}

und es gilt (Lemma [3.1.1])

KogR2) K,
[o]

Dabei ist K, die Vervollstdndigung bzgl. |x| = |0(x)| und gleich R, wenn o
reell ist und gleich C, wenn o komplex ist. Man kann sogar im Galoisfall fiir
einen Archimedischen Betrag eine Zerlegungsgruppe G| = {0 € Gal(K|Q)
mod |o(-)| = |- |} definieren und erhélt: G|, = Gal(C[R) falls K komplex ist
und trivial sonst.

Man bezeichnet in dieser Analogie die Konjugationsklassen von Einbettun-
gen o : K < C (also reelle Einbettungen oder Paare komplex konjugierter
Einbettungen) auch als die unendlichen Primstellen p des Kérpers K
und schreibt p | co. Die Primideale p heissen die endlichen Primstellen
und man schreibt p { co.

Beispiel 5.5.5. Aus dem Satz folgt insbesondere, dass in den Q, viele (iber
Q) algebraische Zahlen liegen. Behauptung: /—1 € Q5. Beweis: Im Kdérper
Q(i) gilt (5) = (2+14)(2 —1i). Die Vervollstindigung von Q(i) am (2 + i)-
adischen Betrag (oder auch am (2 —i)-adischen Betrag) ist daher isomorph
2u Qs (da jeweils e = f = 1). Insbesondere gibt es zwei Einbettungen Q(i) —
Qs.

Folgern Sie als Ubung auf dieselbe Weise aus Satz dass allgemeiner
Qp die (p—1)-ten Einheitswurzeln enthilt. Es gibt also ein Linksinsverses |
der Reduktionsabbildung

l

p—>>"p
welches ein Homomorphismus ist (der sogenannte Teichmiillerlift ).

Wenn wir die hier bewiesenen Aussagen in Verbindung bringen mit der Hil-
bertschen Verzweigungstheorie aus Abschnitt [4.2]erhalten wir folgendes Bild:
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Alle Zerfallungskorper Zy fiir die Primideale *B iiber p liegen also bereits in

I?p. Dies ist ja auch die einzige mogliche Konsequenz aus dem “Zerfillungsverbot”
fiir Primidealen in den Komplettierungen die, wie wir gesehen haben, aus

der eindeutigen Normfortsetzung folgt. Die Verzweigung und Tragheit bleibt
hingegen vollsténdig in den Komplettierungen sichtbar. Es gibt dort aber ei-

ne Besonderheit: Der Trégheitskorper 'JA?I;T héngt nur von f ab! Mit anderen
Worten:

Satz 5.5.6. F'ir eine endliche Erweiterung von K von Qy, gibt es (bis auf
Isomorphie) genau eine unverzweigte Korpererweiterung von Grad f.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass es in jeder endlichen Galoiserweiterung L
von K alle unverzweigten Korpererweiterungen in einer maximalen zykli-
schen enthalten sind. Fiir jede endliche Galoiserweiterung L von K gibt es
einen Homomorphismus

Gal(L’K) — Gal(OL/mL|OK/mK)

wie in definiert. Sei I der Kern (Trégheitsgruppe). Der Fixkoérper von
I ist eine Erweiterung Ky von K mit Isomorphismus

Gal(Kf\K) = GaI(OL/mL](’)K/mK)

Falls nun K’ irgendeine unverzweigte Erweiterung von K ist so gilt fx =
[K': K]. Fiir die Galoissche Hiille K C L ist die Abbildung

Gal(K”|K) — Gal((’)K//mK/K’)K/mK).

surjektiv. Die Gruppe Gal(K"|K’) liegt offensichtlich im Kern. Daher muss
sie aus Anzahlgriinden gleich dem Kern sein. Also ist K’ Galoissch und daher
gleich K”. Da Gal(L|Ky) C Gal(L|K') gilt K’ C K. O
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Sei K ein Koérper mit diskretem Betrag. Wir haben in Satz gesehen,
das die Zerféllung eines Primideals p in einer Korpererweiterung L|K der
Faktorzerlegung eines Polynoms in einem endlichen Korper entspricht (zu-
mindest, falls O = Og[w], dann ist das Polynom einfach die Reduktion
des Minimalpolynoms von w.) Der gleiche Sachverhalt bleibt natiirlich iiber
den Vervollstdndigungen richtig. Nur gibt es dort, wie wir jetzt wissen, im-
mer nur ein Primideal. Deshalb muss ein irreduzibles Polynom (welches als
Minimalpolynom eines w wie oben auftritt) in K modulo mg (bis auf eine
Konstante) eine Potenz eines irreduziblen Polynom sein.

Dieselbe Folgerung gilt aber auch fiir ein beliebiges irreduzibles Polynom
[ € ok[X]:

Lemma 5.5.7. Let K ein vollstindiger Korper mit diskretem Betrag |-| und
Restklassenkérper k = O /my. Sei f € Og[X] ein irreduzibles Polynom,
dann ist entweder f = ¢ mit ¢ € k, oder deg(f) = deg(f) und f = c- ¢°,
wobei g € k[X] irreduzibel ist und c € k*.

Beweis. Sei f = a, X" + -+ + ag. Wir unterscheiden drei Félle:

1. |ap| < 1 und |ap| < 1. Dann ist i - f normiert. Falls dann |2 <1 so
folgt |g—;| < 1 fiir alle 4, denn falls « eine Nullstelle von é - f ist, so
ist a genau dann ganz, wenn ag = Nk (o) () ganz ist (Satz [5.5.2).
In diesem Fall ist also f = 0. Ansonsten betrachte

f=an+ a1 X+ +apX".

Dies ist natiirlich auch irreduzibel. Dann folgt aus derselben Argumen-

tation entweder ?: 0 also f = 0 oder |52 > 1. Daher folgt f=0in
jedem Fall.

2. |a,| = 1. Dann ist deg(f) = deg(f). Die Galoisgruppe permutiert die
Nullstellen von f. Da die Galoisgruppe (wegen der Eindeutigkeit des
maximalen Ideals) auch auf O /my operiert, permutiert die Galois-
gruppe der endlichen Korpererweiterung O, /my |k auch die Nullstellen
von f. Daraus folgt aber, dass f = ¢ g° wobei g € k[X] irreduzibel
ist.

3. |ao| = 1. Dann hat f die Darstellung aus Fall 2. Dann folgt dies auch
fiir f, es sei denn, fiir den konstanten Koeffizienten a, von f gilt
lan| < 1. Dann muss der konstante Koeffizient von g Null sein. Da

g irreduzibel ist, folgt also g = X. Daher gilt f: c- X", also f =c.
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Beachte, dass e hier nicht unbedingt der Verzweigungindex von mg in L =
K () sein muss. Gegenbeispiel: f = X2 + 3 iiber Qy ist irreduzibel, und es
gilt f = (X +1)%, aber die Erweiterung Q2(v/—3)|Q2 ist unverzweigt!

Aus dem Lemma, folgt

Satz 5.5.8 (Henselsches Lemma). Sei K ein vollstindiger Kérper mit (dis-
kretem) Betrag und Restklassenkdrper k. Sei f ein Polynom in Ox[X] so
dass f # 0 und

7T By
in k[X] mit hy und hy teilerfremd. Dann gibt es Lifts hy und hy nach Og[X]
so dass

f=nhy-hy

und mit deg(hy) = deg(hy).

Beweis. Sei f = fi--- f, eine Zerlegung in irreduzible Faktoren (mehrfa-
che Faktoren moglich). Wir kénnen sicher annehmen, dass alle f; € Ox[X]
liegen. Dann gilt
f=Ffa
und nach Lemma gilt: f; = c;-(g;)¢ fiir g; irreduzibel oder f; konstant.
Falls nun
f="hi-hs

eine Zerlegung in teilerfremde Faktoren ist, so teilt jedes (g;)¢* genau einen
der Faktoren. Daher kénnen wir h; und ho als eine geeignete Konstante mal
dem entsprechenden Produkt der f; setzen. Die f; mit konstanter Reduktion

koénnen wir als Faktoren von hy hinzufiigen, so dass deg(h;) = deg(hq) erfiillt
ist. O

Bemerkung 5.5.9. Uberlegen Sie sich als Ubung, dass die Formulierung
des Henselschen Lemma in Satz[5.5.8 sogar dquivalent ist zu der Aussage in
Lemma|5.5.7

5.6 Newton Verfahren und Henselsches Lemma konstruktiv

Das Henselsche Lemma gilt in beliebigen vollstdngigen Korpern mit nicht-
Archimedischem Betrag. Wir geben in diesem Abschnitt einen konstruktiven
Beweis fiir den Spezialfall, dass g; eine Potenz eines Linearfaktors ist, also
m.a.W. f modulo mg eine Nullstelle hat. Dann ist der konstruktive Beweis
im wesentlichen das aus der Analysis bekannte Newton-Verfahren. Fiir einen
Beweis des allgemeinen Falles siehe z.B. [N, II, 4.6].
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Satz 5.6.1. Sei K wollstinding bzgl. eines nicht-Archimedischen Betrages
|-|. Sei f € Ok[X] und ag € O mit

[ f(ao)| < | f/(n0)]?

wobei [’ die (formale) Ableitung von f ist. Dann konvergiert die Folge (ay,)

mit
a1 = Qpy — f(an)
n+ n f/(an)

gegen ein o € K mit f(a) =0 und | — | < 1.

Beispiel 5.6.2. Das Henselsche Lemma fiir hy linear folgt hieraus: Sei & €
k eine einfache Nullstelle von f. Seiag € Ok ein Element mit ag = @ (my).
Dann ist f(ao) = f(@) =0 (mg), also |f(ap)| < 1. Ausserdem ist f'(ag) =
(@) £ 0 (mg) (da @ eine einfache Nullstelle ist). Es folgt also |f'(ag)| =1
und daher trivialerweise |f(ao)| < |f'(ao)|?. Es gibt also ein o € O mit
fla) =0 und a =a (mg).

Beweis von Satz[5.6.1. Setze

| f ()]
d2

Wir zeigen die folgenden Aussagen per Induktion nach n:

d:=1f'(a)] <1 c:= <1

[

o] <1

2. |lap, —ag| < ¢

3. |f ()| = d.
|f (o) on
L anpE S €
1. Es gilt
LV.
apat| < max{|ay,|, flan) < max{l,cd} = 1.
’ F'(am)
n
2. Es gilt
o) LV. n
|om+1—ao| = |ant1—an+a,—ap| < max{ ff/((an)) Jom—aol} < max{c*"d,c} = c.
n

3. Nach der Taylorformel fiir f gilt:

fl(an—f—l) = f/<an) + & (ans1 — an)
—_——

f(on)
f/(an)
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mit |{] < 1, also

flan) 1A

)] < (] ()€ 50

Ausserdem gilt: |£] - | ;/((C;Z)ﬂ <cd <d=|f"(an)], also gilt sogar das Gleich-

heitszeichen.
4. Nach der Taylorformel fir f gilt:

f(anJrl) = f(o‘n) + f,(an) : (anJrl - an) +¢£- (an+1 - an)2
—_——

_ flan)
f’(an)

mit [¢| < 1, also
f(om) ?
f'(om)

Dividieren durch |f'(an41)|? = | f/(cn)|? ergibt:

|f (1)) 1f ()] \? g g
) <|f’(an)|2) SE)y=e

Aus 3. und 4. folgt:

|f(ans1)| <

|an+1 - an| = ||;/(((C):;))|| <d- A"

Daher ist (ay,) eine Cauchy-Folge. Sei a der Grenzwert. Es gilt:
|f(an)| < d?c*" = 0.

Da f stetig ist, folgt f(a) = 0.

O]

Wir haben die Aussage des Henselschen Lemmas hergeleitet aus der ein-
deutigen Normfortsetzung. Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass aus dem
Henselschen Lemma (in der dquivalenten Form [5.5.7)) die eindeutige Norm-

fortsetzung folgt. Dazu zeigen wir zunéchst:

Lemma 5.6.3. Sei K ein Korper mit nicht-archimedischem Betrag | - | fir
den das Henselsche Lemma in der Formgz'lt, und sei L| K eine endliche
Erweiterung. Sei Or, der ganze Abschluss des Ringes Ox = {x € K | |z| < 1}

i L. Dann gilt:
oL ={r € L | |Nyx(@)] < 1}.
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Beweis. Wir wissen bereits, dass aus = ganz Npx(z) € Ok folgﬂ Sei
umgekehrt z € L mit |Np g (z)] < 1 und

f=X"+an 1 X"+ +ag

das Minimalpolynom von z. Es geniigt, den Fall L = K(z) zu betrachten.
Dann gilt ap = Ny i (x). Wir kénnen das Minimalpolynom mit einer Kon-
stanten a, mit |a,| < 1 so multiplizieren, dass a,f € Ox[X]| und so dass
anf # 0. Da a,f auch irreduzibel ist, folgt aus dem Henselschen Lemma,
dass entweder a,f = c oder, dass deg(a,f) = n. Im ersten Fall kann c
nicht 0 sein (dann hétten wir a, zu klein gewé&hlt), also ist |anap| = 1 und
|an| < 1. Daher ist |ag| > 1 im Widerspruch zur Annahme. Im zweiten Fall
folgt |an| =1, also f € Ok [X], d.h.  ist ganz. O

Damit erhalten wir:

Satz 5.6.4. Sei K ein Kdrper mit nicht-archimedischem Betrag ||k fiir den
das Henselsche Lemma in der Form m gilt, und sei L|K eine endliche
Erweiterung. Dann definiert

2|z = {/INLk (z)| Kk
die einzig maégliche Betragsfortsetzung von | - |k .

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass | - | eine Betragsfortsetzung ist.
|zl = |z|k

fiir x € K ist klar. Ausserdem folgen die Positivitdt und Multiplikativitét
auch sofort aus den elementaren Eigenschaften der Norm. Wir miissen also
die verschérfte Dreiecksungleichung zeigen. Diese ist wegen der Multiplika-
tivitdt dquivalent zu

11+ o] <max{1,|a|} =1

fir o] < 1. Wegen Lemma sind wir also auf x € O, = 2+ 1 € Oy,
zuriickgefiihrt, wobei O, der ganze Abschluss von O in L ist. Dies gilt, da
Oy, ein Ring ist.

Wir miissen noch zeigen, dass die Fortsetzung die einzig mogliche ist. Sei |-|’
eine andere Fortsetzung. Es geniigt zu zeigen, dass fiir  mit [Ny g (z)|x <1

*Dies bedarf vielleicht einer kleinen zusitzlichen Uberlegung, falls | - | nicht diskret
ist, denn dann ist Ok kein Dedekindring (da nicht Noethersch). Er ist aber immer noch
ganzabgeschlossen, und dies reicht aus.
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(also |x|r < 1) gilt: |z|" < 1, denn dann sind |-|7, und |-|" dquivalent und also
gleich, da sie auf K iibereinstimmen. Sei also z € K mit [Ny (z)|x < 1.
O.B.d.A.ist L = K(z). Sei f das Minimalpolynom von z:

f=X"+an 1 X"+ Fag

mit n > 1, |a;] < 1 und |ag] = |[Npg(x)] < 1. Dann folgt aus dem
Henselschen Lemma, dass die Reduktion von f gleich X™ ist. Daher gilt
la;|x = |ai|" < 1 fiir alle Koeffizienten. Aus

2" = —a, 12" — - —ag

folgt dann auch |z|" < 1. O

Beachte, dass wir an keiner Stelle gefordert haben, dass K vollstandig ist.
Es reicht fiir die eindeutige Betragsfortsetzung und alles, was wir im letzten
Abschnitt daraus gefolgert haben, dass das Henselsche Lemma fiir K gilt.
Man kann daher z.B. fiir Zahlkérper die Komplettierung K, auch durch
eine (unendliche) algebraische Erweiterung ersetzen, in der gerade soviele
algebraische Elemente adjungiert wurden, dass das Henselsche Lemma gilﬁ
Diese Erweiterung heisst die Henselisierung von K bzgl. |- .

5.7 Struktur lokaler Koérper

Wir haben im Abschnitt gesehen, dass sich jede p-adische Zahl x # 0
eindeutig schreiben ldsst als unendliche konvergente Summe

mit a; € {0,...,p — 1} und any # 0. Es ist in dieser Darstellung nicht so
einfach zu sehen, wie p-adische Zahlen addiert und multipliziert werden.
Sicherlich gelten die Regeln fiir die Addition und Multiplikation von Po-
tenzreihen auch fiir p-adische Zahlen. Nach Anwendung wird allerdings die
Bedingung a; € {0,...,p — 1} i.A. verletzt sein. Man kann diese Bedingung
nun anschliessend mit Hilfe von Ubertrigen wiederherstellen, ganz #hnlich

zu den Schulalgorithmen zur Addition von Zahlen in Basis 10.

Es gibt jedoch eine andere Représentation des Ringes der (ganzen) p-adischen
Zahlen als projektiver Limes der endlichen Ringe Z /p"Z. In dieser Repriisentation

#Fiir Details dieser Konstruktion siche [N, II, §9, Aufgabe 4]. Im wesentlichen muss
man im algebraischen Abschluss die Vereinigung aller Zerlegungskorper betrachten.
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wird die Addition und Multiplikation sehr einfach. Beachte, dass die endli-
chen Ringe Z/p"7Z mit Projektionsabbildungen

= L/p°L —>L[p*L —>L[pL

ausgestattet sind, welche einfach dadurch gegeben sind, dass eine Restklasse
modulo p” als eine Restklasse modulo p”~! aufgefasst wird. Der projektive
Limes ist per Definition diejenige Teilmenge des (unendlichen) Produktes

11z z,
neN

welche aus unendlichen Tupeln (a,) mit a, € Z/p"Z besteht, welche mit
den Projektionen vertréglich sind:

liTILnZ/p"Z = {(an) € HZ/p"Z | m(a;) = a;—1 Vi}.

Beachte, dass [[Z/p™Z einen Ring bzgl. komponentenweiser Addition und
Multiplikation bildet. Uberlegen Sie sich, dass der projektive Limes ein Un-
terring ist. [[Z/p"Z ist auch ein topologischer Raum. Er ist mit der Pro-
dukttopologie der trivialen (diskreten) topologischen Raume Z/p"Z ausge-
stattet. Dies bedeutet, dass die offenen Mengen U genau diejenigen sind, so
dass zu jedem Tupel (a,) € U ein N € N existiert, so dass auch (a,) € U
falls a,, = a, fiir alle n < N (also insbesondere stimmen nur endlich viele
iiberein).

Lemma 5.7.1.
Ly = lign Z/p"Z
als topologische Ringe.
Beweis. Wir haben gesehen, dass
Lp|p" Ly = L[p" L

ist. Die Abbildung ist also einfach durch die Projektionen Z, — Z,/p"Z,
gegeben. Es ist deshalb auch klar, dass es ein Ringhomomorphismus ist.
Die Abbildung ist in obiger Darstellung konkret durch

00 n—1
D aipt = | apr?
i=0 i=0

gegeben. Es ist also klar, dass es ein Isomorphismus ist (der Eintrag in
Z/p"Z bestimmt bereits die a; mit ¢ < n eindeutig). Den Beweis, dass die
Abbildung ein Homdomorphismus ist, lassen wir als Ubung. ]

n
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Bemerkung 5.7.2. Uberlegen Sie sich genauso, dass es fiir einen vollstindigen
Korper K mit diskretem Betrag |- |k immer einen kanonischen Isomorphis-
mus topologischer Ringe

O = lim(’)K/mnKOK
n

gibt.

Bemerkung 5.7.3. Aus der Beschreibung als projektivem Limes kann man
auf sehr elementare Weise das folgende schliessen:

e Ein Polynom f € Z[X1, ..., Xy] hat genau dann eine Nullstelle in Z,
wenn die Kongruenzen

f(z1,...,zm) =0 (mod p™)
fiir alle n eine Ldsung besitzen.

Das Henselsche Lemma impliziert, dass sogar eine einzige Kongruenz (fir
geniigend grosses n) ausreicht.

Um sich den projektiven Limes und seine Topologie besser vorzustellen,
hilft die folgende Beobachtung. Erinnere, dass die Cantor-Menge C' in R
definiert wird als der Durchschnitt der folgenden Sequenz (C),) von Teil-
mengen. Cy ist das abgeschlossene Intervall [0,1] C R. Die Teilmenge C
ist Co \ (3, %) Es wird also das Intervall [0,1] in drei Intervalle geteilt und
das mittlere (offene) Intervall herausgenommen. C,, wird nun induktiv da-
durch gebildet, dass in C),_; alle Intervalle in drei Intervalle geteilt und das
mittlere (offene) Intervall herausgenommen wird. Schliesslich ist

C .= ﬂCn.

Uberlegen Sie sich, dass C' abgeschlossen (und somit kompakt) ist und genau
aus denjenigen Zahlen in [0, 1] besteht, die eine (gewohnliche!) 3-adische
Entwicklung besitzen, in der die 1 nicht vorkommt.

Betrachte nun die Abbildung

ZQ — C
Zai.zi — Zz.ai.?ﬂ*l.

Uberlegen Sie sich als Ubung, dass dies ein Homdomorphismus ist.
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Abbildung 5: Die Mengen C; mit den Bildern einiger natiirlicher Zahlen
unter dem Homoomorphismus Zs = C'. Beobachte die 2-adische Topologie:
Zahlen liegen um so naher beieinander, je 6fter ihre Differenz durch 2 teilbar
ist. Zur Illustration wurden in rot einige 2-adische Zahlen ¢ N eingefiigt. Das
maximale Ideal 2Z, besteht gerade aus der “linken Hélfte”.
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5.7.4. Im letzten Teil des Abschnittes wollen wir die Struktur der multi-
plikativen Gruppe einer endlichen Erweiterung K von Q, untersuchen. Fiir
die Komplettierungen eines Zahlkorpers bzgl. der Archimedischen Betriige,
welche immer isomorph zu R oder C sind, erhalten wir mittels Exponenti-
alabbildung und Logarithmus:

R* =y xR,
C* = C/2miZ=S'xR.

Fiir eine endliche Erweiterung K von Q, haben wir zunéichst eine spaltende
exakte Sequenz

log ||

T

1 o3, K*&Z 1

1=

Die Abbildung log | - | haben wir geeignet skaliert, damit das Bild genau mit
Z iibereinstimmt. Daraus folgt:

(K" =7 x O

algebraisch und topologisch (wobei Z die diskrete Topologie trigt).
Fiir die Gruppe O} haben wir exakte Sequenzen

1 U™ 0% (O /ml)* —=1

Hierbei ist U™ gerade als der Kern der rechten Abbildung definiert. Die
Surjektivitdt folgt aus der Tatsache, dass jedes Element x € O mit 1 —x €
mg (d.h. also |z| = 1) in Ok invertierbar ist. Es folgt auch

U™ =14 mh.
Man kann sich iiberlegen, dass dhnlich wie im Fall O gilt:
0% = lim 0% /U™,
n

Wir wollen aber anders vorgehen, und bemerken, dass obige exakte Sequenz
fir n = 1 spaltet:

1 v O%\/(OK/WLK)*HI
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Dies folgt aus der Existenz des Teichmiillerliftes [ (5.5.5)). Wir erhalten:

K*~ U(l) X fg—1

wobei jiq—1 die Gruppe der ¢ — 1-ten Einheitswurzeln ist (das Bild von ).
Hierbei ist ¢ = p/ die Anzahl der Elemente im Korper Ox /mg.

Die Struktur von U™ lisst sich, wiederum mit Exponential- und Logarith-
musreihe mit der additiven Gruppe von Ok in Verbindung bringen. Dazu
benutzen wir den

Satz 5.7.5. Sei e der Verzweigungsindex von K|Q, (d.h. |rx| = pfi). Fir
n > p%l definieren die gewdhnlichen Reihen fiir die Exponentialfunktion und
den Logarithmus Isomorphismen topologischer Gruppen

log
UM = (14+my) _~ ml.

B
exp

Beweisskizze. Die formalen Potenzreihen

log(l+x) = Z (_17zn+1xn

erfiillen die Identitéten
exp(log(l+z))=1+=x log(exp(x)) = =

exp(z +y) = exp(z)exp(y)  log((1+2)(1+y)) = log(l+z)+log(l+y)

Es geniigt daher, zu zeigen, dass die Reihen exp und log auf den angegebenen
Teilmengen von K konvergieren. Im nicht-Archimedischen gilt dies genau
dann, wenn

1 1
=] [z|* =0 baw. |—|-[z]" = 0.
n n!

Die erste Aussage gilt sogar, falls |x| < 1. Fiir die zweite muss man genau
untersuchen, wie oft n! durch p teilbar ist. Fiir Details siehe [N, II, §5]. Es

1
zeigt sich || < p »=T hinreichend ist. O
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Damit ist U™ fiir n > < ein topologischer Ok und damit ein topologischer

Zp,-Modul. Es gilt sogar (algebraisch und topologisch)

UM >~ m? = 7ok = 0.

Als Z,-Modul gilt (Existenz einer Ganzheitsbasis iiber Hauptidealringen)
O = ZZ,

wobei n der Grad von K iiber Q,, ist.
Behauptung: Auch UW ist ein Zy-Modul. Dazu muss man zeigen, dass

(142" =1 in UW/Uu™

fiir z € mg und geniigend grosses m. M.a.W. U1 / U™ hat p-Potenzordnung.
Wir lassen dies als Ubung. Dann gilt, da U™ ein topologischer Zyp,-Modul
ist,

(1+z)" =0
auch in UM fiir n — oo.
Da Z, ein Hauptidealring ist, und sowohl U () als auch UM /U™ (als end-

licher Modul), als Z,-Moduln endlich erzeugt sind, gilt nach dem Hauptsatz
fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

U =7,/p"2, & - & Ly /p™ L, LY .

Da aber endliche Untergruppen der multiplikativen Gruppe eines Korpers
zyklisch sind, muss k£ = 1 sein. Da U JU (") eine endliche Gruppe ist muss
auch n = n’ sein, d.h.

U(l) & Mpa X Z;L

Insgesamt haben wir bewiesen:

Satz 5.7.6. Es gibt einen Isomorphismus topologischer Gruppen

K" 27 X puyr_q X ppe X Zyy.

Dieser hingt nur von der Wahl eines uniformisierenden Elementes und der
Wahl einer Z,-Ganzheitsbasis von Ok ab.
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6 Klassenkorpertheorie (Uberblick)

Im letzten Kapitel mochte ich die Klassenkorpertheorie kurz umreissen. Ich
hoffe, dieses Kapitel zeigt IThnen, dass die algebraische Zahlentheorie noch
viel zu bieten hat, was iiber den Stoff der Vorlesung hinausgeht. Die Bewei-
se der Klassenkorpertheorie sind nicht ganz einfach und z.B. im Buch von
Neukirch [N] dargestellt. Um die Klassenkorpertheorie aber zu verstehen
und anschaulich dargestellt zu bekommen sei das Buch [KKS2] empfohlen.

6.1 Klassenkorpertheorie iiber Q

Den ersten Teil der Klassenkorpertheorie iiber Q haben wir schon kennen-
gelernt. Es handelt sich um die Aussage

Gal(Q(¢n)|Q) = (Z/nZ)*

zusammen mit der Beobachtung dass ein Frobeniuselement F}, (siche
fiir ein Primideal p iiber p (welches n nicht teilt) unter dieser Abbildung auf
p abgebildet wird:

F, < p.

Wir haben hier F), statt F}, geschrieben. Dies ergibt Sinn, da die F}, fiir die
Primideale p tiber p alle konjugiert sind. Die Galoisgruppe ist jedoch kom-
mutativ. Daher sind sie alle gleich. Es gibt also eine Korperfamilie Q(¢,,) von
Abelschen Erweiterungen von Q deren Galoisgruppe arithmetische Informa-
tion iiber Q kodiert und dessen Frobeniuselemente einfach zu verstehen sind.
Insbesondere folgt daraus, dass das Zerlegungsverhalten der Primzahlen in
diesen Korpern nur durch eine Kongruenzbedingung an p bestimmt wird,
denn die Frobeniuselemente bestimmen dieses. Der zweite Teil der Klas-
senkorpertheorie iiber Q liegt tiefer und wird durch den Satz von Kronecker
und Weber beschrieben:

Satz 6.1.1 (Kronecker, Weber). Fliir jede endliche Abelsche Erweiterung K
von Q existiert ein n € N, so dass

K C Q(¢n)-

Fiir eine Galoiserweiterung K von Q ist also fiir die Tatsache in einem
Einheitswurzelkorper enthalten zu sein (und damit alle oben diskutierten
Vorziige zu geniessen) hinreichend, dass die Galoisgruppe Abelsch ist. Dies
ist auf den ersten Blick dusserst iiberraschend und nicht leicht zu beweisen.
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6.2 Klassenkorpertheorie iiber Zahlkérpern

Wie verallgemeinert sich diese Theorie auf Zahlkorper? Als Analogon der
Gruppen (Z/nZ)* kommen uns natiirlich zunéchst die Gruppen

(OK/nOK)”

in den Sinn. Allerdings sind diese nicht (ganz) die korrekte Verallgemeine-
rung. Uberraschenderweise spielt die Klassengruppe Clg eine Rolle, welche
natiirlich fiir Q trivial gewesen ist, und deshalb nicht aufgetaucht ist. Um die
Darstellung etwas zu vereinfachen, nehmen wir fiir den Rest des Abschnittes
an, dass K nur komplexe Einbettungen hat.

Fiir jedes n gibt es dann eine exakte Sequenz

14>(OK/HOK)*/O%4>CIK(TL) Clg 1

worin Clg die Klassengruppe ist und 07 die Gruppe der Einheiten. Die
prizise Definition von Clg (n) werden wir nicht geben.

Zu jedem n gibt es wieder eine Abelsche Erweiterung K, von K, den soge-
nannten n-ten Strahlklassenkérper, fiir den es einen kanonischen Isomor-
phismus

Qal(Kp|K) = Clg(n)

gibt. K, ist allerdings nicht mehr so einfach explizit zu beschreiben. Jedes
Primideal p definiert wiederum ein eindeutiges Frobeniuselement Fj (sie-

he [4.3.1)) falls p t n und

Fy <> [p]

unter obigem Isomorphismus. (Jedes Primideal p t n hat eine Klasse in
Clg (n), welche die gewohnliche Klasse [p] in der Klassengruppe Clg verall-
gemeinerﬂ)

Dies impliziert (dies ist der Fall n = 1) insbesondere ein neues Phinomen:
Es gibt eine Abelsche Erweiterung K7 von K, fiir die es einen kanonischen
Isomorphismus

gibt. Dieser Korper K; heisst der Hilbertsche Klassenk6rper. Er ist
iiberall unverzweigt iiber K. Beachte, dass dies fiir Q nach dem Satz von
Minkowski a priori nicht passieren kann.

Der Satz von Kronecker und Weber verallgemeinert sich wie folgt:

#6Sie ist genau dann trivial, wenn p = () ein Hauptideal ist, aber so dass o = 1 (mod n).
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Satz 6.2.1 (Hauptsatz der Klassenkorpertheorie). Fiir jede endliche Abel-
sche Erweiterung L von K existiert ein n € N, so dass

L CK,.

Falls L iiberall unverzweigt ist gilt sogar L C Kj. Der Hilbertsche Klas-
senkorper ist also die maximale Abelsche iiberall unverzweigte Erweiterung
von K.

Die Strahlklassenkorper K, (insbesondere bereits der Hilbertsche Klassenkorper)
haben die Eigenschaft, dass die Primideale von O zu Hauptidealen werden.
Die Primideale p C Ok sind dariiberhinaus genau dann voll zerlegt in K,
wenn p = (a) mit o = 1 (mod n). Uberlegen Sie sich, dass dies bereits aus
der oben angesprochenen Entsprechung der Frobeniuselemente F, und der
Klassen [p] folgt, denn ein Primideal ist (in einer Galoiserweiterung) genau
dann voll zerlegt, wenn F, = 1.

Die Klassenkorpertheorie hat viele ganz konkrete arithmetische Konsequen-
zen, die mit den bisherigen Methoden der Vorlesung nicht zugénglich waren.
Als Beispiel wollen wir folgenden Satz beweisen, der die Beobachtungen, die
wir fiir einen imagindr quadratischen Zahlkérper mit Klassenzahl eins ge-
macht haben, erginzt.

Satz 6.2.2. Eine Primzahl p # 2,5 ist genau dann von der Form x? + 51>
wenn p =1 oder 9 modulo 20.

Beweis.
p=1,9 (mod 20)

ist gleichbedeutend zu
p==£1(mod5) und p=1 (mod 4).

Falls p = 22 + 5y? dann ist p = 22 (mod 5) und daher p = 1 (mod 5).
Ebenso folgt aus p = 22 + 5y = 22 + y? (mod 4) sofort p = 1 (mod 4).

Umgekehrt folgt aus p = +1 (mod 5), dass (—720) = (%) = (&) =1,

also ist p im Kérper K = Q(v/=5) (mit Diskriminante —20) zerlegt. D.h.
(p) = p-Pp in Ok. Falls p = (z + yv/—5) ein Hauptideal wire, so wiirde
p = x? + 5y? folgen. O ist allerdings kein Hauptidealring! Dies war gerade
unser Standardgegenbeispiel am Anfang der Vorlesung.

Wir miissen also zeigen (unter der Annahme dass (p) =p-p in Og):

p =1 (mod 4) = p Hauptideal.
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Hier kommt die Klassenkorpertheorie ins Spiel. Sie besagt, dass
p voll-zerlegt in K7 < p Hauptideal,

wobei K der Hilbertsche Klassenkorper iiber K ist. Er hat Grad zwei iiber
K, da die Klassengruppe von K gleich Z /27 ist.

Um K zu finden, reicht es daher, eine quadratische Erweiterung von K zu
finden, die {iberall unverzweigt ist.

Behauptung 1: K (i) ist eine solche Erweiterung.

Wir stellen den Beweis der Behauptung fiir den Moment zuriick. Aus der
Behauptung folgt K7 = K(7). Dies ist (durch Zufall) sogar eine Abelsche
Erweiterung von Q. D.h. sie ist bereits in einem Einheitswurzelkoérper ent-
halten. Da auch K; = Q(+/5,4) und i eine vierte Einheitswurzel ist und
Q(v5) C Q(¢5) (wie wir wissen), tun es offensichtlich die zwanzigsten Ein-
heitswurzeln. Wir haben folgendes Korperdiagramm:

Q(¢20)
Q(¢) /K1= Q(i,v/=5)
Q(V5 K= Q(5)/ Q(i)

Q

/

welches den Untergruppen von
(Z/20Z)" = (Z/5Z)* x (Z]AZ)* = Z]AZ x 7.]27

entspricht.

Behauptung 2: p ist genau dann voll-zerlegt in K1 = Q(i, /—5) wenn p in
K = Q(v/-5) und Q(4) zerlegt ist.

Aus dieser Behauptung folgt die Aussage, denn p = +1 (mod 5) impliziert
p (voll-)zerlegt in Q(v/=5) und p = 1 (mod 4) impliziert p (voll-)zerlegt
in Q(¢). Zusammen ist also p voll-zerlegt in Kj, d.h. insbesondere, dass p
(voll-)zerlegt ist in K7, also p ein Hauptideal ist.

1445 ] ist. Fiir

1+\/5]
2

Beweis Behauptung 1. Man kann zeigen, dass Oy = Z]

p # 5ist pin Z[H'T\/g] unverzweigt. Sei p ein Primideal von Z| iiber

p. Um die weitere Zerlegung/Verzweigung von p zu bestimmen, miissen
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wir das Polynom X2 + 1 in F, bzw. in F,. faktorisieren, da Z[1£Y2 i] =
Z[#HX ]/(X? 4 1). Es folgt, dass unter diesen Primzahlen nur p = 2

verzweigt und zwar mit Verzweigungsindex 2. Uber 5 liegt in Z[I‘B—‘/g] das
Primideal (v/5) mit Verzweigungsindex 2. Dariiber findet ebenfalls keine wei-
tere Verzweigung statt. Es folgt: Nur 2 und 5 sind in K (i) verzweigt, und
zwar jeweils mit Verzweigungsindex 2. Nun sind die Verzweigungsindizes in
einem Korperturm K (i) K|Q multiplikativ. In K sind ebenfalls genau 2 und
5 verzweigt, und auch (trivialerweise) mit Verzweigungsindex 2. Es folgt,
dass die Erweiterung K (i)|K iiberall unverzweigt sein muss.

Beweis Behauptung 2. Fiir unverzweigte Primzahlen p ist p genau dann
voll-zelegt in K1 = Q(i,/—=5) bzw. in K = Q(v/=5) bzw. in Q(i), wenn das
Frobeniuselement F), in der jeweiligen Galoisgruppe trivial ist. Nun ist der
Homomorphismus (durch die Einschréinkungen gegeben)

Cal(K1|Q) — Gal(K|Q) x Gal(Q(7)|Q)

bijektiv. D.h. das Frobeniuselement F}, ist genau dann trivial in Gal(K;|Q)
wenn die Einschrinkungen auf Q(i) und K beide trivial sind. Diese Ein-
schrinkungen sind aber (wie man sich leicht iiberlegt) gerade die Frobeni-
uselemente F), in Q(i) und in K. O

Die Tatsache, dass der Hilbertsche Klassenkérper von Q(y/—5) nicht nur
Abelsch iiber Q(y/—5) sondern sogar Abelsch iiber Q ist, ist ein Zufall.
Der obige Beweis bricht zusammen wenn dies nicht mehr der Fall ist. Z.B.
kann der Umstand, ob p von der Form z? + 29y? ist, nicht mehr an einer
Kongruenzbedingung an p abgelesen werden.
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