Lineare Algebra 2
Sommersemester 2019

Prof. Dr. Annette Huber-Klawitter
Fassung vom 20. Juli 2019

Dies ist ein Vorlesungsskript und kein Lehrbuch.
Mit Fehlern muss gerechnet werden!

Math. Institut 0761-203-5560
Ernst-Zermelo-Str. 1 annette.huber@math.uni-freiburg.de
79104 Freiburg






Inhaltsverzeichnis

10 Euklidische und unitire Vektorridume

11 Der Spektralsatz

12 Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit
13 Die Jordansche Normalform

14 Bilineare Abbildungen

15 Das Tensorprodukt

16 Multilineare Abbildungen

17 Algebren

17

27

39

49

61

69

79






Einleitung

Wintersemester

Im ersten Teil der Vorlesung ging es zunéchst um Vektorrdume und lineare Ab-
bildungen. Konkret bedeutete dies das Rechnen mit Matrizen und das Losen von
linearen Gleichungssystemen. Determinanten waren ein wesentliches Hilfsmittel.

Das zweite Thema waren Endomorphismen, also lineare Selbstabbildungen f :
V — V. Wir haben den Begriff des Eigenwertes kennengelernt und gesehen,
dass man Eigenwerte als Nullstellen des characteristischen Polynoms bestimmt.

Nebenbei haben wir mathematische Grundbegriffe (z.B. Gruppen) und Beweis-
methoden(vollstindige Induktion, indirekter Beweis) kennengelernt.

Gauf3-Algorithmus!
Sommersemester
Wir behandeln zwei grofle Themenblocke:

(i) Bilineare Abbildungen und Skalarprodukte

(ii) Diagonalisierbarkeit von Endormorphismen und Normalformen

Ein Skalarprodukt weist einem Paar von Vektoren v, w in einem R-Vektorraum
V eine reelle Zahl, also einen Skalar zu. Prototyp ist das Standardskalarprodukt
auf dem R™:

Z1 Y1
T2 Y2

: 5 : =21 + T2Y2 +... TnYn-
Ln Yn

Wir benutzen es, um Lingen von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren zu
definieren. Damit wird die gesamte euklidische Geometrie zu einem Teilgebiet
der linearen Algebra. Drei- und vierdimensionale euklidische Riéume sind die
natiirliche Grundlage der Physik. Wir studieren dann vor allem diejenigen li-
nearen Abbildungen und Endomorphismen, die auf die eine oder andere Art mit
dem Skalarprodukt vertréglich sind. Unser erstes grofies Ziel ist der Spektralsatz
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(auch Satz zur Hauptachsentransformation), der fiir gewisse Endomorphismen
die Existenz einer Basis aus Eigenvektoren garantiert.

Damit sind wir dann bei unserem zweiten Thema: Wir studieren (wieder iiber
beliebigen Korpern) mégliche Normalformen von Matrizen zu Endomorphismen.
Der schonste Fall ist, wenn V' eine Basis aus Eigenvektoren hat. Dann kann die
darstellende Matrix als Diagonalmatrix gewéhlt werden. Leider ist dies nicht
immer der Fall. Wir werden dafiir ein genaues Kriterium kennenlernen. Dabei
kniipfen wir wieder an die Theorie des charakteristischen Polynoms aus dem
Wintersemester an. Hohepunkt wird die Jordansche Normalform sein.

Zum Abschluss greifen wir noch einmal bilineare Abbildungen auf (ein erstes
Beispiel war das Skalarprodukt), diesmal iiber beliebigen Kérpern. Wir beschrei-
ben sie durch Matrizen, dhnlich zum Fall von linearen Abbildungen. Dies fiihrt
auf den Begriff des Tensorproduktes und des dufleren Produktes. Letzteres steckt
hinter Formeln aus der mehrdimensionalen Integrationstheorie und wirft ein
neues Licht auf die Determinante, wie wir sie im ersten Semester kennengelernt

haben.

Kein Gauf3-Algorithmus!

Literatur

Das Material, das wir behandeln werden, ist in allen Standardlehrbiichern zur
linearen Algebra enthalten. Die Reihenfolge variiert, auch der Grad der Allge-

meinheit einiger Siatze. Mogliche Referenzen:

(i) Bosch: Lineare Algebra

)
(ii) Fischer: Lineare Algebra
(iii) Lang: Algebra (Enthdlt viel mehr als den Stoff der linearen Algebra!)
)

(iv) Lorenz: Lineare Algebra 2

Vorsicht mit Wikipedia u.d.: Oft sehr gut und sehr hilfreich, kann aber auch
liickenhaft /falsch sein.



Kapitel 10

Euklidische und unitare
Vektorraume

In diesem Kapitel schrinken wir uns ein auf die Grundkérper R und C. Wir
schreiben abkiirzen K fiir einen von beiden.

Wir erinnern uns C = {z + iy|z,y € R}. Dies wird zu einem Koérper mit der
Rechenregel i = —1. Wir benutzen die komplere Konjugation (z + iy) — (x —
iy). Wir schreiben z — Z. Diese Abbildung ist vertréglich mit Addition und
Multiplikation.

Definition 10.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
s:VxV—=K
heifit Bilinearform (K =R) bzw. Sesquilinearform (K = C), wenn gilt:

(i) s(v, \ywi+Aaws) = A1s(v,wy)+Aas(v, we) fiir alle A\, A2 € K, v, w1, wy €
V.

(i) s(p1v1 + pove, w) = Ty s(vy, w) + e s(ve, w) fir alle py, pe € K, vi,v9,w €
V.

Die Form heiffit symmetrisch bzw. hermitesch, falls zusdtzlich gilt
(i) s(v,w) = s(w,v) fir alle v,w € V.

Die symmetrische/hermitsche Form heifst Skalarprodukt, wenn sie zusdtzlich
positiv definit ist, d.h.:

(iv) s(v,v) >0 firveV mitv#0.

Das Paar (V,s) heifit euklidischer bwz. unitdrer Vektorraum. Wir schreiben
meist (v, w) fir s(v,w).
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Bemerkung. (i) Damit Bedingung (iv) tiberhaupt formuliert werden kann,
muss der Wert reell sein. Im unitéren Fall folgt dies aus (iii):

s(v,v) = s(v,v) = s(v,v) € R.

Dies ist auch der Grund, warum wir uns in diesem Koérper auf reelle und
komplexe Vektorrdume einschrianken. Den Begriff des Skalarproduktes gibt
es iiber Fy nicht!

(ii) Im unitdren Fall spricht man oft auch von einem hermiteschen Produkt.
(iii) Es gilt s(0,0) = 0 wegen (i) oder (ii). Oft formuliert man daher (iii) auch
als: s(v,v,) > 0 mit s(v,v) = 0 genau fiir v = 0.

(iv) Es gibt auch die Begriffe positiv semi-definit (> in (iv)), negativ definit (<
in (iv)), negativ semi-definit (<) und schlieflich indefinit (keines davon,
also manchmal >, manchmal <).

(v) Bedingung (ii) heiit semi-linear (beziiglich der komplexen Konjugation).
In der Literatur wird das Skalarprodukt mal mit Semi-Linearitdt in der
ersten, mal in der zweiten Variablen definiert. Die beiden Versionen sind
natiirlich dquivalent, aber die Formeln &ndern sich.

Beispiel. Sei V =R", v,w € V. Wir setzen
s(v,w) = viw

oder ganz explizit:

£ Y1

T2 Y2

: ) : =T1Y1 +22Y2 + .. . TplYn-
Ln Yn

Nach den Rechenregeln der Matrixmulitplikation ist die Abbildung linear in
beiden Argumenten. An der expliziten Formel sieht man, dass die Abbildung
symmetrisch ist. Im Fall v = w erhalten wir eine Summe von Quadraten, die
nur verschwindet, wenn alle Koordinaten verschwinden.

Im Fall V = C™ und K = C setzen wir

s(v,w) = v'w

oder explizit

x1 Y1
L2 Y2 . . .

: s : =T1Y1 +To2Y2 + ... Tp¥Yn-
Tn Yn

Sesquilinearitit und hermitesch sind klar. Im Fall v = w erhélt man Y |z|2.
Diese verschwindet genau, wenn alle Koordinaten verschwinden.



Beispiel. Sei I = [a,b] C R beschrinktes, abgeschlossenes Intervall. Sei V =
{f : I = K|f stetig}. Wir definieren

b
(f.g) = / oo

Das Riemanintegral existiert, da f,g stetig ist und I beschrinkt. Die Abbil-
dung ist offensicht bi- bzw. sesquilinear und symmetrisch bwz. hermitesch. Wir
betrachten

o f) = / RoR:

Der Integrand ist grofler gleich 0. Wenn das Integral verschwindet, so muss nach
dem Mittelwertsatz der Integralrechnung |f(¢)| = 0 fiir alle ¢t € T gelten, also
f =0 als Element von V.

Beispiel. Sei V = R2. Wir setzen

Z1 'A%
, =2 + .
<(xz> (yz)> T

Dies ist ebenfalls ein Skalarprodukt.

Lemma 10.2. Sei V' ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum und U C V ein
Untervektorraum. Dann definiert die Einschrinkung von (-,-) ein Skalarprodukt
auf U.

Beweis: All Eigenschaften gelten fiir Element von U, weil sie fiir Elemente von
V gelten. O

Definition 10.3. Sei V' euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum mit Basis B =
(v1,...,0,). Dann heifst

Mp(s) = (s(vivvj)?,jzl)
darstellende Matrix von s beziiglich B.

Beispiel. Das Skalarprodukt ((a1,az)?, (b1,b2)") = 2a1b; + azbe hat beziiglich
der Standardbasis auf R? die darstellende Matrix

Mis(s) = (3 ‘1)) |

Satz 10.4. Das Skalarprodukt ist eindeutig bestimmt durch die darstellende
Matriz. Firv =3, am; und w = Y 7_, bjv; gilt

n

s(v,w) = Z a;s(vi, v;)b;

ij=1
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oder mit a = (ay,...,a,)% b= (b1,...,b,)t
s(v,w) = @ Mp(s)b.

Die darstellende Matrixz erfillt

MB(S)t = MB(S).

Sei B' = (wx, ..., wy) eine weitere Basis von V mit Basiswechselmatriz ME, (id).
Dann gilt

Mpg(s) = (ME (id)) Mp/ (s)ME, (id).
Beweis: Wir setzen ein und benutzen die Sesequilinearitdt. Wir berechnen die

Transponierte mittels s(v;,v;) = s(v;, v;).
Nach Definition von ME (id) = (t;;) gilt

n
v = E tijwi.
i=1

Es folgt
$(Vg, vp) = S(Z tiqW;, Ztﬂ,wj) = Zﬂs(wi, w;)tp.
i j ij
—t
Das ist genau der Eintrag von M5, (id) Mp(s)M5 (id) an der Stelle ab. O

Definition 10.5. Sei M € M,(R) bzw. M € M, (C). Die Matriz heifst sym-
metrisch bzw. hermitesch, wenn

M'"=M.

Sie heifit positiv definit, wenn

s: K" x K" = K, (z,y) — T My
positiv definit ist.
Die darstellenden Matrizen von Skalarprodukten sind also symmetrisch bzw.
hermitesch und positiv definit. Es ist nicht offensichtlich, ob eine Matrix positiv
definit ist, es gibt aber Kriterien.
Langen und Winkel

Skalarprodukte sind wichtig, weil sie Léngen von Vektoren und Abstinde von
Punkten definieren.

Definition 10.6. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
l-:V—=>R

heifst Norm, wenn fir alle v,w € V, A € K gilt



(1) (|20l = [Al[lv]]
(ii) ||v+w| < |jv|| + ||w| (Dreiecksungleichung)
(i) ||v]| > 0 und ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0.

Eine Abbildung
d:VxV —=R

heifst Metrik, wenn fir alle z,y,z € V' gilt

(i) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

(i1) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)
(iii) d(xz,y) > 0 und d(z,y) = 0 genau dann, wenn x =y.
Die Zahl d(z,y) heifit auch Abstand von x,y.
Lemma 10.7. Sei || - || eine Norm auf dem K-Vektorraum V. Dann definiert

(z,y) = d(z,y) = [z -y
eine Metrik.
Beweis: Fiir alle x,y € V gilt
d(x,y) = [lz =yl = [[(=1)(y = 2)[| = [ = Ully — z] = d(y, ).

Wir iiberpriifen die Dreiecksungleichung. Fiir alle x,y,z € V gilt
A, 2) =l = gll = @ =) + (= DI < 2 — ]l + ly — 21| = d(w, ) + d(y, 2).

Und schliefllich ist d(z,y) = ||z — y|| > 0. Hierbei ist d(x,y) = 0 genau dann,
wenn ||z —y|| =0, also z —y = 0. O

Beispiel. Nicht jede Metrik kommt von einer Norm her: z.B. die triviale Metrik

e ={) 72

Sobald man eine Metrik hat, kann man den Begriff des Grenzwertes definieren
und Analysis betreiben. Dies gilt z.B. fiir den R™ oder C™.

Lemma 10.8. Sei V' ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum. Dann ist
lol = v/{v,v)
eine Norm auf V. Fir alle v,w € V gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[{v, w)] < o] [Jw]]
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Beweis: Da (v,v) reell und nicht-negativ ist, ist die Quadratwurzel als nicht-
negative reelle Zahl wohldefiniert.

Wir rechnen die Eigenschaften nach: fiir alle v € V und A € K folgt

A0l = v/ (A, M) = /AMw,v) = [A[[|v]].

Es ist
[0 = (v,v) >0

und ||v]|? = 0 nur fiir v = 0.

Fiir die Dreiecksungleichung miissen wir verifizieren:
[[o 4wl < flvf| + [lwl]

oder (da beide Seiten nicht-negativ sind) dquivalent:

(v+w,v+w) < <\/(v,v>—|—\/<w,w>)2

bzw.
(v,v) + (v, w) + (w,v) + (w,w) < (v,v) + 21/ {v, V) {w, w) + {(w, w)
Dies ist wegen (w,v) = (v, w) dquivalent zu:
2Reu,w) < 2[ol][w].

Fiir jede komplexe Zahl gilt Rez < |z|, also geniigt es, die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung zu zeigen. Diese verifizieren wir nun. Fiir w = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei also w # 0. Es gilt fiir beliebiges, noch zu wéhlendes A € K:

0 < (v —Aw,v— Iw) = (v,0) — Mv,w) — Mv,w) + A\ (w, w).

In dieser Ungleichung setzen wir A = 2L (wohldefiniert, da ||w|| # 0) und

(w,w)
erhalten
(v, w) (v, w) (v, w) (v, w)
0 S”UHZ - ||”LUH2 <’U,’U)> - ||’LUH2 <v7w> + WH’U}H2
:”,UH2 _ |<U7w>|2
[[w][?
Nach Multiplikation mit ||w]|? ist das die Behauptung. O

Definition 10.9. Sei V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum. Zwei Vek-
toren x,y € V heiffen orthogonal, falls (xz,y) = 0. Wir schreiben x L y. Fir
eine Teilmenge M C V' setzen wir das orthogonale Komplement

M+ ={veV|m L fir allem € M}.



Sind M, N C V Teilmengen, so schreiben wir M 1 N, wenn m L n fir alle
meM,néeN.

Fiir z,y € V\ {0} definieren wir durch

cos(a):M 0<a<m

=yl
den Offnungswinkel zwischen x,y.

Bemerkung. Wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung liegt der Bruch im
Intervall [—1, 1], also ist der Cosinus wohldefiniert.

Hier ist jetzt die Stelle, an der man alle bekannten und weniger bekannten Sétze
der euklidischen Geometrie der Ebene, also der Schulgeometrie, formulieren und
beweisen konnte. Leider reicht unsere Zeit nicht dafiir.

Orthonormalbasen

Definition 10.10. Sei V' ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum. Ein Tupel
(v1,...,v,) von Vektoren in V heift orthonormal, falls v; L v; fir alle i # j
und ||v;|| = 1 fir alle i. Es heifft Orthonormalbasis, wenn es zusdtzlich eine
Basts ist.

Die darstellende Matrix des Skalarproduktes beziiglich einer Orthonormalbasis
ist also einfach die Einheitsmatrix.

Beispiel. In R" ist die Standardbasis eine Orthonormalbasis.

Bemerkung. Wir verzichten hier auf den unendlich dimensionalen Fall, der in
der Praxis keine Rolle spielt. Im Fall von z.B. Vektorrdumen von Funktionen
will man unendliche Summen oder sogar Integrale betrachten. Dies ist nicht
mehr Gegenstand der linearen Algebra.

Lemma 10.11. FEin Orthonormalsystem ist linear unabhdingig. Firv € (vy,...,v,)
gilt
n
v = Z(vi,wvi.
i=1
Beweis: Seien vy, ..., v, orthonormal, A\1,..., A\, € K,undv = Z?:l Aiv;. Dann

folgt fir 1 <j<mn

n

(vj,v) = <vj7z>\wi> =) Nilvjv) =N

i=1

nach Voraussetzung an das System. Dies beweist die Formel. Ist speziell v = 0,
so erhalten wir
<’Uj,’l}> =0= )‘j = 0,

d.h. die Vektoren sind linear unabhéngig. O
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Satz 10.12 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Sei V' ein
euklidischer bzw. unitirer Vektorraum. Seien vy, ...,v, € V linear unabhdngig.
Dann ist durch die Rekursionsgleichungen

- U1
0= —
[[o]l
k
W1 = Vg1 — Z(’Dz, Vk+1)0i
i=1
- Wi,
Vk+1 = +
l[wrtal]
ein Orthonormalsystem (1, ...,0,) definiert mit
<’Ul,...,’UT> = <1~)17"'71~)T‘>'

Beispiel. V = R? mit dem Skalarprodukt <(Zl> , (Zl>> = 2a1by + asbs. Die
2 2

Vektoren e; und es sind linear unabhéngig. Es ist

~ 1
(e1,e1) =2= 61 = —=e1

V2

wmatucin= (). () (3) -

Dieser Vektor ist bereits normiert, also €5 = es.

Daher

Beweis: Wir argumentieren mit Induktion nach r. Fiir » = 1 ist nach Voraus-
setzung v1; # 0 und daher ¢, wohldefiniert. Es gilt

1 1
[ou]l = ==l = —rlloall = 1
[[oa ol

wie gewlinscht. Weiter gilt fiir den aufgespannten Vektorraum (v) = <mvl>.

Sei nun r > 1, so dass die Behauptung gilt. Wir betrachten w,11.
Behauptung. w,41 L 9; firj=1,...,r

Wir rechnen:

<@j7 w7"+1> = <1~}j7 U?”+17

/\

r
UJ? E Uza ’U7~+1

=1

3

= (0, Vr41,) — ) _(Viy Urg1)(0j, Vi)
=1

= (Vr41,05) = (Vpyr, 05) = 0

Wen vyq1 ¢ (v1,...,00) = (01,...,0r) gilt wr41 # 0 und 0,41 ist wohldefiniert
und normiert.
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Behauptung. (vi,...,0.4.) = (01,...,0p11).
Es geniigt zu zeigen v, 41 € (01,...,0,41). Es gilt
T I
Upg1 = Wri1 + Z@i, Ur41)0i = [|wrgr [[Tr41 + Z(UTH, 0;)0;.
i=1 i=1

O

Korollar 10.13. Jeder endlich-dimensionale euklidische bzw. unitdre Vektor-
raum hat eine Orthonormalbasis.

Beweis: Wir wenden das Verfahren auf eine Basis an. O

Lemma 10.14. Sei M C V eine Untermenge. Dann ist M+ ein Untervektor-
raum. Es gilt M 0 M+ c {0}.

Beweis: Seien v1,ve € M*, A1, Ao € K. Zu iiberpriifen ist AMjv1 + Aovy € M.
Fir m € M gilt

<TTL, Al’l}l + )\2U2> = )\1<v1,m> + )\2<”U2,TTL> =0 + 0=0.

Also liegt die Linearkombination in M.

Sei m € M mit m € M. Dann ist m orthogonal zu allen Elementen von M,
also auch zu sich selbst. Es folgt

(m,m)=0=m =0.
O

Satz 10.15. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer bwz. unitdrer Vek-
torraum, U C V ein Untervektorraum. Dann gilt V. =U @ U*.

Beweis: Wir wissen bereits, dass UL ein Untervektorraum und U N U+ = 0.
Zu zeigen bleibt, dass die beiden zusammen ganz V erzeugen. Hierfiir wéhlen
wir eine Basis vy,...,v; von U, die wir durch vg41,...,v, zu einer Basis von
V ergidnzen. Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert dann eine Orthonormalbasis
U1,-.-,Upn, sO dass gleichzeitig v1,...,0; eine Basis von U ist. Die Vektoren
Tyl - -, 0p liegen in UL, Damit ist alles gezeigt. O

Orthogonale und unitire Abbildungen

Definition 10.16. FEine lineare Abbildung f : V — W zwischen euklidischen
bzw. unitdren Vektorrdumen heifit orthogonal bzw. unitdr, wenn

(f(2), f(y) = (2,9) fir alle z,y € V.

Falls [ zusdtzlich bijektiv ist, so heifit f Isomorphismus (von euklidischen bzw.
ungtiren Vektorrdumen).
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Der Begriff Isometrie ist ebenfalls fiir orthogonale und unitidre Abbildungen
iiblich.

Beispiel. Sei V = R? mit dem Standardskalarprodukt. Sei f : R?2 — R? die

Multiplikation mit der Drehmatrix M, = (cosoz Tema

. ) Dann gilt nach
sina cosa

Definition
(Myx, Myy) = (Myx) Moz = 2' M}, M,y.

Wir rechnen nach:

cosa  Ssina cosa —sina
MM, — ( ) ( )
atla

—sina  cos« sina  cos«

( cos? o+ sin’ a — cosasin o + sin o cos & > g
pr— pr— 2

— sin v cos « + sin « cos « sin? o + cos? a

Es gilt also:
<Mo¢x7 May> = xty = <LIL‘, y>

Die Abbildung ist orthogonal.
Wir haben gerade gezeigt:

Korollar 10.17. Sei V' endlich-dimensionaler euklidischer bwz. unitdrer Vek-
torraum. Dann ist V' isomorph zu K™ mit dem Standardskalarprodukt.

Beweis: Sei vy, ...,v, eine Orthonormalbasis von V. Wie immer definieren wir
aq n
K" =V, — E a;v;.
an i=1
Dies ist eine lineare Abbildung und bijektiv, da vy,...,v, eine Basis ist. Wir

iiberpriifen das Skalarprodukt. Sei a = (a1, ...,a,)% b= (b1,...,b,)t. Dann gilt
(f(a), FB)v = > @ibj{vi,vy)v = Y a@ibi = (a, b)xn
i,j=1 i=1

da vy, ..., v, eine Orthonormalbasis ist. O
Lemma 10.18. Sei f: V — W orthogonal bzw. unitdr.

(i) x Ly= f(x) L fy).

(i) [[f )l = [[v]l-
(iii) f ist injektiv.

(iv) Falls V=W und dimV < oo, so ist f ein Isomorphismus.
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(v) Falls V=W und X ein Eigenwert, so gilt |\| = 1.

(vi) Ist f ein Isomorphismus, so ist die Umkehrabbildung ebenfalls orthogonal
bzw. unitdr.

(vii) Die Komposition zweier Isometrien ist eine Isomelrie.

Beweis: Wir rechnen nach:

0= <$,y> = <f(-r)af(y)>

und

IF ()l = V/{f(v), f(v)) = V/{v,0) = |[].

Insbesondere
@) = 0= If (@) =0 = o] =0=v =0,

Ist zusétzlich f : V — V Endormorphismus eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums, so ist f nach der Dimensionsformel auch surjektiv, also ein Isomor-
phismus.

Ist v Eigenvektor zum Eigenwert A, so gilt

[oll = [lF ()l = [[Av[l = IX][]l-

Da ||v|| # 0 folgt hieraus |A| = 1.
Sei f : V — W ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung g. Wir verizieren, dass
g orthogonal bzw. unitar ist. Es gilt fir alle z,y € W

(9(2), 9(W))v = (f(9(2)), Flg(y)))w = (z,y)w-

Seien f: V — W und g : W — U orthogonal bzw. unitir. Dann gilt fiir alle
x,yeV

(@, y)v = (f(), fF()w = (g(f(2)), 9(f (W),
d.h. g o f ist ebenfalls orthogonal bzw. unitér. O

Korollar 10.19. Die Menge der orthogonalen bzw. unitdren Autormorphismen
eines euklidischen bzw. unitiren Vektorraums ist eine Gruppe.

Definition 10.20. Sei V' euklidisch. Die orthogonale Gruppe O(V) ist die
Gruppe der orthogonalen Automorphismen von V. Speziell fir V.= R"™ mit dem
Standarskalarprodukt schreiben wir auch O(n).

Sei V' unitir. Die unitire Gruppe U(V) ist die Gruppe der unitiren Automor-

phismen von V. Speziell fiir C* mit dem Standardskalarprodukt schreiben wir
auch U(n).

Ein Automorphismus des R™ ist stets durch Multiplikation mit einer Matrix
M € M, (R) gegeben, d.h. es ist O(n) C GL,(R). Ebenso folgt U(n) C Gl,(C).
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Lemma 10.21. Sei M € M,(K). Es gilt M € O(n) bzw. M € U(n) genau
dann, wenn

MM=E,.

Dies ist genau dann der Fall, wenn die Spalten von M eine Orthonormalbasis
von R™ bzw. C™ beziiglich des Standardskalarproduktes bilden.

Beweis: Sei xz,y € R". Dann gilt
(Mz, My) = ftMtMy.

Falls M'M = E,,, so ist die Abbildung orthogonal bzw. unitir. Ist umgekehrt
die Abbildung orthogonal bzw. unitér, so setzen wir x = e;,y = e;. Dann ist
Me; die i-te Spalte von M. Die Bedingung

0 1 ]
(Me;, Mej) = (ei, e5) = { .#J.
1 1=

besagt also, dass die Spalten eine Orthonormalbasis bilden. Der Eintrag von
MM an der Stelle ij ist gerade (Me;, Mej), also folgt auch MM = E, O

Definition 10.22. FEine Matriz M € M, (R) bzw M € M, (C) mit M'M=E,
heif$t orthogonal bzw. unitér.

Jede solche Matrix ist invertierbar mit M~! = M. Es sind genau die Elemente
der orthogonalen bzw. unitdren Gruppe.

Beispiel.

0O(1) = {£1}, 0(2) = {Ma|a € R} x {T"|n € Z}

wobei M, wieder die Drehmatrix um den Winkel o ist und T = ((1) é)

U)={zeC|z| =1} = {e%m|0 <a <27}

Beweis: Fiir n = 1 haben wir es mit M; (K) = K zu tun, also mit a € K, das die
Bedingung |a|? = 1 erfiillt. Fiir K = R sind das gerade +1. Fiir K = C erhalten
wir die Einheitskreislinie.

Wir betrachten nun O3(R). Dies sind Matrizen

M= <‘CL Z) € My(R)

mit
A+ =p’+d*=1,ab+cd = 0.
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0 1

L o)

te —1. Nach eventueller Multiplikation mit 7" kénnen wir also erreichen, dass
det(M) > 0.

Insbesondere gilt a,b,c,d € [—1,1]. Sei @ € R mit a = cos(a). Dann ist ¢ =
+sin(«). Indem wir eventuell o durch —« ersetzen, erreichen wir ¢ = — sin(«).
Aus der Relation ab + ¢d = 0 schliessen wir

Die Transpositionsmatrix T = liegt in O(2) und hat die Determinan-

b= —MAc = Asin(a),d = Aa = Acos(a)
fiir ein A € R. Es folgt
b2 4 d? = N (sin’ a +cos®a) = A2 = \? =1,
A = %1. Fiir die Determinante erhalten wir
detM = ad — bc = Acos®> a + Asina = A > 0
also A = 1. O

Bemerkung. Sei M € U(n). Wir werden noch sehen, dass C™ eine Basis aus
Eigenvektoren von M hat. Als Produkt der Eigenwerte hat die Determinante
den komplexen Betrag 1. Jede orthogonale Matrix ist auch unitér. Also ist ihre
Determinante reell mit Betrag 1, also £1. Wir haben diese Eigenschaften im
obigen Beispiel konkret gesehen.

Bemerkung. Sei V euklidisch bzw. unitdr mit Orthonormalbasis v1, ..., v,.
Der Isomorphismus aus Korollar 10.17 induziert einen Gruppenisomorphismus

O(V) = O(n).
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Kapitel 11

Der Spektralsatz

Wir arbeiten weiterhin iiber K = R, C.

Selbstadjungierte Abbildungen

Definition 11.1. Sei V ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum. Ein Endo-
morphismus f: V. — V heifit selbstadjungiert, wenn fir alle z,y € V gilt

(f(@),y) = (2, f(y))-

Beispiel. Sei V = K" mit dem Standardskalarprodukt, f gegeben durch die
Multiplikation mit der Matrix M € M, (K). Die Bedingung lautet dann

T My = (r,My) = (Mz,y) = Mz'y ="My
fiir alle 2, y. Wenn M symmetrisch bzw. hermitesch ist, also M = M, so ist die
Abbildung selbstadjungiert.

Beispiel. In der Quantenmechanik ist der Zustandsraum ein unendlich-dimensionaler
unitérer Vektorraum, z.B.

V{g:R‘g%Q/ |g2<oo}.
R3

Physikalische Groflen wie Ort und Impuls sind selbstadjungierte Endormorphis-
men. (Das ist ein bisschen gelogen. Die Wahrheit erfahren Sie vielleicht in Phy-
sik.) Die Messwerte sind Eigenwerte dieser Endomorphismen.

Lemma 11.2. Sei V' endlich-dimensionaler euklidischer bzw. unitirer Vektor-
raum, f:V — V ein Endomorphismus. Dann ist f genau dann selbstadjuniert,
wenn die darstellende Matriz von f beziiglich einer Orthonormalbasis symme-
trisch bzw. hermitesch ist.

17
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Beweis: Die Wahl der Orthonormalbasis definiert einen Isomorphismus von eu-
klidischen bzw. unitédren Vektorrdumen V = K”. Sei M die darstellende Ma-
trix von f in der Orthonormalbasis, also der auf K" induzierte Endormorphis-
mus. Wir haben gerade gesehen, dass die Abbildung selbstadjuniert ist, wenn
M = M. Sei umgekehrt die Abbildung selbstadjungiert. Wir setzen = = e;,
y = e;. Dann ist Me; die j-te Spalte von M und e!Me; der i-te Eintrag dieser
Spalte, also m;;. Genauso ist eﬁﬂtej der ij-te Eintrag von Mt, also my;. Die
Matrix ist symmetrisch bzw. hermitesch. O

Unser néchstes grofles Ziel ist das folgende wichtige Resultat:

Theorem 11.3 (Spektralsatz). Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer
oder unitirer Vektorraum, f :V — V ein selbstadjungierter Endomorphismus.
Dann besizt V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f. Alle Figenwerte
sind reell.

Wir tasten uns in mehreren Schritten an den Beweis heran.

Lemma 11.4. Sei V unitdrer Vektorraum, f : V. — V ein selbstadjungierter
Endomorphismus, A ein Eigenwert von f. Dann ist X reell.

Beweis: Sei v Eigenvektor zum Eigenwert A. Wir rechnen nach:

)\<U,U> = </\U7U> = (f(v),v) = <’U,f(’U)> = <U’)‘U> = )‘<va>'
Wegen (v, v) # 0 folgt _
A=A
O

Lemma 11.5. Sei V' endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum, f:V —
V' selbstadjunigert. Dann besitzt f einen Eigenwert.

Beweis: Sei M darstellende Matrix von f beziiglich einer Orthonormalbasis von
V. Dann ist M symmetrisch iiber R, also auch hermitesch iiber C. Uber C hat
das charakteristische Polynom eine Nullstelle A. Nach Lemma 11.4 ist dieser
Eigenwert reell. Diese reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist der
gesucht Eigenwert des urspriinglichen f. O

Lemma 11.6. Sei V euklidischer oder unitirer Vektorraum, f : V. — V
selbstadjungiert. Sei v ein Eigenvektor von f. Wir setzen U = vt. Dann gilt

fU) CU.

Beweis: Sei v Eigenvektor zum Eigenwert . Sei z € U. Wir iiberpriifen f(z) €
U =vt. Es gilt

(v, f(2)) = (f(v),2) = (v, z) = Mv,z) =0

denn z L v. O
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Beweis des Spektralsatzes. Sei V endlich-dimensionaler euklidischer oder unitérer
Vektorraum, f : V — V selbstadjunigert. Wir argumentieren mit vollsténdiger
Induktion iiber dim(V).

Falls dim(V) = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei die Behauptung wahr fiir alle
Vektorrdume der Dimension n — 1. Sei dim V' = n. Sei v ein Eigenvektor. Falls
K = C, so existiert dieser als Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Falls
K =R, so existiert er nach Lemma 11.5. Wir setzen

1
V1 = 77— .
o]
Dieser Vektor hat Lange 1.
Sei U = vi-. Dann gilt
Vel

Daher ist dim(U) = n—1. Nach Lemma 11.6 induziert f einen Endomorphismus
flu : U — U. Dieser ist ebenfalls selbstadjunigert beziiglich des Skalarproduk-
tes, das man durch Einschrinken von V erhilt. Nach Induktionsvoraussetzung
hat U eine Orthonormalbasis vs, ..., v, aus Eigenvektoren von f|y. Diese ste-
hen senkrecht auf v;. Das System vy, ..., v, ist die gesuchte Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren von f.

Wir haben bereits in Lemma 11.4 gezeigt, dass die Eigenwerte reell sind. O

Dieselben Ideen erlauben auch den Beweis eines allgemeineren Satzes. Dafiir
miissen wir ausholen.
Normale Abbildungen

Definition 11.7. Seien VW euklidische bzw. unitire Vektorrdume. Seien f :
V- W und f*: W — V K-linear. Dann heifst f* adjungiert zu f, wenn fir
allev eV undw e W gilt

<f*(’LU), U>V = <’U}7 f(v)>W
Beispiel. Ist V =W und f selbstadjungiert, so ist f* = f.
Bemerkung. Ist f* adjungiert zu f, so auch f zu f*, denn
<’U7f*(w)>v = (f*(w),v} = <w7f(v)> = (f(v),w>.

Lemma 11.8. Die Abbildung f* ist eindeutig bestimmt durch f.

Beweis: Seien g, g’ beide adjungiert zu f. Dann gilt fiir alle w € W, v e V

(g =9 (w),v) = (w—w, f(v)) =0,

also (g — ¢')(w) € V+ =0. O
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Beispiel. Seien V = K" und W = K" mit Standardskalarprodukt, f gegeben
durch Multiplikation mit der Matrix M. Dann ist f* gegeben durch Multiplika-
tion mit der Matrix Mt, denn

¢
(M%,w) = (Mtu) w =7 Mw = (v, Mw).

Definition 11.9. Sei M € My, xm(K). Dann heifit

M* =

adjungierte Matrix von M.

Diese Formel ist gleichzeitig der Existenzbeweis fiir die adjungierte Abbildung.

Korollar 11.10. Seien V und W euklidische bwz. unitire Vektorrdume mit
Orthonormalbasen (v1,...,v,) und (w1,...,wWy). Sei f 'V — W linear mit
darstellender Matrix M beziiglich dieser Basen.

Dann existiert die adjungierte Abbildung f* und hat darstellende Matriz M*
beziiglich dieser Basen.

Wir kehren nun zuriick zu Endomorphismen.

Definition 11.11. Sei V ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum, f :
V — V ein Endomorphismus. Dann heiffit f normal, wenn f mit f* vertauscht,
also

foft=f"olf.
Beispiel. (i) Wenn f selbstadjungiert ist, also f = f*, so ist f auch normal.
(ii) Wenn f unitér ist, so erfiillt die darstellende Matrix beziiglich einer Or-

thonormalbasis M*M = E,,, also M* = M~1. Jede invertierbare Matrix
vertauscht mit ihrer Inversen, also ist f normal.

Theorem 11.12. Sei V' endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum, f :V —
V' ein normaler Endomorphismus. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis aus
gemeinsamen Eigenvektoren von f und f*.

Ist v Eigenvektor von f zum Eigenwert A, dann ist v Eigenvektor von f* zum
FEigenwert \.

Wir zerlegen den Beweis wieder in mehrere Lemmas.

Lemma 11.13. Sei V' endlichdimensionaler unitirer Vektorraum und f : V —
V' normal. Sei A ein Eigenwert von f. Dann ist X ein Figenwert von f* und es
existiert ein gemeinsamer Eigenvektor.

Beweis: Sei V) der Eigenraum von f zum Eigenwert A, also

Vi = {v e V|f(v) = \v}.
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Behauptung. f*(V)) C V).
Sei v € V). Wir betrachten f*(v). Es gilt

F(F ) = 7 (f(v)) = 7 (M) = Af*(v)

also liegt auch f*(v) in V.

Wir betrachten nun f*|y, : V) — V). Das charakteristische Polynom dieses
Endomorphismus hat eine Nullstelle u, also gibt es einen Eigenvektor v € V)
von f*. Dieser ist gemeinsamer Eigenvektor von f und f*. Weiter gilt

v, v) = (pv,v) = (f*(v),v) = (v, f(v)) = (v, Av) = M, v).
Wegen ||v|| # folgt i = A, also u = . O

Lemma 11.14. Sei V wunitdrer Vektorraum, f : V — V normal, v ein Eigen-
vektor von f*. Wir setzen U = v*. Dann gilt f(U) C U.

Beweis: Sei x € U. Wir betrachten f(z).

(v, f(x)) = (f*(v),z) = (uv,x) = fiv, z) = 0.
]

Beweis des Spektralsatzes fiir normale Endomorphismen. Sei V' endlich-dimen-
sionaler unitérer Vektorraum, f : V' — V normal. Wie im selbst-adjungierten
Fall argumentieren wir mit vollstdndiger Induktion nach dim(V'). Fiir dim(V) =
0 ist nichts zu zeigen.

Sei die Aussage wahr fiir alle Vektorrdume der Dimension n—1. Sei dim(V) = n.
Nach Lemma 11.13 existiert ein gemeinsamer Eigenvektor v; von f und f*. Oh-
ne Einschrinkung erfiillt er |[v;|| = 1. Sei U = vi. Nach Lemma 11.14 gilt
f(U)CcU. Wegen V = (v1) @ U gilt dim(U) = n — 1. Wir wenden die Indukti-
onsvoraussetzung an auf f|y. Wegen (f|p)* = f*|v ist dieser Endomorphismus
normal. Also existiert eine Basis vo, ..., v, von U, die aus gemeinsamen Eigen-
vektoren von f und f* besteht.

Insbesondere gilt V\(f) = V5(f*), also sind alle Eigenvektoren gemeinsame
Eigenvektoren. O

Diese Version des Spektralsatzes gilt insbesondere fiir unitdre Endormorphis-
men. Das Beispiel der Drehmatrizen zeigt, dass er fiir reelle normale Endormor-
phismen nicht gilt.

Korollar 11.15. Sei V endlich-dimensionaler euklidischer bzw. unitdrer Vek-
torraum, f : V. — V orthogonal bzw. unitir. Dann gilt |det(f)] = 1 bzw.
det(f) = £1.
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Beweis: Sei M die darstellende Matrix von f in einer Orthonormalbasis, also
M orthogonal bzw. unitar.
Fiir K = C wenden wir den Spektralsatz an und sehen, dass es eine Basis aus
Eigenvektoren gibt. Die Eigenwerte A1,..., A, haben Betrag 1. Wegen

det(f) = det(M) =[] A

i=1

folgt |det(f)| = 1.
Fir K = R bemerken wir, dass die orthogonale Matrix auch unitér ist, also
|det(f)| = |det(M)| = 1. Da diesmal die Determinante reell ist, folgt det(f) =
+1. O

Hauptachsentransformation

Der Spektralsatz kann auch ganz anders interpretiert werden. Wir sind weiter
in der Situation K = R, C, aber jetzt ohne Skalarprodukt. Wir erinnern uns,
dass die darstellende Matrix einer bilinearen bzw. sesquilinearen symmetrischen
bzw. hermiteschen Abbildung symmetrisch bzw. hermitesch als Matrix ist.

Aus dem Spektralsatz wissen wir, dass es fiir diese Matrix M eine Basis aus
Eigenvektoren gibt, also eine Orthonormalbasis vy, ..., v, € K" mit Mv;, = A\;v;.
Fiir die Sesquilinearform bedeutet dies

@Z‘MU]' = @Z‘(}\j’l}j) = )\7,62]
Die Basiswechselmatrix ist orthogonal bzw. unitdr. Damit haben wir gezeigt:

Korollar 11.16. Sei V ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum, s : V xV —
K symmetrische Bilinearform bzw. hermitesche Sesquilinearform. Sei M darstel-
lende Matriz von s beziiglich einer Basis. Dann existiert ein Basiswechselmatriz
S, so dass die neue darstellende Matriz S*MS eine Diagonalmatriz ist.

Die Eintrdage der Diagonalmatrix sind also die Eigenwerte von M.

Satz 11.17. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, s : V. xV — K
symmetrische Bilinearform bzw. hermitesche Sesquilinearform, M darstellende
Matrix beziiglich einer Basis. Dann ist s genau dann ein Skalarprodukt, wenn
alle Figenwerte von M positiv sind.

Beweis: Sei vy, ...,v, Basis aus Eigenvektoren fiir die lineare Abbildung f, die
durch die Matrix M definiert wird. Dann gilt
s(vi, v;) = A

Wenn s ein Skalarprodukt ist, so ist diese Zahl positiv. Sind alle A; > 0, so gilt
fiir beliebige a = > a;v; #0

s(v,v) = Z |la;i|* A > 0.
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Bemerkung. Die darstellende Matrix eines Endomorphismus transformiert wie
S~'MS. Die darstellende Matrix einer Bilinearform dagegen als S*M S. Dabei
bleiben die Eigenwerte nicht erhalten. Im Spektralsatz erhilt man eine Ortho-
normalbasis, d.h. die Basiswechselmatrix ist unitir und S* = S~1.

Theorem 11.18 (Trégheitssatz von Sylvester). Sei V' ein endlich-dimensionaler
R-Vektorraum, s : VxV — R eine symmetrische bilineare Abbildung. Dann gibt
es eine Basis von V', so dass die darstellende Matrixz von s die Form

E, 0 0
0 -E, O
0 0 0

hat. Die Zahlen n und m sind unabhdngig von der Wahl der Basis.

Beweis: Sei vy,...,vy eine Basis, so dass die darstellende Matrix von s eine
Diagonalmatrix mit Eintrdgen Ay, ..., Ay ist. Wir sortieren so, dass die Eintrége
A1, ..., Ay positiv sind, Apy1, ..., Ayt negativ und die restlichen 0. Fiir ¢ =
1,...,n 4+ m gehen wir von v; zu

—1
VIAil v

iiber. In der neuen Basis hat die darstellende Matrix die behauptete Form.
Wir wenden uns der Eindeutigkeit zu. Wir setzen

‘/1 = </U17"'7/Un>7V71 = <'Un+1,-- -7vn+m>a‘/0 = <vn+m+l,---;vn>-

Auf V7 definiert s ein Skalarprodukt, auf V_; gilt dies fiir —s.
Sei vf, ..., v}y eine zweite solche Basis und analog V{, V', Vj.

Behauptung. V; = {v € Vls(v,w) =0 fir alle w € V'}

Man liest an der Matrix ab, dass die Element von v diese Bedingung erfiillen.
Sei umgekehrt v = v; + v_1 + vy auf der rechten Seite. Dann gilt

0= s(v,v1) = s(v1,v1)

Da s|y, ein Skalarprodukt ist, folgt v; = 0. Genauso sehen wir V_; = 0, also
v =1 € Vp.

Die rechte Seite in dieser Beschreibung héngt nicht von den konkreten Basis-
wahlen ab, es gilt also Vj = Vjj. Durch Vergleich der Dimensionen erhalten wir

n+m=n"+m.
Seir=N—n—m=dimV,.

Behauptung. Vi N (V/ ;& Vy) =0
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Sei v # 0 im Schnitt. Da v € V4 gilt s(v,v) > 0. Dav € V! +V; gilt s(v,v) <0.
Das ist ein Widerspruch.

Wir haben n = dimV;, m = dimV_y, r = dimVy = dimV{, n’ = dim V7,
m’ =dim V' ;. Wir lesen ab

n+m +r=dmVi eV oV <dmN=n+m+r=m'<m.
Genauso zeigt man m < m/, also m’ = m. Dann gilt automatisch auch m =
m'. O
Definition 11.19. In der Situation des Trdgheitssatzes heifst n + m der Rang

von s, n der Index und n —m Signatur.

Eine reelle bilineare Abbildung ist also durch zwei dieser Zahlen eindeutig be-
stimmt. Oft gibt man die Signatur auch in der Form (n,m) an.

Beispiel. Spezielle und allgemeine Relativitéitstheorie arbeiten mit dem Ninkowski-
Raum: R* und einer Bilinearform der Signatur (3,1).

Korollar 11.20. FEine symmetrische Bilinearform der Dimension n ist genau
dann ein Skalarprodukt, wenn sie Rang und Index n hat.

Im Prinzip haben wir damit ein Verfahren, mit dem wir entscheiden kénnen, ob
s ein Skalarprodukt definiert.

2 2

Beispiel. Wir betrachten M = <2 9

). Das charakteristische Polynom ist

2-X 2\ _ o . uo B B
det< ) 2_X)(z)() —4=X%—4X = X(X —4).

Die Eigenwerte sind 0 und 4, also definiert s kein Skalarprodukt.

Tatséchlich gibt es ein besseres Verfahren: mit quadratischer Ergédnzung. Die
Grundidee ist es, die quadratische Gleichung zu l6sen, die durch die Bilinear-
form gelost wird. Die Methode ist dieselbe wie in der Schule bei der Herleitung
der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen in einer Variablen. Statt des
allgemeinen Algorithmus stellen wir ein Beispiel vor.

Beispiel. Wir betrachten V = R3,

Wir erhalten fiir z = (21, 22, 23)*

Mz = 2:1:% + 2x129 + x% + 4z 23 — 20923 + ch

= (V2x1)? + V2(V2z))xs + 22 + 2V2(V 21 )23 — 22073 + 2
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Wir rechnen mit dieser quadratischen Form weiter. Im ersten Schritt ersetzen
wir v/2z; durch z4. (Die Quadratwurzel existiert immer, denn 2 = s(ey,e;) >
0. Falls s(e1,es) < 0 ist s kein Skalarprodukt.) Dann erhélt man eine neue
quadratische Form

27 V20 o + 22 + 2V2 s — 2a0ms + 22

Im néchsten Schritt schreiben wir um zu

1
Y1 =) + 79@24—\/5963

7%

Die Linearkombination ist so gewéhlt, dass die gemischten Terme mit x; elimi-
nert werden. Die neue Form ist

1
yi+ 53:3 — 21973 — T3

1 1
= (:17’? + 5@% + 21’% + \/§I,1I2 + 2\/§x’1x3) + §x§ — 2173 — T3

= a'7 + 2% + 22 + V22 3y + 2V20 15 — 2w

An dieser Stelle sieht man schon, dass es sich nicht um ein Skalarprodukt han-
delt, denn fiir y; = 0, z2 = 0, 3 = 1 erhalten wir den Wert —1. Aber streng im

-1
Algorithmus: Wir ersetzen v/2 x5 durch z. Die Form wird dann zu
v+ zlg —V2zhxs — 3.

Die néchste quadratische Ergénzung eliminiert die gemischten Terme mit ).

Wir setzen )

Y2 = b — ﬁﬂfs
und erhalten als neue quadratische Form
2

3
yi+ s — %3

Wir haben eine rein-quadratische Form erreicht. Sie ist nicht positiv-definit. Es
handelt sich nur um lineare Koordinatenwechsel bzw. Basiswechsel auf R3. Auch
die urspriingliche Abbildung s ist kein Skalarprodukt.
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Kapitel 12

Diagonalisierbarkeit und
Trigonalisierbarkeit

Ab jetzt ist k wieder ein beliebiger Korper, nicht nur R oder C. Die Vektorriume
sind in der Regel endlich-dimensional.

Wir studieren wieder systematisch Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume.
Aus LA 1 kennen wir das charakteristische Polynom.

Definition 12.1. Sei V' ein Vektorraum, f : V. — V. Der Endomorphismus
heifit diagonalisierbar, wenn eine Basis aus Figenvektoren existiert. Diese Basis
heif$t Eigenbasis.

FEine Matrix M € M, (k) heifit diagonisierbar, wenn der zugehdrige Endomor-
phismus von k™ diagonalisierbar ist.

Bemerkung. (i) Die darstellenden Matrix beziiglich einer Eigenbasis ist eine
Diagonalmatrix, deren Eintrdge die Eigenwerte sind.

(ii) Eine Matrix M € M, (k) ist diagonisierbar, wenn es S € Gl, (k) gibt mit
S~IMS eine Diagonalmatrix.

(iii) Wenn f diagonalisierbar ist, so zerfillt das charakteristische Polynom in
Linearfaktoren.

Wir kennen bereits einige Félle, in denen der Endormorphismus automatisch
diagonalisierbar ist:

(i) k=R, V euklidisch, f selbst-adjungiert (Theorem 11.3)

(ii)) £ = C, V unitdr, f normal, z.b. unitdr oder selbst-adjungiert (Theo-
rem 11.12

(iii) k beliebig, dimV =n und xy hat n verschiedene Nullstellen (LA1 Korol-
lar 7.19)

27
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Wir wissen bereits, dass nicht jeder Endomorphismus diagonalisierbar ist.

(i) Falls k& nicht algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt das charakteristische
Polynom i.a. nicht in Linearfaktoren. Ein Beispiel fiir ¥ = R sind die
Drehmatrizen.

(ii) Selbst wenn das charakteristische Polynom zerfillt, ist der Endomorphis-
mus i.a. nicht diagonalisierbar. Ein Beispiel hierfiir sind Matrizen der Form

A1 0
0 A 1 O
0 A

Das charakteristische Polynom ist (A — X)". Einziger Eigenvektor ist eq,
wie man leicht nachrechnet.

Eigenschaften des Polynomrings, Teil 2
Wir betrachten den Polynomring
k[X] = {ZaiXi|n € No,a; € k firi > 0} .

=0

Definition 12.2. Fir P € k[X], P #0, A € k sei ord)(P) die mazimale Zahl,
so dass (X — X)™ ein Teiler von P ist. Sie heifst Multiplizitét oder Nullstellen-
vielfachheit von .

Wir wissen bereits aus LA 1 Korollar 7.7, dass ein Polynom héchstens so viele
Nullstellen hat, wie sein Grad.

Satz 12.3. Sei P € k[X], A1,..., A\ € k die paarweise verschiedenen Nullstel-
len von P mit den Multiplizititen ny,...,n, € N. Dann gilt

P=(X-2)"...(X=X)"Q
mit Q € k[X] nullstellenfrei.
Wo ist das Problem? Nach Voraussetzung gilt
P=(X-\)"P, P=(X-)\)"P,.
Warum ist (X — A2) und sogar (X — A3)™2 ein Teiler von P;?

Beweis: Der wesentliche Schritt ist:

Behauptung. Seien A, B € k[X] und X eine Nullstelle von AB. Dann ist X —\
ein Teiler von A oder B (oder von beiden).
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Angenommen, X — A ist weder Teiler von A noch von B. Division mit Rest
ergibt
A=A1(X =N+ 43, B=A3(X —\) + B>

wobei deg(Az), deg(Bz) < deg(X — A) = 1. Also sind Ay und By konstant. Wir
schreiben ab jetzt as und bs fiir diese Konstanten. Einsetzen von A ergibt

A(N) = ag, B(\) = bs
also sind asg, bo # 0. Wir multiplizieren und erhalten
AB = A1B1(X — A\)? + A1bo(X — \) + agB1 (X — \) + agbs.
Einsetzen von A ergibt dann
AB(X) = agbs.

Das ist ungleich 0, da ag, be € k*. Dies ist ein Widerspruch. Die Behauptung ist
bewiesen.

Der Rest des Arg}lmentes ist vollstdndige Induktion nach dem Grad und den
Multiplizitéiten. (Ubungsaufgabe oder Vorlesung Algebra und Zahlentheorie).
O

Diagonalisierbarkeit

Definition 12.4. Sei V' endlich-dimensionaler k-Vektorraum, f : V. — V ein
Endomorphismus, A ein Figenwert.

(i) Die algebraische Vielfachheit von X ist die Nullstellenordnung von X im
charakteristischen Polynom xy.

(#i) Die geometrische Vielfachheit von A ist die Dimension des Eigenraumes
Vi ={veV|f(v) = \}.

Satz 12.5. SeiV endlich-dimensionaler Vektorraum, f € End(V'). Seien A1, ..., Ay
die Eigenwerte von f mit geometrischer Vielfachheit p; und algebraischer Viel-
fachheit v;. Dann gilt

wi < v fir alle q.

Es sind dquivalent:

(i) Das charakteristische Polynom zerfillt in Linearfaktoren und u; = v; fir
allei=1,...,n.

(i1) Fiir V existiert eine Eigenbasis von f.

Beweis: Sei A\ ein Eigenwert. Sei vy, ..., v, eine Basis von V). Wir ergéinzen
durch v, 41,...,vN zu einer Basis von V. Die darstellende Matrix von f hat in

dieser Basis die Form
AE,, A
0 B/’
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Wir lesen das charakteristische Polynom ab:
xf=A—-X)"xs

Hieraus folgt m = p(A) < v(\).

Sei nun vy, ...,vy eine Eigenbasis. Dann ist die darstellende Matrix diagonal.
Fiir jeden Eigenwert \; gibt es mindestens soviele Elemente in dieser Basis wie
v; angibt, also dim Vy, > v;.

Fiir die Riickrichtung zerfalle das charakteristische Polynom in Linearfaktoren,

also N = 3", v;. Fiir i = 1,...,n wihlen wir eine Basis v,...,v}, von Vj,.
Behauptung. Das System der (v;) firi=1,...,n, j = 1,...,v; ist linear
unabhdngig.

Sei

0= g aijv;.
,J

b i i
Dann ist z* = Zj aijv; € Vi, und

0= zn:a:’
i=1

Nach LA 1 Satz 7.18 sind Elemente aus verschiedenen Eigenrdumen linear un-
abh#ngi, wenn sie nicht Null sind. Es folgt also 2° = 0 fiir alle i. Aus der linearen
Unabhéngigkeit der v} fiir festes 4 folgt dann a;; = O fiir alle j und 7. Damit ist
die Zwischenbehauptung bewiesen.

Es folgt

N =dimV > dim( Z|Z,j ZVZ Zui:N

Hieraus folgt, dass die linear unabhéngige Familie auch ein Erzeugendensystem
ist. Nach Konstruktion handelt es sich um eine Eigenbasis. O

Trigonalisierbarkeit

Sei nun k algebraisch abgeschlossen. Wir haben gesehen, dass nicht jede Matrix
diagonalisierbar ist, wohl aber stets mindestens einen Eigenvektor hat. Daraus
lasst sich mehr machen!

Satz 12.6. Sei V' endlich-dimensionaler Vektorraum dber einem algebraisch
abgeschlossenen Kérper k, f € End(V). Dann hat V eine Basis, so dass die
darstellende Matriz eine obere Dreiecksmatriz ist

Mp(f) = (aij)i; mit a;; =0 firi>j.

Zum Beweis fassen wir die Eigenschaft konzeptioneller.
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Definition 12.7. Sei V ein Vektorraum. Eine Fahne der Lange r von V ist
eine echt aufsteigende Folge

Wowenec---CV

von Untervektorrdumen. Die Fahne heif$t vollstandig, falls Vo =0, V. =V und
dimV;;1 =dimV; + 1.

Sei f : V. — V ein Endomorphismus. Ein Unterraum W heifit f-invariant,
wenn f(W) C W. FEine Fahne heifst f-invariant, falls alle V; f-invariant sind.

Beispiel. (i) 0 C V ist eine (i.a. unvollstindige) Fahne der Linge 1 (fiir
V #0). Sie ist immer f-invariant.

(ii) Sei vq,...,v, eine Basis von V. Dann ist

0C (1) € (v1,v2) C - C(vryeen, o) =V

eine vollstandige Fahne.
(iii) Fiir jedes A € k ist der Eigenraum V), ein f-invarianter Unterraum.

Satz 12.8. Sei V endlich-dimensionaler Vektorraum diber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper, f € End(V'). Dann existiert eine vollstindige f-invariante

Fahne.

Beweis: Wir argumentieren mit vollstdndiger Induktion nach n = dim V. Fiir
n = 1 ist nichts zu zeigen.

Sei nun n > 1 und die Aussage wahr fiir alle Vektorrdiume der Dimension
n — 1. Da k algebraisch abgeschlossen ist, gibt es einen Eigenvektor v; € V.
Sei W = (v1) C V. Dieser Unterraum ist f-invariant. Wir betrachten den Quo-
tientenvektorraum

Vi=V/W={v+WleV}

Es gilt nach der Dimensionsformel dimV’ = dimV — dimW = n — 1. Wir
betrachten
V=V o4+ We flu)+ W

Behauptung. Die lineare Abbildung [’ ist wohldefiniert.

Wir kénnen das mit Représentanten nachrechnen. Oder wir benutzen den Ho-
momorphiesatz LA 1 Satz 4.14: Wir betrachten die Komposition

v5Lvovw
und iiberpriifen, dass W = (v1) im Kern von 7 o f liegt. Es gilt
7(f(v1)) =7(Avy) = Am(vy) =0+ W.

Nach dem Homomorphiesatz faktorisiert 7 o f eindeutig iiber f’.
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Wir kénnen nun die Induktionsvoraussetzung auf den Vektorraum V' und den
Endomorphismus f’ anwenden. Es existiert also eine vollstindige Fahne

o=VicVvyc---cV,=V"

Wir setzen fiir i =1,...,n

V=7 (V)

K3

und Vo = 0. Im Fall ¢ = 1 erhalten wir gerade V; = Ker(nw) = W. Im Fall i =n
erhalten wir ganz V. Insgesamt

ocvncWc---CcV,=V.
Behauptung. dimV; = 1.
Die Abbildungen V; — V/ sind jeweils surjektiv. Nach der Dimensionsformel
gilt
dimV; = dimKer(7) + dimV, =1+ (i — 1) = 4,

nach Wahl der V/ und wegen Ker(m) = W = (v1). Es handelt sich also um eine
vollsténdige Fahne.

Behauptung. f(V;) CV; firi=0,...,n

Fiir 4 = 0 ist nichts zu zeigen. Sei i > 0, also V; = 7= 1(V/). Sei x € V;. Wir
betrachten f(z). Es gilt

m(f(2)) = f'n(z) € V}
denn nach Induktionsvoraussetzung ist V' invariant unter f’. Jetzt ist f(z) €

7 Y(V/), wie gewiinscht.
Dies beendet den Beweis. O

Bemerkung. Etwas genaueres Hinschauen zeigt: es geniigt die Voraussetzung,
das xy iiber k in Linearfaktoren zerféllt.

Beweis von Satz 12.6. Sei
o=VycWhc---CV,

eine vollstéandige f-invariante Fahne. Wir ergénzen rekursiv eine Basis vy, ..., v;
von V; zu einer Basis vy, ...,v;41 von V;41. Dann gilt

f(?)i) S <1]1, A ,Ui>.

Die darstellende Matrix hat die gewiinschte Form. O
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1 1

Beispiel. Sei f : k> — k? die Multiplikation mit (1 3

) . Wir bestimmen

einen Eigenvektor:

1-x 1
Xf:det(l 3X>:(1—X)(3—X)+1:X2—4X+4.

Der Eigenwert ist 2. Wir 1ésen die Eigenwertgleichung f(v) — 2v = 0.

o= () ()= ()

1). Die volle Fahne ist

Wir erhalten z = y und den Eigenvektor v; = (1

0C (v; Ck* = (v1,e1).

Die Bilder der Basisvektoren unter f sind

f(vr) =2vy, fler) = (_11> =— G) +2 (é) = —1v; + 2ey.

Die darstellende Matrix ist
2 -1
(o 2)

Bemerkung. In oberen Dreiecksmatrizen kénnen wir Determinante, Eigenwer-
te und charakteristisches Polynom leicht ablesen.

Der Satz von Cayley-Hamilton

Sei V' ein Vektorraum. Dann ist End(V) ein Ring beziiglich der Addition und
Komposition von Endomorphismen. Wir schreiben fiir f € End(V) und n > 0

fo=id ft=f = fo

Ist P € k[X], also P =", a;,X", so kénnen wir nicht Elemente aus k, sondern
auch aus End(V) einsetzen

P(f) =) _aif" € End(V).
1=0

Die darstellende Matrix von P(f) ist P(M(f)).

Beispiel. Sei f € End(k?) die Multiplikation mit der Matrix

Al
M_<O /\)—)\E2+N
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mit N = (O 1). Beachte, dass N2 = 0. Dann gilt

0 0

2
M? = (AEy + N)? = A2Ey + 2\N = (Ao iﬁ)

M = (AEQ + N = zn; (?) AZ’N“) — N"Es + AN = (Aon ”A;ll)
Diese Matrizen sind linear abhéngig! Es gilt einfach
(M — \Ep)? =N?=0
d.h. M ist Nullstelle von
P=X?-2\X + )= (X -\~
Dies ist das charakteristische Polyom von M.

Theorem 12.9 (Satz von Cayley-Hamilton). Sei k Korper, V endlich-dimensionaler
k-Vektorraum, f € End(V'). Dann gilt

Xf(f) =0¢€ End(V).

Beweis: Sei zunéchst k algebraisch abgeschlossen. Wir wihlen eine Basis vy, ..., vy,
so dass die darstellende Matrix obere Dreieckstgestalt hat mit Diagonale (A1, ..., A,).
Es gilt

Xf = ()\1 —X)(/\2 —X)()\n —X).

Wir miissen also
Xf(f) = id=f)Aa = f) ... (A\pid —f)

berechnen. Wir wollen zeigen, dass x¢(f)(V) = 0, d.h. alle Vektoren werden auf
0 abgebildet.

Sei

®; = (AMid—f)(Aa = f)... (Niid = f)
Sei V; = (vy,...,v;) die vollstindige f-invariante Fahne, die zu unserer Basis
gehort.

Behauptung. ®;(V;) =0
Wir argumentieren mit vollsténdiger Induktion nach ¢. Fiir ¢ = 0 ist nichts zu
zeigen. Sei nun ¢ > 0 und die Aussage wahr fiir Vektorrdume der Dimension

i — 1. Wir betrachten einen beliebigen Vektor v € V;. Es gilt

V=a1v] + ...a;0;
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mit a; € k. Es gilt

P;(v) = ®;—1 0 (Aid —f)(v)
= ®;_1(Niarv1 + Njagvz + ... Njav; — ar f(v1) —azf(v2) — -+ —a; f(vy))

Fast alle Summanden liegen in V;_1, da V;_; stabil unter f. Einzige eventuelle
Ausnahmen ist A\;a;v; — a; f(v;). Nach Definition gilt

f(’Ul) = )\ivi +’Ul mit ’U/ € V;‘_l.

Also ist ebenfalls
Aiaiv; — aif(vi) = € Vi 1.

Also ist das Argument von ®;_; in V;_;. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
®,_1(Vi—1) =0, also auch ®;(v) = 0. Dies beweist die Behauptung. Fiir i = n
erhalten wir die Aussage des Theorems.

Sei nun k ein beliebiger Korper. Sei M darstellende Matrix beziiglich einer be-
liebigen Basis von V. Zu zeigen ist x (M) = 0. Jeder Korper k ist ein einem
algebraische abgeschlossenen Kérper k enthalten (Vorlesung Algebra und Zah-

lentheorie). Es gilt M, (k) C M, (k), daher geniigt es zu zeigen, dass x (M) =0

in M, (k). Das Polynom x ist das charakteristische Polynom der linearen Ab-
bildung f : P En, die durch Multiplikation mit M gegeben ist. Nach dem

ersten Fall folgt x(f) = xs(M) = 0. 0

Wir kénnen jetzt die Matrizen AF, und (8\ i\) auseinander halten: beide sind

Nullstellen des charakteristischen Polynoms (A— X )2. Die erste aber sogar schon
von (A — X).

Definition 12.10. Sei V' endlich-dimensionaler Vektorraum, f € End(V'). Das
Minimalpolynom von f
py € k[X]

ist das normierte Polynom kleinsten Grades mit pp(f) = 0.
Ein Polynom heifit normiert, wenn der hochste Koeflizient 1 ist, also
P=X"4+a,_ 1 X"+ -+ ap.

Normierte Polynome sind immer ungleich 0.

Der Satz von Cayley-Hamilton garantiert die Existenz eines solchen Polynoms.
Genauer:

Lemma 12.11. Sei P € k[X] ein Polynom mit P(f) = 0. Dann ist puy ein
Teiler von P. Das Minimalpolynom piy ist eindeutig bestimmdt.

Beweis: Polynomdivison mit Rest ergibt

P =Qus+ R mit deg R < degpuy
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Einsetzen von f ergibt

0= P(f) = Q(Nus(f) + R(f) = R(f).
Sei mit deg(R) = m. Angenommen, R # 0, also m > 0.
R=b,X"+...bpy.

Dann ist b,, # 0, also b,,' R ein normiertes Polynom mit Nullstelle f. Es hat
einen kleineren Grad als py. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von py, also gilt
R = 0. Dies beweist die Teilbarkeitsaussage.

Seien p17 und ,u} zwei Minimalpolynome. Dann gilt

pf=Apy, py=Buy=BAuy.

Hieraus folgt, dass deg BA = 0, also B und A beide konstant. Wir vergleichen
den hochsten Koeffizienten. Er ist fiir 1 und fiir ,u} jeweils 1, alsoist A = B = 1.
Die beiden Polynome sind gleich. O

Satz 12.12. Sei V endlich-dimensionaler k-Vektorraum, f € End(V). Dann
ist das Minimalpolynom s ein Teiler des charakteristischen Polynoms x¢. Die
Nullstellen stimmen tberein.

Beweis: Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist x¢(f) = 0. Nach Lemma 12.11
folgt x ¢ = Qpuy fiir ein Polynom @. Insbesondere ist jede Nullstelle von py eine
Nullstelle von x .

Sei umgekehrt A eine Nullstelle von ¢, also ein Eigenwert. Sei v der zugehorige
Eigenvektor. Wir berechnen i z(f)(v). Sei dafiir pp = X% +bg_1 X4+ +bo.
Es folgt

pp(f) @) = (f* 4 bar f7 + - + boid)(v)
= () + bar fTH (V) + -+ bov
= A+ bg_ AN w4 bg
= pg(Av.
denn f*(v) = Av (Induktion). Es ist us(f) = 0 € End(V), also pu¢(f)(v) = 0.
Wir haben daher
0= ps(Av

tiir ein v # 0. Hieraus folgt p17(A) = 0. Wie behauptet ist A auch eine Nullstelle
von fif. O

a

Beispiel. Sei M = (0

2) fiir a,b € k. Dann ist

xm=(a—X)(b—X)=X?—(a+0b)X +ab.
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Einsetzen von M ergibt

XM(M):Gf 1?2>—(a+b)<g 2)—|—ab((1) (1)>

_ a? —a?—ab+ ab 0 -0
- 0 B2—ab—b>+ab)

Die moglichen Teiler von x s sind (X — a) und (X — b). Wir setzen M ein

(X —a)(M) = (aga b9a> - <g bga)'

Dies ist 0 fiir a = b! Es gilt also

X—a a=b
par = :
XM a#b

.. .. (A1
Beispiel. Fiir M = 0 A
Nullstelle von X — A, also py = xu-

) ist xar = (X — A)2. In diesem Fall ist M nicht

Satz 12.13. Sei V' endlich-dimensionaler Vektorraum, f € End(V). Dann ist
f genau dann diagonalisierbar, wenn s in Linearfaktoren zerfillt und die Null-
stellen Multiplizitdt 1 haben.

Beweis: Sei vy, ..., v, eine Eigenbasis. Dann zerfallen x; und sein Teiler s in
Linearfaktoren. Sei
Hf = (X - )\1)”1 ce (X - )\d)yd

mit paarweise verschiedenen Ay, ..., Aq. Setze

Wir setzen v; in p(f) ein. Dies ist ein Eigenvektor. Sei A;(;) der zugehorige
Eigenwert. Es folgt wie im letzten Beweis

4y (1) () = 1y gy )i = 0.

Dies gilt fiir alle v; in einer Basis, also ps(f)(V) = 0. Mit anderen Worten,
s (f) = 0. Nach Definition des Minimalpolynoms folgt yip = pif;.

Den Beweis der Riickrichtung verschieben wir auf spéter. Er fillt als Nebenpro-
dukt der Hauptraumszerlegung ab.

O
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Kapitel 13

Die Jordansche Normalform

Wir formulieren gleich zu Anfang unser Ziel.

Definition 13.1. Sei k Kérper, A € k, n > 1. Die Matrix

A 10 . 0
0O A 1 0 ... 0
In(A) =
0 ... 0 A

heifst Jordan-Block der Linge n zum Eigenwert ..

Theorem 13.2 (Jordansche Normalform). Sei k algebraisch abgeschlossen, V
endlich dimensionaler Vektorraum f € End(V'). Dann gibt es eine Basis von V,
so dass die darstellende Matrixz die Form

Jnl ()‘1)
an ()‘2)

I (Am)

hat. Hierbei sind die \; und n; eindeutig bis auf Reihenfolge.

Bemerkung. (i) Der Endormorphismus ist diagonalisierbar, wenn alle Jor-
danblocke die Grofle 1 haben.

(ii) An der Jordanschen Normalform liest man leicht das charakteristische
Polynom ab, aber auch das Minimalpolynom ab. Es ist

XJn(A) = Ha,(\) = (A=X)"

39



40 KAPITEL 13. DIE JORDANSCHE NORMALFORM

und fiir M in Jordan-Normalform
XM = HXJM(M) = H()\i = X)™, par = kegv(A — X)™.
i=1

Insbesondere lesen wir das Diagonalisierbarkeitskriterium 12.13 aus dem
letzten Kapitel ab. Die algebraische Vielfachheit von A erhalten wir durch
Aufsummieren der n; mit A; = \. Die geometrische Vielfachheit ist die
Anzahl der Jordanblocke zum Eigenwert A. Dies liefert das erste Diagona-
lisierbarkeitskriterium 12.5.

Der Beweis wird uns eine Weile beschéftigen. Wir gehen in zwei Schritten vor:

(i) Zerlegung von V in die Anteile, die zu einem A gehéren.

(ii) Auf einem solchen Raum betrachten wir f — Aid. Diese Abbildung wird
nilpotent sein, d.h. wir miissen darstellende Matrizen fiir nilpotente Ab-
bildungen verstehen.

Der Schliissel sind also die Abbildungen f — Aid und deren Potenzen.

Hauptraumzerlegung

Definition 13.3. Sei k Korper, V' ein k-Vektorraum, A € k. Dann heifit
Hy={veVl]esgibt n>1 mit (f —\)"(v) =0}
Hauptraum oder verallgemeinerter Eigenraum zum Figenwert \.

Bemerkung. Es gilt V), C Hy (mit n = 1). Wenn H, # 0, so ist A ein Eigen-
wert, denn fiir minimales n mit (f — \)"(v) = 0 folgt (f — \)"~*(v) € V.

Lemma 13.4. H) ist ein Untervektorraum. Ist dimV < oo, so gibt esn > 1
mit Hy = Ker(f — \)™.

Beweis: Nach Definition ist
o0
Hy = | Ker(f — Aid)™).
n=1

Die Kerne sind ineinander enthalten:
Ker(f — Aid) € Ker(f — Aid)* C ...

Jedes Ker(f — A\)™ ist abgeschlossen unter skalarer Multiplikation, also auch
die Vereinigung. Fiir v; € Ker(f — A)™ mit ¢ = 1,2 sind beide enthalten in
Ker(f — )™ fiir n > ny, ng, also auch ihre Summe.

Ist dim V' < oo, so muss die Kette von Untervektorrdumen stabil werden. O
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Lemma 13.5. Einziger Figenwert von f|g, ist A.

Beweis: Sei v € Hy Eigenvektor zum Eigenwert p. Dann gilt rekursiv

(f = Xid)"(0) = (1 — A)"v.
Fiir geniigend grofies n ist also (x — A)™ = 0, und dann auch g — A = 0. O
Lemma 13.6. H) ist f-invariant.

Beweis: Sei v € Hy, (f — A)"(v) = 0. Wir betrachten jetzt f(v). Wir wissen,
dass f(v) — v € Hy, denn dieses Element wird von (f —\)"~! annihiliert. Nach
Voraussetzung ist v € Hy. Dies ist ein Vektorraum, also liegen auch Av und
(f(v) — M) + Av in Hy. O

Satz 13.7. Sei k algebraisch abgeschlossen, V' endlich-dimensionaler Vektor-
raum, f € End(V) und \ ein Figenwert. Dann ist Hy ein f-invarianter Teil-
raum mit Dimension gleich der algebraischen Vielfachheit v(X) von A. Das cha-
rakteristische Polynom von f|p, ist (A — X)*®),

Beweis: Wir wéhlen eine Basis vy, ...,v,, von Hy und ergéinzen zu einer Basis
von V. Da H) invariant unter f ist, erhalten wir eine darstellende Matrix der

Form
A x
0 B
mit A € M,,(k), B € Mgimv-m(k). Es gilt

Xf = XAXB-

Einziger Eigenwert von A ist A, also muss gelten x4 = (A—X)™. Angenommen,
A ist eine Nullstelle von xp. Dies ist charakteristische Polynom des von f auf
V/H) induzierten Endormorphismus. Zu dieser Nullstelle gehort ein Eigenvektor
v. Sei v € V ein Urbild. Dann gilt

(f — Xid)(v) € Hy,
also gibt es n > 1 mit
(f = Md)™((f = Mid)(v)) = 0.

Also gilt v € Hy. Dies ist ein Widersproch zu v # 0. Damit haben wir gezeigt,
dass A keine Nullstelle von xp ist. Die Nullstellenvielfachheit von A in xy ist
genau m. [

Satz 13.8 (Hauptraum-Zerlegung). Sei k algebraisch abgeschlossen, V' endlich-
dimensionaler k-Vektorraum, f € End(V). Seien A1, ..., A die Eigenwerte von
f. Dann ist die natiirliche Abbildung

Hy, ©H\, @ @& H\, -V

ein Isomorphismus.
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Beweis: Nach Satz 13.7 gilt
dimHy, +---+dim Hy, =v(M)+...v(N),;) =degxy =dim V.

Es geniigt daher die Injektivitdt der natiirlichen Abbildung zu zeigen.
Seien v; € Hy, firi=1,...,r mit v1 +--- 4+ v, =0.

Behauptung. Dann gilt v; =0 firi=1,...,r.

Sei s die Anzahl der v; # 0. Ist s = 1, so gilt die Behauptung automatisch. Sei
also jetzt s > 1. Wir wéhlen vy, ..., v, so, dass s minimal. Nach Umnummerieren
ist v1,...,v5 # 0, Vsq1,...,0 = 0. Sei g = (f — )\1)”0‘1). Alle H,, sind g-
invariant, weil sie f-invariant sind. Es gilt

0=g(v1+-+vs) =g(v1) +g(v2) + -+ g(vs), g(vi) € Hy,.

Dies ist wieder eine Relation der Art, die wir betrachten. Wir betrachten g(vq).
Wegen v, € Hy, gilt (f — \id)*?)(v;) = 0, also g(v1) = 0. Die Relation hat
weniger als s Eintrédge. Nach Wahl von s bedeutet das

g(v2) = g(vs) = -+~ = g(vs) = 0.
Behauptung. g ist injektiv auf Hy mit X\ # Ay

Sei v € Ker(g) N Hy. Sei N minimal mit (f — Aid)Y(v) = 0. Dann ist v/ =
(f — Xid)V~! ein Eigenvektor zum Eigenwert A und

g() = (f = Mid)" @ (f = Xid)V () = (f = Aid)VTH(f = )P () = 0.
Fiir einen Eigenvektor ist aber
=g(@) = (f = A\)"M (@) = (A= \)"PM = A=\,
Damit die Aussage iiber die Injektivitdt bewiesen. Es folgt
vy ==, =0,
wie zu beweisen war. O
Wir kénnen uns jetzt also auf Hauptraume konzentrieren. Sei also V' = H,. Wir
betrachten g = f — Aid. Diese Abbildung ist jetzt nilpotent.
Nilpotente Endormorphismen

Wir wollen die Jordansche Normalform fiir nilpotente Endormorphismen herlei-
ten. Die Jordanblocke haben die Form
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Alle Eintrége sind 0, nur die erste Nebendiagonale hat die Eintréage 1. Als lineare
Abbildung ist dies
e1—0,ea>e1,...,6p — €nh_1.

Definition 13.9. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, f € End(V).
Eine f-zyklische Basis von V' ist eine Basis der Form

i, f(v), 0.

Der Vektor v heiffit dann Hauptvektor. Der Vektorraum heifst f-zyklisch, wenn
eine f-zyklische Basis existiert. Ein Untervektorraum W C V' heif$t f-zyklisch,
wenn er f-invariant und f|w -zyklisch. Die f-Ordnung vonv' € V ist die kleinste
Zahl i € Ny, so dass f(v') = 0.

Beispiel. (i) f = (8 é) Dann ist e; ein Hauptvektor, da f(e2) = e, also

f(e2), ea eine Basis.

(if) Sei g = <1 1) Wieder ist ey ein Hauptvektor, da g(es) = e; + e3 und
wieder g(ez), eo eine Basis.

(iii) Sei h = AE5. Dann gibt es keinen Hauptvektor. Der Vektorraum ist nicht
h-zyklisch. Jeder eindimensionale Unterraum ist zyklisch.

Bemerkung. Hat f : V — V als darstellende Matrix den Jordanblock .J,,(0),
so haben wir eine f-zyklische Basis gefunden. Ist umgekehrt f nilpotent und
f"Y(v),...,v eine f-zyklische Basis, so ist die darstellende Matrix der Jordan-
block J,(0).

Im nilpotenten Fall gibt es viele zyklische Unterrdume.

Lemma 13.10. Sei f nilpotent, v € V mit v # 0. Dann ist v Hauptvektor des
zyklischen Teilraums

U(v) = (v, f(v), f*(v),...).
Es gilt U(v) NKer(f) = f*~1(v), wobei n die f Ordnung von v ist.

Beweis: Sei n minimal mit f™(v) = 0. Wir zeigen, dass

0, f(©), o 7 (w)
linear unabhéngig sind. Dies ist dann die gesuchte zyklische Basis. Seien aq, . .., a,_1 €
k mit
aopv + a1 f(v) + ... an_1f"H(v) = 0.
Durch Anwenden der Potenzen von f erhalten wir die neuen Relationen:
aof(v) + a1 f?(v) + -+ an_of " H(v) =0
aof2(v) +arf2() +...an_3f"(v) =0

aof" t(v) =0
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Aus der letzten Relation folgt ag = 0, dann riickwérts a; = 0 bis a,,_1 = 0.
Sei w = bov + b1 f(v) + -+ + b1 f" (v) im Kern von f, also

0= f(w) =bof(v) +b1f*(v) + -+ buaf" "' (v) +0.
Wegen der linearen Unabhingigkeit der fi(v) folgt bg =by = ...b,_ o =0. O

Satz 13.11 (Existenz von zyklischen Basen). Sei V' endlich-dimensionaler Vek-
torraum, f € End(V') nilpotent. Dann gibt es f-zyklische Teilrdume Vi,...,V,
so dass die natirliche Abbildung

ig---eV, -V

ein Isomorphismus ist. Dabei ist r eindeutig. Die Dimensionen der V; sind ein-
deutig bis auf Reihenfolge.

Beweis: Es gilt V. = Hy. Nach Lemma 13.4 gibt es n > 1 mit f* = 0. Wir
argumentieren mit vollstéindiger Induktion nach dem kleinesten n mit f* = 0.

Fiirn = 1ist f die Nullabbildung. Die zyklischen Unterrdume sind 1-dimensional.

Sei nun n > 2. Wir setzen voraus, dass die Aussage fiir Abbildungen der Ord-
nung n — 1 gilt. Wir betrachten W = f(V). Dieser Teilraum ist f-stabil und f
hat Ordnung n — 1. Sei

wWew,@--- @ W

eine Zerlegung in zyklische Teilrdume und w; Hauptvektor von W;. Nach Defi-
nition gibt es v; € V mit f(v;) = w;. Seien Vi,...,V; die von ihnen erzeugten
zyklischen Teilrdume.

Behauptung. Die natiirliche Abbildung V1, ® Vo & --- B Vi — V ist injektiv.
Sei (x1,...,25) im Kern, also ; € V; fiir i =1,...,s,
z1+ - +zs=0.
Wir wenden f auf die Relation an und erhalten
0+ f(z1)+ ... f(zy) =0

mit f(z;) € W;. Wir waren mit einer Zerlegung von Im(f) gestartet, also folgt
flz;))=0firi=1,...,s.

Wir haben nun x; € V; N Ker(f), also ist x; ein Vielfaches des Basisvektors
™~ 1(v;), der nach Konstruktion in W; liegt. Wieder wegen der Unabhiingikeit
der W; folgt dann auch x; = 0 fiir alle 4.

Behauptung. Ker(f) Vi @...Vy = V ist surjektiv.

Sei z € V, also f(z) € W. Dann gibt es y; € W;, so dass

J) =y 4+ +ys.
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Die Abbildung f : V; — W, ist surjektiv, also gibt es x; € V; mit f(z;) = ;.

Die Differenz
S
Xr — E Z;
i=1

liegt im Kern von f.

Wir kénnen nun die zyklischen Basen der V; durch linear unabhéngige Elemente
des Kerns von f zu einer Basis von V erginzen. Dies ist die gesuchte zyklische
Basis.

Zu zeigen bleibt noch die Eindeutigkeitsaussage. Es ist
r = dim Ker(f)
unabhéngig von der Zerlegung. Weiter ist
dim Ker(f?) = Anzahl der V; mit dim V; > 2
oder allgemein
dim Ker(f™) = Anzahl der V; mit dimV; > n.

Insbesondere sind die Dimensionen also unabhéngig von der konkreten Zerle-
gung. O

Beweis von Theorem 13.2. Nach Satz 13.8 existiert eine Zerlegung

V=(PH,,

in die Hauptraume zu den verschiedenen Eigenwerten. Nach Satz 13.11 existiert
eine Zerlegung von H), in f — A;id-zyklische Teilrdume. In dieser Basis ist die
darstellende Matrix ein Jordan-Block.

Die Eindeutigkeit folgt, weil die Zerlegung in Hauptraume unabhéngig von Ba-
siswahlen ist und aus der Eindeutigkeit in Satz 13.11. O

Bemerkung. Wir haben die Informationen des letzten Kapitels nicht benutzt.
Die Sitze folgen umgekehrt aus der Jordan-Zerlegung.

Konsequenzen
Jeder Jordan-Block hat die Form

Jmn(\) = AE,, + N

mit N nilpotent. Die beiden Summanden kommutieren. Allgemeiner erhalten
wir fiir jede Matrix in Jordan-Normalform eine Zerlegung

M = M;+ M,

mit M, eine Diagonalmatrix und M, nilpotent, die beiden Summanden kom-
mutieren.
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Satz 13.12 (Additive Jordan-Zerlegung). Sei k algebraisch abgeschlossen, M €
Mp (k). Dann gibt es eine Zerlegung

M = M, + M,

mit My diagonalisierbar, M, nilpotent, so dass die beiden Faktoren kommutie-
ren, also MsM,, = M, M. Die Zerlegung ist durch diese Figenschaften eindeutig
charakterisiert.

Fir diagonalisierbare Matrizen ist auch der Begriff halb-einfach (englisch: semi-
simple) iiblich, daher die Notation.

Beweis: Sei M’ = S7'MS in Jordan-Normalform. Wie oben erklirt existiert
dann die Zerlegung M’ = M/ + M/, und die beiden Summanden kommutieren.
Dann ist My = S~ M.S diagonalisierbar und M,, = S~!M/ S nilpotent.

Wir werden noch zeigen, dass es ein Polynom P € k[X] gibt mit M, = P(M).
Damit konnen wir auch die Eindeutigkeit herleiten. Sei M = D+ NN eine weitere
Zerlegung mit D diagonalisierbar, N nilpotent und DN = ND. Es gilt dann
sofort

DM =D(D+N)=D?>+DN=D?+ND=(D+N)D=MD.

Wegen M, = P(M) folgt dann auch MgD = DM,. Beide sind diagonalisierbar
und sie vertauschen, also existiert eine gemeinsame Basis von Eigenvektoren
(Ubungsaufgabe). In dieser Basis sehen wir, dass auch M, — D diagonalisierbar
ist. Mit den selben Argumenten sehen wir, dass M,, = M — P(M) und N
vertauschen. Dann ist N — M,, nilpotent. Also ist

Ms—D=N-M,

sowohl nilpotent als auch diagonalisierbar. Dies ist nur moéglich fiir die Nullma-
trix. Dies beweist die Eindeutigkeit. O

Ist M invertierbar, dann sind alle Eigenwerte ungleich 0 und Mj ist ebenfalls
invertierbar. Wir erhalten daher eine Faktorisierung

M = M,(id +M;'M,) = MM,
Definition 13.13. Eine Matriz M heif$t unipotent, wenn M —id nilpotent ist.

Satz 13.14 (multiplikative Jordan-Zerlegung). Sei M € Gl,, (k). Dann gibt es
eine Zerlegung
M = MsM,

mit Ms € Gl (k) diagonalisierbar, M, € Gl (k) unipotente und die beiden
Faktoren kommutieren. Durch diese FEigenschaften ist die Zerlegung eindeutig
bestimmt.
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Beweis: Wie oben bereits gesagt setzen wir M, = id+M 1 M,. Die Matrix
M;*M,, ist nilpotent, da die beiden Faktoren kommutieren und M, nilpotent
ist. Dies zeigt die Existenz. Sei M = DU eine weitere Faktorisierung. Dann ist
M = D+ N mit N = D(U —id). Aus der Eindeutigkeit der additiven Zerlegung
erhalten wir D = M, und dann auch U = M,,. O

Lemma 13.15. In der additiven Jordan-Zerlegung gilt My = P(M) fir ein
geeignetes P € k[ X].
P= Z A\, P

Beweis: Wir konnen M in Jordan-Normalform annehmen. Seien Ay, ..., A, die
verschiedenen Eigenwerte von M. Fiir ¢ = 1,...,r sei Sei

X =\

N —Aj

Qi =
Ji

Setzen wir einen Jordan-Block zum Eigenwert A ein, so erhalten wir a priori
eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintrag

(=)

J#i

Fiir A = A; erhalten wir den Diagonaleintrag 1. Fiir A = A, mit m # i ver-
schwindet der Diagonaleintrag und das Bild ist nilpotent.Eine geniigend hohe
Potenz, z.B. N = dim V' verschwindet. Daher ist

fiir eine obere Dreieckstmatrix J; mit Diagonaleintrégen 1. Es gibt ein Polynom
P; mit P;(J;) = J; ' (Ubungsaufgabe). Setze R; = X P;. Es gilt R;(0) = 0 und
R;(J;) = id. Dies bedeutet

Ri(Qi(M)™) = id
0

d.h. Projektion auf den verallgemeinerten Eigenraum zu \;. Wir setzen

pP= Z NRi(Qi(X)M).
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Eine konkrete Anwendung der Jordanschen Normalform gibt es in der Theorie
der linearen Differentialgleichungen. Im eindimensionalen hat die Gleichung

v =ay acC

die Losung y = exp(ax). Mehrdimensional erhdlt man exp(Ax) fir A € M, (C).
Diese Exponentialfunktion ist definiert als
2. Al

exp(Az) = Z

=0

i

Sei A= S"YD+ N)S mit D = [\y,...,\,] eine Diagonalmatrix und N nilpo-
tent und ND = DN. Wir berechnen

exp(Az) = S™!exp(Dz) exp(Nx)S.

Hierbei ist exp(Dx) = [e**,...,e*?] und exp(Nz) ein Polynom in z mit Ko-
effizienten in M, (C).
Aus dieser Darstellung folgt auch die Konvergenz der Reihe und ihre analyti-
schen Eigenschaften.

Nachtrag
Wir tragen ein besseres Eindeutigkeitsargument nach.

Lemma 13.16. Sei f = f; + f, eine additive Jordanzerlegung. Dann vertau-
schen fs und f, mit allen Endormorphismen, die mit f vertauschen.

Beweis: Sei g ein Endomorphismus, der mit f vertauscht. Dann sind die Hauptriume
von f automatisch g-invariant. Wir schranken uns auf einen Hauptraum ein, al-
so f = Aid +n mit n nilpotent. Dann vertauscht g mit f und \id, also auch mit
n. O

Dieses Lemma kann im Beweis der Eindeutigkeit anstelle des komplizierten Lem-
ma 13.15 benutzt werden.



Kapitel 14

Bilineare Abbildungen

Wir arbeiten iiber einem beliebigen Koérper k.
Definition 14.1. Seien V,W,U Vektorridume tber k. Fine Abbildung
s:VxW-—=U
heif$t bilinear, falls
(i) s(v,-): W — U linear ist fiir allev € V;
(i) s(-,w) : V = U linear ist fir alle w € W.

Die Abbildung heifit Paarung, falls U = k, also s : V. x W — k. Sie heifit
Bilinearform, falls U =k und V=W, also s: V xV — k.

Beispiel. Fiir k=R und s: V x V — R ein Skalarprodukt ist s eine Bilinear-
form. Dies ist falsch fiir £ = C, denn Skalarprodukte sind sesquilinear.

Beispiel. Wir erinnern uns an den Dualraum V* = Homy(V, k). Wir erhalten
VxV*=k (v,a)— al).
Dies ist eine Paarung.

Definition 14.2. Eine Paarung s : V. x W — k heifit nicht-ausgeartet oder
perfekt, wenn gilt

(i) Istv € V mit s(v,w) =0 fiir alle w € W, so folgt v=0.
(i) Ist w € W mit s(v,w) =0 fiir alle v € V, so folgt w = 0.

FEine Bilinearform s : V xV — k heiffit symmetrisch, wenn s(z,y) = s(y, z) fir
alle z,y € V. Sie heifst definit, wenn s(z,z) # 0 fir alle z € V.

Beispiel. Skalarprodukte sind symmetrisch und definit.

49
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Bemerkung. Definite Bilinearformen sind nicht-ausgeartet (zu jedem z # 0
gibt es ein y mit s(x,y) # 0 und s(y,z) # 0, ndmlich y = 2.) Die Umkehrung
gilt nicht.

Beispiel. Sei V = R4,
s(x,y) = 1Yy + ToYo — T3Y3 — T4Y4.

Diese symmetrische Bilinearform ist nicht definit, denn fiir = (1,0,0,1)* erhal-
ten wir s(x,z) = 0. Sie ist aber nicht-ausgeartet, denn fiir (z1, z2, z3,24)" # 0
ist y = (w1, 72,23, —24) ein Vektor mit

s(x,y) = 21 + 23 + 23 + o
Dies ist wieder die Pseudo-Metrik der speziellen Relativitéitstheorie.

Lemma 14.3. Seis:V x W — k eine Paarung. Dann sind
so V> W* v [s(v,): W — k]

und
s1: W=V we [s(,w): V = k]

lineare Abbildungen. Die Abbildung ss ist genau dann injektiv, wenn die erste
Bedingung zu nicht-ausgeartet gilt. Die Abbildunge s1 ist genau dann injektiv,
wenn die zweite Bedingung zu nicht-ausgeartet gilt.

Im Fall V. =W stimmen s1 und s2 genau dann iberein, wenn s symmetrisch
15t.

Beweis: Wir iiberpriifen Linearitéit von ss. Seien z,y € V., A\, u € k. Dann ist
so(Ax +py) : W — k
nach Definition die lineare Abbildung
w = s(Ax + py, w).
Andererseits ist
Aso(z) + psa(y) : W = k
die lineare Abbildung
w = As(z, w) + ps(y, w).

Wegen der Lineraritit von s im ersten Argument stimmen die beiden iiberein.
Injektivitét von ss ist dquivalent zu sa(x) # 0 fiir alle & # 0. Dies ist wiederum
dquivalent zu: Fiir alle z # 0 gibt es w € W mit so(x)(w) # 0, d.h s(z,w) # 0.
Dies ist genau die Bedingung fiir nicht-ausgeartet.

Das Argument fiir s; ist analog.

Sei nun V. = W, also s : V x V — k. Sowohl s; als auch s, sind lineare
Abbildungen V — V*.
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Die Bedingung s; = sg bedeutet s1(z) = so(z) fur alle z € V, d.h.
s(z,) =s(,x): V= k

d.h. s(z,y) = s(y,x) fiir alle x € V und alle y € V. Dies ist dquivalent zur
Symmetrie. O

Lemma 14.4. Seien V,W endlich-dimensionale Vektorrdume, s : V x W — k
eine Paarung. Dann sind dquivalent:

(i) s ist nicht-ausgeartet.
(i) sy ist ein Isomorphismus.

(#ii) so ist ein Isomorphismus.

Beweis: Wir erinnern uns: dimV = dim V*, falls der Vektorraum endlich-
dimensional ist.

Sei s nicht-ausgeartet, also s; und ss injektiv. Dann gilt
dimV <dimW* =dimW,dim W < dimV* = dim V'

also haben die beiden Vektorrdume dieselbe Dimension. Nach der Dimensions-
formel sind s; und so dann auch surjektiv, also Isomorphismen.

Sei nun s : W — V* bijektiv. Dann gilt dim W = dim V* = dim V. Wir miissen
zeigen, dass auch sg injektiv ist. Sei v € V' mit sa(v) = 0, also s(v, w) = 0 fiir
alle w € W. Falls v # 0, so gibt es v* € V* mit v*(v) = 1 (ergénze v zu einer
Basis, setze v* beliebig auf die anderen Basiselemente fort). Sei w € W mit
s1(w) = v*. Dann gilt

s(v,w) = s1(w)(v) =v*(v) = 1.

Dies ist ein Widerspruch, also gilt v = 0. O

Korollar 14.5. Sei V endlich-dimensional, s : V XV — k bilinear. Dann sind
dquivalent:

(i) s ist nicht-ausgeartet.
(ii) s1 ist injektiv.
(iii) so ist injektiv.

Beweis: Wegen dimV = dim V* ist die die Injektivitdt von s; dquivalent zur
Bijektivitat, genauso fiir so. Das Korollar folgt dann direkt aus dem Lemma. [



52 KAPITEL 14. BILINEARE ABBILDUNGEN

Matrizen

Wir schreiben alles mit Matrizen. Die Formeln kennen wir bereits aus der Theo-
rie der Skalarprodukte.

Lemma 14.6. Sei A € M.« (k). Dann ist die Abbildung
s k™ xE" =k, (x,y)— 2'Ay

bilinear. Sie ist symmetrisch genau dann, wenn n = m und A = A* (d.h. A
symmetrisch).

Beweis: Bilinearitdt ist klar nach den Rechenregeln des Produktes von Matri-
zen. Wenn A symmetrisch ist, so ist die Abbildung symmetrisch.

Ist s symmetrisch, so setzen wir die Standardbasisvektoren x = ¢; und y = ¢;
ein und erhalten
a;; = efAej = s(e;,e5) = s(ej,€) = ez-Aei = aj;.
O
Satz 14.7. Sei B = (v1,...,vy) eine Basis von V, B’ = (wy,...,w,) eine
Basis von W, s : V. x W — k bilinear. Dann gibt es eine eindeutige Matriz
MBB(8) € Myxm(k) so dass gilt
by
s(v, w) :(al,...,am)MB’B/(s) ,
br,
fiir

V= E a;v;, w = E b;w;.

Im Fall V =W ist MB-B(s) genau dann symmetrisch, wenn s es ist.
Die Matrix MB-5'(s) heiBt darstellende Matriz.
Beweis: Wir setzen )
MPE () = (s(vi, w;))ij-
(Dies ist einzige Moglichkeit wie Einsetzen von v = v; und w = wj zeigt.) Dann
gilt
b1
S(Z a;v;, Z bjv;) = Z aibjs(vi,w;) = (a1, ...,an)MPE (s) | :
1, bn
wie angegeben.

Ist V =W und s symmetrisch, so folgt M?5(s);; = MBB(s);;. Ebenso folgt
die Umkehrung. O
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Satz 14.8 (Transformationsformel). Sei B die Basis von V, C die Basis von

W. Sei B = (vi,...,v},) eine zweite Basis von V mit Basiswechselmatriz
S = ME (id). Sei C' = (w},...,w.,) eine zweite Basis von W mit Basiswech-

selmatriz T = ME, (id). Dann gilt
MPBC(s) = StMP'C (s)T.
Beweis: Einsetzen, rechnen. O]

In der LA 1 Satz 5.4 haben wir die Transformationsformel fiir lineare Abbildun-
gen behandelt. Sie lisst sich am einfachsten mit einem kommutativen Diagramm
verstehen. Dasselbe gilt auch jetzt.

k™ x k™

éy w

VxW k
ME, (id)xM§S, (i

(I>B’ X‘I’c/ MB/C/(S)

k™ x k™

H&lt man ein Argument fest, so erhélt man ein Diagramm wie in LA 1, nur dass
jetzt der Zielvektorraum k ist mit der festen Basis 1 € k.

Bemerkung. Matrizen konnen lineare Abbildunge darstellen oder bilineare.
Wir erhalten unterschiedliche Transformationsformeln, die durch die unterschied-
liche Notation auch angedeutet wird. Physiker sprechen von (1,1) bzw. (2,0)-
Tensoren.

Lemma 14.9. Sei A darstellende Matriz einer Paarung s : V. x W — k von
endlich dimensionalen Vektorrdumen beziiglich Basen B und C. Die Paarung
ist genau dann nicht-ausgeartet, wenn dimV = dim W und A invertierbar ist.

Beweis: Wir wissen bereits, dass im nicht-ausgearteten Fall gilt dim V' = dim W.
Wir benutzen die Basen, um V und W mit K™ zu identifizieren und die Paarung,
die durch A definiert wird.
s(z,y) = z' Ay.

Wenn A nicht invertierbar ist, so gibt es y # 0 mit Ay = 0. Fiir dieses y folgt
dann s(z,y) = 0 fiir alle € k™. Die Paarung ist ausgeartet.
Sei nun A invertierbar. Sei z = (z1,...,2,)" € k" mit s(z,y) = 0 fiir alle y € k™.
Sei y; = A~'e;. Das Tupel (y1,...,y,) ist eine Basis, da A invertierbar ist. Es
folgt

0=2'Ay; = 2le; = 25

fiir alle 7, also x = 0. O



54 KAPITEL 14. BILINEARE ABBILDUNGEN

Orthogonalbasen

Definition 14.10. Seien (V,s) und (V',s") Vektorrdume mit Bilinearform. Ei-
ne lineare Abbildung f : V — V' heifst orthogonal, falls

s(z,y) =8 (f(2), f(y)) fir allex,y € V.

Satz 14.11. Sei V endlich-dimensionaler Vektorraum, s : V xV — k biliniear.
Dann gibt es einen orthogonalen Isomorphismus f:V — k™, wobei k™ mit der
Bilinearform (x,y) — xt Ay fiir eine eindeutige Matriz A versehen wird.

Beweis: Das ist nur eine Umformulierung des Satzes iiber die darstellende Ma-
trix. Ist B eine Basis, so ist der induzierte Isomorphismus V' — k™ automatisch
orthogonal, wenn A richtig gewéhlt wird. O

Bemerkung. Koénnen wir A besonders einfach wéhlen? Im Fall von Skalarpro-
dukten konnten wir mit Orthonormalbasen arbeiten. Dann wird die darstellende
Matrix der Bilinearform die Einheitsmatrix. Wir werden so etwas Ahnliches all-
gemein zeigen.

Definition 14.12. Seis: V x V — k eine symmetrische Bilinearform. Dann
heif$t
q:V =k sz,

die zu s gehorige quadratische Form.

Bemerkung. Firz e V, A € k gilt
q(\z) = s(\z, \x) = N2s(z, 2) = N2q(x).
Die Abbildung ist homogen vom Grad 2.

Satz 14.13. Sei k ein Kérper der Charakteristik ungleich 2, d.h. 0 # 2 in k.
Dann ist eine symmetrische Bilinearform eindeutig durch die zugehorige qua-
dratische Form bestimmdt.

Beweis: Sei s : V xV — k, x,y € V. Dann gilt

gz +y) —q(@) —q(y) = s(z +y,z +y) — s(z,2) — 5(y,9y)
= s(x,x) + s(z,y) + s(y, ) + s(y,y) — s(z,2) — 2(y,y) = 2s(z,y).

Wenn 2 # 0, so konnen wir s(z,y) berechnen. O

Theorem 14.14 (Existenz von Orthogonalbasen). Sei k ein Korper der Cha-
rakteristik ungleich 2, V' endlich-dimensionaler Vektorraum, s : V xV — k eine
symmetrische Bilinearform. Dann g¢ibt es eine Orthogonalbasis by,...,b, von
V, d.h. es gilt s(b;,b;) = 0 fir i # j. Die darstellende Matriz von s beziglich
dieser Basis hat Diagonalgestalt.
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Beweis: Sei ¢ die zu s gehorige quadratische Form. Wir argumentieren mit In-
duktion nach dim V. Fiir dimV = 0 ist nichts zu zeigen. Sei nun dim V" > 0.
Wir nehmen an, dass die Behauptung gilt fiir alle Vektorrdume der Dimension
echt kleiner als dim V.
1. Fall: ¢(z) = 0 fiir alle ¢ € V, also s(z,y) = 0 fiir alle z,y € V. Jede Basis
ist eine Orthogonalbasis.
2. Fall: Es gibt 29 € V mit ¢(z¢) # 0. Wir betrachten das orthogonale Kom-
plement

W ={y € Vls(zo,y) = 0}.
Wegen zg ¢ W gilt dimW < dim V. Die Einschrinkung s|y ist eine symme-
trische Bilinearform. Nach Induktionvoraussetzung gibt es eine Orthogonalbasis
Z1,...,&, von W. Offensichtlich ist s(z;, x;) fir 4,7 =0,...,n mit ¢ # j.

Behauptung. zg,21,...,z, ist eine Basis von V.

Wir zeigen zunéchst, dass das Tupel linear unabhéngig ist. Sei

n
E a;T; = 0.
=0

Dann folgt

0= S(Z a;T;, xo) = Zais(xi,xo) = agps(zo, o).
Wegen s(zg,z9) # 0 folgt ap = 0. Nach Voraussetzung sind z1,...,z, linear
unabhéngig, also auch a; =as =---=a, =0.

Wir iiberpriifen, dass das Tupel ein Erzeugendensystem ist. Sei z € V' beliebig.
Wir betrachten

s(x, xg
2 =x— s@ @) x

s(wo, 7o)
Es gilt

s(z, xo)

/! 9
S(xo,x ) = S("Eo,.’lf) - S(.’E07.’E0) =0.

s(o, 7o)
Also ist ' € W und eine Linearkombination von z1,...,z,. Damit ist = eine
Linearkombination von xg, x1, ..., Zy. [

Bemerkung. (i) Der Beweis ist sehr &hnlich zum Gram-Schmidtschen Or-
thonormalisierungsverfahren. Es fehlt nur die Normierung auf s(z;, ;) =
1. Diese ist moglich, wenn der Wert eine Quadratzahl in k ist, also nicht
immer.

(ii) Im Fall £ = R erhalten wir wieder den Sylvesterschen Trégheitssatz. Indem
wir die Basisvektoren skalieren, kénnen wir annehmen, dass die darstel-
lende Matrix eine Diagonalmatrix mit den einzigen Eintragen 1, —1 und
0 ist. In Beweis von Theorem 11.18 haben wir statt der Theorie der qua-
dratischen Formen mit dem Spektralsatz fiir selbst-adjungierte Matrizen
gearbeitet. Der Eindeutigkeitsteil des Theorems wird wie dort bewiesen.
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(iii) Fir £ = C ist der Satz zwar dhnlich zu den Ergebnissen des Kapitels 11
zu selbst-adjungierten Matrizen, aber nicht identisch. Damals ging es um
Matrizen mit A' = A, diesmal mit hermiteschenn Fall erhilt man eine
reelle Diagonalmatrix, diesmal eine komplexe.

Adjungierte Abbildungen

Definition 14.15. Sei s: V x W — k nicht-ausgeartete Paarung, f:V —V
und g : W — W Endomorphismen. Dann heiffen f und g adjungiert, falls

s(f(v),w) = s(v,g(w)) firaleveV,weW,

genauer f ist linksadjungiert zu g und g rechts-adjungiert zu f. Ist V =W wund
f =g, so heifit f selbst-adjungiert.

Bemerkung. Das ist identisch zu unseren Definitionen euklidischen Fall, also
Vektorrdume mit Skalarprodukt iiber R. Ist s symmetrische Bilinearform, so
muss nicht zwischen rechts und links unterschieden werden.

Beispiel. Sei s: V x V* — k die kanonische Paarung und f ein Endomorphis-
mus. Wir betrachten die duale Abbildung f* : V* — V* (vergleiche LA1), also
f*(a) = ao f fiir alle & € V*. Dann sind f und f* adjungiert:

s(f(v),a) = a(f(v)),s(v, ffa) = f*(a)(v) = ao f(v).

Bemerkung. Man schreibt oft f* fiir die Linksadjungierte zu f, g, fiir die
Rechstadjungierte zu g, also

s(fTv,w) = s(v, f(w)), s(g(v), w) = 5(v, g« (w)).

Lemma 14.16. Seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdume, s : V x W —
k eine micht-ausgeartete Paarung, f : V. — V ein Endomorphismus. Dann

existiert ein eindeutiges Rechtsadjungiertes zu f. (Ebenso ein Linksadjungiertes
firg: W —>WwW.)

Beweis: Wir betrachten den Isomorphismus s; : W — V*. Wir erhalten

Wy

\L‘f*
\

W——V

Wir definieren
-1
g=s"0f 051

Behauptung. g ist rechts-adjungiert zu f, also s(v, g(w)) = s(f(v), w).



o7

Wir schreiben § : V xV* — k fiir die kanonische Paarung. Dann ist V xW 4 x5

V x V* vertriglich mit den Paarungen: Fiir alle v € V, w € W gilt nach
Definition

5(v, s1(w)) = s1(w)(v) = s(v, w)
und dann auch
s(v,s7 ) = 5(v, ).

Dabher gilt auch fir alleve V, w e W
s(v, g(w)) = s(v,s7 ' f*s1(w)) = 3(v, f*s1(w)) = 3(f(v), s1(w)) = s(f(v), w).

Nun zur Eindeutigkeit: Seien g und ¢’ beide rechtsadjungiert zu f. dann gilt fiir
alleve Vund we W

s(v, g(w)) = s(f(v), w) = s(v, g’ (w)) = s(v, g(w) — ¢'(w)).
Da s nicht-ausgeartet ist, folgt g(w) —g¢'(w) = 0 fiir alle w € W, also g = ¢'. O

Umgekehrt konnen wir Endomorphismen benutzen, um neue Bilinearformen zu
definieren. Sei s : V x V — k eine Bilinearform, f € End(V) ein Endomorphis-
mus. Dann ist

sV XV =k, (z,y) — s(f(z),y)

eine neue Bilinearform.

Lemma 14.17. Sei s symmetrische, nicht-ausgeartete Bilinearform auf V,
f € End(V), s’ wie oben. Dann ist s’ genau dann symmetrisch, wenn f selbst-
adjungiert ist.

Beweis: Es gilt fir alle z,y € V

s'(z,y) = s(f(2),y) = s(y, f(2)), ' (v, 2) = s(f (), ).

Ist s’ symmetrisch, so sind die Ausdriicke gleich und f selbst-adjungiert. Ist f
selbstadjungiert, so sind die Terme gleich. O

Noch einmal Matrizen

Lemma 14.18. Secien V und W endlich-dimensionale Vektorriume, s : V X

W — k eine nicht-ausgeartete Paarung. Sei vy, ..., v, eine Basis von V. Dann
gibt es eine eindeutige Basis wq,...,w, von W, so dass
1 i=j
s(vg, w;) = R
(b1, 03) {0 P F ]
Die so gefundene Basis heifit duale Basis. Wir schreiben auch o7, ..., v}. Im Fall

der kanonischen Paarung V x V* — k erhalten wir den Begriff aus der LA 1
zuriick.



58 KAPITEL 14. BILINEARE ABBILDUNGEN

Beweis: 1. Argument: Wir benutzen den Isomorphismus s; : W — V* um
uns auf den Fall der kanonischen Paarung zu reduzieren. In diesem Fall wurde
die duale Basis in LA 1 konstruiert.

2. Argument:Wir wihle eine beliebige Basis z1, ..., z,. Dann hat s beziiglich
v1,...,0, und z1,...,x, eine darstellende Matrix A. Da s nicht-ausgeartet ist,
ist sie invertierbar. Sei A~! = (bij)ij. Dann 16st w; = > b;ja; das Problem:

’U’L’wj Zbl] UZ,ZL'I Zbl]azl = (AB)Z] = 52]

Beispiel. Ist s symmetrisch und vy, ..., v, eine Orthonormalbasis, so gilt v} =
v firi=1,...,n.

Lemma 14.19. Seien V und W endlich-dimensional, s : V x W — k ei-
ne nicht-ausgeartete Paarung. Seien B und B* duale Basen B und B*. Sei
f € End(V) adjungiert zu f* € End(W). Dann ist die darstellende Matriz
ME(f) von f transponiert zur darstellenden Matriz ME. (f*) der adjungierten
Abbildung beziiglich der dualen Basis.

Beweis: Sei B = (vq,...,v,) und B* = (v},...,v}). Wir schreiben C = ME(f) =
(cij) und D = ME. (f*) = (d;;). Nach Definition ist

v;) = Zcijv,» = s(f(v)),v]) = ¢ij
i=1

und
= dijv; = s(vi, £*(v5)) = dij
i=1

und zusammen

O

Bemerkung. Wir haben bereits zwei Spezialfillle kennengelernt. Im Fall V' =
V* tauchte die transponierte Matrix in LA 1 als Matrix der dualen Abbildung
auf. Im Fall V = W, k = R und einem Skalarprodukt war es die Matrix der
adjungierten Abbildung. Das war also kein Zufall, sondern es ging beide Male
um nicht-ausgeartete Paarungen.

Korollar 14.20. Sei V endlich-dimensional, s : V x V. — k nicht-ausgeartete
symmetrische Bilinearform und f € End(V). Wir nehmen an, dass V eine
selbst-duale Basis besitzt (also eine Orthonormalbasis). Dann ist f genau dann
selbst-adjungiert, wenn die darstellende Matriz beziiglich einer Orthonormalba-
sis symmetrisch ist.
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Beweis: Wegen B = B* und nach dem Lemma gilt
ME (f)%" = ME, (f*) = ME(f*).

Ist f = f*, so ist die Matrix symmetrisch. Ist die Matrix symmetrisch, so ist

f=r 0

Schlussbemerkung

Bemerkung. Fiir nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform gelten viele der
Sétze iiber das Skalarprodukt auch. Eine grofie Ausnahme gibt es:

Ist s : V x V — R ein Skalarprodukt und W C V ein Untervektorraum, dann
ist s|w ebenfalls ein Skalarprodukt. Das ist i.a. falsch fiir nicht-ausgeartete Bi-
linearformen. Als Beispiel kann man im Fall £k = R, V = R? die quadratische

Form ¢(z,y) = 2% — y? betrachten. Sie gehort zur Bilinearform mit darstellen-

0 -1
aufgespannt wird, erhilt man ¢l = 0.

der Matrix (1 0 ) Eingeschrénkt auf der Untervektorraum W, der von (1)
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Kapitel 15

Das Tensorprodukt

Wir arbeiten weiter iiber einem allgemeinen Koérper k. Wir betrachten jetzt
bilineare Abbildungen
VW —=U

fiir k-Vektorrdume V, W, U.

Das Tensorprodukt zweiter Vektorrdume ist ein neuer Vektorraum V ® W. Das
Tensorprodukt zweier Vektoren v € V und w € W ist ein Element in V @ W.
Die Abbildung

VW =VeW, (vu)—vuw

ist bilinear. Es gelten also die Rechenregeln:
(i) Fiir alle v1,v2 € V, aj,a2 € k, w € W gilt
(a1v1 + a2v2) @ w = a1(v1 @ W) + az(ve @ w).
(ii) Fir alle wy,wy € W, by, by € k, v € V gilt
v ® (bywi + bawz) = b1 (v ® wi) + ba(v ® wa).

Mehr gibt es eigentlich nicht zu sagen. Die einzigen Rechenregeln sind diejenigen,
die aus dem obigen folgen. So gilt z.B. fir allea € k,v eV, we W

alv@w) = (av) @w = v ® (aw).
In der Literatur finden sich zwei Definitionen von V ® W:
(i) durch eine universelle Eigenschaft,
(ii) durch eine explizite Konstruktion.

Wie die meisten Mathematiker sehe ich in der ersten Version die “richtige”
Charakterisierung mit der auch die Beweise leichter werden, aber die zweite
ist vermutlich auf den ersten Blick zugénglicher. Beginnen wir also mit der
Konstruktion.

61
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Definition 15.1. Seien V,W zwei k-Vektorriume. Wir definieren

VeW= p k/R

(v,w)eV W

wobei R der Untervektorraum ist, der von den Elementen

(a1v1 + agvg, w) — a1 (v, w) — az(ve, w)

(v, brwy + baws) — b1 (v, w1) — ba(v, w2)

fir ay,a2,b1,b5 € k, v,v1,v21V, w, w1, we € W erzeugt wird. Hier schreiben wir
abkuerzend (v,w) fiir das Element von €D,/ ,,nev <xw k. das an der Stelle (v, w)
den Eintrag 1 hat und 0 sonst.

Wir definieren
O:VxW-=SVeW

als (v,w) — (v,w) +U.
Beispiel. Sei V =W = k. Dann erzwingen die Relationen, dass
a®b=a(l®b)=ab(l®1),

d.h. der Vektorraum k ® k wird von 1 ® 1 erzeugt. Gilt 1 ® 1 % 0?7 Dies ldsst
sich leicht aus dem néchsten Satz folgern.

Bemerkung. Elemente der Form v ® w heiflen Elementartensoren. Im allge-
meinen ist nicht jedes Element ein Elementartensor! Elementartensoren sind die
einfach die Elemente im Bild von 6. Das Bild einer bilineare Abbildung ist i.a.
kein Untervektorraum. Statt dessen ist jedes Element von der Form Z:;l V; QW;
fir vi,...,0, €V, wy,...,w, € W.

Es gibt keine Rechenregel zum Vereinfachen von v ® wy +v2 ® wy (es sei denn,
v; oder w; habe spezielle Eigenschaften).

Theorem 15.2 (Universelle Eigenschaft). Sei k Kdérper, V,W Vektorriume
iber k

(i) 0:VxW =V W is bilinear.

(ii) Sei U ein weiterer Vektorraum, s : V. x W — U bilinear. Dann gibt es
eine eindeutige lineare Abbildung

§: VoW —=U
so dass s = §046.

(i1i) Das Paar (V @ W,0) ist durch diese Figenschaft eindeutig bestimmt bis
auf eindeutigen Isomorphismus.
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Beweis: Die Bilinearitdt von 6 folgt automatisch aus der Definition des Relatio-
nenraumes U.

Wir betrachten s. Die mengentheoretische Abbildung V' x W — U definiert eine
k-lineare Abbildung
st @B kU

(v,w)EVXW

die den Basisvektor (v, w) auf s(v,w) abbildet. Wir iiberpriifen, dass die Abbil-
dung iiber V ® W faktorisiert. Dazu miissen wir zeigen, dass die Erzeuger von
R auf 0 abgebildet werden. Es gilt

s’ ((a1v1 + agva, w) — ay (v, w) — ag(va, w))

= s(a1vy + agvg, w) — a15(v1, w) — a8(vy, w) =0

da s bilinear ist. Ebenso rechnen wir fiir den zweiten Typ von Erzeugern. Damit
faktorisiert s’ iiber eine lineare Abbildung 5 : V®@W — U. Die Relation s = 506
gilt nach Konstruktion, da

500(v,w) =35v@w) =5((v,w)) = s(v,w).

Die Abbildung s ist durch diese Bedingung eindeutig bestimmt, das die Elemente
im Bild von 6 den Raum V ® W erzeugen.

Sei (X, ¢) ein weiterer Vektorraum, ¢ : V' x W — X bilinear, so dass die univer-
selle Eigenschaft erfiillt ist, d.h. jede belineare Abbildung in jedes U faktorisiert
eindeutig iiber X. Wir wenden dies an auf U = V @ W und die bilineare Abbil-
dung 6. Wir erhalten also eine lineare Abbildung

fiX s VaW, fop=0.

Umgekehrt erhalten wir aus der universelle Eigenschaft von (V' ® W,0) mit
U = X, s = ¢ eine lineare Abbildung

g: VoW — X,go =¢.

Wir betrachten fog:V @ W — V ® W. Die Abbildung ist linear. Auflerdem
gilt (Einsetzen)
fogob=fogp=0=idob.

Wir betrachten nun die universelle Eigenschaft fiir (V@ W,6) mit U =V @ W,
s = 6. Die Eindeutigkeit von s impliziert dass

fog=id.

Analog folgt auch g o f = id. Damit sind die Abbildungen f und g zueinander
inverse Isomorphismen. Sie sind vertréglich mit § und ¢. Die Vertréiglichkeit mit
0 und ¢ macht die Abbildungen eindeutig. O
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Beispiel. Sei V=W =k, U = k. Sei s : k x k — k die Multiplikation. Diese
Abbildung ist bilinear. Also gibt es eine eindeutige lineare Abbildung

S:k®k—=k

mit §(a ® b) = s(a,b) = ab. Insbesondere gilt §(1 ® 1) = 1. Daher ist 1 ® 1 # 0
in k ® k. Der Vektorraum hat die Dimension 1.

Satz 15.3. Sei B = (b;);er eine Familie in V, C = (C})jes eine Familie in in
W. Wir betrachten die Familie B® C = (b; ® ¢;) (i jyerxs in Vo W.

(i) Sind B und C linear unabhdngig, dann ist auch B® C' linear unabhdingig.

(i) Sind B und C' Erzeugendensysteme von V und W, so ist B® C ein Er-
zeugendensystem von V @ W.

(i11) Sind B und C' Basen, so ist B ® C eine Basis von V @ W.

Beweis: Seien B, C' linear unabhiingig. Sei
Z aijbi X Cj =0
i,J

fiir a;; € k, fast alle 0. Die Rechenregeln helfen uns nicht beim Vereinfachen.
Statt dessen nutzen wir die universelle Eigenschaft. Sei ig € I, jo € J. Sei

in:V—>kmit
1 1=1g
io(bi) =
Sei gj, : W — k mit
)1 j=jo
g]o(cj)_{o ]7&]0
Dann ist
VX W = k;(v,w) — fi,(v)gj,(w)

bilinear. Aus der universellen Eigenschaft erhalten wir eine eindeutige lineare
Abbildung
fio®gjo : VOW = k.

Diese wenden wir auf unsere Relation an und erhalten
0= Fio ® gjo (Y aijbi @ ¢;) = Y aij fig (b:)gjo (¢) = @igjo-
4,J
Also verschwindet jeder der Koeflizienten und die Tensoren sind linear un-
abhéngig.

Seien nun B und C Erzeugendensysteme. Der Vektorraum V @ W wird von den
Elementartensoren v ® w erzeugt, also geniigt es, diese durch die Elemente von
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B ® C auszudriicken. Sei v =}, 8;b; € V und w = 37 v;¢; € W (jeweils fast
alle Koeffizienten 0). Dann folgt

VR W = (Z Bibi) ® (Z’chj) = Zﬁm’j(bi ® cj).

Sind B und C Basen, so ist B ® C sowohl linear unabhéngig als auch ein Er-
zeugendensystem, also eine Basis. O

Korollar 15.4. Sei dimV =n, dim W =m, dann ist dimV ® w = nm.
Beweis: Wir zidhlen die Anzahl der Elemente in B ® C ab, wenn |B| = n,
|C| = m. O

Bemerkung. Benutzen wir die Basis B, um V mit k™ zu identifizieren und die
Basis C', um W mit k™ zu identifizieren, so kénnen wir V@ W mit k™™ als
Matrizen der Grofle n x m auffassen. Ein Basiswechsel fiir V und W fiihrt dann
zu verdnderten Eintrdgen in der Matrix von der Form

M StMT

wobei S und T die Basiswechselmatrizen sind. Das erinnert an die Transforma-
tionsformel fiir Bilinearformen, ist aber tatséchlich dual dazu, denn

Biling (V, W; k) =2 Homg (V@ W, k) = (V@ W)*

nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes.

Diese Art von Definition ist in der Physik iiblich: Eine Grofle ist ein Tensor,
wenn sie sich bzgl. eines Koordiantenwechsels (d.h. eines Basiswechsels) auf
eine bestimmte Art transformiert. Der Zugang der Mathematik ist koordinate-
nunabhéngig.

Rechenregeln

Lemma 15.5 (Funktorialitit). Seien f : V — V' und g : W — W’ lineare
Abbildungen. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

fRg: VW =V oW,
so dass das folgende Diagramm kommutiert:

v w Ly

Vew L2 vigw
Mit anderen Worten

(f@g)vew) = f(v)®g(w)
fir alleveV,weW.
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Beweis: Die Abbildung
VW=V xW -V oW

ist bilinear, faktorisiert also eindeutig iiber V' @ W. Dies ist die gesuchte Abbil-
dung. O

Lemma 15.6. Es gibt genau eine lineare Abbildung
kV =V
mit a @ v — av und diese ist ein Isomorphismus.

Beweis: Die skalare Multiplikation & x V' — V ist bilinear, faktorisiert also
eindeutig iiber k® V. Ist B eine Basis von V, so ist 1 ® B eine Basis von k® V.
Sie wird on der linearen Abbildung auf B abgebildet. Daher erhalten wir einen
Isomorphismus. U

Satz 15.7. Seien U, V,W Vektorriume iiber k.
(i) Es gibt genau eine lineare Abbildung
T VW WV
mit T(v@w) =w v fiir allev eV, we W. Sie ist ein Isomorphismus.
(ii) Es gibt genau eine lineare Abbildung
a:U@VeW)=>UV)eW

mit ac(u@ (VR w)) = (uRv)@w fir aleuw e U,veV, weW. Sie ist
ein Isomorphismus.

(i11) Es gibt genau eine lineare Abbildung
UVeW)=UV)ea(UeW)

mit u @ (v,w) = (LR v,uw) fir allew e U, v eV, w € W. Sie ein
Isomorphismus.

Beweis: Die Abbildung V x W — W x V — W ® V ist bilinear, faktorisiert
also iiber 7 wie gewiinscht. Beim Vertauschen der Rollen von V und W erhélt
man die inverse Abbildung.

Die Behauptung mit drei Faktoren sieht man dhnlich, Ubungsaufgabge.

Fiir die Distributivitdt betrachten wir
Ux(VeV)sUVaeUW, (u,(v,w))— (u®uv,u®w).

Die Abbildung ist bilinear, faktorisiert also wie gewiinscht. Fiir die inverse Ab-
bildung betrachten wir die Inklusionen

le—>V€9W,12W—>VG§W
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Die Funktorialitit des Tensorproduktes induziert dann Abbildungen
d®i: UV 2UUe (VeW),idei: UW U (Ve Ww).
Zusammen erhalten wir
(id®i1,id®iz) : UVeUW U (Ve W).
Die beiden Abbildungen sind offensichtlich invers zueinander. O

Bemerkung. Die letzte Rechenregeln gilt auch fiir beliebige direkte Summen,
also z.B. nach der Wahl einer Basis W = @, k

Voaw=ve @k =Pver =PV

i€l i€l icl

Wendet man diese Idee auch noch auf V' an, so erhilt man die Aussage iiber
Basen zuriick, die wir mit der Hand nachgerechnet haben.

Beispiel. Sei V = k™, W = k™ so folgt
VW2V x2(Vek)m V™ (k™)™ =Ek""

Beispiel. Sei V' ein R-Vektorraum. Der Korper C ist ein R-Vektorraum, also
konnen wir

Ve =CerV

definieren. Dies ist ein R-Vektorraum der Dimension 2dim V. Mit der skalaren
Multiplikation
C x VC — VC

induziert von der Multiplikation in C via
CxC—>V->CxV =V

wird V¢ zu einem C-Vektorraum. Ist vq,...,v, eine R-Basis von V, so ist 1 ®
v1,...,1 ® v, eine C-Basis von V¢. Jede R-lineare Abbildung f : V — W
induziert eine C-lineare Abbildung fc : Vo — We. Die darstellenden Matrizen
bleiben einfach gleich.

Implizit haben wir das mehrfach benutzt, um Sitze iiber f € End(V) zu bewei-
sen. Statt einfach fc zu betrachten, sind wir zur darstellenden Matrix {iberge-
gangen und haben dann argumentiert, dass eine reelle Matrix doch auch eine
komplexe ist.

Der Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton benutzte VZ fiir einen algebraischen
Abschluss k von k.

Satz 15.8 (Exaktheit). Sei f : V. — V' linear, W ein Vektorraum. Wir be-
trachten f @id: VW — V' @ W. Es gilt

Im(f ®id) 2 Im(f) ® W,
Ker(f ®id) = (Ker(f)) @ W.
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Beweis: Da wir es mit Vektorrdumen zu tun haben, kénnen wir nach Basi-
sergingssatz V und V' zerlegen als
VKaeBV 2BapC
so dass die von f induzierte Abbildung
ff:KeB—-BaC

die Form f'|x = 0, f’|p = idp hat. Hierin ist also K der Kern und B das
Bild. Wegen der Funktorialitéit des Tensorprodukts und der Vertréglichkeit mit
direkten Summen, erhalten wir

fRid: KeWoeBW >BWoaCW

mit
(f ®id)|kew = f'|lk ®id=0®id =0
und
(f ®id)|pew = f5 ®id =idp @idw =id.
Damit ist K ® W der Kern und B ® W das Bild. O

Bemerkung. Vieles aus der linearen Algebra funktioniert auch fiir Ringe statt
Korpern, das Tensorprodukt und seine Rechenregeln gehéren dazu, mit Ausnah-
me der Berechnung des Kerns im letzten Satz. Der Beweis benutzte die Existenz
von Basen, genau das geht im allgemeinen schief.

Tensoren in der Physik

Definition 15.9. SeiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Ein (r, s)-Tensor
ist ein Element von
Vs = veEr g (V)®s,

Er heif$t r-fach kovariant und s-fach kontravariant.

Die Wahl einer Basis ej,...,e, auf V induziert Basen auf V* (duale Basis
el,...,e") und auf allen V(") Die Elemente haben die Form

U1y . J1 Js
E a; " e @ Qe el Q... Qe

In Einsteinkonvention schreibt man

idyenin ‘ W .
ajh---,jse“@"'@eu@@ R...RQel°.

Zu Summieren ist iiber jeden Index, der oben und unten auftaucht. Ein Ba-
siswechsel auf V' induziert eine transformation der (aj,'"). Hierbei verhalten
sich die ko- und die kontravarianten Indizes verschieden (Ubungsaufgabe). Ein
Basiswechsel bedeutet einen Koordinatenwechsel im Raum. Oft werden hier-
bei krummlinige Koordinaten benutz. Die korrekte mathematische Behandlung

findet in der Theorie der Mannigfaltigkeiten statt.
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Multilineare Abbildungen

Definition 16.1. Seien V,U Vektorriume.

(i) Eine Abbildung f : V™ — U heifit multilinear, wenn sie k-linear in jedem
Argument ist.

(i) FEine multilineare Abbildung heiffit symmetrisch, wenn

f(vlv s 7v’ﬂ) = f(va(l)a s 7v0'(n))
fir alle 0 € S,,. Im Fall U = k heifit sie Multilinearform.

(iii) Eine multilineare Abbildung heifit alternierend, wenn f(vi,...,v,) = 0
fir alle Tupel mit v; = v; fiir ein Paar i # j.

Beispiel. det : (k™)™ — k ist eine alternierende Multilinearform.

Beispiel. Sei f: V"™ — k eine Multilinearform, g : W™ — k ebenfalls. Dann ist
f+g:(VaeW)" — k (definiert durch

((v1,w1), (v, wa), ..., (Vn,wp)) = f(v1,...,00) + glwi, ..., wy)

ebenfalls multilinear. Sind f und g beide symmetrisch oder beide alternierend,
dann auch f + g.

Bemerkung. Es geniigt, die Symmetriebedingung nur fiir Transpositionen zu
verlangen.

Lemma 16.2. Sei f alternierend. Dann gilt
f(Uh s 7U7l) = Sgn(a)f<v0(1)7 s 7U0(n))'

Beweis: Es geniigt, die Formel fiir Transpositionen zu {iberpriifen. Wir rechnen
im Fall n = 2 (d.h. wir halten alle anderen Argumente einfach fest).

Behauptung. f(vi,v2) = —f(ve,v1).

69
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Es gilt

0= f(vr +v2,v1 +v2) = f(vi,v1) + f(vi,v2) + f(v2,v1) + f(v2,v2)
= f(v1,v2) + f(v2,v1).

O

Dieselbe Rechnung haben wir bereits fiir Determinanten gemacht.

Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes und dess Assoziativitit
faktorisiert jede multilineare Abbildung V"™ — U eindeutig iiber eine lineare
Abbildung V®" — U. Eine analoge Aussage wollen wir auch fiir symmetrische
und alternierende Abbildungen.

Definition 16.3. Sei V ein Vektorraum, n > 1. Die n-te symmetrische Potenz
von V ist der Vektorraum

S™(V) = V®V/In
wobei I,, C V® erzeugt wird von den Elementen v1 ®...Qv, — Vo(1) D -+ - B Ug(n)
fir alle vy, ...,v, €V, 0 €8S,.
Die n-te duflere Potenz von V' ist der Vektorraum

A (V) =V® /) ],,

wobei J, C VO™ erzeugt wird von Elemente v1 ® ... v, mitvi,...,v, €V, s0
dass v; = v; fiir ein Paar von Indizes mit i # j.

Satz 16.4 (Universelle Eigenschaft). Sei V' ein Vektorraum, n > 1.

(i) Die Komposition V" — V& — S™(V) ist symmetrisch. Sie ist univer-
sell, d.h. jede symmetrische multilineare Abbildung V™ — U fakorisiert
eindeutig iber eine lineare Abbildung S™(V) — U.

(ii) Die Komposition V" — V& — A™(V) ist alternierend. Sie ist univer-
sell, d.h. jede alternierende multilineare Abbildung V" — U fakorisiert
eindeutig iber eine lineare Abbildung A™(V) — U.

Beweis: Nach Konstruktion ist V™ — S™(V) symmetrisch. Sei f : V" — U sym-
metrische mutilineare Abbildung. Nach der universellen Eigenschaft des Tensor-
produktes erhalten wir eine lineare Abbildung f : V®" — U. Da f symmetrisch
ist, bildet f die Erzeuger von I,, auf 0 ab. Also faktorisiert die Abbildung iiber
S™(V).

Das Argument im alternierenden Fall ist dasselbe. O

Wir schreiben v, e --- @ v, bzw. v1 A --- A v, fir das Bild von 11 ® ... ® v, in
S™(V) bzw. A™(V). Das Produkt e ist kommutativ, A ist alternierend (vAv = 0),
insbesondere anti-kommutativ (d.h. v1 A ve = —vg A vy1).

Die Konstruktion von symmetrischen und &dufleren Potenzen ist natiirlich, d.h.
vertriglich mit linearen Abbildungen.
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Lemma 16.5. Sei f : V. — V' linear, n > 1. Dann gibt es eindeutige lineare
Abbildungen

S™(f): S™(V) = S™(V'), A™(f): A™(V)—= A™(V')
mit
vie---evu, > f(u)e e f(v,), vViIA-Avy = fv)) A A fug).

Beweis: Die Abbildung
v Ly snv)

ist multilinear und symmetrisch. Daher faktorisiert sie wie angegeben. Dasselbe
Argument funktioniert fiir &uflere Potenzen. O

Um die Konstruktionen besser zu verstehen, berechnen wir Basen. Sei ab jetzt
€1,...,en eine Basis von V. Dann wird S™(V') erzeugt von Elementen der Form
€, ®---e¢; . Dabei konnen wir die Faktoren vertauschen, so dass ohne Ein-
schrinkung i1 <o < -+ < iy,

Ebenso wird A™(V) erzeugt von den Elementen der Form e;, A --- A e; mit
i1 < ig < +-+ < ip. Daher ist A™(V) = 0 fiir n > N. Besonders interessant ist
also der Fall n = N. Dieser Vektorraum wird erzeugt von e; A --- A e,.

Lemma 16.6. Sei V' Vektorraum mit Basis ey, ..., e,. Dann ist ey A---Ney, # 0.

Beweis: Wir definieren eine multilineare Abbildung D : V" — k, indem wir
ihren Wert auf allen Tupeln von Basisvektoren angeben. Wir bilden das Tupel
auf 0 ab, wenn ein Vektor doppelt vorkommt. Anderfass ist das Tupel von der
Form (e (1), .-, €q(n)). Dann bilden wir es auf sgn(o) ab.

Behauptung. D ist alternierend.

Seien vy,...,v, € V mit v; = v; fur ein Paar ¢ # j. Wir miissen zeigen, dass
D(vy,...,v,) = 0. Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir i = 1,j = 2 an.
Der allgemeine Fall geht genauso. Wegen der Multilinearitét geniigt es, den Fall
zu betrachten, dass vs, ..., v, Basisvektoren sind. Sei also vz = ey(3),...,vn =
€5(n)- Hier ist o nicht notwendig eine Permutation, sondern nur eine Abbildung
{3,...,n} = {1,...,n}. Sei v =v; = vy = > ._, ases. Dann ist

D(v,v,€5(3), €x(a)s - - » €o(n)) = ZasatD(687 €ts€a(3)s Co(4)y - -+ s €a(n))

s,t

Ist o nicht injektiv, so ist jeder der Summanden 0 und die Bedingung ist erfiillt.
Sei nun o injektiv. Dann ldsst o zwei Werte  und y aus. In der Summe ver-
schwinden alle Summanden, aufler denen zu s = x, t = y und s = y,t = x. Der
Wert, ist

aa:ayD(ema €y, €5(3)5- -+ ea(n)) - ayaacD(ey7 €z,€5(3)5 -+ ea(n))
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Diese unterscheiden sich um eine Transposition, also haben die Werte verschie-
dene Vorzeichen und das Ergebnis ist wieder 0.

Die zu D gehorende lineare Abbildung bildet e; A --- A e, auf 1 ab, also ist der
Vektor nicht 0. O

Bemerkung. Wir hitten auch einfach
D:V" s (k)" 2% k

benutzen konnen. Unser Argument kam ohne die Existenz der Determinante
aus, bzw. wir haben die Determinante explizit konstruiert.

Satz 16.7. Sei V' ein Vektorraum der Dimension N, n > 1. Dann sind die
ey Noooeg, mit 1 <iy <---<i, <N eine Basis von A"(V). Es gilt

aim () = ().

n

Beweis: Wir haben bereits geklért, dass es sich um ein Erzeugendensystem han-
delt. Wir zeigen nun die lineare Unabhingigkeit. Wir betrachten

E aih.__,ineil /\"'/\61',"’ :O

i1 < <lip

mit Koeffizienten a;, .. ;, € k. Wir wéhlen ein Tupel von Indizes, zur Verein-
fachung der Notation 1 < 2 < --- < n. (Fiir n > N ist nichts zu zeigen.)
Sei W = V/{ept1,.-.,en) und 7 : V. — W die Projektion. Wir nutzen die
Natiirlichkeit der &ufleren Potenz aus. Es gilt

O:A”(Zail ’’’’’ ineil/\---/\ein):Zail ’’’’’ inw(eil)/\...ﬂein.

Es gilt w(e;) = 0 fiir j > n, daher tragen nur Summanden bei, bei denen alle
Indizes kleiner gleich n sind. Davon gibt es nur einen einzigen, iy = 1,...,7, = n.
Daher folgt

,,,,, n(er) A Am(en).

Nach dem Lemma ist w(e1) A--- Aw(e,) # 0 (W hat Dimension n und dies sind
genau die Basiselemente). Daher folgt

0= ai,...n-

Genauso sieht man das Verschwinden aller anderen a;, .. ;, -
Fiir die Dimensionsberechnung miissen wir die Anzahl der Basiselemente abzéhlen.
Es ist die Anzahl der n-elementigen Mengen in einer Menge mit N Elementen.

Das ist gerade (7). O

n

Korollar 16.8. Sei V' ein Vektorraum der Dimension n, f € End(V). Dann
£

A™(f) - A™(V) = A™(V)
Multiplikation mit det(f).



73

Beweis: Sei eq,...,e, eine Basis. Dann ist

AM(f)ler Ae.en) = fler) A... flen).

Wir miissen dies als Vielfaches von e A -- - A e,, ausdriicken. Dafiir driicken wir
f(e;) als Linearkombination der e; aus, d.h. wir bestimmen die Eintrége der dar-
stellenden Matrix. Durch die Multilinearitit entsteht eine grofie n-fache Summe.
In dieser verschwinden aber alle Summanden, in denen ein Basisvektor doppelt
vorkommt. Durch Vertauschen der Eintréige erhalten wir lauter Vielfache von
e1...e,. Als Vorfaktor erhalten wir die Determinante der darstellenden Matrix
laut Leibniz-Formel. O

Bemerkung. Alternativ kénnen wir A™(f) als Definition der Determinante
benutzen. Es ist
A™(f) € End(A™(V)) = k,

denn die einzigen Endomorphismen eines eindimensionalen Vektorraums sind
die Vielfachen der Identitét. Oft benutzt man daher auch die Notation

det(V) = A™(V)

fiir die hochste duflere Potenz.
In LA 1 hatten wir die Determinante naiv als Abbildung

M, (k) — k
definiert. Jetzt sehen wir, dass es um zwei kanonische Konstruktionen geht:
V"™ — det(V)
wobei det (V') ein Vektorraum der Dimension 1 ist; und
det(f) : det(V) — det(f)
fiir einen Endormorphismus f von V.

Alle Eigenschaften der Determinante kénnen aus der neuen Definition hergelei-
tet werden.

Satz 16.9 (Produktformel). Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, f, g €
End(V). Dann gilt
det(fg) = det(f)det(g).

Beweis: Wir betrachten
A (V) 229 Ay 229 Ay,
Man sieht sofort, dass die Komposition A™(fg) ist. O

Besonders interessant ist das Zusammenspiel von Dualitéit und dufleren Poten-
zen.
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Satz 16.10. Sei V' ein Vektorraum, n > 0. Dann gibt es eine eindeutige lineare
Abbildung
*: A"(V) @ det(V*) — AN=(V*)

so dass fir jede Basis ey, ...,en gilt
e, N Nep®@elA...ey—en Al ey
Sie ist ein Isomorphismus.
Die Abbildung heift Hodge-*-Operator oder *-Produkt.
Beispiel. Fiir N =1 gibt es nur die Fille n = 0, 1. Die Aussagen sind dann
EQV =2V VeV =Ek.

Beweis: Wir fixieren eine Basis eq,...,ey. Fiir o € S,, definieren wir

*€o(1) N+ Eo(n) @ €] A .. e =8gn(0)eg 1) A Aeg )

Damit ist die Abbildung eindeutig festgelegt. Die Formel ist vertréglich mit
Vertauschen der Basivektoren. Beide Seiten haben dieselbe Dimension (]X ) und
die Abbildung ist eine Bijektion von Basen, also ein Isomorphismus.

Wir miissen also die Unabhéngikeit von der Wahl einer Basis iiberpriifen. Sei

f1,--., fn eine zweite Basis. Jeder Basiswechsel lasst sich zerlegen in eine Folge
von elementaren Transformationen, daher geniigt es zwei Fille zu betrachten:
€; ) 7é 7:0 €; 1 75 io
fi=<t T =g L
ae; 1 =1y e, +bej =1

wobei a € k*, b € k, j # ig. Zur Vereinfachung der Notation betrachten wir
ig = 1, j = 2. Der allgemeine Fall geht genauso. Ohne Einschrinkung ist sogar
b=1.

Sei also f; = ae;. Dann gilt fiir die duale Basis
fr=atel, fs=eb ... fh=¢ek
Wir betrachten das Bild von
fo)y N AN fotny @ fT N AN fN

unter der linearen Abbildung *. Es gibt zwei Fille: 1 € {o(1),...,0(n)} oder
le{on+1),...,0(N)}. Im ersten Fall gilt

fa(l)/\"'/\fo(n)®f1*/\"'/\f]>§l:aea'(l)/\"'/\ea(n)®a’_le>{/\'”/\e*N
und das Bild ist

sgn(0)es (1) A Aepiny = foy N A fony-
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Im zweiten Fall gilt
Fo) N A fom)y @ FEA A fu =€y N Aegmy @a” e} A Aely
und das Bild ist
sgn(a)a_le:;(nﬂ) ARERWA e:;(N) = sgn(a)f;‘(l) ARERWA f;(N).
Wir betrachten nun f; = e; + e2. Dann gilt fiir die duale Basis
fi=el,fo=es—€l,fi=es ..., =¢€n

und daher
AN =€ N Ney.

Diesmal gibt es vier Félle. Sei 1 = 0(i), 2 = o(j).
1. Fall: i,j < n. Durch Vertauschen erreichen wir ¢ = 1, j = 2. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit rechnen wir nur im Fall N = 2. Es ist

NN =(e1+e)Nea®e] ANes =e1 ANea ®e] Ned

und daher
*fiNfo®@ fi Nfy =1

2. Fall: i < n, j > n 4+ 1. Durch Vertauschen und Weglassen von Faktoren
erreichen wir den wesentlichen Fall N =2 n=1,i=1, j =2, also

L@ fiNfs =x(e1+ex) ®eT Ney) =ef —e3 = f.

3. Fall: © > n, 7 < n. Durch Vertauschen und Weglassen von Faktoren erreichen
wir den wesentlichen Fall N =2, n=1,i=2, j =1, also

xfo @ [T A f3 =*ea ®ej Nes = —e] = —f7.
4. Fall: i, 7 > n. Der wesentliche Fall ist n =0, N =1, also
“fi A f5) = x(el Nes) = el Aes = fi A fi-
In jedem Fall ist die Zuordnung vertréglich mit dem Basiswechsel. O
Speziell fiir n = N erhalten wir
det(V) @ det(V*) 2 k = (det(V))* = det(V™).
Korollar 16.11. Sei V endlich-dimensionaler Vektorraum, f € End(V'). Dann

gilt
det(f) = det(f™).
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Beweis: Wenn f kein Isomorphismus ist, so sind beide Seiten 0. Sei also f ein
Isomorphismus, eq,...,ey eine Basis. Dann ist f(ey),..., f(enx) eine andere
Basis mit dualer Basis f*~1(e3),..., f* !(en)-

fler) AN flen) @ f*He) A AT s (ely) = 1
Andererseits ist die linke Seite auch

det(f)det(f*)ter A---Aey @el A--- Aely = det(f)det(f*) 7 .

Das Kreuz-Produkt

Sei k = R und V endlich-dimensional. Die Erzeuger von det(V') unterscheiden
sich um einen Faktor in R*. Dieser Faktor kann positiv oder negativ sein.

Definition 16.12. Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Orientierung auf V' ist
definiert als die Wahl einer Aquivalenzklasse von Erzeugern von det(V), die
sich um einen positiven Faktor unterscheiden.

Je zwei Basen von V definieren die gleiche Orientierung, wenn die Basiswech-
selmatrix positive Determinante hat.

Sei nun noch spezieller V' euklidisch und orientiert. Je zwei Orthonormalba-
sen der gleichen Orientierung unterscheiden sich um eine Basiswechselmatrix
in SO(n). Sie definieren denselben Erzeuger von det(V'), die wir benutzen, um
det(V) und det(V*) mit k zu identifizieren. Aufiderdem induziert das Skalar-
produkt einen Isomorphismus V' — V*.

Der Hodge-*-Operator definiert dann Isomorphismen
A" (V) = A(V*) — ANV 2 AN TY(V),
Wir spezialisieren auf N = 3, n = 2 under halten
A(V) 2 V.
Insbesondere erhalten wir eine Multiplikation
xoAN:V XV = A(V) =V = V.

Sie heifit Vektorprodukt oder Kreuzprodukt.
Wir rechnen explizit aus. Sei eq, e, e3 eine orientiere Orthonormalbasis. Es gilt

(e1,€2) — €1 Neg > €3 — e3
(e1,e3) — e1 ANeg — —es — e
(ea,e3) — ea Nez— el — ey
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Dann ist diese Abbildung explizit:

T Y1 T2Y3 — T3Y2
T2 X |1Yy2 | = | 3y1 — T1Y3
+x3 Y3 T1Y2 — T2Y1

Die Rechenregeln folgen aus den Rechenregeln fiir A, d.h. die Abbildung ist
bilinear und alternierend.

Lemma 16.13. Se: V orientierter Vektorraum mit Skalarprodukt s. Dann gilt
fir alle x,y € V gilt
s(z,z xy) = s(y,z xy) =0.

Beweis: Wir berechnen s(x, zxy). Sind « und y linear abhéngig, so ist x xy = 0,
da x alternierend ist. Also sind sie ohne Einschrinkung linear unabhéngig. Es
ist y = ¥’ +ax so 3y’ orthogonal zu z (Gram-Schmidt). Da x alternierend ist, gilt
x Xy =ux xy'. Sel also ohne Einschrinkung y senkrecht auf z. Nach Skalieren
erreichen wir, dass e; = x, e = y orthonormal sind. Es gibt einen eindeutigen
normierten Vektor ez, so dass eq, €2, e3 eine orientiere Orthonormalbasis von V'
ist. Daher gilt e3 = x X y, insbesondere steht er auf e; senkrecht. O

Bemerkung. Das Kreuzprodukt spielt in den Formeln der Physik eine grofie
Rolle, da es dort oft um R? als orientierten euklidischen Vektorraum geht. In
der Mathematik ist n = 3 nur ein Spezialfall. Das Kreuzprodukt verallgemeinert
sich nicht, bzw. in der Form wie wir es oben diskutiert haben.

Differentialformen

AuBere Potenzen spielen eine groBe Rolle in der hoherdimensionalen Differen-
tiation und Integration. Hier ist nicht der Ort, diese Theorie vollstdndig zu
entwickeln, aber wir wollen die Situation skizzieren.

Wir beginnen mit reellen differentierbaren Funktionen auf offenen Teilmengen
U C R™. Einer Funktion f : U — R ordnen wir eine Ableitung zu

of of
=, .., = .
f <8$1 ’ ’ 8xn)
Diese Ableitung ist aber nicht unabhéngig von der Wahl der Koordinaten. Statt
dessen gilt die Kettenregel. Das ist schlecht, wenn wir von Teilmengen von R™
zu Mannigfaltigkeiten iibergehen wollen. Eine Manngifaltigkeit ist ist ein topo-
logischer Raum M, so dass es fiir jeden Punkt P € M eine Umgebung gibt, die

mit einer offenen Teilmenge von R™ identifiziert wird. Mit anderen Worten: wir
kénnen Koordinaten einfiihren.

Beispiel. Sie Kugel S™ = {z € R""!|||z|| = 1} ist eine Untermannigfaltigkeit
der Dimension n (Satz iiber implizite Funktionen).
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Eine (lokal differenzierbare) Funktion f : M — R hat keinen globalen Ablei-
tungsvektor. Wir 1sen das Problem, indem wir die Differentialform
df = g—xfldajl—i—~-~+%dajn

definieren. Die Kettenregel sorgt dafiir, dass dies ein wohldefinierter Ausdruck
ist, unabhéngig von der Kooridnatenwahl. Aber was ist eine Differentialform?
Zu jedem Punkt P von M gehort der Vektorraum T, M der Tangentialvektoren.
Fiir eine Untermannigfaltigkeit sind das alle Tangentialrichtungen im umgeben-
den Raum. Sie organisieren sich in das Tangentialbiindel TM — M. Das Urbild
von P ist genau TpM. Alle Operationen mit Vektorrdumen lassen sich auch
mit Vektorbiindeln definieren. Insbesondere gibt es T*M — M, das Kotangen-
tialbiindel. Das Urbild von P € M ist der duale Vektorraum von TpM.

Definition 16.14. Fine Differentialform auf M ist ein Abbildung s : M —
T*M, so dass s(P) in TpM* liegt.

Die Wahl von Koordinaten idenfiziert eine Teilmenge von M mit einer offenen
Teilmenge des R™, alle Tangentialrdume mit R” und das Tangentialbiindel mit
R™ x R™ — R"™. Die Ausdriicke dz1,...,dz, sind eine Basis des dualen Raums.
Die Ableitung einer Differentialform ist eine 2-Form. Diese ist ein Schnitt von
A?(T*M). Genauso geht es mit hoheren Ableitungen weiter. Fiir n = dim M
erhalten wir ein Geradenbiindel A™(T*M) — M, d.h. das Urbild von P ist ein
eindimensionaler Vektorraum. Die Schnitte haben lokal die Form

fdxy Ndxo N --- Ndx,

fiir Funktionen f. Solche Ausdriicke kann man dann integrieren. Die dufleren
Potenzen verwalten die Transformationsformeln genau richtig.
Der oben definierte Hodge-*-Operator wird dann in der Theorie der orientierten

Riemannschen Mannigfaltigkeiten benutzt. Dann hat jedes T, M die Struktur
eines orientieren euklidischen Vektorraums.
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Algebren

Definition 17.1. Sei k ein Korper. Eine k-Algebra ist eine Menge A zusammen
mit

e ciner Addition: +: A X A — A,
e ciner Multiplikation: - : A X A — A,

o ciner Skalarmultiplikation: - : k x A,

so dass, (A, +, ) ein Ring ist, (A, +) mit der Skalarmultiplikation ein k- Vektorraum
und

A(ab) = (Aa)b = a(Xb) fir alle X € k, a,b € A.

Die Algebra heifst kommutativ, falls ab = ba fiir alle a,b € A. Sie heifit Algebra
mit Eins, falls es ein Element 1 € A ¢ibt mit 1la = al = a fiir alle a € A.

Beispiel. (i) M, (k) mit der Addition und Multiplikation von Matrizen ist
eine k-Algebra mit Eins (LA 1).

(i) SeiV ein Vektorraum. Dann ist End(V') mit der Addition und Verkniipfung
von Endomorphismen eine k-Algebra mit Eins.

(iii) k[X] ist eine kommutative Algebra mit Eins.

(iv) Der Polynomring in n Variablen k[Xy, ..., X,] ist eine kommutative Al-
gebra mit Eins.

(v) Sei M eine Menge Abb(M, k) mit der Addition und Multiplikation von
Funktionen ist eine kommutative k-Algebra mit Eins (1 ist die konstante
Funktion 1).

(vi) Sei U ein topologischer Raum, z.B., U C R” offen und C(U, R) die Menge
der stetigen Funktionen. Dies ist eine kommutative R-Algebra mit 1.
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(vii) Sei C.(R,R) die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger,
d.h. die Menge der f : R — R stetig, so dass es N > 0 gibt mit f(x) = 0 fiir
alle |x| > N. Dies ist eine kommutative k-Algebra ohne Eins. (Das Eins-
element wére die konstante Funktion 1, diese hat aber keinen kompakten
Tréger.)

(viii) In der Funktionalanalysis werden solche Algebren zusétzlich mit einer
Norm versehen.

Wir wollen nun die Tensor-Algebra T*(V) fiir einen Vektorraum V' einfiihren.
Dafiir sei T(V) = V® das i-fache Tensorprodukt von V mit sich selbst. Wegen
der Assoziativitiat des Tensorproduktes kommt es auf die Klammerung nicht an.
Fiir 7 = 0 setzen wir T°(V) = k. Tensorieren defininiert Multiplikationen

T”(V) x Tm(V) N T7z+7rz(v)
(M®...QU/HWI R ... W) VIR ... 0, QW Q... R Wpy).

Speziell fiir n = 0 oder m = 0 benutzen wir die skalare Multiplikation.
Definition 17.2. Sei V' ein k- Vektorraum.

(i) Die Tensor-Algebra T* (V) dber V ist der Vektorraum
Briwv) mit TV)=ve
i=0

(hier ist T°(V) = k) mit dem Tensorprodukt als Multiplikation.

(i) Die symmetrische Algebra S*(V') dber V ist der Vektorraum

Bsiv)

mit e als Multiplikation.
(i1i) Die &uflere Algebra A*(V') dber V ist der Vektorraum

dim V

P r'v)
1=0

mit A\ als Multiplikation.
Lemma 17.3. T*(V), S*(V) und A*(V) sind k-Algebren mit Eins.

Beweis: Nach Definition ist 7% (V') ein Vektorraum, insbesondere ist (T*(V'), +)
eine abelsche Gruppe. Wir iiberpriifen die Assoziativitdt der Multiplikation. Es
geniigt, dies fiir v € T"(V), w € T™(V), u € T'(V) nachzurechnen. Dann folgt
es aus der Assoziativitdtsregel des Tensorproduktes. Die Vertraglichkeit von +
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und ® folgt aus der Distributivitdt und Bilinearitéit des Tensorproduktes. Die
Vertriglichkeit von Multiplikation und skalarer Multiplikation folgt ebenfalls
aus der Bilinearitit von ®. Das Einselement ist 1 € T9(V).

Dieselben Argumente gelten auch fiir die beiden andere Fiélle. O

Definition 17.4. Ein k-Algebrenhomomorphismus ist eine k-lineare Abbildung
f: A — B zwische k-Algebren, die zusdtzlich ein Ringhomomorphismus ist.

Ein Homomorphismus von Ringen mit Eins erfillt zusitzlch f(1) = 1.

Beispiel. (i) Sei V ein k-Vektorraum der Dimension n. Die Wahl einer Basis
B induziert einen Algebrenisomorphismus

¢ :End(V) = M, (k) f— ME(f).

(ii) Sei @ € k. Dann definiert die Auswertungabbildung
kE[X] -k P~ P(a)
einen Algebrenhomomorphismus. Lassen wir « variieren, so erhalten wir
ev: k[X] — Abb(k, k) P+~ (a— P(a)).

Auch diese Abbildung ist ein Algebrenhomomorphismus. Fiir Kérper mit
unendlich vielen Elementen ist er injektiv (LA 1).

(iii) Sei V ein k-Vektorraum, f € End(V'). Dann definiert
k[X] — End(V) P+~ P(f)

einen k-Algebrenhomomorphismus. Nach Definition gilt 1 — id. Er ist
nicht injektiv. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt x7(f) = 0.

(iv) Sei V ein k-Vektorraum. Dann sind die natiirlichen Projektionen
(V)= S*(V), T*(V)—= A*(V)
Homomorphismen von Algebren mit Eins.

Satz 17.5 (Universelle Eigenschaft der Tensor-Algebra). Sei V' ein k- Vektorraum.
Jede lineare Abbildung

f: VoA

in eine k-Algebra A mit Eins setzt sich eindeutig fort zu einem Homomorphis-
mus

F:T*(V)— A

von Algebren mit Fins.
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Beweis: Die lineare Abbildung f : V' — A definiert fiir n > 1 multilineare
Abbildungen

fn:VX---XV—>A (xlavxn)'_)f(xl)f(xQ)f(xn)

Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes faktorisiert sie iiber eine
eindeutige lineare Abbildung

F,: Ve 5 A
Wir definieren Fy : k — A als a+— al. Wir definieren damit
F=(Fy,F,...): @V®” — A.

Diese Abbildung ist nach Konstruktion linear, also vertridglich mit + und der
skalaren Multiplikation. Die Vertréglichkeit mit der Multiplikation ist leicht.
Das Argument benutzt, dass A x A — A ebenfalls bilinear ist. O

Bemerkung. Ist by, ..., b, eine Basis von V|, so sind die Ausdriicke b;, ®b;, ®b;,
fur n >0, i; € {1,...,n} eine Basis von T*(V'). Der Algebrenhomomorphismus
des Satzes bildet ihn ab auf f(b;,)f(bi,) ... f(b;, ), wie es die Vertriglichkeit mit
der Multiplikation verlangt.

Speziell fir n =1 und f : V — k[X] mit b — X erhalten wir einen Algebreni-

somorphismus
(V) = k[X].

Sei nun A kommutativ, wie vorher V' — A linear. Dann liegt v @ w —w ® v €
T?(V) im Kern der induzierten Abbildung T*(V) — A.

Satz 17.6 (Universelle Eigenschaft). Die symmetrische Algebra ist kommutativ.
Ist A eine kommutative Algebra mit Fins, f : V. — A linear, so existiert ein
eindeutiger Homomorphismus F : S(V) — A wvon Algebren mit Eins, der f
fortsetzt.

Beweis: Wir erinnern uns an die Definition:
Sn(V) = T"(V)/In

wobei I, als Vektorraum von Elementen der Form vy & ... v, — Up(1) @ .. . Vg (n)
fiir v1,...,v, € V und o € S, erzeugt wird.

Nun iiberpriifen wir die universelle Eigenschaft. Wir haben bereits einen Al-
gebrenhomomorphismus F' : T*(V) — A. Wir wollen zeigen, dass er iiber den
Quotientenvektorraum S* (V') faktorisiert. Nach dem Homomorphiesatz miissen
wir dafiir {iberpriifen, dass F'(I,,) = 0 fiir alle n. Es geniigt die Erzeuger zu be-
trachten. Da A kommutativ ist, verschwinden deren Bilder in A. Wir erhalten
wie gewiinscht den Wert 0.

Die induzierte lineare Abbildung S*(V) — A ist vertréglich mit der Multipli-
kation, weil die Multiplikation auf S*(V) die Multiplikation von Restklassen
ist. O
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Beispiel. Sei ey, ...,e, eine Basis von V. Wir definieren V' — k[X1,..., X,]
durch e; — X;. Aus der universellen Eigenschaft der symmetrischen Algebra
erhalten wir einen Homomorphismus

S*(V) = k[Xq,..., X,].
Man iiberpriift gradweise, dass es sich um einen Isomorphismus handelt. Die Ba-
siselemente e;, ®¢;, - - -®¢;  stehen in Bijektion zu den Monomen X;, X;, ... X; .
Insbesondere ist S*(k) = k[X].
Es liefe sich noch mehr iiber die symmetrische Algebra sagen, aber tatséchlich
sind wir mehr an der dufleren Algebra interessiert.
Dort gilt ebenfalls eine Vertauschungsregel:

Lemma 17.7. Seien x € A™(V), y € A™(V). Dann gilt
zAy=(—1)""yAwx.

Beweis: Ohne Einschrinkung ist z = vy A -+ Avy, y = wy A ... w,. Wir tau-
schen w; mit v,—1, dann mit v,_s etc. Dies ergibt einen Faktor von (—1)".
Dann wiederholen wir den Prozess fiir ws, ..., w,,. Also erhalten wir m mal das
Vorzeichen (—1)", zusammen (—1)"". O

Definition 17.8. Fine graduierte Algebra ist eine k-Algebra der Form
A= oo4;
i=0

wobei fir alle x € A;, y € Aj gilt xy € Aiyj. Die Elemente von A; heif$en
homogen vom Grad 1.

Eine graduierte Algebra heif$t graduiert-kommutativ, wenn

zy = (=)™ fir allex € A,y € Apm.
Beispiel. S*(V) und k[X1,...,X,] sind graduiert und kommutativ, aber nicht
graduiert-kommutativ. A*(V) ist graduiert-kommutativ.

Satz 17.9 (Universelle Eigenschaft der duBeren Algebra). Sei A = @2, A;
eine graduiert-kommutative Algebra mit Eins in der a®> = 0 fiir alle a € Aj,
f:V — Ay eine lineare Abbildung. Dann setzt sich f fort zu einem eindeutigen
Homomorphismus von Algebren mit Fins

F:A (V)= A,

der die Graduiering respektiert, also F(A™(V)) C A,
Beweis: Genau wie fiir die symmetrische Algebra. Die Bedingung an A; garan-
tiert, dass die Abbildung
Al — A,
alternierend ist. O

Bemerkung. Wenn 0 # 2 in k, dann die Bedingung an A; eine Konsequenz
der Vorzeichenregel: a? = (—1)'"1a? = 242 = 0.



