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Aufgabe 8.1. Wir identifizieren die kartesische Ebene R? mit den komplexen Zahlen
C mittels (x,y)" — = + iy. Zeigen Sie, dass unter dieser Identifikation die Kongru-
enzabbildungen der kartesischen Ebene gerade den Abbildungen C — C der Form
z+ az+bund z — aZ + b mit a,b € C und |a| = 1 entsprechen.

(4 Punkte)

Aufgabe 8.2. Wir betrachten die kartesische Ebene R? und die Geraden g; =
{(z,y) € R? | 2y = x + 2} und g, = {(x,y) € R? | y = —3x + 5}. Wir betrachten
weiter die Punkte P = (0,1) € gy und P, = (1,2) € g¢».

(a) Bestimmen Sie alle Kongruenzabbildungen, die P, auf P, abbilden.

(b) Bestimmen Sie alle Kongruenzabbildungen, die P; auf P, und ¢; auf g, abbil-
den.

(c) Bestimmen Sie alle Kongruenzabbildungen, die P, auf P, und g; auf g, ab-
bilden, und die g; N {(z,y) € R* | > 0} auf go N {(z,y) € R* | = > 1}
abbilden.

(6 Punkte)

Aufgabe 8.3. Sei A eine affine Ebene iiber R. Sei K: A — A eine Kongruenz-
abbildung. Zeigen Sie, dass K ein Produkt von hdochstens drei Spiegelungen an
(moglicherweise verschiedenen) Geraden g C A ist.

Bemerkung: Die Aussage gilt allgemeiner: ist K: R" — R" eine Kongruenzabbil-
dung, so ist K Produkt von héchstens n + 1 Spiegelungen.

(4 Punkte)

Aufgabe 8.4. Seien A, A’ affine Ebenen iiber R zu den Vektorrdaumen V,V’, je-
weils mit Skalarprodukt (-,-)y bzw. (-, -)ys. Sei (¢, f) eine affine Abbildung von A
nach A’, sodass die induzierte lineare Abbildung f: V — V' ein R*-Vielfaches einer
orthogonalen Abbildung ist. Zeigen Sie, dass ¢: A — A’ ein Isomorphismus von
Inzidenzgeometrien mit Zwischenrelation und Kongruenzen ist.

(4 Punkte)

(Bitte wenden)
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Bonusaufgabe 8.5. Zeigen Sie die Umkehrung der Aussage aus Aufgabe 8.4: Seien
A, A’ affine Ebenen iiber R zu den Vektorrdumen V, V', jeweils mit Skalarprodukt
(-,yv bzw. (-, -)ys. Sei (¢, f) eine affine Abbildung von A nach A’, die ein Isomor-
phismus von Inzidenzgeometrien mit Zwischenrelation und Kongruenzen ist. Zeigen
Sie, dass die zugehorige lineare Abbildung f: V' — V' ein R*-Vielfaches einer ortho-
gonalen Abbildung ist.

(4 Bonuspunkte)

Aufgabe 8.6 (Aufgabe mit Schulbezug). Folgender ,rote Kasten ist dem Schulbuch
Neue Wege, Klasse 6 (Schroedel, 2001), S. 148 entnommen:

Basiswissen . Statt zwei Bewegungen hintereinander auszufiihren (Verketten von Bewegungen),
kann man dasselbe Ergebnis haufig auch mit einer einzigen Bewegung erzielen.

Aus zwei mach eins:
Statt zweimal verschieben Statt zweimal drehen

nur einmal verschieben nur einmal drehen

Interessanter wird es, wenn man eine Figur zweimal spiegelt:
Statt zweimal Spiegeln

an parallelen Achsen an sich schneidenden Achsen
‘@ | < s
\ \ :
nur einmal verschieben nur einmal um den Schnittpunkt

der Achsen drehen

Zeigen Sie, dass allgemein gilt:

(1) Eine Zweifachspiegelung an parallelen Achsen mit dem Abstand d ist gleich-
wertig mit einer Verschiebung um 2d senkrecht zu den Achsen.

(2) Eine Zweifachspiegelung an Achsen, die sich in M unter dem o Winkel schnei-
den, ist gleichwertig mit einer Drehung um M mit dem Drehwinkel ¢ = 2a.

Hinweis: Sie diirfen ,schulméfig* begriinden, d.h. die verschiedenen Félle skizzieren
und mit den auftretenden Absténden bzw. Winkeln argumentieren.

(4 Bonuspunkte)
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